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Kulturowe determinanty matematyki

Druga potowa XX wieku to renesans zainteresowari empiryzmem w filozofii mate-
matyki. Wczedniej, na przetomie wiek6w, prawie cata uwaga matematykéw i filozofé6w
skupiona byta na badaniu podstaw matematyki. Powstaty wtedy trzy kierunki filozofii
matematyki: logicyzm, intuicjonizm i formalizm. Wraz z rozwojem badaf nad podsta-
wami matematyki powstata nowa dziedzina wiedzy — metamatematyka. Dla niej to
matematyka stala si¢ przedmiotem badar naukowych. Wtasnie w obrebie metamatema-
tyki zostato udowodnione twierdzenie, ktére w sposob istotny wplyneto na dalsze losy
filozofii matematyki. Mowa tu o podanym w 1931 roku przez Gédla twierdzeniu o
nierozstrzygalno$ci arytmetyki. Okazalo sig, ze trzeba znalezé odpowiedZ na pytanie,
dlaczego mamy taka, a nie inng arytmetyke.

W zwiazku z tym, ze badania podstaw nie przyniosly zadowalajacych rozwiazah
problemu poznania matematycznego, w drugiej polowie XX wieku zainteresowania
filozof6w matematyki przeniosty si¢ na badanie nie tylko wytworéw poznania, lecz
réwniez sposobdw i proceséw ksztaltowania si¢ idei matematycznych. Rozciggnigto
zakres badafi na praktyke matematyczng i wykorzystano wyniki uzyskane w filozofii
nauki do opisu rozwoju wiedzy matematycznej. Na przyktad Lakatos przedstawit pro-
gram filozofii matematyki w duchu Popperowskiego falsyfikacjonizmu. Skoro program
Hilberta, wobec twierdzefi Godla, jest nie do utrzymania, a badania zmierzajace do
ugruntowania matematyki na oczywistych, jasnych i intuicyjnie prawdziwych aksjoma-
tach prowadza do coraz bardziej kontrowersyjnych i rodzacych paradoksy wynikéw, to
filozofowie matematyki powinni zaja¢ si¢ nie poszukiwaniem podstaw, lecz wyjasnia-
niem mechanizméw rozwoju wiedzy matematycznej. Zgodnie z tym programem, w
ksiazce Proofs and Refutations, na przyktadzie dowodu formuly Eulera, Lakatos
przedstawit koncepcje rozwoju matematyki jako nieustajacego ciagu budowania dowo-
déw i znajdowania kontrprzyktadéw, stawiania hipotez i ich odrzucania. Wykorzystujac
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dane historyczne Lakatos pokazal, ze matematyka jest «omylna» i podlega wahaniom,
nie jest wolna od niejasnodci i przeoczen, i jest w tym podobna do innych nauk
przyrodniczych. Kierunek w filozofii matematyki — odwolujacy si¢ do badaf histo-
rycznych nad rozwojem matematyki — Lakatos nazwat ,,quasi-empiryzmem”. Ideg te
wykorzystali filozofowie, ktorzy jednak nie podzielali sympatii do Popperowskiej filo-
zofii nauki.

W artykule niniejszym chciatabym przedstawi¢ stanowisko w filozofii matematyki
uksztattowane pod wptywem koncepcji paradygmatéw Kuhna. Stanowisko to zwraca
uwage na oczywisty fakt, ze matematyka jest wytworem aktywnoSci spotecznej i w
zZwigzku z tym badajac rozwdj matematyki nie mozna pominaé kulturowych
uwarunkowafi rozwoju matematyki. Wyjd¢ wigc od badai Wildera, dostarczajacych
opisu praktyki matematycznej w kategoriach filozoficznych i kulturowych. Nastgpnie
zreferuje poglady Garbiner, ktora zanalizowata rozwdj rachunku rézniczkowego na
przetomie XVII i XIX wieku. Dalej przedstawig krytyke tezy o niezmiennosci i kumu-
latywnoéci wiedzy matematycznej przeprowadzong przez Kitchera oraz jego rozwi-
niecie idei Kuhna w odniesieniu do matematyki.

* * *

Na kultur¢ — wedlug Wildera — sktada sie zbiér zwyczajow rytuatéw, wierzei,
narzedzi itd. Sa to tzw. elementy kultury bedace w posiadaniu okre§lonej grupy ludzi.
Na kulturg matematyczna «skladaja sig»: czasopisma, ksiazki, konferencje oraz mate-
matycy, nauczyciele i ludzie poznajacy matematyke.

Wilder wyja$nia, dlaczego zmiany w kulturze matematycznej sg stosunkowo nie-
uchwytne. Dzieje si¢ tak dlatego, ze matematyke uprawia niewielka i rozsiana grupa
ludzi. Spotkania matematykéw sa relatywnie rzadkie. Uczniowie traca na ogdt kontakt
z matematyka po skoficzeniu szkoty Sredniej: dopiero ewentualnie jako rodzice poma-
gaja swoim dzieciom przy rozwiazywaniu zadafi szkolnych. Wspdlcze$nie matematyka
ma ponadnarodowy, uniwersalny jezyk, odrgbny od jezykow etnicznych i ewoluujacy
niezaleznie od tych ostatnich. Mimo to, z wigkszej perspektywy czasowej nie mamy
jednak oporéw, by méwié o roéznych typach matematyk: o matematyce starozytnych
Chin, Babilonu, Indii, Egiptu, Greciji itd. Byly to rézne typy matematyk, bo matematyka
babilofiska byla algorytmiczna, egipska miata nastawienie praktyczne, chifiska
zajmowala si¢ algebra, a grecka geometria.

O socjalnym uwarunkowaniu kultury matematycznej §wiadczy np., wedtug Wilde-
ra, fakt zainteresowania si¢ pewna dziedzina matematyki przez wielu badaczy w jed-
nym czasie. Do 1900 roku w indeksie ksiazki Bella Developments of Mathematics byty
tylko cztery nieistotne odno$niki dotyczace logiki matematycznej. W wydaniu 1950
roku indeks zawierat juz ich bardzo duzo, a na 25 stronach tekstu wyjasniano, czym jest
logika matematyczna.

Wilder porusza problem tego, jak wtasnosci jezyka etnicznego wplywaja na akcep-
towane sposoby rozumowania. Wskazuje np. na spotecznosci, gdzie stosuje si¢ mysle-
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nie magiczne i w ktérych prawdopodobnie nie doszloby w zwiazku z tym do
sformutowania prawa wylaczonego Srodka. Powoluje si¢ na badania Malinowskiego,
zgodnie z ktorymi s3 spolecznoSci, w ktorych nie szereguje si¢ zdarzef czasowo, a
zatem brak tam mysSlenia przyczynowo-skutkowego. Trudno wiec méwié o ufundowa-
niu matematyki na uniwersalnych zasadach logiki, skoro intuicje lezace u ich podstaw
s3 zdeterminowane kulturowo. Jak wiadomo, w starozytnej Grecji nie bylo algebry, a w
Chinach nie bylo geometrii. Za poSrednictwem Arabéw algebra w czasach Odrodzenia
dotarta do Europy i dopiero geniusz Kartezjusza dokonat syntezy algebry z dobrze
znang Europejczykom geometrig. Ale warunkiem pojawienia si¢ Kartezjusza — i kaz-
dego «wielkiego czlowieka» — bylo istnienie odpowiedniego srodowiska kulturowego.
Wilder wskazuje na czynniki spoleczne, ktdre przyczynily si¢ do wielkiego rozwoju
matematyki w XX wieku. W tym czasie powstalo wiele uniwersytetdw, organizaciji
naukowych, fundacji i bibliotek — zmienily si¢ dotychczasowe warunki organizacji
pracy matematykdw. Z przyczyn politycznych i ekonomicznych nastapilo zderzenie
wielu kultur, a wzrost emigracji z Polski i Niemiec do USA umozliwil spotkanie sie
przedstawicieli réznych galezi matematyki oraz rozwdj jej nowych dziedzin.

* * *

W przeciwiefistwie do Kuhna, ktéry zastrzegat sig, ze jego teoria paradygmatow nie
odnosi si¢ do matematyki, Garbiner pokazuje, ze rOwniez w historii matematyki mozna
wydzieli¢ okresy nauki normalnej i okresy rewolucji naukowych. Zaksjomatyzowanie
geometrii przez Euklidesa, sformulowanie geometrii nieeuklidesowych, konstrukcja
algebr nieprzemiennych, rozwdj logiki matematycznej — to przyklady rewolucji na-
ukowych. Garbiner skoncentrowata si¢ na opisaniu rewolucji z przetfomu XVIII i XIX
wieku, ktdra zwigzana byla z rachunkiem rézniczkowym.

Wediug Garbiner rewolucja ta polegala na tym, ze rézne metody wypracowane w
XVII wieku, zwigzane z przyblizonym rozwigzywaniem réwnaf rdzniczkowych,
zostaly jakby odwrdcone w XIX wieku i wykorzystane dla dowodzenia twierdzef
ogoblinych i formutowania definicji. Na przyktad odwrécenie metody aproksymacji dato
definicj¢ €-6 Cauchy’ego.I Przy badaniu zbieznoSci obliczano biad przyblizenia. Obec-
nie w warunku zbiezno$ci najpierw zadaje si¢ btad € i dla niego szuka si¢ takiego
elementu dziedziny, ze poczawszy od tego elementu dla kazdego elementu dziedziny
spelniona jest odpowiednia nierowno$¢. Nastepnie wykazuje sig, ze warunek ten jest
spetniony przy dowolnie matym &, tj. jego spetnienie nie zalezy od wielkoSci zadanego

biedu.

1 Definicja Cauchy’ego granicy ciagu brzmi: Liczbe a nazywamy granicq ciggu (a.), jeshi dla kazdej liczby
£>Qistnieje taka liczba no, ze nierdwnosé |an-al| <ezachodzidla kazdej liczby naturalnejn > no. Analogicznie
skonstruowane sa: definicje Cauchy’ego zbieznosci szeregdw, granicy funkcji w punkcie i warunek ciagtosci
funkcji.
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Zdaniem Garbiner w XVIII wieku rozwdj wiedzy matematycznej odbywat si¢ w
sposob zupelnie nieusystematyzowany: nie przywiazywano wielkiej wagi do Scistosci
rozumowafh — celem bylo osiagnigcie jak najwigkszej liczby nowych wynikéw i roz-
wigzanie konkretnych zadafi. Do rozwinigcia standardéw rygoru matematycznego
przyczynily si¢ czynniki zewnetrzne. Kiedy zastosowano rachunek rézniczkowy w
balistyce dla obliczania toru ruchu kul armatnich, okazalo si¢, ze bitwy wygrywa ta
armia, ktéra ma lepiej matematycznie wyksztalconych specjalistow. Po Rewolucji
Francuskiej zaczegto powszechnie uczyé matematyki w szkotach. To z kolei wymusito
refleksje nad jej podstawami, jak réwniez wypracowanie standardu rygoru tak, aby
pilnowa¢ $cisto$ci swoich wypowiedzi oraz jasno okre§li¢ wymagania stawiane ucz-
niom. Charakterystyczne, Ze prace z podstaw rachunku rézniczkowego Dedekinda,
Cauchy’ego i Weierstrassa znane byly z wyktadéw, lecz nie byly publikowane przez
nich w czasopismach fachowych.

* * *

Dilaczego matematycy stawiaja roézne zagadnienia w réznych czasach? Dlaczego
zarzucajg pewne formy jezyka? Dlaczego pewne zagadnienia stawia si¢ jako wazne, a
inne odrzuca? Dlaczego zmienia si¢ style dowodoéw? Aby odpowiedzie¢ na te pytania,
trzeba wedlug Kitchera potraktowa¢ matematyke w taki sam sposéb, w jaki bada si¢
nauki przyrodnicze. Wymaga to obalenia mitu odrebnosci poznania matematycznego
od poznania przyrodniczego. Kitcher odrzuca poglad, ze wobec braku wptywu danych
obserwacyjnych na matematykg, jej ewentualne zmiany musza mieé¢ inna przyczyng —
ze rozwdj matematyki rzadzi si¢ innymi prawami niz rozwoj pozostatych nauk. Kontr-
argumentacja Kitchera idzie dwiema drogami:

1. Nie jest prawda, co wykazat Kuhn, ze nauki si¢ zmieniaja tylko pod wplywem
danych obserwacyjnych. Zmiany te wystgpuja réwniez w wyniku zmian pojeciowych,
zmian sposobéw ujmowania podobnych zjawisk oraz zmian metodologicznych, tj.
zmian akceptowanych regut uzasadnienia. Naukowcy podejmuja problemy stawiane w
aktualnie istniejacych teoriach. Niektore z pytari sg bliskie danym obserwacyjnym, ale
niektére z nich sa wysoce teoretyczne. Na przyktad Newton rozpatrywat zagadnienie,
czy teoria grawitacji nie stoi w sprzeczno$ci z tezg o nieoddzialywaniu na odleglos¢.
Darwin musial wyjasni¢ konflikt miedzy jego teorig pochodzenia gatunkéw, a geofi-
zycznymi oszacowaniami wieku Ziemi. Zagadnienia te nie wynikaly jedynie z danych
obserwacyjnych. To cato§¢ wiedzy wymuszala poszukiwania odpowiedzi na te pytania.
Kitcher stwierdza, ze zmiany w matematyce dokonuja si¢ wtasnie w analogiczny spo-
s6b poprzez konflikty, napigcia i niezgodnosci z catoscia aktualnej wiedzy.

2. Byloby uproszczeniem uznawac, ze zmiany w matematyce nigdy nie s stymulo-
wane przez dane obserwacyjne. Oto Euler spacerujac po siedmiu mostach w Krélewcu
postawit zagadnienie, czy mozna przej$¢ przez nie wszystkie tak, by po zadnej z drég
nie przej$é dwa razy. Poszukujac rozwiazania rozwinat teorig graféw. Pascal w zwigzku
z hazardem rozpoczat badania rachunku prawdopodobieiistwa. Podobng stymulujaca
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role odegral znany problem czterech barw w kartografii. Réwniez teoria katastrof
rozwineta si¢ bezposrednio pod wptywem «bodzcow» obserwacyjnych. Warto dodaé,
ze niescistosci poje¢ matematycznych odkrywane byly pod wptywem niepowodzeft w
zastosowaniu ich w fizyce. Tak bylo m.in. w analizie XVIII i XIX wieku.

Analizujac problem kumulatywno$ci wiedzy, Kitcher przytacza przyklady «wiel-
kich debat», dotyczacych matematyki: Newtona z Leibnizem na temat rachunku réz-
niczkowego, dyskusje dotyczace aksjomatyzacji liczb rzeczywistych oraz teorii
zbioréw nieskoficzonych Cantora. Zwolennicy kumulatywnosci wiedzy matematyczne;j
twierdza, ze wiele prawd matematycznych uznajemy niezmiennie od czaséw starozyt-
nych. Kitcher przypomina, Ze istnieja réwniez zdania o obiektach fizycznych, uznawa-
ne za prawdziwe od starozytnosci: ze piéro ptywa po wodzie, ze Storice wschodzi na
wschodzie itd. Nalezy tutaj skadinad zachowaé wielka ostrozno$¢, gdyz zaréwno w
fizyce, jak i w matematyce zdania o podobnym brzmieniu mogg byé inaczej rozumiane:
inaczej rozumiemy pojecie ,liczby” obecnie, podobnie jak inaczej niz dawniej rozu-
miemy dzi§ pojecie ,,wody”. Zwolennicy kumulatywno$ci matematyki argumentujag w
spos6b nastepujacy: jesli zdanie matematyczne bylo akceptowane w pewnym czasie i
nastgpnie odrzucone, to ci, ktorzy pierwotnie je akceptowali, robili to w sposéb nie-
uprawniony. Kontrargumentem moga tu by¢ twierdzenia geometrii euklidesowej i nie-
euklidesowej. Wrazenie kumulatywno$ci wiedzy matematycznej bierze sie stad, ze
matematyka ma dobre Srodki reinterpretacji. Newtonowska metoda «fluksji» jest bar-
dzo odmienna od wspélczesnej analizy, a Hamiltonowska teoria kwaterniondw w ni-
czym prawie nie przypomina wspolczesnej algebry liniowej; obie te teorie jednak w
pewnym sensie «zyja» we wspdlczesnej matematyce. Zwolennikom kumulatywnosci
wiedzy matematycznej pozostaje jednakze argument, ze nie mozemy znalezé w mate-
matyce teorii analogicznych do teorii takich, jak teoria ruchu Arystotelesa lub teoria
flogistonu, ktére w fizyce zostaly zarzucone kompletnie. Kitcher wyjasnia brak tej
analogii specyfika celu poznania matematycznego.

Wychodzi wigc od opisu réznic w rozwoju geometrii nieeuklidesowej i tlenowej
teorii spalania. Po okolo dwutysiacletnich prébach udowodnienia piatego postulatu
Euklidesa, trzech matematykéw — Eobaczewski, Bolyai i Gauss — zdecydowalo si¢
bada¢ konsekwencje dodania do pierwszych czterech aksjomatdéw zdania postulujacego
istnienie wielu rownoleglych. Okazalo sig, ze tak skonstruowana geometria jest nie-
sprzeczna. Zaakceptowano ja wigc jako cze$¢ matematyki i rozwijano badania, majace
na celu znalezienie charakterystyk odrozniajacych geometrie niceuklidesowe od eukli-
desowej. Na gruncie badaf matematycznych nie byto potrzeby dokonywania wyboru
pomiedzy tymi geometriami (mimo ze Gauss dokonywal pomiaréw majacych roz-
strzygnaé, czy fizyczna przestrzeii jest nieeuklidesowa). Inaczej natomiast byto z teorig
spalania. Teoria flogistonowa postulowata, ze co§ si¢ uwalnia z substancji spalanych;
tym czym$ mial by¢ flogiston. Tlenowa teoria spalania Lavoisiera postulowala nie
emisje lecz absorpcje skiadnika powietrza. Po 1800 roku wigkszo$¢ fizykow zajeta sie
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badaniem teorii tlenowej, porzuciwszy flogistonowa. Tak wigc teorie fizyczne s3 porzu-
cane, a matematyczne — zdajq si¢ pokojowo «wspdlistnieé».

Geometrie Euklidesa i Lobaczewskiego obie naleza do matematyki dlatego, ze
poprawnie opisuja dwa rézne obiekty. Geometria Euklidesa opisuje przestrzeft euklide-
sowa, a geometria Lobaczewskiego pewien rodzaj przestrzeni nieeuklidesowej. Obie
przetrwaly w matematyce, poniewaz obie sa obecnie interpretowane inaczej niz w
momencie konstruowania. Od czaséw Kartezjusza do czaséw Gaussa, Bolyai 1 Loba-
czewskiego, matematycy nie odrdzniali przestrzeni geometrycznej od przestrzeni fi-
zycznej. Geometria Euklidesa byta cz¢Scia matematyki i zarazem czgScia fizyki.
Badania matematyczne pokazaty, ze istnieje konkurencyjna teoria przestrzeni fizyczne;j.
Matematycy wypracowali sobie nowa interpretacje starej i nowych geometrii, a pyta-
nie, ktéra z nich jest geometrig przestrzeni fizycznej, pozostawili do rozstrzygniecia
fizykom. Tak wigc nastgpila zmiana sposobu interpretacji tego, czym jest geometria, i w
zwigzku z tym pytanie dotyczace przestrzeni fizycznej przestato by¢ pytaniem matema-
tycznym — matematycy nie sa zatem zobowigzani do poszukiwania na nie odpowiedzi.

Taka sytuacja w matematyce jest reguta. Poczatkowo matematyka obejmowata —
poza geometria i arytmetyka —optyke, astronomig i akustyke. Jak doszlo do oddziele-
nia si¢ tych dziedzin nauki? Dawne badania dotyczace §wiatla, dZwigku i przestrzeni
Kitcher dzieli na te, ktére budowalty mozliwoSci kontrukcji teorii (zadanie matematy-
kéw) i te, ktore sprawdzaly adekwatno$¢ tych teorii (zadanie nauk przyrodniczych).
Kiedy nastgpuje oddzielenie pewnych dziedzin od matematyki, to problem konkuruja-
cych teorii rozwigzuje si¢ w jej obrebie w drodze reinterpretacji tych teorii. Metody tej
reinterpretacji daja wlasnie silne ztudzenie kumulatywnosci wiedzy matematyczne;j.

Kitcher uwaza mechanizm zmian w matematyce za racjonalny. ,Racjonalno$¢”
rozumie przy tym nastgpujaco. Oto pojawia si¢ pytanie domagajace si¢ odpowiedzi.
OdpowiedZ wymaga wprowadzenia nowych pojeé, lub zmiany dotychczasowych. Ra-
cjonalna jest taka zmiana, ze zyski z jej wprowadzenia (uzyskane odpowiedzi) sa
wyzsze od strat (ryzyko zwigzane z uzyciem nowych poje¢). Kartezjusz uzyskal odpo-
wiedzi na zgromadzone przez Pappusa nierozwigzane zagadnienia z geometrii, z kt6-
rych wiele sformutowano juz w starozytnej Grecji. Teoria liczb zespolonych, do ktorej
poczatkowo podchodzono podejrzliwie i ktdra uwazano za bezuzyteczng, rozwingla si¢
gwaltownie, gdy przekonano sig jak silnym narzedziem jest ona dla analizy.

Zdaniem Kitchera jest pigé czynnikéw, ktdre trzeba uwzglednié¢ przy badaniu zmian
praktyki matematycznej: jezyk praktyki, zbior pogladéw metamatematycznych, zbiér
akceptowanych probleméw, zbidr akceptowanych rozumowafi, zbiér akceptowanych
zdaf. Zmiana j¢zyka — to zmiana poje¢. Zmiang jezyka jest np. dopuszczenie do
uzywania pojecia ,,liczby” w odniesieniu do liczb zespolonych. W szesnastowieczne;j
matematyce oczywiScie mozna bylo sformutowaé zdanie ,Istnieje liczba, ktorej kwa-
drat jest rowny —1”, ale zdanie to bylo falszywe, wobec 6wczesnego rozumienia pojgcia
,liczby” i operacji podnoszenia do kwadratu. Wspélcze$nie zdanie to nie jest falszywe.
Mozna mu co najwyzej zarzucié¢ nieprecyzyjno$¢ i domagac si¢ uzupetnienia.
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Zmiany zbioru akceptowanych zdaf zachodza pod wplywem zmian jezyka.
Przyktadem jest zmiana zdania ,Nie istnieje liczba, ktérej kwadrat jest rowny —1” na
zdanie ,,Nie istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwadrat jest rowny —1”. Oprécz zdaf,
ktére sq reinterpretowane, sa w historii matematyki zdania, ktdre zostaty odrzucone.
Kitcher podaje przyktad rachunku kwaternionéw. Hamilton przedstawit nowy rodzaj
«liczb» analogiczny do liczb zespolonych, pozwalajacy opisywaé przestrzenie czte-
rowymiarowe. Wspétcze$nie zrezygnowano z uznawania kwaternionéw za liczby. Teo-
ria Hamiltona obecnie jest tylko przyktadem jednej z wielu algebr.

Do zbioru akceptowanych rozumowarn zalicza Kitcher dowody oraz metody rozwia-
zywania probleméw. Wyréznia on dwie funkcje dowod6éw. Pierwsza — to sposob
otrzymywania nowej wiedzy przy pomocy wiedzy dotychczasowej. Funkcja ta w du-
zym stopniu okre§lana jest przez poglady metamatematyczne. Druga — to zwiekszanie
naszego rozumienia twierdzefi matematycznych i wydzielanie zbioru zdad, z ktérych
one wynikajag. W matematyce wystepuja tez sposoby rozumowania inne niz dowody.
W historii matematyki mozna znalezé sporo przykladéw rozumowan przez analogie
czy uogdlniefi akceptowanych bez dowodéw; wprowadzane s3 takze nowe metody
dowoddw jako uprawnione, a stare czasem odrzucane.

Kitcher uwaza, jak si¢ zdaje, ze zmiany w zbiorze akceptowanych probleméw maja
najsilniejszy wpltyw na zmiany w matematyce. Zmiany w tym zbiorze maja wplyw na
zmiany jezyka, metod rozumowania i zbioru zdai akceptowanych. Proby odpowiedzi
. na wiele dobrze postawionych pytaii byly istotnym czynnikiem rozwoju matematyki.
Zagadnienia Fermata wytyczyty drogi badaf w teorii liczb, a sporzadzona przez Hilber-
ta lista probleméw matematyki do rozwigzania w XX wieku jest uwazana za jedno z
wielkich jego osiagni¢¢ w matematyce.

Ostatni sktadnik praktyki matematycznej to stanowisko metamatematyczne obej-
mujace: (i) uznany standard dowodu, (ii) poglad na to, czym jest dziedzina badawcza
matematyki, (iil) przyjety podziat dyscyplin, (iv) relatywne wartoSciowanie poszcze-
g6lnych typéw badain w matematyce. W praktyce stanowisko metamatematyczne rzad-
ko jest explicite formutlowane. To, w jaki sposéb nalezy uprawia¢ matematyke, jest
przekazywane przez nauczycieli we wczesnych stadiach procesu nauczania nierzadko
metoda, bedaca rodzajem indoktrynacji. Kitcher podaje trzy przyklady odmiennych
stanowisk metamatematycznych:

1. Matematyka wspolczesna:

(i) dowdd powinien byé w zasadzie formalizowalny; mimo ze formalne dowody nie
s3 wymagane, to przedstawianie dowodéw powinno by¢ takie, zeby mozna bylo je
poddaé prawie mechanicznie formalizacji (w§réd matematyké6w moga tu wystgpowaé
roznice zdafi co do jezyka formalizacji);

(ii) cata matematyka moze by¢ przedstawiona w standardowe;j teorii mnogosci ZF;

(iii) teoria mnogosci jest podstawowa dyscypling matematyczna; w szczeglnosci
teoria mnogosci poprzedza arytmetyke i analize; analiza poprzedza geometrig;
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(iv) specjalne badania przypadkéw szczegélowych zwykle s3 mniej uzyteczne niz
dociekania bardziej ogdlne; teoria funkcji rzeczywistych powinna byé¢ rozwijana jako
przypadek szczegblny teorii funkcji okreSlonych na przestrzeniach metrycznych, alge-
bra liczb zespolonych powinna by¢ rozpatrywana jako czg$¢ badan ciat o charakte-
rystyce zero.

2. Matematyka czaséw Newtona, Cotesa, Maclaurina i Robinsa:

(i) dowody sa ciagami zdan takimi, jak u Euklidesa (lub w Principiach Newtona);

(il) matematyka zawiera arytmetyke, geometri¢ i kinematyke;

(iii) kinematyka i geometria sa fundamentalnymi dyscyplinami matematycznymi;

(iv) badania algebraiczne sa uprawnione wtedy, gdy mozna poda¢ dla nich inter-
pretacje geometryczna, arytmetyczng lub kinematyczna.

3. Matematyka czaséw Bolzana:

(i) dowdd matematyczny nie powinien odwotywac si¢ do intuicji;

(ii) matematyka jest nauka o wielkosciach (a wielkoSci sa tym, co mozna dodawac¢,
odejmowaé, mnozy¢ i dzieli€);

(iii) algebra — nauka o wielko$ciach w ogdlnosci — jest fundamentalng dyscypling
matematyczna; arytmetyka i analiza jest odgalezieniem algebry, geometria za§ wyrasta
z analizy;

(iv) ogdblne badania algebraiczne bez interpretacji geometrycznej sa nie tylko
uprawnione, lecz bardzo wazne dla przyszlo$ci matematyki.

Skoro zmiany w zbiorze akceptowanych probleméw s3 jednym z czynnikéw
wplywajacych na zmiany w praktyce matematycznej, nalezy zapytaé, w jaki sposéb
pewne zagadnienie matematyczne zostaje uznane za wazne. Interesujace problemy
matematyczne maja rézne zrodla. Jedne wyptywaja z zapotrzebowai praktycznych: np.
optymalizacja zorganizowania stanowisk w hali produkcyjnej stawia problemy rozwig-
zywane w teorii graféw. Zastosowania matematyki w naukach eksperymentalnych s3
zroédtem innych pytad. W samej matematyce naturalnie pojawiaja si¢ réwniez nowe
zagadnienia: np. pytania o mozliwo§¢ uogdlnienia pewnych metod obliczania, czy
pytania o warunki konieczne i wystarczajace danych wlasnosci. S tez pytania dotycza-
ce uogodlnief niebanalnych, tj. takich, przy ktérych jezyk matematyki jest istotnie
rozszerzany (przyktadem jest teoria liczb pozaskoficzonych Cantora), przy czym roz-
szerzenie takie wymaga reinterpretacji wczesniejszych teorii, podobnych do reinterpre-
tacji opisanej w przypadku geometrii.

* * *

Wyniki badan nad praktyka i historia matematyki mozna- uja¢é w skrocie
nastepujaco:

1. Matematyka zmienia si¢ w czasie.

2. Praktyka matematyczna zalezy od kultury danej spotecznosci. Zmiany kulturowe
maja wplyw na sposGb uprawiania matematyki.
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3. Osiagnigcia poszczegdlnych matematykéw sg skorelowane z ogdlnym poziomem
wspdlczesnej im wiedzy matematycznej.

4. Rodzaj standarddéw metodologicznych zwigzany jest ze stanem komunikacji
mig¢dzy matematykami.

5. Wiedza matematyczna nie gromadzi si¢ kumulatywnie. Nowe koncepcje mate-
matyczne moga by¢ okazja do odrzucenia pewnych idei lub reinterpretacji dotychcza-
sowych wynikdw matematycznych.

6. Zmiany w matematyce maja charakter racjonalny; sa stymulowane poszukiwa-
niem odpowiedzi na wazne pytania.

7. W historii matematyki obowiazywaly rézne paradygmaty metamatematyczne,
okre§lajace, czym jest matematyka i jakie sa dopuszczalne w niej metody uzasadniania.
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