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Abstract
MODAL LOGIC AND GAME THEORY

In this paper, I demonstrate the fruitfulness of looking at modal logic from the perspective of
game theory. In particular, I show how games in strategic form can be transformed into Kripke’s
models for a multi-modal logic that combines the concepts of strategy profile, preference, and
knowledge. The logic is sufficiently general to express solution concepts such as the best re-
sponse, Nash Equilibrium, and Iterated Deletion of Strictly Dominated Strategies. Moreover, the
logic allows us to derive the conditions on which these concepts are based.

Keywords: modal logic, epistemic logic, game theory, strategy profile, preference, the best re-
sponse, Nash Equilibrium

Teoria gier pelna jest rozmaitych problemoéw lub tamigléwek, dla ktérych
proponuje sie rozne — czesto wzajemnie niezgodne — rozwigzania. Problemy
te nie maja ani empirycznego, ani matematycznego charakteru. Dotyczg ra-
czej znaczenia podstawowych pojec teorii gier (takich jak rozwigzanie gry,
wybor optymalny, pelna informacja) oraz poprawnosci formulowanych ar-
gumentéw (np. ze gdy konkurenci podejmuja dzialania niezaleznie od siebie,
kazdy z nich powinien stosowa¢ strategie zapewniajaca osiagniecie rownowa-
gi Nasha; ze gracze powinni rozwazaé takze sytuacje oceniane przez nich jako
niemozliwe). Okazuje sie, ze zagadki teorii gier odwolujg sie do pewnych po-
je¢ kojarzonych tradycyjnie z logika, zwlaszcza zorientowang filozoficznie, ta-
kich jak: wnioskowanie, wiedza, mozliwo$¢ czy niemozliwo$é, racjonalnoéé
i powinno$é. Poniewaz podstawowym zadaniem logiki jest ustalenie warun-
kéw poprawno$ci rozumowan (w tym tych, ktére z pewnych wzgledow sa
problematyczne), wydaje sie ona odpowiednim narzedziem teorii gier.

* Zaklad Logiki i Metodologii Nauk, Instytut Filozofii, Uniwersytet im. Adama Mickie-
wicza, ul. Szamarzewskiego 89c, 60-568 Poznan, tworak@amu.edu.pl.
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W artykule pokaze, w jaki sposéb teorie gier daje sie wykorzysta¢ do in-
terpretacji struktur relacyjnych odpowiednio wzbogaconej logiki modalne;j.
Tezy uzyskanej logiki powinny opisywa¢ kontekst gry, czyli sytuacje, w ktorej
sie ona odbywa. Pokaze tez wykorzystanie logiki modalnej do analizy gier.
Mozna wiec méwic o wzajemnym odzialywaniu miedzy logika a teoria gier!.

Rozpoczne od przypomnienia niezbednych pojec, a nastepnie przedstawie
teoriogrowa interpretacje logiki modalnej oraz zdefiniuje w ramach przyjete-
go formalizmu podstawowe pojecia wystepujace w analizie gier.

1. TEORIA GIER

Teoria gier modeluje strategiczne zachowania uczestnikow pewnej sytu-
acji, ktorych decyzje wzajemnie na siebie wplywajg2. Wykorzystuje sie ja
w wielu dziedzinach nauki: ekonomii, politologii, socjologii, biologii, infor-
matyce, kognitywistyce. W zasadzie teorie gier mozna scharakteryzowaé na
dwa sposoby:

(1) jako formalny, uniwersalny jezyk pozwalajacy na unifikacje nauk
behawioralnych, w szczeg6lnosci jako narzedzie opisu i analizy inter-
akcji miedzy réznego rodzaju podmiotami w sytuacjach konfliktu
i kooperacji;

(2) jako zestaw pojeé lub regul — takich jak: racjonalny gracz, réwno-
waga Nasha, indukcja wsteczna — za pomoca ktorych wyjaénia sie
mySlenie strategiczne i przebieg gry (w szczegolnoéci przewiduje jej
rozwiazanie).

Rodzaje gier wyr6znia sie wedlug kilku kryteriow. W artykule zajme sie
tylko grami strategicznymi, niekooperacyjnymi i z pelng informacjas.

! Warto przy tym przypomnie¢, ze istnieje juz wiele prac podejmujacych zagadnienie
zwigzkow teorii gier z logika modalng. Przeglad literatury dotyczacej tego tematu zawiera
ksigzka van Benthema (2014) oraz artykul van der Hoeka i Pauly’ego (2006). Boudewijn de
Bruin (2010) omawia natomiast epistemiczne aspekty gier strategicznych.

2 Uznaje sie, ze poczatki teorii gier siegaja 1944 r., wtedy bowiem ukazala si¢ monogra-
fia Johna von Neumanna i Oskara Morgensterna Theory of Games and Economic Be-
havior. Analiz podobnych do tych stosowanych w teorii gier doszukuje sie jednak juz w pi-
smach Arystotelesa, Thomasa Hobbesa, Barucha Spinozy, Niccola Machiavellego oraz
Antoine’a A. Cournota.

3 W skrodcie: w grach niekooperacyjnych gracze nie mogg zawiera¢ wiazacych porozu-
mien (poza formalnymi regutami gry), natomiast w grach z pelna informacja gracze, po-
dejmujac decyzje, znaja preferencje oraz mozliwe strategie wszystkich uczestnikow gry.
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Przypomnijmy, ze przez skoniczona gre strategiczng (lub gre w postaci
normalnej) rozumie sie sytuacje decyzyjna z co najmniej dwoma uczestnika-
mi (graczami). Ma ona charakter procesu jednokrokowego, w ktorym wszyscy
gracze jednocze$nie i niezaleznie od siebie wybieraja swoje strategie (akcje),
w wyniku ktérych uzyskujg okre$lone rezultaty (wyplaty). Zaklada sie, ze gra-
cze sa racjonalni, tj. daza do maksymalizacji wyplaty (a przynajmniej mini-
malizacji straty). Gre strategiczng mozna wiec opisac jako strukture postaci:

I=(N,{Ai:1e N}, {<i:ie N}),

gdzie N = {1, ..., n} jest niepustym i skoniczonym zbiorem graczy, A ; jest nie-
pustym i skonczonym zbiorem mozliwych akcji (tzw. strategii czystych) i-tego
gracza, natomiast <; jest relacja subiektywnej preferencji gracza i okre$lona
na zbiorze S = [[; . v A; profili strategii, o ktorej zakladamy, Ze jest quasi-po-
rzadkiem lub zupelnym quasi-porzadkiems4. Dla danego zbioru graczy N profil
strategii s = (a, ..., a») jest wiec sytuacja w grze, w ktorej wszyscy gracze wy-
brali jedng ze strategii. Zwyczajowo i-ty element profilu s oznaczamy przez s;.
Zapis ,,s <; t” oznacza, ze i uwaza strategie t za nie gorsza od s. Dowolny nie-
pusty podzbiér G zbioru N nazywamy grupq lub koalicjq. Dla dowolnej grupy
G S¢ = Ili « ¢ Ai 0znacza zbior, ktorego elementami sa podprofile strategii sg,
ts, ... zZtozone z akcji wybranych przez czlonkéw grupy G. Zbidér N jest naj-
wieksza grupa (zwang tez wielkq koalicjq), Sy jest wiec zbiorem wszystkich
profili strategii, czyli Sy = S. Gdy G = {i}, wowczas S¢ = A;. Jezeli natomiast G
= N — {i}, to S¢ = S_i jest zbiorem i-zredukowanych profili strategii, a element
s_i € S_ijest podprofilem profilu s opisujacym strategie wszystkich graczy po-
za i, tj. s—i ={a, ..., Qi—1, Ai+1, ..., Any5. Kazdy profil strategii s € S mozemy wiec
przedstawié jako pare postaci {s;, S_i).

PRZYKEAD 1 (,Walka plci”). Rozwazmy gre, w ktorej para Ewa (gracz 1) i Adam
(gracz 2) zamierza wspolnie spedzi¢ wieczor. Ona woli obejrze¢ walke bokser-
ska (akcja b), a on nie chce przepuéci¢ premiery w operze (akcja o). Zaréwno
spektakl operowy, jak i mecz zaczynaja sie o 6smej. Ten konflikt interesow
przedstawia nastepujaca macierz wyplat (zakladamy, ze obaj gracze znaja te
macierz, co oznacza, ze jest to gra z pelng informacja):

4 Zapis [Ii ¢ ¥ Ai oznacza produkt kartezjahski rodziny zbioréw {Ai: i € N}. Przypo-
mnijmy, ze quasi-porzqdkiem (lub preporzqdkiem) nazywamy relacje, ktora jest zarazem
zwrotna i przechodnia w danym zbiorze. Relacje, ktéra jest dodatkowo spojna, nazywamy
zupetnym quasi-porzqdkiem. Relacje bycia tak samo preferowanym =; i ostrej preferencji
<idefiniuje sie w zwykly sposob: x =iy =x<iy Ay <ix, x <iy=x<iy A - (Y <ix).

5 Graczy ze zbioru N — {i} nazywa sie czesto przeciwnikami lub konkurentami gracza i.
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GRACZ 2

b e
GRACZ 1 b 3,2| 0,0

) 0,0| 2,3

Wiersze macierzy odpowiadaja strategiom gracza 1, natomiast kolumny od-
powiadaja strategiom gracza 2. Profile strategii sa wyrazane przez poszcze-
gblne komorki macierzy:

S ={b, o} x{b, o} ={(b, b), (b, 0), (0, b), (0, 0)}.

Kazda komorka zawiera wyplate gracza przy okreslonej strategii drugiego
gracza (liczba pierwsza oznacza wyplate gracza 1, a liczba druga — wyplate
gracza 2). Relacje preferencji obu graczy przedstawiaja sie wiec nastepujaco:

<b’ O> =1 <0’ b> <1 <O7 O> <1 <b> b>7
<b’ O> =2 <05 b> <2 <b7 b> <2 <05 O>'

A zatem obu stronom najmniej oplaca sie sytuacja, w ktorej spedzaja wieczor
osobno. Zarazem je$li skoordynuja swoje strategie, to oboje osiagna wyzsze

wyplaty.
2. LOGIKA MODALNA

Wprawdzie korzenie logiki modalnej siegaja starozytnosci, ale jej postac
sformalizowana powstala stosunkowo niedawno. Natomiast dobrze sprawdza
sie w analizach wielu probleméw z réznych dziedzin. Dlatego wspoélczesnie
ma wiele odmian i modyfikacji¢. Jej jezyk powstaje przez rozszerzenie jezyka
klasycznego rachunku zdan o pare sprzezonych funktoré6w modalnych O 9.
Znak O oznacza jednoargumentowy funktor koniecznosci, a ¢ — jednoargu-
mentowy funktor mozliwosci. Spos6b ich odczytania zalezy od kontekstu (lub
celu). W tzw. logikach multimodalnych rozwaza sie indeksowane funktory
koniecznosci i mozliwo$ci Oq i 04, gdzie a jest elementem pewnego niepustego
i na ogdl przeliczalnego zbioru 1. Na przyklad w interpretacji epistemicznej O,
odczytujemy ,,podmiot a wie, ze”, natomiast ¢, jako ,podmiot a dopuszcza
mozliwo$é, ze” lub ,podmiot a nie wyklucza, ze™”. Definiujac jezyk logiki mo-

6 Dobra prezentacje logiki modalnej zawieraja np. prace: Blackburn, de Rijke, Venema
(2001) oraz Blackburn, van Benthem (2006).

7 Standardowo dla funktora wiedzy uzywa sie litery K, w razie potrzeby z indeksem
oznaczajacym podmiot. Oczywiécie, rézne odczytania funktoréw modalnych wskazuja na



LOGIKA MODALNA I TEORIA GIER 9

dalnej, najpierw ustalamy pewien zbiér zmiennych zdaniowych At, ktoérego
elementy bedziemy oznacza¢ literami p, q, r (w razie potrzeby opatrzymy je
odpowiednimi indeksami). Zbior formul jezyka Luop(), For(L mop(y) definiu-
jemy, uzywajac notacji Backusa-Naura (® € {A, v, —,=}):

o,f=p(e At) | ~a| a® f| O.x(a € 7).

Funktor 0, rozumiemy jako skrét definicyjny: 0. :=-04,~¢. Semantyczna
charakterystyke opisanego jezyka otrzymujemy, definiujac pojecia struktury
relacyjnej i modelu. Z czysto formalnego punktu widzenia struktura relacyjna
jest pewnym zbiorem z rodzina okreslonych na nim relacji. Do interpretacji
jezyka Luop() uzywa sie struktury relacyjnej (zwanej tez strukturq Kripkego)
postaci F = (W, {Rq: a € 1}), gdzie W #  jest zbiorem $wiatow mozliwych,
a R, cW x W jest binarna relacja na W zwana relacjq osiggalnosci (lub al-
ternatywnosci). Zbidr R, (w) = {x € W: wR.x} to zbidr wszystkich alternatyw
dostepnych ze $wiata w. Struktury dla logik monomodalnych zawieraja tylko
jedna relacje osiggalno$ci (pomija sie wiec parametr). Modelem na strukturze
F nazywamy pare M = (F, V), gdzie V: At — 2V jest funkcja wartoSciowania
wskazujgca, w ktorych $wiatach struktury F ,spelnione” sg poszczegélne
zmienne. Relacje spelniania formuly o w $§wiecie w modelu M (symbolicznie
(M, w) E o) okreslaja nastepujace warunki:

(M, w) = awtw w € V() dla dowolnej o€ At,
M, w) £ ~awtw (M, w) # ¢,
WM, w)E an pwtw (M, w) E ai (M, w) = S.
Podobnie dla pozostalych sp6jnikéw ze zbioru ®:
(M, w) = Oq.0wtw (M, x) € adla dowolnego x = R, (w).

Stale T (verum) i L (falsum) definiujemy w zwykly sposéb: T:=p — p, L= =T.
Ich warunki spelniania majg postac:

(M, w) E 1 nigdy,
(M, w) T zawsze.

Zbior $wiatow modelu M oznaczamy przez Wy (lub W, gdy model jest
ustalony). Formuta « jest spetnialna w modelu M wiw | a||u # &, gdzie ||a|m
={w e Wu: (M, w) £ o38. Formula «jest spetnialna wtw istnieje model, w kt6-

istnienie wielu logik modalnych, w ktérych funktorom tym przypisuje sie rozne wlasnosci.
Tak bedzie w omawianym wypadku.
8 Swiaty tworzace zbiér || || m nazywamy o-§wiatami.
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rym jest ona spehialna. Formula « jest prawdziwa w modelu M (symbolicz-
nie M = o) wiw ||&||m = W. Formula o jest prawdziwa w strukturze F (symbo-
licznie F = o) wtw jest prawdziwa w kazdym modelu zbudowanym na struk-
turze F (1j. wtw jest prawdziwa przy dowolnym wartoSciowaniu V). Struktu-
rom relacyjnym mozna w naturalny sposob przypisywac¢ pewne wlasno$ci:
struktura ma dang wlasnos$é, jesli jej relacja dostepnoéci ma owa wlasno$c.
Zaleznie od tego, jakie wlasnoSci przypisuje sie strukturom, otrzymujemy se-
mantyki dla réznych systemoéow logiki modalnej. Formula «jest prawdziwa w
klasie struktur X (symbolicznie X = orlub =4 @) wtw jest prawdziwa w kazdej
strukturze F € K. Na przyklad logika S5 jest wyznaczana przez klase struktur
z relacja osiggalnoéci bedaca rébwnowaznoscia (zwrotna, symetryczng i prze-
chodnia), natomiast logika S4 przez klase struktur z relacja osiggalnos$ci be-
daca quasi-porzadkiem (zwrotng i przechodnia).

3. TEORIOGROWA INTERPRETACJA LOGIKI MODALNEJ

Przedstawiona wyzej strukture I’ mozna latwo przeksztalci¢c w model dla
pewnej logiki multimodalnejo.

DEFINICJA 1. Strukturq Kripkego dla gry I"'nazywamy wielopodmiotows struk-
ture postaci:

Ff= <W7N>R, {GG: Q:’ﬁGgN}> {NiZiE N}’ {Si:ie N}>7
w ktorej:

— W jest zbiorem mozliwych §wiatéw (lub stanow $wiata),

— N jest zbiorem graczy,

— R ¢ W x W jest relacja rownowazno$ci (mozna tez przyjac, ze jest relacja
totalna),

— o0g: W — Sg jest funkeja strategii grupy G przypisujaca kazdemu $wiatu
pewna unikalng sytuacje w grze reprezentowang przez podprofil zlozony
z akcji wybranych przez czlonkéw grupy G, spelniajaca nastepujace dwa
warunkite:
(W1) og(w) = s¢ wtw 6,(w) = s; dla kazdego i e G,

9 Przedstawiona tu semantyka inspirowana jest ujeciem zaproiponowanym np. przez
van Benthema 2014: 276-278; por. van Benthem, Liu 2007, Lorini, Schwarzentruber,
Herzig 2009.

10 Aby upro$ci¢ symbolike, piszemy c{w) zamiast 6;(w) oraz o(w) zamiast oy(w).
Oczywiécie, 6{(w) € Ai. [w]r = {x: wWRx} oznacza klase abstrakcji relacji R wyznaczona przez
element w.
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(W2) jezeli dla kazdego i € N istnieje x € [w]k taki, ze 6,(x) = s;, to ist-
nieje tez y € [w]g taki, ze 6(y) = s,

— ~i c W x W jest relacja rownowazno$ci reprezentujaca niewiedze (nie-
pewno$¢) podmiotu 7 dotyczaca aktualnego stanu §wiata, spelniajaca na-
stepujace dwa warunki:

(W3) dla dowolnych x, y € W, jezeli x ~; y, to 64(x) = 6,(y),
(W4) ~icR;

— < W x Wiest quasi-porzadkiem (zwanym relacja preferencji) takim, ze:
(W5) <icR
(W6) dla dowolnych w, x, y € W, jezeli wRxiwRy,tox<;yluby <;x.

Struktura Fr powstaje ze struktury Kripkego dla logik modalnych przez
dodanie funkcji o, ktore z kazdym Swiatem w € W kojarza pewien podprofil
strategii 6s(w) € Sg, zlozony z akcji wybranych przez czlonkéw grupy G
w Swiecie w. Z jednej strony $§wiaty tworzace zbiér W reprezentuja mozliwe
sytuacje w grze, z drugiej za$ opisuja specyficzne informacje majace wplyw na
podejmowane przez graczy decyzje (moga one by¢ rézne w poszczegbdlnych
Swiatach). Elementy zbioru W s3 wiec ,bogatsze” niz elementy zbioru S moz-
liwych profili strategii danej gry. Relacje R nazywamy relacjq alternatywno-
$ci. Jezeli wRv, to z w i v skojarzone s3 alternatywne profile strategii jednej
gry. Tak wiec klasie [w]g dla pewnego w odpowiada pewna gra. Na mocy wa-
runku (W1) grupa G w $wiecie w gra sg wtw kazdy czlonek i € G wybiera w w
akcje s;. Nawigzujac do gry z Przykladu 1, niech G = N = {1, 2} oraz o5(w-) =
(b, 0). Mamy wtedy: G w Swiecie w, gra (b, o), jesli w Swiecie tym 1 wybiera b,
natomiast 2 wybiera o. Jezeli istnieje x € [w]g taki, ze o5(x) = s¢ (czyli G gra
S¢ W X), to méwimy, ze s¢ jest mozliwy z perspektywy Swiata w. Zgodnie z wa-
runkiem (W2), jezeli z perspektywy jakiego$ Swiata w wszystkie indywidualne
strategie skladajace sie na dany profil strategii sa mozliwe do zrealizowania,
to z tej samej perspektywy ich wspodlne wystapienie tez jest mozliwe.

Podzial wyznaczony przez relacje ~; reprezentuje twardq informacje: w
~; v wtw podmiot 7 wie to samo w $§wiatach w i v. Dla danego w € W zbiér
[w]i = {x: x ~; w} nazywamy stanem informacyjnym gracza i. Jezeli os(w) =
66(v), to Swiaty w i v sg nieodrdznialne z uwagi na decyzje (wybory akcji) gra-
czy tworzacych grupe G, chociaz poszczegdlni jej czlonkowie moga mieé
w nich rézne informacje. Warunek (W3) stanowi, ze jezeli jakie§ dwa $wiaty
sa elementami tego samego stanu informacyjnego gracza i, to nie r6znia sie
one zagrywanymi przez i akcjami. Z uwagi na to gracze sg nieomylni co do
wybranych przez siebie akcji, tzn. jezeli gracz i wybiera akcje a; w danym
$wiecie, to wie on, ze tak zrobil (nie zna natomiast wyborow akcji pozostalych
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graczy)l. Jest to standardowe zaloZenie w epistemicznej analizie gier. Waru-
nek (W4) stanowi natomiast, ze jezeli jaka$ sytuacja w grze jest epistemicznie
mozliwa (gracz jej nie wyklucza), to moze ona zaj$é. Z uwagi na ten warunek
rozwazane gry sg grami z pelng informacja. Uchylajac ten warunek, dopusz-
czamy mozliwo$§é analizy gier z niepelna informacjg, w ktérych gracze nie
dysponuja wiedza o wszystkich aspektach gry (np. nie znaja strategii, ktore
moga podjac przeciwnicy, nie znaja preferencji przeciwnikow).

Relacja preferencji porzadkuje mozliwe §wiaty, a tym samym porzadkuje
mozliwe sytuacje w grze. Na mocy warunku (W5) $wiaty polaczone relacja
preferencji sa mozliwe, tj. korespondujg z alternatywnymi profilami strategii
danej gry. Z kolei na mocy warunku (W6) relacja preferencji kazdego gracza
jest zupelna w zbiorze Swiatow tworzacych klase abstrakeji relacji R (§wiaty
poréwnuje sie ze wzgledu na korespondujace z nimi profile strategii).

DYGRESJA 1. Strukture Fr odpowiadajaca grom z pelng informacja mozna
uproscié, jezeli przyjmie sie, ze R jest relacja totalna, i ja opusci. Zakladajac,
ze R jest rownowazno$cia, chcemy, aby przedstawiona struktura byla ,,otwarta”
na gry z niepelna informacja. Pewien matematyczny opis gier z niepelna in-
formacja zaproponowal Harsanyi (1967-1968), wprowadzajgc pojecie typu
gracza. Wezmy pod uwage nastepujacy wariant gry z Przykladu 1: podczas
gdy zona (gracz 1) zna preferencje meza (gracz 2), maz nie wie, czy zona chce
z nim spedzié czas (nie zna jej preferencji, co sprawia, ze jest to gra z niepelng
informacja). Opisujac te sytuacje, mozna powiedzie¢, ze gracz 2 wystepuje
tylko w jednym typie, ktéry jest znany obu graczom, natomiast gracz 1 moze
wystepowac w jednym z dwoch typow, powiedzmy love lub hate, i tylko gracz
1 wie, ktory z nich jest aktualny. Oznacza to, ze gracz 2 moze rozwazaé¢ dwie
alternatywne gry ro6zniace sie relacja preferencji gracza 1 (preferencje gracza 1
zalezg bowiem od typu, w jakim wystepuje). Przenoszac to na przyjety forma-
lizm, trzeba zrezygnowaé¢ z wymagania, by struktura F, odpowiadala tylko
jednej grze strategiczne;j.

PRZYKEAD 1 cd. Niech {w,, w,, ws, w,} bedzie klasa abstrakeji relacji R reprezen-
tujaca gre z Przykladu 1 taka, ze tworzace ja Swiaty koresponduja z alterna-
tywnymi profilami strategii: o(w,) = (b, b), o(w-) = (b, 0), c(w3) = {0, b), o(w.,)

1 W literaturze poSwieconej teorii gier rozroznia sie trzy etapy proceséw decyzyjnych ze
wzgledu na posiadane przez graczy informacje o decyzjach wlasnych i pozostalych graczy:
ex ante, ex interim i ex post. Ex ante to etap, w ktérym nie zostala jeszcze podjeta zadna
decyzja. Ex post to etap, w ktorym ujawnione (znane) sa decyzje wszystkich graczy. Ex inte-
rim to etap posredni, w ktérym gracze znaja tylko wlasne wybory. Z uwagi na warunek
(W3) przedstawiona struktura modeluje gre na etapie ex interim.
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= (0, 0). Latwo zauwazy¢, ze: ,(w,) = 6.(w,) = b, 6:(w3) = 6,(w,) = 0, 6.(w,) =
02(w3) = b; Gz(wz) = G4(LU4) = 0.

Relacje ~, i ~» przedstawia nastepujgcy diagram (§wiatom odpowiadaja wezly):

w1 w2

Qe O

O 0O

w3 W, 4

[wil: = [wel: = {wy, w2}, [Ws]: = [wal: = {ws, Wy}t
[wil: = [wslz = {wy, s}, [Wele = [Wy]e = {ws, Wy

Poniewaz w, € [w]:, wiec 6:(w2) = 6:(w;). Podobnie, skoro w; € [w;]., to
02(ws) = 0.(wy). Relacje <, i <, przedstawiaja nastepujace diagramy (pominie-
te w nich zostaly petelki na kazdym punkcie; jezeli x <; y, to x — y):

<1 <2
~ w2
[ ]
[ ]
1L‘3

Strukture Fwiazemy z jezykiem logiki modalnej, okreslajac funkcje war-
to$ciowania i relacje spetniania.

DEFINICJA 2. Modelem na strukturze Frjest para M = (Fp; V), gdzie V: At —
2W jest funkcja warto$ciowania wskazujaca, w ktorych Swiatach struktury Fr
~spelnione” sa poszczegoélne formuly atomowe.

Przed podaniem definicji spelniania musimy dokladniej opisaé¢ jezyk dla
struktury Fr; oznaczamy go przez L. Budujemy go z jezyka klasycznego rachun-
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ku zdan, dodajgc funktory modalne. Niech At bedzie zbiorem formul atomo-
wych, A; bedzie zbiorem nazw strategii (akcji) podmiotu i oraz Ag = [ic ¢ Ai2.

Zbior formut jezyka Ly, For(Lr), definiujemy nastepujaco (® € {a, v, —, =}):

o, f=pA) | -~a|a® p|Oa|Ka(ie N)|Cea(D+GcN) |
[preflia(ie N) | [scla(sc € Sa)s.

Funktor O jest funktorem koniecznosci aletycznej. Wyrazenie O« odczy-
tujemy: ,jest konieczne, ze ¢’. Dualny do niego funktor mozliwoéci aletycznej ¢
definiujemy w zwykly sposob: 0¢o:=-0-0x

Funktory K; i Cg sa interpretowane epistemicznie. Funktor K; dotyczy
wiedzy indywidualnej podmiotu i. Wyrazenie K;« odczytujemy: ,podmiot i
wie, ze zachodzi stan opisany przez ¢”’. Funktorem dualnym do K; jest M;, kto-
ry rozumiemy jako skrot definicyjny: Mo :=-K; -0 Wyrazenie M; o mozemy
odczytywac: ,,w $wietle tego, co wie podmiot 7, nie jest wykluczone, ze .
Niech E¢a := Aic ¢ Kio. Funktor Eg dotyczy wiedzy grupowej i odpowiada wy-
razeniu ,kazdy z osobna w grupie G wie, ze”. Wiedzy grupowej dotyczy row-
niez funktor Cg, ktéry odpowiada wyrazeniu ,jest wspblna wiedza grupy G”
lub ,,wszyscy razem w grupie G wiedzg, ze”. Intuicyjnie, «jest wspolna wiedza
grupy, gdy:

— kazdy czlonek grupy wie, ze o,

— kazdy czlonek grupy wie, ze kazdy czlonek grupy wie, ze ¢,

— kazdy czlonek grupy wie, ze kazdy czlonek grupy wie, ze kazdy czlonek
grupy wie, ze o,

i tak ad infinitum.

Funktor C¢ mozemy zdefiniowaé, korzystajac z funktora E¢ : Ca:=a A Ega
A EgEgor A EGEGEgo A ... 4. Gdy G = N (wszystkie podmioty tworza grupe), be-
dziemy wdwczas pisa¢ Corzamiast Cyo.

Wyrazenie [preflia bedziemy odczytywaé: ,stan opisany przez « zachodzi
we wszystkich Swiatach, ktére wedlug podmiotu i sa co najmniej tak dobre jak
$wiat aktualny (ze wzgledu na rozgrywane w nich profile strategii)”. Funkto-
rem dualnym do [pref]; jest (pref);, ktéry rozumiemy jako skrét definicyjny:
(prefyia :=-[prefl; ~o. Wyrazenie (pref);cr odczytujemy: ,stan opisany przez o

2 Aby nie komplikowa¢ symboliki, strategie i ich nazwy oznaczamy tymi samymi sym-
bolami. Kontekst bedzie rozstrzygal, czy dany symbol reprezentuje strategie czy jej nazwe.

13 W szczegdlnym wypadku mamy [ai]e, gdzie a: jest nazwa okreélonej strategii (akeji)
podmiotu i.

14 Definicja ta wymaga jednak jakie$ logiki infinitarnej, tj. dopuszczajacej formuly o nie-
skonczonej dlugoéci. W logice finitarnej funktor Ce trzeba scharakteryzowac¢ aksjomatycz-
nie jako operator punktu stalego.
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zachodzi w przynajmniej jednym $wiecie, ktéry wedlug podmiotu i jest co
najmniej tak dobry jak $wiat aktualny (ze wzgledu na rozgrywany w nim pro-
fil strategii)”.

I wreszcie wyrazenie [sg]o bedziemy odczytywaé: ,wybdr sg dokonany
przez grupe G prowadzi do tego, ze « (jezeli grupa G gra sg, to zachodzi stan
opisany przez «)”. Funktorem dualnym do [s¢] jest (s¢) definiowany jako
(s¢yar :=-[sg]- . Wyrazenie (s¢) odczytujemy: ,grupa G gra S¢ i zarazem za-
chodzi stan opisany przez o’. W szczegbélnoéci wyrazenie (s¢)T oznacza, ze
grupa G gra sg, natomiast wyrazenie [s¢]L o0znacza, ze grupa G nie gra sg. Wy-
razenie {(s¢)T interpretujemy jako zdanie stwierdzajace, ze grupa G moze za-
grac sg. W szczegoblnosci O{a;)T oznacza, ze gracz i moze wybraé akcje aj, na-
tomiast &(s)T oznacza, ze s jest jednym z profili strategii aktualnej gry (tzn.
takim, ktory moze by¢ zagrany).

Warunki okreélajgce relacje spelniania dla formul niemodalnych sg stan-
dardowe. Natomiast dla formul modalnych przyjmuja one nastepujacg postaé:

1. (M, w)E=Oawtw (M, x) = ¢, dla dowolnego x takiego, ze wRx (czyli [w]kr
c lledim),

2. (M, w) = Kiaowtw (M, x) £ ¢, dla dowolnego x takiego, ze w ~; x (czyli [w];
c llallm),

3. (M, w) r Egawtw (M, x) £ «, dla dowolnego x takiego, ze w ~¢ x, gdzie
~g=U{~i1€ G}, (czyli{xe W:w ~;x} c ||l m),

4. (M, w) e Ceawtw (M, x) = aedla dowolnego x takiego, ze w ~¢x, gdzie ~¢
jest przechodnim i zwrotnym domknieciem relacji ~& (czyli {x € W: w ~¢
x} < e,

5. (M, w) & [pref]; awtw (M, x) £ avdla dowolnego x takiego, ze w <; x (czyli
{xe Ww<ix} c |l alm,

6. (M, w)E [sclawtw jezeli 66(w) = sg, to (M, w) E 26,

Pojecia spelnialnosci oraz prawdziwos$ci definiuje sie w zwykly sposéb.

15 Inaczej moéwiac, ~¢ wiaze $wiat x z danym $wiatem w (symbolicznie w ~¢ x), gdy
Swiat x daje sie polaczyt ze Swiatem w za pomoca skonczonej Sciezki ztozonej z par §wiatow
nalezacych do ~; dla dowolnego i € G. Oznacza to, ze wiedza wspoélna jest wlasno$cia grupy
definiowalng na podstawie wiedzy jej poszczego6lnych czlonkow.

16 Van Benthem (2014: 277) uzywa jeszcze modalnoéci dla swobody wyboru (action fre-
edom): [freei]a. Odpowiada ona relacji =i, okreslonej warunkiem: s =i t wtw s-i = t-i.
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PRZYKEAD 1 cd. Latwo sprawdzié, ze w w, zachodza m.in. nastepujgce fakty:
(M, w,) £ K(by)T, poniewaz dla kazdego x € [w,]s, 6:(x) = b..
(M, w,) E Ki[o,]1, poniewaz dla kazdego x € [w:];, 6:(x) # 0..

(M, w,) E ~K(b,)T, poniewaz istnieje x € [w;], taki, ze 62(x) # b, (a mianowi-
cie w.).

(M, w,) = Kibs)T, poniewaz dla kazdego x € [w,], istnieje y € [x]r taki, ze
0.(x) = b, (a mianowicie w; i ws).

(M, w,) E Ki—Kx(b,)T, poniewaz dla kazdego x € [w;], istnieje y € [x]. taki, ze
0:(x) # by ([wi] 1 = {wy, wa}; gdy x = wy, to y = w3, a gdy x = w,, to y = wy).
(M, w,) = (pref)={{0+, 02))T, poniewaz istnieje x taki, ze w; <, x oraz o(x) = (0, 02)

(a mianowicie w,).

(M, w,) = K(pref)»{(01, 0.))T, poniewaz dla kazdego x € [w;], istnieje y taki, ze
x <, y oraz 6(y) = {04, 0,) (a mianowicie w,).

Poniewaz relacje R i ~; sa rownowazno$ciami, wiec zasadami charaktery-
zujacymi funktory O i Kj sa prawa systemu S5. Funktor Cg jest charakteryzo-
wany przez:

K. Co(a— p) — (Cear— Csp)

T. Coo— a

FP. Coa— Eg(an Cso) (aksjomat punktu stalego)
C-Ind. Csla— Ega) = (a— Csa) (zasada indukcji)

RN. Jezeli +a, to - Cson.

Funktor [pref]; charakteryzuja natomiast prawa systemu S4.

Przyjeta charakterystyka struktury Fr gwarantuje, ze prawdziwe w niej sa
miedzy innymi nastepujace twierdzenia, opisujace w sposob formalny sytu-
acje strategiczne:

T1. [scla=({se)T— @)

Na mocy tego twierdzenia wyrazenie [ac] o 0znacza, ze jezeli grupa G gra
sc, to arzachodziv. Zeby tego dowies¢, wystarczy zauwazyé, ze dla dowolnego

17 Zaproponowany sposob odczytania wyrazen postaci [ac]ler moze sugerowac zacho-
dzenie relacji sprawczosci: stan rzeczy opisywany przez « jest rezultatem tego, ze czlonko-
wie grupy G wybrali akcje tworzace sc. Sugestia ta jest nietrafna, poniewaz implikacja ma-
terialna wystepujaca po prawej stronie T1 nie niesie takiej tresci. Fakt niewybrania sc nie
uchyla prawdziwosci [s¢] .
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Swiata w (M, w) & (sg)T wtw og(w) = s¢. Podstawiajac za « stala 1, otrzymu-
jemy [s¢lL = —(sc)T.

T2. Vsge s, (Sa)T (dopeianie)

Ts. (se)T — [te]L, jesli s # tg (wykluczanie)

Twierdzenia 2 i 3 lacznie glosza, ze grupa zawsze gra tylko jeden podpro-
fil'8. Zeby tego dowieéé, wystarczy zauwazyé, ze funkcja strategii 6 przypo-
rzadkowuje kazdemu $wiatu dokladnie jeden podprofil sg, oraz skorzystaé
z odpowiednich warunkoéw opisujacych relacje spelniania.

T4. Sa)T=Nica(S)T na mocy warunku (W1)
Ts. (Aie NOSHT) = Ks)T na mocy warunku (W2)
Té6. (a;))T — Ki(s)T dla dowolnego i € N na mocy warunku (W3)
T7. [ai]lL — Ki[a;]L dla dowolnegoie N na mocy warunku (W3)

Twierdzenia 6 i 7 stanowia, Ze gracze sa nieomylni w kwestii wlasnych
wyborow. Jest to standardowe zalozenie w epistemicznej analizie gier. Z uwagi
na aksjomat niezawodnos$ci wiedzy implikacje te mozna wzmocni¢ do réwno-
waznosSci.

T8. Oa — Kiordla dowolnegoi e N na mocy warunku (W4)

Korzystajgc z tego twierdzenia, aksjomatu 5 dla funktora O oraz definicji
funktora 0, otrzymujemy:

To. Ha)T — Ki¥a;)T dla dowolnych i,j € N (niekoniecznie r6znych)

Oznacza to, ze kazdy gracz zna mozliwe strategie wszystkich uczestnikow
gry, co charakteryzuje gry z pelna informacjg.

T1o0. Oa — [prefliadla dowolnegoi e N na mocy warunku (W5)
T11. San 0L — O((prefyian ) v O(prefyif A @) na mocy warunku (W6)

Jednoargumentowy funktor preferencji jest mato intuicyjny. Zdania pre-
ferencyjne maja zwykle charakter pordwnawczy: i przedklada o nad f. Zdefi-
niujmy wiec jeszcze dwuargumentowy funktor preferencji 3;, ktéry zostanie
nastepnie uzyty w definicjach najlepszej odpowiedzi i rownowagi Nasha. Wy-
razenie o %; f mozemy odczytywaé: ,stan opisywany przez « jest wedtug i co
najmniej tak dobry jak stan opisywany przez 5.

18 W szczeg6lnym przypadku mamy, ze podmiot (gracz) zawsze wybiera tylko jedna akcje.
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DEFINICJAS.  a%i B=0(a— (prefs: p).
a<if=0azifr-(B5a).

Warunek spelniania formuly o 5; fw $wiecie w danego modelu przyjmuje
nastepujaca postaé:

WMw) =ozip

wtw dla kazdego x € [w]g, jezeli (M, x) = ¢, to istnigje y taki, ze x <y
1M, EB

wtw dla kazdego x € [w]r istnieje y taki, ze jezeli (M, x) = o, tox <y i
M, y) = p.

Oznacza to, ze o jest wedlug i co najmniej tak dobry jak fwtw dla kazdego
$wiata x alternatywnego do $wiata aktualnego w i potwierdzajacego «istnieje
Swiat y potwierdzajacy S, ktdry jest wedlug i co najmniej tak dobry jak x
(przypomnijmy, ze Swiaty alternatywne koresponduja z okre§lonymi profila-
mi strategii jednej gry). Relacja preferencji opisywana przez operator x; jest
zupelnym quasi-porzadkiem (zwrotna, przechodnia i spjna). Dla dowolnych
profili strategii s i t wyrazenie s x; t rozumiemy jako skrot definicyjny:

DEFINICJA 4.  SZit = (S)T % (D)T.
s<it'=sZitA(t=S).

Korzystajac z definicji funktora x;, aksjomatu 4 dla funktora O oraz twierdze-
nia T8, uzyskujemy:

T12. szt — Kj(s 55t) dla dowolnych 7, j € N (niekoniecznie réznych).
Oznacza to, ze kazdy gracz zna preferencje wszystkich uczestnikow gry, co

jest wladciwe grze z pelng informacja. Ze wzgledu na niezawodno$é¢ wiedzy
implikacje te mozna wzmocni¢ do réwnowaznosci.

4. ROWNOWAGA NASHA

W teorii gier decydujgca rola przypada pojeciu réwnowagi Nasha. Przy-
pomnijmy, ze rownowaga Nasha to taki profil strategii, w ktérym kazda stra-

19 Jednym z pierwszych, ktorzy zajeli sie problematyka logiki zdan preferencyjnych, byt
Georg von Wright (1963). Dwuargumentowy funktor preferencji okreSlony w ten sposéb
klasyfikowany jest jako funktor typu V3 (van Benthem, Girard, Roy 2009, van Benthem
2014: 53-56).
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tegia gracza jest najlepszq odpowiedziq na strategie zastosowane przez pozo-
stalych graczy. Strategia s; gracza 1 jest najlepsza odpowiedzia na wybér stra-
tegii innych graczy s_; w sytuacji s, jeéli jest ona przynajmniej tak dobra jak
jakakolwiek inna dostepna mu strategia zagrana przeciwko uktadowi s_;, czyli
1 nie moze poprawi¢ swego wyniku przez jednostronng zmiane wybranej
strategii (dla danego ukladu s_; najlepszych odpowiedzi moze by¢ wiecej niz
jedna)z2e. W grze z Przykladu 1 wystepowaly dwie rownowagi Nasha. Byly to
pary strategii: (b, b) i (0, 0). Gdy gracz 2 wybierze b, to najlepsza odpowiedzia
gracza 1 bedzie b, natomiast gdy gracz 2 wybierze o, to najlepsza odpowiedzia
gracza 1 bedzie o. Podobnie dla gracza 2. Niektore gry maja tylko jedng row-
nowage Nasha, np. stynny ,,dylemat wieznia” (Prisoner’s Dilemma), inne nie
maja zadnej rownowagi Nasha, np. gra ,orzel i reszka” (Matching Pennies),
w ktorej gracze, majac sprzeczne interesy, moga tylko wygra¢ lub przegraé2:.

Pojecia najlepszej odpowiedzi i rownowagi Nasha mozemy wyrazi¢ za po-
mocg przyjetych juz symboli. Niech wyrazenie Best(a;, s—;) oznacza, ze akcja a;
gracza i jest najlepsza odpowiedzig na wybor pozostalych graczy s_;, nato-
miast Nash(s) — ze profil strategii s jest rownowaga Nasha.

DEFINICJA5.  Best(ai, 5-1) = Av;e 4,((bi, S-i) Si{ai, S-i))22.
Nash(s) = Aic nBest(si, S-i).
Na mocy podanych definicji otrzymujemy:
(M, w) = Best(ai, s—;)
witw (M, w) E (b;, s-i) i {ai, sy dla dowolnego b; € A;,

wtw dla kazdego x € [w]r istnieje y taki, ze jezeli 6(x) = (b;, s-), to x iy
io(y) =(a; s-,

(M, w) £ Nash(s) wtw (M, w) £ Best(s;, s-;) dla dowolnego i € N.

20 Przytoczmy formalne definicje tych poje¢ w klasycznej teorii gier. Profil strategii s*
nazywamy réwnowagq Nasha wtw dla kazdego gracza i € G zachodzi nastepujaca zalez-
no$é: (a; s%i) <i (s}, s%i) dla dowolnego a; € A:. Niech Bi(s-;) oznacza zbidr najlepszych od-
powiedzi gracza i na podprofil s_i. Wtedy Bi(s-) = {ai € A:: {ai, s-i) <i {ai, s-) dla dowolnego
ai e A;i}. Tak wiec rownowaga Nasha jest profilem strategii s* takim, ze dla wszystkich i e G
zachodzi s7 e Bi(s*i) (Osborne, Rubinstein 1994: 14-15).

21 Je$li rozszerzymy pojecia najlepszej odpowiedzi i rownowagi Nasha na strategie mie-
szane, to otrzymamy twierdzenie, zgodnie z ktorym kazda gra skoniczona (ze skoficzonym
zbiorem graczy i skoficzonymi zbiorami strategii) ma co najmniej jedna réwnowage Nasha
(w strategiach czystych lub mieszanych).

22 Pojecie to odpowiada pojeciu relatywnej najlepszej odpowiedzi van Benthema (2014:
284). Wprowadzone jednak zostalo za pos$rednictwem definicji, a nie jako stala zdaniowa
(por. Lorini, Schwarzentruber, Herzig 2009).
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W teorii gier standardowo zaklada sie racjonalnoé¢ graczy. Racjonalno$c
badana w teorii gier jest racjonalno$cia praktycznq (dotyczy dzialan) i in-
strumentalnqg (skupia sie na realizacji obranego celu). Uwaza sie, ze gracz jest
racjonalny, jesli na podstawie formulowanych przez siebie przypuszczen do-
tyczacych zachowan innych graczy wybiera strategie maksymalizujaca ocze-
kiwana wyplate. Mozemy to doprecyzowac nastepujgco: gracz jest racjonalny
w Swiecie w, jeSli wybiera akcje oi(w) stanowiaca najlepsza odpowiedz ze
wzgledu na uklad akeji innych graczy s_; rozwazany przez niego jako mozliwy
(s-i = 0-i(x) dla pewnego x € [w];). W przeciwnym wypadku jest on irracjo-
nalny. Niech Rat; bedzie skrétem definicyjnym zdania, ze podmiot (gracz)
i jest racjonalny, natomiast Rats skrotem zdania, ze wszyscy gracze w grupie
G sa racjonalni.

DEFINICJA 6. Rat; =Aq; bje 41T = Vse s (Mi(s-i)T A Kil((bs, s-i) Zi {ai, 5-i)))123.
Ratg :=NAic ¢ Rat;.

Oczywiscie, (M, w) E Rate wtw (M, w) £ Rat; dla kazdego i€ G. Gdy G =
N, piszemy Rat zamiast Raty. Kolejne twierdzenie glosi, ze jezeli wszyscy gra-
cze sa racjonalni oraz znaja wybory przeciwnikow, to zagrywanym profilem
strategii jest profil bedacy réwnowaga Nasha (por. Stalnaker 1994/1997:
Twierdzenie 2, Aumann, Brandenburger 1995: Twierdzenie 6.1, Osborne, Ru-
binstein 1994: 77).

T13. E Rat — (Aic N K{s-i)T — Nash(s)) dla kazdego profilu strategii s € A.

Dowéd. Stosujemy standardowa procedure. Rozwazmy wiec dowolny model
M ufundowany na strukturze Fr- oraz dowolny §wiat w modelu M takie, ze:

6))] (M, w) = Rat; dla kazdego i € N,

(i) (M, w) £ K{s—;)T dla kazdegoie N.

Musimy pokazac, ze:

(iii) (M, w) = Nash(s), czyli (M, w) = Best(s;, s—;) dla wszystkich i € N.

Niech i € N bedzie dowolnym, ale ustalonym graczem. W $wietle Definicji 5
musimy wiec pokazaé, ze:

(iv) (M, w) = Ab;e a{((bi, 5-) Zi (S, ).

23 Poniewaz formuly s <i t oraz Ki(s i t) s3 rbwnowazne, definicje racjonalnosci gracza 1
mozna uproscié: Rati: Aa;, b;e 4; [(adT = Vs s(Mi (s-)T A ((bi, s-i) Zi {ai, s-i)))] (por. Lorini,
Schwarzentruber, Herzig 2009).
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Rozwazmy j # i. Na mocy zaloZenia (ii) (M, w) = Kis_;)T, natomiast ze wzgledu
na niezawodno$¢ wiedzy (M, w) E (s;)T24. Z zalozenia (i) oraz Definicji 6
otrzymujemy wniosek, ze dla dowolnego b; € A; istnieje profil t € S taki, ze:

(M, w) = Mit-)T A (bi, t-) Zi (Si, t-3).

Poniewaz Ki(s_i)T, wiec t_; = s_;. W rezultacie dostajemy (iv). m

Metoda znajdowania rozwigzania w grach strategicznych jest procedura
zwana iterowangq eliminacjq strategii Scisle zdominowanych (por. Osborne,
Rubinstein 1994: 58-62, Watson 2011: 81-84). W procedurze tej mozna do-
prowadzi¢ do jednoelementowych zbioréw strategii, eliminujgc strategie Sci-
§le zdominowane — gry takie maja jeden punkt rownowagi, ktory mozna
znalez¢ efektywnie. Mozna tez wskaza¢ argumentacje sklaniajaca graczy do
przyjecia tworzacych go strategiizs. Niech I" bedzie gra strategiczng. Definiu-
jemy indukeyjnie ciag eliminacyjny (I'°, T'%, ...) zlozony z podgier gry I' w ten
sposob, ze wychodzac od gry I'® = T, kolejne gry uzyskujemy przez sukcesyw-
ng eliminacje strategii $ci$le zdominowanych:

To=T":
1 =A,
D? c A? jest zbiorem strategii gracza i $ci$le zdominowanych w T'0;

I'', dla n > o, jest podgra otrzymana przez usuniecie wszystkich strategii
wszystkich graczy, ktore sa $cisle zdominowane w I'-1;

A= AT _ prt
[ 1 v

DY c A} jest zbiorem strategii gracza i $ciSle zdominowanych w I,

' = () o<n< ol ™ jest podgra otrzymang przez powtarzanie opisanej przed chwilg
procedury usuwania strategii, czyli podgra otrzymang w wyniku usuniecia
wszystkich strategii wszystkich graczy, ktore sa Scisle zdominowane. Wobec
skonczonosci zbioru profili strategii istnieje liczba k taka, ze ciag eliminacyjny

24 Zauwazmy, ze dla dowolnego j € N, (M, w) £ Kis-)T wtw (M, w) = Ks)T dla dowol-
negoie N - {j}.

25 Przypomnijmy, Ze strategia a; jest Scisle zdominowana w zbiorze X c S-; wtw istnieje
bi € Aitaka, ze dla wszystkich s_; € X zachodzi nieréwno$¢: (a;, s-i) <i (bi, s-i), czyli wedlug
1 ai jest gorsza od pewnej b: niezaleznie od tego, co zrobia inni gracze. Jezeli dana strategia
jest najlepsza odpowiedzia na jaki§ wybor strategii innych graczy, to nie moze byé cisle
zdominowana. Argumentacja na rzecz strategii tworzacych réwnowage Nasha przyjmuje
nastepujaca postaé: nie wybiore strategii zdominowanych, gdyz to nieoptacalne; przeciwnik
wie, Ze jestem racjonalny, wie zatem, ze nie wybiore strategii zdominowanych.
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(T'o, T, ...) bedzie skoniczony, tj. ' = Tk, Strategie, ktore przetrwaty proces ite-
rowanej eliminacji strategii $ci$le zdominowanych, nazywa sie strategiami
racjonalizowalnymi2¢. Kazda rownowaga Nasha sklada sie ze strategii racjo-
nalizowalnych (i dlatego poszukiwanie rownowag mozna ograniczy¢ do stra-
tegii racjonalizowalnych). Przyjmuje sie, ze gra T jest rozwigzywalna za po-
moca procedury iterowanej eliminacji strategii $cile zdominowanych wtw A7
jest singletonem dla kazdego gracza i.

PRZYKEAD 2. Zeby to zilustrowa¢, rozwazmy gre opisang nastepujaca macierza:

GRACZ 2
d e f
GRACZ 1 a | 4,3]|51]6,2

b | 2,1]8,4]3,6

c |30]|96]|28

Kolejne macierze opisujg podgry gry wyjSciowej uzyskane w wyniku eli-
minacji strategii SciSle zdominowanych:

GRACZ 2 GRACZ 2
d e f d f
GRACZ1 a 4,31 5,1 6,2 =» GRACZ1 a | 4,3]| 6,2
b 2,1|8,4|3,6 b |2,1] 3,6
c 3,019,628 c | 30| 238
GRACZ 2 GRACZ 2

d — | d | S
GRACZ1 a 4,3 GRACZ 1 a |4,3| 6,2

26 Nieformalnie, dana strategia jest racjonalizowalna, jesli racjonalny gracz potrafi uza-
sadnié jej wybor w odpowiedzi na wybory dokonane przez racjonalnych przeciwnikow.
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?={a, b, c}, =0

2={d, e, f}, 2 ={e} (akcja e jest SciSle zdominowana przez f)
i={a, b, c}, 1=1{b,c} (obie akcje sg Scisle zdominowane przez a)
y={d,f}, D;=Q

i={a}, Di=@

2=4d,f}, 2={" (akcja fjest SciSle zdominowana przez d) m

Niech Survive(a;) bedzie zdaniem gloszacym, ze strategia a; przetrwata
po n rundach sukcesywng eliminacje strategii $cisle zdominowanych, czyli nie
jest ona $cisle zdominowana w zadnej podgrze I', gdzie m < n. Traktujemy je
jako skrot definicyjny:

Definicja7. Dlan =0

Surviveo(a;) = Xa)T A Ave 4, [(XBOHT = Vse s(XS)T A by, 5-4) Zi{a, s-i)))];
dlan > o,

Survive™(a;) = Survive™(a;) A Ap;c 4; Vse s[Surviven(s—;) A (b;, s—i) Si{ai, s-))],
gdzie Survive1(sg) = Aic ¢ Survivem(s-;).

Warunek wyjéciowy stanowi, ze strategia a; przetrwala sukcesywna elimi-
nacje strategii $ciSle zdominowanych w grze wyjéciowej wtw a; moze by¢ za-
grana (wybrana przez gracza i) oraz dla kazdej strategii alternatywnej gracza
i, jezeli moze by¢ ona zagrana, to istnieje podprofil s_; zlozony ze strategii
przeciwnikow taki, ze moze on by¢ zagrany oraz i uwaza profil (a;, s-;) za nie
gorszy od profilu (b;, s_;). Natomiast warunek indukeyjny glosi, ze strategia a;
przetrwala po n rundach sukcesywna eliminacje strategii SciSle zdominowa-
nych wtw a; przetrwala ja po (n — 1) rundach oraz dla kazdej strategii alter-
natywnej b; istnieje podprofil s_; zlozony ze strategii przeciwnikéw, ktory
przetrwat po (n — 1) rundach sukcesywna eliminacje strategii zdominowa-
nych, a zarazem i uwaza profil (a;, s_;) za nie gorszy od profilu (b;, s_;). Kolejne
twierdzenie glosi, ze jezeli gracze zagrali profil strategii s oraz dysponuja
wspo6lna wiedzg o swej racjonalnosci, to s jest profilem, ktéry po n rundach
(dla pewnego n) przetrwal sukcesywna eliminacje strategii Scisle zdominowa-
nych (por. Stalnaker 1994/1997: Twierdzenie 1).

T14. E(s)T — (CRat — Survive(s)) dla dowolnego s € Sidowolnego n € ®

Szxic bowoDU. Stosujemy indukcje po n. Rozwazmy dowolny model M ufun-
dowany na strukturze Fr oraz dowolny $wiat w modelu M takie, Ze:
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6)) (M, w) E (s)T, czyli (M, w) E (s;)T dla dowolnego i € N (s jest dowol-
nym, ale ustalonym profilem strategii),
(i) (M, w) £ CRat; dla dowolnego i€ N.

Z uwagi na niezawodno$¢ wiedzy:
(#) (M, w) = Rat; dla dowolnego i € N.

Najpierw pokazujemy, ze dowodzone twierdzenie zachodzi dla n = 0. Czyni-
my to nie wprost. Zal6zmy wiec, ze

(iii) (M, w) & Survive°(s), czyli (M, w) & Survive°(s;) dla pewnego i € N.

Niech podmiotem tym bedzie r. Zalozenie (iii) oznacza, ze jezeli (M, w) =
O(sr)T, to istnieje b, € A, taka, ze [(M, w) = &b,)T i dla kazdego s € S, jezeli
(M, w) E Hs_)T, to (M, w) E =(by, Sy Zr (Sr, S—r))]. Poprzednik zachodzi na
podstawie zalozenia (i). Natomiast nastepnik jest niezgodny z tym, ze (M, w)
E Rat, (korzystamy z warunku: jezeli (M, w) £ Mia, to (M, w) £ Oa).

Zalozmy teraz, ze dowodzone twierdzenie zachodzi dla dowolnego m < k,
gdzie 0 < k < n. W kroku indukcyjnym pokazujemy, ze zachodzi ono réwniez
dla k. Czynimy to rowniez nie wprost. Zakladamy wiec, ze:

(iv) (M, w) # Survivek(s), czyli (M, w) # Survivek(s;) dla pewnego i € N.

Niech podmiotem tym bedzie r. Oznacza to, ze jezeli (M, w) £ Survivek-i(s,),
to istnieje b, € A, oraz dla kazdego s € S, jezeli (M, w) £ Survivek-(s,), to
(M, w) E =((br, =) %+ {Sr, S—ry). Sprzecznos$¢ dostajemy na podstawie (i) i (#)
oraz zalozenia indukcyjnego?7. m

DYGRESJA 2. W wielu wypadkach réwnowagi Nasha maja pewne niepozadane
wlasno$ci — uzyskany wynik jest niekorzystny dla graczy. Klasycznym, czesto
cytowanym, przykladem ilustrujacym te sytuacje jest ,,dylemat wieznia”. Dwaj
gracze (w najprostszym wypadku) maja do wyboru jedng z dwoch strategii:
wspolprace jako dzialanie kooperacyjne na rzecz wspoélnego dobra (c) lub
zdrade jako dzialanie egoistyczne w wylacznie wlasnym interesie (d). Kazdy z
nich moze zyskaé, wybierajac d, ale jesli obaj wybiora d, to obaj straca. Oto
przykladowa macierz wyplat dla tej gry:

27 Na mocy zatozenia indukeyjnego oraz (i) dostajemy: (M, w) = Survivek(s;) oraz
(M, w) £ Survivek(s-r).
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GRACZ 2
c d
GRACZ 1 c -1, -1 0, -6
d -6, 0 -4, -4

Obopodlna zdrada, czyli para (d, d), jest rownowaga Nasha. Z punktu wi-
dzenia osobistych intereséw obu graczy jest jedynym ,racjonalnym” wyni-
kiem. Gra ta ilustruje konflikt miedzy interesami indywidualnymi (prowadza-
cymi do rownowagi Nasha) a interesami grupowymi (prowadzacymi do pro-
filu {c, c)). Gracze zdaja sobie sprawe z tego, ze gdyby wybrali wspolprace (c),
to uzyskaliby wynik jednoznacznie korzystniejszy. Jednak kazdy ma wlasny
powdd, aby wybrac zdrade (d)28. Dlatego gracze racjonalnie zabiegajacy o jak
najwieksza wlasna korzy$¢ (unikajacy strategii zdominowanych) w rezultacie
ja zmniejszaja. ,,Dylemat wieZnia” pokazuje wiec, ze w pewnych sytuacjach
najlepszym sposobem osiaggniecia osobistych korzysci jest dzialanie dla dobra
grupy. Mowi sie, ze profil (d, d) jest nieoptymalny (nieefektywny) w sensie
Pareto. Profil strategii s jest nieoptymalny w sensie Pareto, jesli istnieje inny
profil, ktéry jest lepszy niz s dla co najmniej jednego gracza i nie gorszy dla
zadnego innego gracza; w przeciwnym wypadku jest on optymalny w sensie
Pareto. Oznacza to, ze profil strategii optymalny w sensie Pareto to taki profil,
od ktorego zaden gracz nie moze jednostronnie odstapi¢ (wybierajac inna akeje)
bez spowodowania strat po stronie ktérego$ z pozostalych graczy. W ,dyle-
macie wieznia” strategia optymalng w sensie Pareto jest para {c, c). Gdy row-
nowaga Nasha i optimum Pareto pokrywaja sie, gra uzyskuje rozwigzanie
najkorzystniejsze dla wszystkich graczy. Zgodnie z kryterium Pareto tylko
strategie optymalng w sensie Pareto moze uzna¢ za rozwiazanie gry. Korzy-
stajac z wprowadzonych narzedzi, mozna nastepujaco zdefiniowaé to poje-
cie29. Niech wyrazenie BestP(a;, S-;) oznacza, ze akcja a; gracza i jest najlepsza
w sensie Pareto odpowiedzia na okre$lony zestaw strategii pozostalych graczy
s_i, natomiast Pareto(s) — ze profil strategii s jest optymalny w sensie Pareto.

DEFINICJA 8. BestP(ai, S-i) = Ab;c 4; Aie ¥ ((bi, S=i) Zj (@, S—i))3°.

Pareto(s) = Aic n Best?(s;, s-;).

28 Gracze wybieraja swoje strategie jednoczes$nie i niezaleznie od siebie, co powoduje, ze
indywidualne wzgledy zwyciezaja.

29 Dziekuje anonimowemu recenzentowi za te sugestie.

30 Slowo ,najlepsza” znaczy w tym wypadku ,przyjazna”.
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W kolejnym kroku mozna wprowadzi¢ konkurencyjne pojecie racjonalno-
$ci graczy (na ksztalt racjonalnosci kolektywnej), ktore zalecaloby graczom
wspolprace jako dzialanie bardziej oplacalne: gracze chca maksymalizowaé
swoje zyski, lecz nie kosztem przeciwnikéw, nie maja sklonnosci do zdrady
i preferuja osiaganie wspdlnych korzyéci. Sciste zdefiniowanie tego pojecia
nastrecza trudnoéci. Dlatego omowienie go oraz sformulowanie definicji od-
kladam na po6zniej. Pomocne moze byé¢ tu pojecie nadracjonalnosci wprowa-
dzone przez Douglasa Hofstadtera w artykule Dilemmas for Superrational
Thinkers (1983). Gracz nadracjonalny (prawdziwie racjonalny) powinien
przewidywac¢ réwniez przypuszczalne zachowanie swojego przeciwnika i za-
kladaé, ze przeciwnik postapi tak samo. W takiej sytuacji bardziej optacalna
jest wlasnie wspélpraca.

ZAKONCZENIE

Motywacje prowadzace do tworzenia i rozwijania nowych systeméw lo-
gicznych bywaja roéznorodne. Oprocz zainteresowania czysto technicznymi
aspektami nowych systemoéw logicy czesto kieruja sie ich ewentualna przy-
datnoécia praktyczna. Prowadzi to do rozréznienia logiki (lub semantyki)
czystej i stosowanej (Plantinga 1974). Nieco upraszczajac, semantyka czysta
dostarcza pewnej struktury formalnej (konstruktu teoriomnogo$ciowego),
ktora stanowi model dla danego rachunku logicznego i stuzy do zdefiniowania
pojecia tautologiczno$ci oraz udowodnienia twierdzen o niesprzeczno$ci
i pelno$ci. Natomiast semantyka stosowana nadaje skladnikom danej struk-
tury formalnej intuicyjna interpretacje motywowana praktycznymi zastoso-
waniami rozwazanego systemu logicznego. Mozna zaryzykowac stwierdzenie,
ze semantyka o przekonujgcym nieformalnym odczytaniu stanowi pewnego
rodzaju tacznik miedzy rachunkiem logicznym a okreslonymi ukladami empi-
rycznymi.

Teoria gier zajmuje sie problemami zwigzanymi z podejmowaniem decyzji
w sytuacjach interaktywnych. Odpowiednio zmodyfikowane struktury gier
mozna wykorzysta¢ w celu okreélenia struktur, ktére determinujg pewne logiki
multimodalne. Z drugiej strony takie teoriogrowo zorientowane logiki pozwa-
laja spojrzeé na gry z ogo6lniejszego i bardziej abstrakcyjnego (algebraicznego)
punktu widzenia. Moga tez wzbogaci¢ teorie gier o nowe pojecia i procedury
inspirowane wystepujacymi w nich konstrukcjami. Oczywiécie, analiza pew-
nych problemoéw teorii gier na gruncie logiki zalezy od sily wyrazu logiki.
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Podstawowe pojecia teoriogrowe daja sie scharakteryzowac¢ za pomoca ak-
sjomatow logicznych, dzieki czemu mozna je analizowaé w sposob ogodlniejszy
i systematyczniejszy niz w teorii gier.

Wspomniane logiki dostarczaja bogatszych modeli podejmowanych przez
graczy decyzji i przeprowadzanych przez nich wnioskowan niz zwykle macie-
rze von Neumanna i Morgensterna. E3cza one mianowicie pojecia profilu
strategii, subiektywnej preferencji oraz kwalitatywnie rozumianej wiedzy
(indywidualnej i wspdlnej dla danej grupy podmiotow), a przez to nadaja po-
jeciom opisujacym rozwigzanie gier wymiar epistemiczny. Umozliwia to na
przyklad doprecyzowanie koncepcji racjonalnego zachowania oraz wnikliwsza
analize procedury znajdowania rozwiazania gry. W szczego6lno$ci fakt, ze
w grach z pelna informacja zalozenie o wsp6lnej wiedzy graczy dotyczacej ich
racjonalno$ci implikuje wynik iterowanej eliminacji strategii $ci$le zdomino-
wanych, mozna traktowaé jako twierdzenie logiki stosowane;.

Rekonstruujac pojecia teorii gier jako formuly logiczne, mozna na niekto-
re problemy spojrze¢ z perspektywy obliczeniowej. Na przyklad pewne kwe-
stie mozna efektywnie rozstrzygnaé, wykorzystujac technike weryfikacji mo-
delowej (model checking). Mowiac swobodnie, stosujgc technike weryfikacji
modelowej, mozna odpowiedzie¢ na pytanie, czy informacja zawarta w danej
formule jest (implicite) reprezentowana w modelu, oraz wyr6znié¢ te Swiaty,
w ktorych informacja ta sie pojawia. Okreslajac nastepnie ztozonoé¢ oblicze-
niowg weryfikacji modelowej, mozemy odkry¢ zlozono$é pewnych wlasno$ci
danej gry lub klasy gier. Ma to znaczenie dla zastosowan teorii gier w sztucz-
nej inteligencji i informatyce.

Przedstawione rozwazania mieszczg sie w ramach programu interaktyw-
nej epistemologii — dziedziny badan zapoczatkowanej w latach siedemdzie-
sigtych XX wieku przez Roberta Aumanna, w ktorej przedstawiciele réznych
dyscyplin wspolnie daza do lepszego zrozumienia strategicznych zachowan
ludzi.
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