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Kilka uwag w sprawie niezbednosci matematyki w nauce

0. Prace Hartry’ego Fielda — jednego z czotlowych wsp6iczesnych filozoféw mate-
matyki — nie sa zbyt dobrze znane polskiemu czytelnikowi. Tymczasem jego ksiazka
Science without Numbers spotkala si¢ na Zachodzie z duzym oddzwigkiem, czego
wyrazem moze by¢ chociazby przyznanie jej prestizowej nagrody im. Lakatosa. Przed-
stawiona w tej ksiazce kontrowersyjna teza o mozliwosci eliminacji matematyki z nauk
empirycznych spotkata si¢ — jak mozna si¢ bylo tego spodziewaé — ze zdecydowa-
nym sprzeciwem wigkszosci filozoféw matematyki, o samych matematykach nie wspo-
minajac; jednakze niemal wszyscy krytycy Fielda podkre§laja nowatorstwo i glebie
jego koncepcji.

Artykut Krzysztofa Wéjtowicza ,,Czy matematyka jest niezbgdna w nauce?” jest —
jesli si¢ nie mylg — pierwsza w Polsce proba krytycznej prezentacji catosci koncepcji
wylozonej przez Fielda w jego fundamentalnej ksiazce. Z tego tez powodu praca
Wéjtowicza jest szczegblnie cenna. Zawiera ona przede wszystkim klarowne i wierne
w stosunku do oryginatu oméwienie zasadniczych zalozef i tez Fieldowskiego progra-
mu nominalizacji nauki. Wojtowicz nie poprzestaje jednak na odtwérczym zdaniu
sprawy z ksiazki Fielda, lecz poddaje jej tresé wnikliwej krytyce. Krytyka ta zmierza do
wykazania, ze program nominalizacji nauki nie ma wystarczajacych podstaw, i ze
pozostaje on wylacznie w sferze mozliwosci. Chociaz podzielam ostrozno$é, z jaka
Wojtowicz podchodzi do tezy, ze matematyka mogtaby byé kiedykolwiek faktycznie
wyeliminowana z zastosowaf, to jednak uwazam, ze jego krytyka programu Fielda w
wielu punktach jest nieuzasadniona. W niniejszej polemice postaram si¢ odeprzeé nie-
ktdre zarzuty, jakie wysuwa Wojtowicz pod adresem koncepcji wylozonej w Science
without Numbers. Przedstawig takze wyniki wlasnych badaf nad mozliwoscig uogél-
nienia programu nominalizacji nauki, i w tym konteksScie rozwazg ponownie kwestie
faktycznej «nierealnosci» takiego programu.
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1. Centralnym — jak sadz¢ — punktem, na ktérym wspiera si¢ praktycznie
wigkszo§¢ argumentéw Wojtowicza przeciwko koncepcji Fielda, jest kwestia, co nalezy
rozumie¢ pod pojeciem ,teorii matematycznej”. Wojtowicz trafnie zauwaza: ,Nigdzie
nie podaje on [tzn. Field — T.B.] §cistej definicji tego, co to jest teoria matematyczna”.
Uzupelniajac niewatpliwy brak w pracy Fielda, Wojtowicz rozstrzyga t¢ kwestic «na
wlasny rachunek», choé — jak przypuszczam —— ma to byé rozstrzygnigcie zgodne z
intencjami Fielda. Nazywa on mianowicie ,,teoriami matematycznymi” te teorie, ktére
odnosza si¢ do dowolnych obiektéw abstrakcyjnych (zaréwno «czystych», jak i
«zlozonych» — tj. obiektow, bedacych teoriomnogo$ciowa «mieszaning» abstraktéw i
konkretow). Przyjecie tego zalozenia podyktowane jest zapewne nastepujacym frag-
mentem pracy Fielda: ,[...] nasza teza o matematyce [scil. teza dotyczaca nietwérczoSci
— T.B.] bylaby catkowicie banalna, gdyby matematyka sktadala si¢ wylacznie z teorii
takich, jak teoria liczb, czy czysta teoria mnogosci [...]. Teorie te jednak sa same w sobie
nieinteresujace z punktu widzenia matematyki stosowanej. [...] Do tego, aby§my mogli
zastosowac jakiekolwiek postulowane byty matematyczne do §wiata fizycznego, po-
trzebne nam sa ztozone [impure] byty matematyczne [...]” [Field, 1980, s. 9]. Otéz z
fragmentu powyZszego nie wynika, iz kazda teoria odnoszaca si¢ do abstrakcyjnych
bytéw zlozonych, zastuguje na miano ,.teorii matematycznej”. W niniejszym paragrafie
bede bronit dwoch tez: (a) ze powyzsze rozstrzygnigcie jest niezgodne z intencjami
Fielda, i ze na podstawie tekstu mozna jednak zrekonstruowaé¢ wlasciwe rozumienie
terminu ,teoria matematyczna”; (b) ze definicja Wojtowicza jest definicja «niezycz-
liwa» dla Fielda, tzn. taka, przy ktérej tezy bronione przez Fielda staja si¢ w oczywisty
sposdb fatszywe.

Zaczng od punktu (b), ktdry jest tatwy do okazania. Kluczowa dla Fielda teza jest
twierdzenie o nietwdrczoéci dowolnych teorii matematycznych wzglgdem jezyka nomi-
nalistycznego. Przyjmijmy tutaj taka interpretacjg tej tezy, zgodnie z ktdra teoria T jest
nietwbrcza wzglgdem jgzyka nominalistycznego, gdy T nie implikuje zadnych zdafi
nominalistycznych poza tautologiami [por. sformutowanie zasady C” w: Field, 1980,
s. 12]. Zatozenie o nietwdrczosci matematyki sprowadza si¢ wigc do tezy, ze zadna
teoria matematyczna nie implikuje nietautologicznych twierdzefi nominalistycznych.
Zauwazmy teraz, ze — w my§l proponowanego przez Wojtowicza rozstrzygnigcia —
za teorie matematyczne nalezy uznaé wigkszo$§¢ teorii fizycznych (w zasadzie wszys-
tkie te teorie), jako ze kazda teoria fizyczna czyni odniesienia do obiektow abstrakcyj-
nych. Z drugiej strony oczywiste jest, ze teorie fizyczne sa twdrcze wzglgdem jezyka
nominalistycznego — ich rola polega przeciez na tym, ze maja implikowa¢ nietauto-
logiczne tezy o §wiecie, w tym takze tezy wyrazalne w jezyku czysto nominalis-
tycznym.

Aby przekonad sig¢, ze przy powyzszym rozumieniu ,teorii matematycznej” teza o
nietworczo§ci w oczywisty sposdb upada, wystarczy rozwazy¢ nastgpujacy, prosty
przyktad. Niech teoria T sktada si¢ z jednego aksjomatu: ,Istnieje relacja, porzadkujaca
liniowo zbidr przedmiotéw materialnych tak, ze nie istnieje element maksymalny ze
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wzgledu na te relacj¢”. Nasza «teoria» odnosi si¢ do zlozonego bytu abstrakcyjnego,
jakim jest relacja porzadkujaca — jest zatem w mys§l rozstrzygnigcia Wojtowicza teoria
matematyczng — z drugiej za§ strony implikuje ona czysto nominalistyczne, nietauto-
logiczne twierdzenie: , Istnieje nieskoficzenie wiele przedmiotéw materialnych”. Czyi-
by zatem Field przeoczyl tak oczywisty argument przeciwko swojej tezie o
nietwdrczosci?

O wiele bardziej naturalne wydaje si¢ zatozenie, ze jednak Field rozumie co$ innego
pod pojeciem ,.teorii matematycznej”, niz przypisuje mu to Wojtowicz. Powstaje jed-
nak pytanie, jakie jest to «wlaSciwe» rozumienie? Na pewno okreSlenie teorii mate-
matycznych jako teorii odnoszacych si¢ wylacznie do «czystych» obiektow
abstrakcyjnych, jest za waskie; a powyzsze — jak argumentowalem — za szerokie.
Musimy poszukaé rozwiazania «poSredniego». Rozwiazanie to znajdujemy w
nastepujacym fragmencie tekstu: ,teoria matematyczna musi si¢ rézni¢ od czystej teorii
mnogosci nie tylko tym, ze dopuszcza istnienie elementéw pierwotnych [urelements],
ale réwniez tym, ze dopuszcza wystapienie niematematycznego stownictwa w aksjoma-
tach definicyjnych (tzn. w podstawieniach aksjomatycznych schematéw wyr6zniania i
zastepowania)” [Field, 1980, s. 9]. Wida¢ zatem, ze wedlug Fielda «paradygmatycz-
nym» przykladem zlozonej [impure] teorii matematycznej jest teoria mnogosci
Zermela-Fraenkla z elementami pierwotnymi (tzn. zakladajaca istnienie obiektow
pozamatematycznych) i dopuszczajaca slownictwo pozamatematyczne w odpowied-
nich aksjomatach tej teorii. :

Co jednak z innymi teoriami matematycznymi? Mozna wyrdzni¢ dwa sposoby
podejscia do tego zagadnienia. Zgodnie z jednym, rozpowszechnionym wséréd filozo-
fow matematyki, wszystkie teorie matematyczne redukuja si¢ do teorii mnogosci, a
zatem w rozwazaniach filozoficznych mozna skoncentrowac si¢ na tej ostatniej. Takie
stanowisko — jak si¢ wydaje — przyjmuje sam Field, piszac: ,,zwykla teoria mnogosci
(a zatem i standardowa matematyka, ktora jest redukowalna do zwyklej teorii mno-
gosci) jest bez watpienia nietwércza” [Field, 1980, s. 16]. Field jednak chyba dopusz-
cza inne stanowisko, bowiem w innym miejscu tak zaczyna swojg myS§l: ,Jesli w
dodatku teoria matematyczna zawiera fragmenty, takie jak teoria liczb, traktowane jako
dyscypliny niezalezne, niezredukowane do teorii mnogosci, to {...}” [Field, 1980, s. 12].
Takie zatozenie jednak nie komplikuje zbytnio naszego problemu. Jesli zgodzimy sig,
ze istniejg «czyste» teorie matematyczne nieredukowalne do teorii mnogosci, to wystar-
czy przyjaé, ze przez ,teori¢ matematyczng” w szerszym sensie powinni§my rozumieé
kazda «czysta» teori¢ matematyczng, ktdrej sfownictwo zostalo rozszerzone o terminy
pozamatematyczne, w sposdb analogiczny do rozszerzenia stownictwa teorii Z-F. To
«rozszerzenie» mozna rozumieé tak, ze po prostu dotaczamy dana czysta teori¢ mate-
matyczng T do teorii Z-F z elementami pierwotnymi i wprowadzonym stownictwem
pozamatematycznym, co umozliwia nam méwienie np. o funkcjach, korelujacych od-
powiednie obiekty teorii T z przedmiotami materialnymi. Jasne jest wigc, ze twierdze-
nie, ktére podaliSmy wyzej jako kontrprzyklad dla tezy o nietwdrczoSci rozumianej w
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sposob zaproponowany przez Wojtowicza, nie bgdzie nalezato do zadnej teorii mate-
matycznej. Natomiast przykladowe twierdzenie — ,,Jezeli liniowy porzadek na zbiorze
obiektow materialnych Z nie ma elementu maksymalnego, to istnieje nieskoficzenie
wiele Z-t6w” — jest po prostu uszczegdtowieniem odpowiedniej tezy, dowodliwej na
gruncie teorii porzadkow liniowych, i jako takie jest twierdzeniem matematyki «w
SZErszym sensie». :

Na marginesie zauwazmy, ze rozszerzenie j¢zyka matematyki czystej o terminy
pozamatematyczne powoduje, iz teorie te staja si¢ niezupelne, w tym sensie, Ze mozna
w nich sformutowa¢ tezy takie, ze ani one ani ich negacje nie sq dowodliwe w danym
systemie aksjomatycznym. Postuzmy si¢ przykladem teorii Z-F. Je§li do zasobu
stlownictwa pozamatematycznego dolaczymy predykat ,,bycie filozofem w Polsce”, to
na mocy aksjomatu wyr6zniania mozemy stwierdzi¢, ze istnieje podzbi6r zbioru wszy-
stkich indywiduéw, zawierajacy wszystkich filozoféw w Polsce. Natomiast dowolne
zdanie o postaci ,,Zbidr filozoféw w Polsce ma liczb¢ kardynalng o” jest nierozstrzy-
galne na gruncie teorii Z-F. Whasnos§¢ ta, jak si¢ przekonamy, jest niezmiernie istotna z
punktu widzenia stosowalnoSci matematyki, umozliwia ona bowiem «tlumaczenie»
zdafi o §wiecie na zdania wyrazalne w jezyku matematyki «ztozonej», bez zaburzania
nietwdrczosci teorii matematycznych.

2. Przejdzmy teraz do zagadnienia przekladu zdai teorii nominalistycznych na jezyk
teorii matematycznych. Sposob, w jaki prezentuje t¢ kwesti¢ Wojtowicz, moze prowa-
dzi¢ do pewnych nieporozumief. Postaram si¢ wskaza¢ Zrédio tych mozliwych
nieporozumiefi. Zaczng jednak od przypomnienia stanowiska Fielda w tej kwestii. Teza
o nietwodrczosci matematyki — jesli ja zaakceptujemy — ma donioste konsekwencje z
punktu widzenia nominalisty. Umozliwia ona bowiem stosowanie twierdzen matema-
tycznych poza matematyka — bez koniecznosci ich akceptacji, czyli w czysto instru-
mentalny sposob. Jesli bowiem dysponujemy pewna teoria nominalistyczna T (przez
teori¢ nominalistyczng rozumiem tutaj teori¢ nie odnoszgca si¢ do zadnego typu obiek-
tow abstrakcyjnych) i jeste§my zainteresowani tylko w wyprowadzaniu odpowiednich
wnioskOw z tej teoril, to mozemy dolaczy¢ do niej dowolny zbidr twierdzei matema-
tycznych S i badaé konsekwencje zbioru S UT, wyrazone w j¢zyku teorii nominalistycz-
nej, majac pewno$¢, ze kazda taka konsekwencja bedzie konsekwencja samej teorii T
Dzigki nietworczodci nominalista ma swobodg w tego typu «stosowaniu» matematyki,
powstaje jednak pytanie, po co ma on to robi¢. Dlaczego dotaczenie twierdzef matema-
tycznych do danej teorii nominalistycznej ma by¢ pomocne w wyprowadzaniu dalszych
nominalistycznych wniosk6w? Na to wiasnie pytanie stara si¢ odpowiedzie¢ Field,
wprowadzajac pojecie ,,abstrakcyjnych odpowiednikdw twierdzefi nominalistycznych”.

Field zauwaza, ze cz¢sto zdarza sig, iZ twierdzenia wyrazalne w jezyku nie
odwolujacym sig¢ do obiektdw abstrakcyjnych, formutujemy mimo to w jezyku obszer-
niejszym — zawierajacym pewne poj¢cia matematyczne. Klasycznym przyktadem sa
tu twierdzenia odwolujace si¢ do elementarnej arytmetyki: np. zdanie ,,W pokoju znaj-
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duja si¢ dwa krzesta”, latwo wyrazalne w jezyku pierwszego rzedu zawierajacym
wylacznie predykaty pozamatematyczne, formutujemy czgsto w postaci ,Liczba ele-
mentow zbioru krzesel w pokoju wynosi 2”. Zdanie drugie nazywa Field ,,abstrakcyj-
nym odpowiednikiem” zdania pierwszego. «Odpowiednio§é» ta polega na tym, ze na
gruncie teorii matematycznej (w naszym wypadku jest to teoria Z-F z elementami
pierwotnymi) dowies¢ mozna rownowaznosci obu zdaf. Oczywiscie nominalista, ktéry
kwestionuje prawdziwos$¢ teorii Z-F, musi zakwestionowaé réwniez owa réwnowaz-
no$¢; nie zmienia to jednak faktu, ze dzigki nietwérczosci teorii Z-F moze on zawsze
dolaczy¢ do swojej teorii nominalistycznej wspomniany abstrakcyjny odpowiednik, nie
uznajac go za prawdziwy.

Zauwazmy, ze w naszym przykladzie abstrakcyjny odpowiednik zdania nominalis-
tycznego jest, po pierwsze, zdaniem wyrazonym w jezyku matematyki nie — czystej,
lecz «zlozonej»; a po drugie, jest on zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie teorii Z-E
Fakt ten nie jest przypadkowy. Ilekro¢ dla danego nietautologicznego twierdzenia
nominalistycznego ¢ istnieje jego odpowiednik abstrakcyjny s, tylekroé s jest nieroz-
strzygalnym zdaniem, wyrazonym w jezyku matematyki ztozonej. Gdyby bowiem s
bylo teza jakiej$ teorii matematycznej S, to S bylaby w oczywisty sposéb tworcza,
bowiem implikowataby ona nietautologiczne twierdzenie nominalistyczne ¢. Zatem nie
mozemy tutaj méwic, jak robi to Wojtowicz, o przekladzie teorii nominalistycznej na
teori¢ matematyczna; powinni§my raczej méwié o przekladzie niektérych twierdzefi
nominalistycznych na jezyk teorii matematycznych.

Zysk z przekladania twierdzefi nominalistycznych na twierdzenia wyrazalne w
jezyku matematycznym jest wedlug Fielda nastgpujacy. Otdz rozumowania prowadzo-
ne w jezyku matematyki sa prostsze, gdyz mamy wtedy do dyspozycji gotowy zestaw
udowodnionych twierdzef, czy-faktéw, ktdrymi w razie potrzeby mozemy si¢ postuzyé.
Prostota rozumowan w obrgbie matematyki nie polega wiec na tym -— jak w pewnym
miejscu sugeruje Wojtowicz — ze reguly wnioskowania sa w niej «mocniejsze» (gdyby
tak bylo, to najprawdopodobniej upadalaby teza o nietwdrczoS$ci). Wyjasnienie tej
prostoty jest duzo bardziej prozaiczne — po prostu matematyka jest nauka bardzo
rozwinigta, w ktdrej zgromadzono szereg waznych i uzytecznych rezultatéw, umozli-
wiajacych prowadzenie rozumowart w ekonomiczny spos6b, a nie «na piechotg», jak w
wypadku teorii nominalistycznych.

Wyjaénijmy moze nieco precyzyjniej te metaforyczne sformutowania. Niech #,....t,
b¢da pewnymi zdaniami teorii nominalistycznej Ty. Zal6zmy, ze udato si¢ nam znalez¢é
dla tych zdafi ich abstrakcyjne odpowiedniki s,....s,, wyrazalne w jezyku pewnej
«zlozonej» teorii matematycznej S. Znaczy to, ze zdania t| = s,..., #; = 5, sa dowodliwe
na gruncie S. Moze si¢ teraz zdarzy¢, ze na gruncie teorii S udowodnimy nastgpujaca
implikacje: s A ... A 5, = 5%, gdzie s* jest pewnym zdaniem wyrazalnym w jezyku
teorii S. Jesli teraz s* jest przekladem pewnego zdania nominalistycznego *, to wolno
nam uznad, ze na gruncie teorii S udowodniliSmy, ze zdanie t* wynika z nominalistycz-
nych przeslanek 1y,....t,. Zapiszmy to explicite. Rozumowanie nasze ma postaé
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nastepujacej dedukciiz {t1,....tn 1= S1yeees 1= Spy S1 A ... ASp —> 5%, ¥= 5%} -1*. Poniewaz
wszystkie przestanki tego rozumowania oprécz t,...,t, sa twierdzeniami teorii matema-
tycznej S, na podstawie nietwoérczo$ci mozemy wnioskowaé, ze t* wynika logicznie z
[ S PO

Zrekonstruujmy teraz nastgpujacy zarzut Wojtowicza pod adresem powyzszej kon-
cepcji. Skoro zdanie ¢* jest logiczng konsekwencjg zdaf ¢y,...,2,, to musi istnie¢ dowod
tezy t*, wykorzystujacy przestanki #,...,t, i wyrazony w jezyku czysto nominalistycz-
nym. Jeéli teraz wigc przelozymy wszystkie zdania wystgpujace w takim dowodzie na
zdania matematyczne, to otrzymamy dow6d zdania s* z przestanek si....,s,. Dowéd taki
jest doktadnym odpowiednikiem dowodu nominalistycznego, a zatem nie jest on w
zadnym sensie prostszy. Wojtowicz twierdzi wigc, jak si¢ zdaje, ze domniemana «pro-
stota» dowod6éw przeprowadzanych w jezyku matematycznym jest iluzoryczna, chyba
ze pokazemy, ze dowdd zdania s* przy przestankach sy,...,s, mozna uproscié, wprowa-
dzajac do dowodu tezy pomocnicze teorii S, nie bedace przekladami zadnych twierdzef
nominalistycznych. Taki krok jest jednak nieuprawniony, gdyz nie mamy pewnosci, ze
teoria S jest nietwércza wzgledem zbioru zdah matematycznych, bedacych przekladami
zdafi nominalistycznych. Wéjtowicz zauwaza, ze w ogélno§ci moze si¢ okazaé, iz
szerszy jezyk matematyczny nie jest nietworczy wzgledem jezyka weizszego —
powotujac si¢ na fakt istnienia twierdzefi o obiektach skoficzonych, ktérych dowody
wykorzystuja w istotny sposéb pojecie ,,nieskoficzono$ci”.

Aby odeprze¢ ten zarzut, wystarczy wskaza¢ na fakt — o ktérym wspominalem
wczeSniej — Zze abstrakcyjne odpowiedniki twierdzefi nominalistycznych, formuto-
wane w jezyku teorii S, s3 zawsze nierozstrzygalne na gruncie S. Skoro tak jest, to
zadne twierdzenie teorii S nie moze mie¢ konsekwencji, ktora jest przekladem jakiego$
twierdzenia nominalistycznego. Zatem mozemy «bez dbaw» dotaczaé dowolne twier-
dzenia teorii § do matematycznego dowodu zdania s*, majac pewno$¢, ze jest to tylko
sposéb na skrdcenie rozwlektych, cho¢ formalnie poprawnych dowodéw nominalis-
tycznych. Nie jest wigc tak, jak twierdzi Wojtowicz, ze fakt istnienia powyzszych
«skrétowych» dowod6éw jest ,niezwykle klopotliwy z punktu widzenia koncepcji
Fielda”.

Dokonane przez nas powyzej rozstrzygnigcia pozwalaja na udzielenie odpowiedzi
na niektére z pytaf, formulowanych przez Wojtowicza pod adresem koncepcji
przekladu u Fielda. Na pytanie o kryterium adekwatnoSci przekiadu tez nominalistycz-
nych na jezyk matematyki juz wlasciwie odpowiedzieliSmy. Przeklad jest adekwatny,
gdy na gruncie danej teorii matematycznej dowodliwa jest réwnowazno$¢ obu
twierdzef (Field nie wyklucza jednak sytuacji, w ktérej dowéd réwnowaznosci twier-
dzenia nominalistycznego z jego abstrakcyjnym odpowiednikiem, wymaga pewnych
dodatkowych zalozefi pozamatematycznych. Kwestia ta nie ma jednak — jak sadze —
istotnego znaczenia dla naszych rozwazaf.). Na pytanie o to, czy kazde zdanie matema-
tyczne jest przektadem jakiego$ twierdzenia nominalistycznego udzielamy odpowiedzi
negatywnej. Co wigcej, argumentowatem powyzej na rzecz pogladu, ze zadne twierdze-
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nie teorii matematycznej nie moze by¢ przekladem zdania nominalistycznego, gdyz
byloby to niezgodne z teza o nietwodrczosci. (Ewentualne kontrprzykiady, ktérych moz-
na si¢ doszuka¢ u Wojtowicza, opieraja si¢ na zbyt szerokim rozumieniu terminu
»teoria matematyczna”, o czym méwilem w paragrafie 1.) Na pozostale pytania Wéjto-
wicza nie udzielg odpowiedzi, gdyz ich po prostu nie rozumiem (nie rozumiem np., 0 co
chodzi w pytaniu o «podobiefistwo» pomiedzy przektadami).

3. Chciatbym teraz przeanalizowad przyklad, ktéry ma, wedtug Wojtowicza, ilustro-
wac sposOb tlumaczenia prostej teorii nominalistycznej na jezyk teorii matematycznej
— konkretnie teorii grup. «Teoria» nominalistycza, rozwazana przez Wojtowicza, za-
wiera jeden kluczowy termin: , krok”, ktdry ze wzgledow stylistycznych zastapie termi-
nem ,,przesuni¢cie jednostkowe”. Oprocz tego nalezatoby wprowadzié takze pojecie
.przesunigcia”, na oznaczenie operacji, polegajacej na wykonaniu dowolnej liczby
przesunigé jednostkowych. Zastosowanie matematyki polega tutaj na wprowadzeniu
tezy ,.Zbidr przesunigé wraz z ich skladaniem tworzy grupe”, réwnowaznej koniunkcji
nastgpujacych zdan: (1) istnieje przesunigcie «zerowe» (tzn. takie, ze zlozone z dowol-
nym przesunigciem daje to samo przesunigcie); (2) dla kazdego przesunigcia istnieje
takie przesunigcie, ze ich ztozenie daje przesunigcie zerowe; (3) ztozenie dwoch dowol-
nych przesuni¢¢ daje przesunigcie; (4) sktadanie przesunigé jest faczne. (Na marginesie
zauwazmy, ze wbrew temu, co pisze Wojtowicz, to nie zbior miejsc, do ktérych mozna
dotrzeé, tworzy grupg, lecz zbior przesunigé. Nie istnieje bowiem co§ takiego, jak
«miejsce odwrotne do danego». Mozemy wig¢c co najwyzej powiedzie¢, ze grupa G
dziata na zbiorze miejsc M — tzn. istnieje operacja e taka, ze dla kazdego elementu g €
Gime M, gem jest miejscem, do ktérego mozna dotrze¢ z m w wyniku przesuniecia g.)

Latwo zauwazy¢, ze przesunigcie jednostkowe jest generatorem takiej grupy — tzn.
kazde przesunigcie niezerowe da sie¢ przedstawié jako zlozenie skonczonej liczby
przesunigé jednostkowych. Wojtowicz rozwaza nast¢pnie pytanie o to, czy nasza grupa
— nazwijmy ja G — jest cykliczna, tzn. czy pewne ztozenie przesunig¢é jednostkowych
moze da¢ w rezultacie przesunigcie zerowe («powrdt» do punktu wyjscia). Charakte-
rystyczne jest to, wedlug Wojtowicza teoria grup cyklicznych rozstrzyga to pytanie
pozytywnie, co znaczyloby, Ze teoria ta jest tworcza, gdyz implikuje pewna tez¢ nomi-
nalistyczna o realnym §wiecie (ze wychodzac w ktdrymkolwiek kierunku, po jakim§
czasie wrdcimy na to samo miejsce). Problem polega jednak na tym, ze teoria grup
cyklicznych (w szerszym sensie, tzn. zawierajaca stownictwo pozamatematyczne) na
pewno nie rozstrzyga zdania ,,G jest grupa cykliczna” ani pozytywnie, ani negatywnie
-— tzn. na gruncie tej teorii nie mozna udowodni¢ tego zdania, ani jego negacji. Teoria
grup cyklicznych méwi nam jedynie o wlasno$ciach pewnej podklasy klasy wszystkich
grup, a nie o tym, czy pewne szczegblne grupy skladajace si¢ z obiektéw fizykalnych
naleza do tej podklasy, czy tez nie. Na to pytanie nalezy odpowiedzie¢ niezaleznie od
Jjakiejkolwiek teorii matematycznej. Blad Wojtowicza najprawdopodobniej polega na
tym, ze zgodnie ze swoim rozumieniem ,teorii matematycznej” uznat on, iz twierdze-
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nie ,,Grupa G jest cykliczna”, ktdre odnosi si¢ do pewnego obiektu abstrakcyjnego, jest
teza jakiej§ teorii matematycznej. Jednakze, jak wskazywaliémy, nie kazde zdanie
zawierajace terminy matematyczne jest rozstrzygalne na gruncie pewnej teorii matema-
tycznej sensu stricto.

W zwiazku z tym takze préba «naprawy» koncepcji Fielda, przez nalozenie na
teorie nominalistyczne warunku zupetnosci, jest chybiona. Zauwazmy zreszta, ze jeSli
zaakceptujemy rozstrzygniecie Wojtowicza w kwestii sensu terminu ,teoria matema-
tyczna”, to przyjgcie zatoZenia o zupelnosci teorii nominalistycznych nie ratuje nie-
tworczoéci matematyki. Nietw6rczo§¢ bowiem nie polega na tym, Ze matematyka nie
implikuje zadnych zdah nierozstrzygalnych przez dang teori¢ nominalistyczng, lecz ze
nie implikuje ona w ogéle zadnych zdafi nominalistycznych, poza tautologiami.
Odwotujac si¢ do naszego przyktadu mozemy powiedzie€, ze juz samo zalozenie, iz
zdanie ,,Zbidr przesuni¢é tworzy grupg” jest implikowane przez jakakolwiek teori¢
matematyczna, jest sprzeczne z nietwoérczoscia matematyki. Kwestia zupetnosci czy

niezupetnos$ci teorii nominalistycznej nie ma tu zadnego znaczenia'.

4. Wojtowicz w swojej krytyce pomija praktycznie zasadnicza cze¢$¢ programu
Fielda, polegajaca na znalezieniu dla danej zmatematyzowanej teorii fizycznej jej nomi-
nalistycznego odpowiednika. (Jest to do$¢ dziwne, zwazywszy ze wigkszoS§¢ krytykéw
Fielda wlaénie w tej czesci stusznie dopatrywato si¢ luk; por. chociazby [Chihara, 1990;
s.153-173), [Malament, 1982], [Resnik, 1985].) Tymczasem ta wtasnie cz¢$¢ programu
Fielda jest bardzo istotna z punktu widzenia obrony nominalizmu. Nietwérczo$¢ mate-
matyki pozwala bowiem na «bezpieczne» z punktu widzenia nominalisty zastosowanie
matematyki jedynie w wypadku, gdy dysponujemy juz wcze$niej odpowiedliiq teoria
nominalistyczna. Co jednak, gdy — jak w wypadku fizyki — sama teoria zawiera juz
pojecia matematyczne? Aby méc powotac si¢ na tezg o nietwdrczosci, nalezy najpierw
sformulowaé nominalistyczng wersje¢ teorii fizycznej. Field probuje dokonaé tego,
aksjomatyzujac wszystkie nominalistyczne konsekwencje danej teorii fizycznej. Probg
swoja przeprowadza na przyktadzie Newtonowskiej teorii grawitacji, dla ktérej explicite
formutuje jej nominalistyczna wersjg.

Nie chciatbym obecnie zaglebiaé si¢ w szczegdly techniczne Fieldowskiej parafrazy
teorii grawitacji. Zamiast tego rozwaz¢ ogblnie metode posigpowania, proponowana
przez Fielda. Okazuje si¢ bowiem, ze przy pewnych zalozeniach mozna w sposéb
ogblny udowodni¢ istnienie odpowiedniego przektadu nominalistycznego. Kluczowym

! Na marginesie chciatbym zauwazyé, ze W6jtowicz w swojej polemice modyfikuje w istotny sposéb pojecie
,nietworczosci”, ktérym postuguje si¢ Field. Wéjtowicz mianowicie méwi o nietw6rczoéci teorii matematy-
cznej wzgledem pewnej konkretnej teorii nominalistycznej, podczas gdy Fieldowi chodzi o nietw6rczosé
wzgledem calego jezyka nominalistycznego (w sformutowaniu zasady C, przytoczonym przez Wéjtowicza,
zmienna N odnoszaca si¢ do teorii nominalistycznych jest w istocie zwigzana duzym kwantyfikatorem: ,dla
wszelkich N ...".
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zatozeniem Fielda, na ktérym opiera on swoja metodg, jest zatozenie o prawdziwosci
tzw. twierdzenia o reprezentacji. Mowiac w skrdcie, twierdzenie o reprezentacji orzeka
dla danej struktury relacji jako$ciowych, okre§lonych na zbiorze obiektéw fizycznych,
istnienie homomorfizmu tej struktury w odpowiednia dziedzing matematyczna
(najczgSciej jest to podzbidr zbioru liczb rzeczywistych). Dodatkowo twierdzenie o
reprezentacji obejmuje tzw. warunek jedynos$ci, zgodnie z ktérym wspomniany homo-
morfizm jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoécia do pewnego typu transforma-
cji. Homomorfizm, o ktérym mowa w twierdzeniu o reprezentacji, jest funkcja
pomiarowa, odpowiadajaca konkretnej wielkosci fizycznej, takiej jak masa, dlugos¢ itd.
Badaniem tego, jakie warunki nalezy natozyé na relacje jakosciowe, aby twierdzenie o
reprezentacji bylo spetnione, zajmuje si¢ teoria pomiaru (por. [Krantz, 1971]). Dodaj-
my, ze prawdziwo$¢ twierdzenia o reprezentacji dla danego zestawu wielkoéci mierzal-
nych jest warunkiem koniecznym sensownosci zdaf ilo§ciowych, zawierajacych te
wielkosci.

Metoda Fielda polega na tym, aby nominalistyczny odpowiednik zmatematyzowa-
nej teorii fizycznej, w ktérej wystgpuja odpowiednie wielkosci fizyczne, wyrazié w
Jjezyku zawierajacym predykaty jakosciowe, skorelowane — na mocy twierdzenia o
reprezentacji — z tymi wielko§ciami. W tym celu Field formuluje nominalistyczny
odpowiednik centralnego twierdzenia Newtonowskiej teorii grawitacji: réwnania Pois-
sona. Tym odpowiednikiem jest zdanie sformutowane przy pomocy predykatéw ja-
koSciowych, i prawdziwe zawsze i tylko wtedy, gdy prawdziwe jest réwnanie Poissona.
Sformutowanie takiego nominalistycznego odpowiednika jest skomplikowane i wyma-
ga przejScia wielu etapéw posrednich — m.in. nominalistycznego przeformutowania
twierdzef typu ,JFunkcja f jest ciaglta w punkcie xp”, ,,Pochodna kierunkowa funkcji f
wzdluz danego wektora r w punkcie xo wynosi tyle a tyle” itd. W niniejszym artykule
chciatbym jednak pokaza¢ ogblnie — bez wchodzenia w tego typu szczegbély — iz
odpowiedni przeklad bedzie zawsze istnial. Rozwazania ponizsze prowadzit bede przy
idealizacyjnym zalozeniu, ze w jgzyku teorii empirycznej wystepuje tylko jedna wiel-
ko$¢ fizyczna, reprezentowana funkcja pomiarowa ¢. Okazuje si¢ bowiem, ze otrzyma-
ne wyniki mozna tatwo uogdélni¢ na dowolna liczbg wielkosci fizycznych.

Na wsigpie sformutujmy moze twierdzenie o reprezentacji nieco precyzyjniej.
Niech D, oznacza dziedzing obiektéw fizycznych; D,, — dziedzing teorii matematycz-
nej (czystej) T; Py,...,P, — predykaty «jakosciowe» okreslone na D,; Scy — zbibr
transformacji skali dla wielkoSci reprezentowanej przez funkcjeg ¢. Twierdzenie o repre-
zentacji sklada si¢ z dwoch nastgpujacych czeéci:

[1a} (twierdzenie o istnieniu) istnieje funkcja ¢: D, — D,, oraz istnieja formuty

matematyczne Ay, ..., A, takie, ze P{x1,....xx) = A{P(x)),....0x)) dlai=1,...,n,

[1b] (twierdzenie o jedynosci) jeSli funkcja ¢: D, — Dy, spelnia twierdzenie o

istnieniu, to: ¢’ spelnia tw. o istnieniu ztw ¢’ = rod, dla pewnego
przeksztalcenia t € Scy,. .
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Obecnie musimy wprowadzi¢ niezmiernie istotne pojecie — pojecie ,,sensu empi-
rycznego”. Jak latwo bowiem si¢ domy§lié, nie wszystkie formuly wyrazone w zmate-
matyzowanym jezyku teorii empirycznej maja w oglle szans¢ mieé swoj
nominalistyczny odpowiednik. Na pewno nie da si¢ przetumaczy¢ nominalistycznie
zdanf, ktérych prawdziwo$¢ zalezy np. od wyboru jednostki, czy skali pomiarowe;j.
Nasze rozwazania ograniczymy zatem do formul «sensownych empirycznie». Powie-
my, ze dana formuta ma sens empiryczny, gdy — méwigc swobodnie — jej denotacja
jest niezmiennikiem transformacji skali. Scislejsza definicja bedzie nastgpujaca:

{[Dfl]  Formula A(xy,...,x,) ma sens empiryczny ztw dla kazdego przeksztalcenia p:
D, —> D,, jesli istnieje takie t € Scy, ze Qop = toh, to A(Xy,...Xn) =
AP(x1)s..rP(Xn))- .

Zalézmy zatem, ze predykaty jakoSciowe Pj,...,P, spetniaja twierdzenie o reprezen-
tacji dla wielkoSci wy, reprezentowanej w naszym jezyku przez funkcjg pomiarowa ¢.
Niech A(x),...,xx) oznacza formule jezyka J,, majaca sens empiryczny, a R),...,R, —
denotacje predykatéw Pi,...,P, w dziedzinie D,. Mozemy teraz udowodni¢ nastgpujace
twierdzenie:

[2] Jesli p jest automorfizmem struktury (D, R),...Rn), to A(x),...xx) =

A(p(xy),...,p(x)), dla dowolnych x,....xx.
Wyjasnijmy najpierw sens powyzszego twierdzenia. Automorfizm struktury jest to
przeksztalcenie dziedziny, zachowujace wszystkie relacje, czyli nie zmieniajace deno-
tacji predykatéw Py,...,P,. Twierdzenie [2] glosi, iz kazdy automorfizm struktury narzu-
conej na dziedzing D, przez predykaty jakoSciowe, zachowuje denotacj¢ dowolnej
formuly matematycznej majacej sens empiryczny. Innymi slowy, gdy tylko ustalona
zostanie denotacja predykatow Py,...,P,, denotacja formuly A jest takze ustalona.

Wiasno$é takg nazywa si¢ niekiedy ,,identyfikowalnoscig” lub ,,definiowalnoScia impli-

cite”. Mozemy zatem powiedzieé, ze kazda formula jgzyka zmatematyzowanej teorii

empirycznej jest identyfikowalna (definiowalna implicite) przez predykaty jakoSciowe

) ST

Dowéd powyzszego twierdzenia jest nietrudny. Poniewaz p jest automorfizmem,
latwo si¢ przekonad, ze dla dowolnej funkcji pomiarowej ¢ spelniajacej twierdzenie o
istnieniu, funkcja dop takze spetnia to twierdzenie. Jest tak dlatego, ze je§li dla pewnej
formuly A z jezyka J, zachodzi réwnowazno§¢ definiujaca predykat jakosciowy P;:
Pixy,....xx) = A(O(x1),....0(xp)), to zastapienie funkcji ¢ ztozeniem ¢op nie moze zmienié
wartosci logicznej tej réwnowaznoéci. (Mowiac w skrécie, zlozenie automorfizmu
struktury X z homomorfizmem X w Y, jest takze homomorfizmem z X w Y.) Zatem z
twierdzenia o jedyno$ci wynika, ze istnieje pewna transformacja skali ¢ taka, ze ¢op =
tod. Z kolei z definicji sensu empirycznego wynika, ze denotacja formuty A musi by¢
zachowywana przez przeksztalcenie p spetniajace powyizszy warunek. To za$ réwno-
wazne jest warunkowi A(xy,....xp) = A(p(x)),...,.p(xp)), co koficzy dowéd.

Twierdzenie [2] upewnia nas, ze dowolna formuta zmatematyzowanej teorii empi-
rycznej, ktéra ma sens empiryczny, jest definiowalna implicite przy pomocy predyka-
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tow jakosSciowych. Co jednak z definiowalnoscia explicite? Przy pewnym dodatkowym
zalozeniu warunek 6w jest réwniez spetniony. Tym zalozeniem jest ograniczenie jezyka
teorii empirycznej do jezyka pierwszego rzedu. W takim wypadku mozemy bowiem
odwola¢ si¢ do twierdzenia Betha o definiowalnosci, stwierdzajacego réwnowaznosé
definiowalno$ci implicite z definiowalno$cia explicite (za pomoca odpowiednie)
formuly). M6wiac precyzyjniej, twierdzenie to glosi, iz ilekroé termin A jest identyfiko-
walny przy pomocy predykatéw Py,...,P, (tzn. ustalenie denotacji tych predykatow
ustala denotacj¢ wyrazenia A), tylekroé istnieje formuta o, zawierajaca tylko predykaty
P,,....P, jako wyrazenia pozalogiczne, taka ze A(xy,...Xy) = 0(X),....xx). Formula o
stanowi zatem przeklad wyrazenia zawierajacego terminy matematyczne — na jezyk
czysto jakoSciowy. Kwestia, czy ograniczenie powyzszego rezultatu do jezykdw pier-
wszego rz¢du zaburza w istotny sposob jego ogdlnos¢, wymaga osobnej analizy. Nie
bedeg obecnie wehodzit w jej szczegdly; zauwaze tylko, ze sam Field — pod wptywem
krytykéw — zmodyfikowat swdj program nominalizacji, pierwotnie przeprowadzany
dla j¢zykow drugiego rzedu, do przypadku jezyka ubozszego [Field, 1990]. W takiej
za$ sytuacji nasz rezultat zachowuje wazno$¢.

S. Wéjtowicz traktuje Fieldowski program eliminacji matematyki z nauk empirycz-
nych jako swoisty «eksperyment my$lowy», i stawia pytanie, czy 6w eksperyment jest
w ogdle mozliwy do realizacji. Odpowiedz na tego typu ogdlne pytanie wymaga oczy-
wiscie odpowiednich precyzacji. Jak wskazuje sam Wajtowicz, trzeba najpierw zdecy-
dowaé, co rozumie si¢ przez owa «mozliwo$é» (czy chodzi o mozliwo§¢ logiczna,
fizyczna, czy moze techniczna). Dodatbym do tego jeszcze, ze nalezy rdwniez sprecy-
zowaé zakres terminu ,,nauki empiryczne”. Otdz przeprowadzone wyzej rozwazania
przekonuja nas, ze w wypadku teorii empirycznych spetniajacych dwa warunki: (a)
wyrazonych w jezyku pierwszego rzegdu, (b) operujacych wielkosciami fizycznymi, dla
ktérych spetnione s3 odpowiednie twierdzenia o reprezentacji — sformutowanie ich
nominalistycznych odpowiednikow jest mozliwe logicznie.

Chciatbym przy tym zauwazy¢, ze cho¢ mozliwos¢ logiczna jest najstabsza z wszy-
stkich trzech typéw mozliwosci, to jednak wystarcza ona w zupetnosci dla celow
nominalisty. Nominalista bowiem to nie jest czlowiek, ktéry zywi tak nieprzeparty
wstret do matematyki, ze najch¢tniej wyrzucilby ja z programu wszystkich studiéw
uniwersyteckich, zastgpujac ja porzadnymi teoriami nominalistycznymi. Nominalista
pyta jedynie (jak sadz¢ — zasadnie), czy mamy wystarczajace podstawy uznawania
prawdziwo$ci dostownie rozumianych zdai egzystencjalnych typu ,Istnieja liczby”,
Istnieja zbiory” etc. Jedna z mozliwych odpowiedzi na to pytanie brzmi: zdania te
uznajemy, poniewaz sa one konsekwencjami logicznymi akceptowanych przez nas
teorii, opisujacych §wiat fizyczny. Zatem gdybySmy — jak chce nominalista — odrzu-
cili owe tezy egzystencjalne, musielibySmy odrzucié¢ takze i te teorie, sprowadzajac
nauk¢ do poziomu mniej wigcej z czasOw Arystotelesa. Jest to niezwykle powazny
argument przeciwko nominalizmowi, a jedyna rozsadna linia obrony jest wlas$nie poka-
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zanie, ze dla kazdej teorii empirycznej w obecnym sformutowaniu, istnieje réwnowaz-
na jej empirycznie teoria nominalistyczna. Nie ma przy tym znaczenia, czy potrafimy
skonstruowa¢ faktycznie taka teori¢, podobnie jak nie ma znaczenia w wypadku nie-
konstruktywnych dowod6w istnienia w matematyce, ze dowody te nie podaja efektyw-
nej metody konstrukcji obiektu, ktérego istnienie stwierdzaja (nominalista nie musi byé
konstruktywista). Nominalista «uzbrojony» w takie niekonstruktywne twierdzenie mo-
ze juz ze spokojem uczyé si¢ wspolczesnej fizyki, traktujac wystgpujacy tam aparat
matematyczny jako niezwykle uzyteczne — ale tylko — narzedzie.

Formutujac calo$ciowa oceng koncepcji Fielda nie powinni$my zapominaé takze o
jeszcze jednym jej aspekcie. W przeciwienstwie do innych prob obrony nominalizmu,
metoda zaproponowana przez Fielda moze by¢ interesujaca nie tylko dla tych, ktérzy
akceptuja ontologiczne stanowisko autora Science without Numbers. Field bowiem
analizuje jeden z najwazniejszych — moim zdaniem — problem6éw wsp6lczesnej filo-
zofii nauki, czyli problem stosowalno$ci matematyki w naukach przyrodniczych. Pyta-
nie, jak to si¢ dzieje, ze matematyka daje si¢ z powodzeniem zastosowaé do opisu
$wiata fizycznego, zachowuje swoja wazno$§¢ niezaleznie od przyjgtego stanowiska
ontologicznego. Na to pytanie rdwniez uzyskujemy odpowiedZ w ramach programu
Fielda. Dodajmy, ze w ogoble wiele tez, ktore formutuje Field, jest akceptowalnych nie
tylko przez nominalistg. Whrew temu np., co twierdzi Wojtowicz, taka teza jest twier-
dzenie o nietwdrczosci matematyki, ktére wynika nie tyle ze stanowiska nominalistycz-
nego, co z zalozenia apriorycznego charakteru matematyki.

Sadz¢ zatem, ze krytyk koncepcji Fielda powinien skoncentrowa¢ si¢ nie na kwestii
technicznej mozliwosci przeprowadzenia programu nominalizacji, lecz na kwestii za-
kresu tego programu. Tutaj bowiem niewatpliwie tkwi stabo$¢ nominalisty typu Fielda.
Woéjtowicz stusznie zauwaza, ze nominalizacja Newtonowskiej teorii grawitacji to zde-
cydowanie za malo — chociaz nie zgadzam si¢ z jego opinia, ze ,przyklad teorii
grawitacji Newtona jest odlegly od fizyki wspodlczesnej” (studenci II roku fizyki uni-
wersyteckiej nie ucza si¢ przeciez tej teorii wylacznie jako ciekawostki historycznej).
Uogodlnienie, jakie naszkicowatem w niniejszym artykule, posuwa nas krok naprzdd;
nie na tyle jednak daleko, aby obja¢ programem nominalizacyjnym takie teorie, jak np.
mechanike kwantowg (zwracat na to uwage m.in. D. Malament). C6z wigc pozostaje
nominaliscie? Sadzeg, ze jest on doktadnie w takiej samej sytuacji, jak np. fizyk-teoretyk
poszukujacy jednej, zunifikowanej Teorii Wszystkiego (Theory of Everything).
Osiagnigto niewatpliwie pewne sukcesy na drodze do tej teorii, jednakze wynik
koficowy jest ciagle watpliwy. Nie znaczy to jednak, ze nalezy zaprzesta¢ wszelkich
préb w tym kierunku. Podobnie oceniatbym sytuacj¢ nominalisty — mimo wszelkich
uwag krytycznych pewne sukcesy sa, a na dalsze trzeba by¢ moze cierpliwie zaczekag.
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Byle tylko w polemicznym zapale nie zatracié¢ zdolnosci chiodnej oceny sytuacji — ale
t¢ uwagg kieruj¢ do obu stron sporu ﬁlozoﬂcznegoz.
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28adze, ze przykladem zlamania tego postulatu moze by¢ argumentacja J. Burgessa, ktorego zreszta z
aprobatg cytuje Wojtowicz [Burgess, 1982). W swoim artykule Burgess naktada na nominalizm warunki
niemozliwe do spetnienia. Twierdzi mianowicie, ze teza nominalizmu bylaby do obrony tylko wowczas, gdyby
ewentualne nominalistyczne wersje obecnych teorii byly istotnie /epsze (plodniejsze, ekonomiczniejsze) od
swoich realistycznych odpowiednikéw. Burgess, jak sadzg, nie zdaje sobie sprawy z zasadniczego faktu, ze
cala konstrukcja Fielda ma na celu nie dostarczenie pozytywnego argumentu za nominalizmem (argumentéw
pozytywnych nalezy szukaé raczej w ktopotach, jakie pociaga realizm — por. [Field, 1989], szczegélnie
paragraf , Problems with Platonism™), lecz odparcie argumentu za realizmem (indispensability argument). Aby
pokazaé, ze zalozenie o istnieniu obiektow abstrakcyjnych nie jest niezbedne w nauce, nie trzeba dowodzié, ze
nauka «nominalistyczna» jest lepsza od «realistycznej».



