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Czy matematyka jest niezbedna w nauce?

Wydana w roku 1980 ksiazka Hartry’ego Fielda Science without Numbers
wzbudzila wiele kontrowersji (por. np. [8], [11]), zyskala nawet miano prowokacyjnej
[10]. W niniejszej pracy najpierw przedstawiam mozliwie wiemie i bez komentarzy,
cho¢ z koniecznosci pobieznie, koncepcje Fielda. W czgSci drugiej zestawiam pytania,
ktére moim zdaniem nasuwa program Fielda, i staram si¢ na nie przynajmniej w czeséci
odpowiedzieé.

1. Koncepcja Fielda

Rozwazania Fielda koncentruja si¢ wok6t probleméw prawdziwos$ci matematyki i
jej stosowalnosci przy opisie $wiata, ktére Field uwaza za centralne dla filozofii mate-
matyki. Tradycyjnie uwaza si¢, ze stosowalno$¢ matematyki jest Sci§le zwiazana z jej
prawdziwo$cia. Field wykazuje, ze stosowalno§¢é nie musi zaklada¢ prawdziwosci.
Istotna bowiem ze wzgledu na zastosowania cecha matematyki jest jej nietwdrczosc,
ktéra Field uwaza za wlasno§¢ jedynie nieco silniejsza od niesprzecznoici, ale
«odlegta» od prawdziwosci.

Najpowazniejszym argumentem na rzecz platonizmu (ve! realizmu) w matematyce
jest argument «z niezbednoSci» (indispensability argument) Quine’a-Putnama. W mys$l
tego argumentu, z faktu, ze matematyka daje si¢ (bardzo skutecznie) zastosowaé w
opisie §wiata, wynika, ze musi mie¢ ona przedmiot badan, o ktérym prawdziwie orzeka.
Celem Fielda jest podwazenie tego argumentu, a zatem podwazenie realistycznej kon-
cepcji matematyki. Obiera on tu inng droge niz np. Chihara, ktéry w swojej wersji
-nominalizmu (por. [3]) prébowatl interpretowaé matematyke jako nauke o obiektach
jezykowych. Odrzuca tez koncepcje nominalistyczne, ktére interpretuja matematyke
jako nauke o obiektach, czy tez stanach mentalnych — koncepcje te bowiem, podobnie
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jak koncepcja Chihary, nie s3 w stanie wyja$ni¢ faktu stosowalnosci matematyki w
opisie §wiata.

Celem Fielda nie jest jednak podanie argumentu pozytywnego na rzecz nomina-
lizmu. Jak sam pisze, ,,...monografia ta nie zawiera argumentOw pozytywnych na rzecz
nominalizmu. Celem moim jest raczej proba podwazenia najwazniejszych argumentow
wysuwanych przeciwko stanowisku nominalistycznemu”l. Ma to istotne konsekwencije
metodologiczne. Poniewaz celem Fielda nie jest uzasadnienie nominalistycznej kon-
cepcji, niektére jego rozumowania sa prowadzone «realistycznie». Sadzi on bowiem, ze
jesliby wewnatrz realistycznej koncepcji matematyki dalo si¢ wykazaé zbgdno$é obiek-
tow abstrakcyjnych w naukach przyrodniczych, to argument «z niezbedno$ci» musiatby
upasé. Jak pisze Field ,,wynika stad, ze platonizm zostaje pozbawiony podstaw: impli-
kuje on bowiem niemozno$¢ swojego uzasadnienia™”.

W nauce (w szczegbino$ci w fizyce) obiekty matematyczne maja inny status niz
obiekty teoretyczne. Teorie, w ktdrych wystgpuja obiekty teoretyczne sa twdrczymi
rozszerzeniami teorii nominalistycznych. Inaczej jest w wypadku obiektéw matema-
tycznych, gdyz przy uzyciu teorii matematycznej nie mozna wyrazi¢ wiecej niz w
samej tylko teorii nominalistycznej. Oczywiscie, aby stwierdzenie to nie bylo jedynie
tautologia, musimy zaltozy¢ istnienie «zlozonych» (impure) obiektéw abstrakcyjnych,
np. takich, jak funkcja ze zbioru obiektdw fizycznych w obiekty §ciSle abstrakcyjne
(pure abstract entities). Sa one niezbgdne do tworzenie «praw pomostowych» (bridge
laws), ktére tacza obiekty fizyczne z obiektami matematycznymi. Jednakze teoria mate-
matyczna, odwolujaca si¢ do zlozonych obiektéw abstrakcyjnych jest nietwdrczym
rozszerzeniem teorii nominalistycznej w tym sensie, ze nie pozwala na udowodnienie
zadnych twierdzefi nominalistycznych niedowodliwych w teorii nominalistyczne;j.
Scisle sformutowanie tej zasady ma nastgpujaca postaé ({5], s.12):

Zasada C: Niech § bedzie teoria matematyczng, N teorig nominalistyczng, A —
zdaniem nominalistycznym. Je§li A* nie jest konsekwencja N*, to A* nie jest konse-
kwencja N*+ s,

Dowéd: Zatézmy, ze nie jest prawda, ze N* = A*. Zatem N* + non-A* jest
niesprzeczne. A priori zatem mogloby si¢ zdarzyé, ze tak wiha$nie jest. Jezeli jednak
N* + § = A*, to wowczas prawdziwo$¢ teorii matematycznej S zalezataby od stanu
§wiata, co jest sprzeczne z faktem, ze teorie matematyczne sa prawdziwe a priori, a

1, ...Nothing in this monograph purports to be a positive argument for nominalism. My goal rather is to try
to counter the most compelling arguments that have been offered against the nominalist position” ([5], 5.4).

2 The upshot then [...] is that platonism is left in an unstable position: it entails its own unjustifiability.”
([5), 5.6). :

3Dl danego jezyka nominalistycznego tworzymy zdania A* w spos6b nastgpujacy: najpierw wprowadzamy
nowy predykat M(x), ktdry oznacza, ze x jest obiektem matematycznym. Zdanie A* powstaje ze zdania A przez
ograniczenie zakresu kwantyfikatoré6w do obicktéw x spetniajacych non-M(x) ([5], s.10).
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zatem we wszystkich mozliwych §wiatach. Teoria N* + S jest wigc nietwdrczym roz-
szerzeniem teorii N*.

Mogtoby si¢ oczywiscie zdarzyé, ze teoria matematyczna S jest sprzeczna. Z teorii
N* + S mozna bytoby wtedy wyciagna¢ dowolny wniosek, i wowczas teoria matema-
tyczna nie bytaby juz nietwérczym rozszerzeniem teorii nominalistycznej. Teorie sprze-
czne nie sg jednak interesujace; dowdd za$, ze standardowa matematyka jest sprzeczna
bytby raczej zaskakujacy. Jak pisze Field : ,,Dobra matematyka jest nietwércza; odkry-
cie, ze akceptowana obecnie matematyka nie jest nietworcza bytoby odkryciem, ze nie
“jest dobra™. Z faktu, ze kazda dobra teoria matematyczna jest nietwdrcza wynika
natychmiast, Ze nie ma znaczenia, jakiej teorii matematycznej uzyjemy w naszych
rozumowaniach; jedynym warunkiem jest to, aby spetniata ona zasad¢ C. Otrzymane
przez nas wnioski bedg zawsze takie same; co najwyzej niektére teorie moga si¢ okazaé
«wygodniejsze». W szczegdlnosci teorie ZFC, ZFC + CH, ZFC + non-CH’ sg réwno-
wazne, ze wzgledu na ich nominalistyczne konsekwencje; moze si¢ jedynie zdarzyé, ze
ktoras z nich bedzie bardziej uzyteczna z punktu widzenia ekonomicznosci prowadzo-
nych rozumowati.

Field ilustruje ogdlng metodg stosowania matematyki i jej uzytecznosci postugujac
si¢ przykladem arytmetyki i geometrii euklidesowej. Najogélniej rzecz biorac, aby
zastosowaé teori¢ matematyczna nalezy utworzyé «abstrakcyjne odpowiedniki» (abs-
tract counterparts) zdai nominalistycznych. Oto jego stowa: ,.kluczem do stosowania
teorii matematycznej S jako narzedzia w wyciaganiu wnioskow z teorii nominalistycz-
nej N jest wykazanie w teorii N* + § rownowaznoéci zdafi z N* z pewnym innym
zdaniem (bedeg je nazywat abstrakcyjnym odpowiednikiem zdania z N*), w ktérym
kwantyfikacja odbywa si¢ po obiektach abstrakcyjnych”6. Prowadzenie rozumowan w
teorii matematycznej jest wskazane ze wzgledu na ekonomi¢ myélenia, za$§ otrzymane
whioski sa nastgpnie tlumaczone na jezyk nominalistyczny. Poniewaz uzywana przez
nas matematyka jest nietwércza (spelnia zasadg C), zatem uzyskamy w ten sposéb
jedynie te wnioski, ktére mozna uzyska¢ na drodze rozumowai czysto nominalistycz-
nych.

Rozwazania na temat konkretnego, nominalistycznego sformulowania teorii fizycz-
nych Field poprzedza uwagami na temat zalozefi dotyczacych struktury przestrzeni
fizycznej, ktére powinien przyja¢ nominalista. Je§li nominalista odrzuca obiekty abs-
trakcyjne, a jednoczeSnie chce uwzglednié duze znaczenie pojgcia pola we
wspdtczesnej fizyce, to musi on zaakceptowa¢ istnienie punktow i obszaréw czasoprze-

4, Good mathematics is conservative; a discovery that accepted mathematics isn’t conservative would be a
discovery that it isn’t good” ([5], s.13).

SZFC oznacza teori¢ mnogosci Zermela-Fraenkla, CH hipotez¢ continuum.

6., .the key to using a mathematical system S as an aid to drawing conclusions from a nominalistic system
N lies in proving in N* + S the equivalence of a statement in N* alone with some other statement (which I'l}
call an abstract counterpart of the statement in N*) which quantifies over abstract entities.” ([5], 5.20).
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strzeni jako odrebnych bytéw. Field akceptuje zatem substancjalizm, za$ ewentualne
obiekcje dotyczace zatozenia o istnieniu obszaréw czasoprzestrzeni (w czym de facto
zawiera si¢ tez zalozenie o istnieniu obiektow nieskoficzonych) nazywa ,,quasi-finity-
stycznymi”, a nie ,,nominalistycznymi”.

Dlaczego jednak nominalistyczne sformutowanie teorii fizycznych miatoby mieé
przewage nad platonistycznym? Wedtug Fielda sa tego dwa istotne powody. Po pier-
wsze, syntetyczne sformutowania nominalistyczne nie odwotuja si¢ do abstrakcyjnych,
nie zwigzanych przyczynowo z przedmiotem wyja$niania obiektéw matematycznych.
Po drugie, ujgcie syntetyczne pomaga zrozumied, ,,co si¢ tak naprawdeg dzieje”, czyli
jakie mechanizmy leza tak naprawde u podioza wyja$nianych zjawisk’. Jest to zgodne z
zasadg metodologiczng ,,u podioza kaidego dobrego zewnetrznego wyjasSnienia lezy
wewnetrzne wyja.\‘nienie”s, przyjeta przez Fielda. Na wzor syntetycznej geometrii Hil-
berta, Field podaje syntetyczne sformutowanie teorii czasoprzestrzeni Newtona. Do
przyjetych przez Hilberta predykatéw ,Bet” (tr6jargumentowy predykat ,lezenia
miedzy”), ,,Cong” (czteroargumentowy predykat wyrazajacy przystawanie odcinkow) i
»A-Cong” (szeScioargumentowy predykat wyrazajacy przystawanie katéw) — Field
dodaje nowe predykaty: dwuargumentowy ,,Simul”, wyrazajacy jednoczesno$é zdarze
i czteroargumentowy ,,.S-Cong” wyrazajacy przystawanie przestrzenne odcinkow (o tej
wlasnosci, ze xy S-Cong zw zawsze i tylko wtedy, gdy x jest rdwnoczesne z y oraz z jest
roéwnoczesne z w). W modelu Fielda zachodzi wéwczas podobne twierdzenie o repre-
zentacji, jak w modelu Hilberta. Rozszerzeniem teorii czasoprzestrzeni jest teoria
uwzgledniajaca istnienie wielkoSci skalarnych, takich jak temperatura czy potencjat
pola. Teoria taka powstaje przez rozszerzenie teorii czasoprzestrzeni o dodatkowe
predykaty: trjargumentowy ,,Temp-Bet” (,x Temp-Bet yz” znaczy, ze temperatura
punktu x lezy pomig¢dzy temperatura punktu y, a temperaturg punktu z) oraz czteroar-
gumentowy ,,Temp-Cong” (,,xy Temp-Cong zw” znaczy, ze r6znice temperatur w pun-
ktach x, y oraz w punktach z, w, sa takie same). Dla tej teorii rdwniez zachodzi
twierdzenie o reprezentaciji.

Kolejnym krokiem jest syntetyczne sformutowanie teorii grawitacji Newtona w
plaskiej, czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Field rozpoczyna od zdefiniowania ob-
szar6w bazowych (temperature-basic oraz spatio-temporally basic). Sa to przeciwobra-
zy odcinkéw i polprostych otwartych przy odwzorowaniach reprezentujgcych
temperatur¢ i wspdlrzedne czasoprzestrzenne. To umozliwia zdefiniowanie pojecia
ciagtosci funkcji skalarnych (w szczegd6lnosci temperatury). Dalej Field definiuje synte-
tycznie takie pojecia matematyczne, jak ,,pochodna kierunkowa”, ,,pochodne wyzszych
rzedow”, ,,operator Laplace’a”, ,réwnanie Poissona”, ,iloczyn skalarny w Rz”, w2ra-
dienty” i ,,r6zniczkowanie p6l wektorowych w R™’. Rozdzial poswigcony syntetyczne-

7 ,.[It explains] what is going on without appeal to extraneous, causally irrelevant entities” ({5], 5.44).
8..Underlying every good extrinsic explanation there is an intrinsic explanation” ([5}], 5.44).
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mu sformulowaniu teorii grawitacji Newtona Field zamyka uwaga, ze aparat matema-

tyczny jest wprawdzie niezbedny w praktyce (ze wzgledu na wygodg), ale nie jest

niczym wigcej, jak tylko uzytecznym instrumentem, ktéry nie pozwala na istotne wzbo-
‘gacenie wiedzy.

2. Dyskusja

Koncepcja Fielda ma daleko idace konsekwencje filozoficzne. Nie jest ona jednak
zbyt precyzyjnie sformulowana, sklada si¢ raczej z postulatéw i deklaracji. Stad tez
wynika pewna trudno$¢ w prowadzeniu polemiki z Fieldem.

2.1. Co Field rozumie pod poje¢ciem ,,matematyki’’?

Gléwna teza Fielda dotyczy nietwérczo$ci matematyki. Nigdzie nie podaje on jed-
nak $cislej definicji tego, co to jest teoria matematyczna. W swojej pracy Field wyr6z-
nia obiekty abstrakcyjne «czyste» (pure — bede je nazywal ,,obiektami $cisle
abstrakcyjnymi”) i zlozone (impure abstract entities). W mysl jego koncepcji mozna
zatem wyrdzni¢ trzy rodzaje teorii naukowych: teorie czysto nominalistyczne, teorie, w
ktorych wystepuja zlozone obiekty abstrakcyjne i teorie, w ktorych wystepuja jedynie
obiekty §cisle abstrakcyjne. Powstaje pytanie: czy teorie matematyczne u Fielda to
teorie jedynie tego trzeciego rodzaju? Czy teorie, w ktorych wystepuja zlozone obiekty
abstrakcyjne naleza do matematyki, czy nie? Ktore teorie sa wedtug Fielda nietwércze
w stosunku do ktérych? Teorie drugiego i trzeciego rodzaju (a wigc takie, w ktorych
wystepuja jakiekolwiek obiekty abstrakcyjne) bede dalej nazywaé ,teoriami matema-
tycznymi”. Teza Fielda glosi zatem, jak sadzg, ze te teorie s nietwbrczymi rozszerze-
niami teorii nominalistycznych.

2.2. Zagadnienie przekladu

Istotnym punktem stanowiska Fielda jest twierdzenie o reprezentaciji, ktére umozli-
wia dokonywanie przektadu zdafi nominalistycznych na zdania o obiektach abstrakcyj-
nych (abstract counterparts), a nastgpnie, po przeprowadzeniu rozumowan w
odpowiedniej teorii matematycznej, tlumaczenie otrzymanych wnioskéw na jezyk
nominalistyczny. Field nie precyzuje, jak taki ewentualny przeklad miatby wygladaé,
stwierdza jedynie jego istnienie. Warto tu zastanowi¢ si¢ nad kilkoma sprawami. Czy
istnieje jedna nauka nominalistyczna N i jedna matematyka M, i przeklad jest po
prostu pewna funkcja ¢ z N w M? Wydaje sig, ze raczej tak nie jest. Takie zalozenie
byloby bowiem zbyt duzym uproszczeniem — fizyka nie jest jedna teoria, a wiara w
mozliwo$§¢ unifikacji praw fizyki moze si¢ okazac przejawem nadmiernego optymizmu.
Nalezy zatem zalozy¢ istnienie takiego przekiadu ¢ dla kazdej nominalistycznej teorii
fizycznej N;. Co wigcej, wydaje sig, ze taki przeklad zalezy réwniez od okreslonej teorii
matematycznej, ktéra stosujemy w danej dyscyplinie nauki (na przyklad teorig¢ prze-
strzeni Hilberta w mechanice kwantowej, a geometri¢ rézniczkowa w kosmologii).
Nalezatoby wigc raczej zalozy¢ istnienie réznych przektadéw ¢;: N; — M;, zaleznie od
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badanej nominalistycznej teorii fizycznej N; i uzywanej do tego celu teorii matematycz-
nej M;. Skoro tak, to pojawia sig tu od razu kilka pytafi. Czy przekiad z dane;j teorii N; w
dang teori¢ M; jest zawsze jedyny? Skad wiadomo, Ze dana teori¢ N; nalezy tlumaczy¢
na teori¢ matematyczng M;, a nie na inng teori¢ matematyczng M;? Czy nie jest tak, ze o
tym, czy dany przektad jest dobry, mozemy si¢ przekonac¢ jedynie przez réwnolegle,
«nominalistyczne» rekonstruowanie rozumowai prowadzonych w teorii matematycz-
nej, a nastgpnie stwierdzenie, ze w dostatecznej liczbie przypadkéw rozumowania te
daja ten sam wynik? Czy istnieje rozsadne kryterium, jak dtugo nalezy sprawdzaé dane
tlumaczenie, aby je zaakceptowaé? Mozna oczywiscie powiedzieé, ze jest to podobny
problem, jak przy uznaniu opisu danego zjawiska fizycznego za wlasciwy. Jest jednak
— moim zdaniem — istotna rdznica pomigdzy sprawdzaniem, czy wyniki do§wiadcze-
nia sg zgodne z danym modelem, a sprawdzaniem, czy dane rozumowanie da si¢
zrekonstruowaé w innej teorii.

Poza przekladem ¢ (czy tez raczej przekladami ¢;) musimy mieé tez przeklad y z
teorii matematycznej w teori¢ nominalistyczna. Podobnie jak w wypadku ¢ nie bedzie
to jeden, uniwersalny przeklad, ale raczej cala grupa przekladéw y;: M; — N;. O ile
przeklad ¢ polegal na tworzeniu abstrakcyjnych odpowiednikéw zdah nominalistycz-
nych, o tyle przektad y polega na tworzeniu nominalistycznych odpowiednikéw zdafi
matematycznych. Rodzi si¢ tu od razu nastgpujace pytanie: czy kazde zdanie matema-
tyczne ma swdj nominalistyczny odpowiednik? Jest to réwnowazne pytaniu: czy kazde
zdanie matematyczne (danej teorii) jest abstrakcyjnym odpowiednikiem jakiego$ zda-
nia nominalistycznego? Jezeli kazde zdanie matematyczne jest odpowiednikiem jakie-
go$§ zdania nominalistycznego, to rozumowania matematyczne i nominalistyczne
niczym si¢ nie réznia, i dowody w tych teoriach sa tak samo skomplikowane — po
prostu kazdy krok dowodowy w teorii matematycznej odpowiada jednemu krokowi
dowodowemu w teorii nominalistycznej. Wniosek ten nie odpowiada chyba intencjom
Fielda, ktéry czg¢sto podkresla, ze rozumowania matematyczne s3 znacznie prostsze niz
odpowiednie rozumowania nominalistyczne.

Aby uchroni¢ si¢ przed tego typu konsekwencjami mozna na dwa sposoby odpowie-
dzie¢ na pytanie o nominalistyczne odpowiedniki zdaf matematycznych.

Mozna np. stwierdzi€, ze wprawdzie kazde zdanie matematyczne jest abstrakcyj-
nym odpowiednikiem zdania nominalistycznego, ale dowody dlatego rdznig si¢ sto-
pniem komplikacji, ze reguly wnioskowania w teorii nominalistycznej sa znacznie
slabsze, wigc nie mozna «i§¢ na skroty», jak w rozumowaniach matematycznych.
Jezyki sg zatem podobne («izomorficzne»), gdyz istnieja odpowiednie przektady ¢ i ,
ale reguty wnioskowania sa inne — czyli inna jest logika nominalistyczna, a inna jest
logika rozumowafi matematycznych, przy czym logika nominalistyczna jest znacznie
stabsza. Jest to jednak bardzo sztuczne zalozenie, zwlaszcza w Swietle tego, ze Field
dopuszcza w teoriach nominalistycznych logiki mocniejsze niz logika pierwszego
rzedu.
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Innym wyjasnieniem roznicy w stopniu komplikacji dowodéw mogloby by¢ uzna-
nie tezy, ze rozumowania nominalistyczne sg bardzo pedantyczne, brak w nich skr6tow
myS$lowych, ktérych petno jest w matematyce. Przypomnijmy w tym kontekscie pro-
gram bourbakistow, ktorzy postawili sobie za cel rekonstrukcje dowodéw matematycz-
nych w sposéb absolutnie Scisty, pozbawiony luk i skr6téw. Dowody matematyczne
znacznie si¢ wtedy wydluiaja9. Rozumowania nominalistyczne tak naprawde dlatego
sa wiec skomplikowane, ze sa absolutnie precyzyjne (tak, jak dowody bourbakistow);
matematyka za$ utatwia uprawianie nauki dlatego, ze matematycy maja juz praktyke w
prowadzeniu dowodéw niekompletnych, petnych luk i skrotéw. Innymi stowy, tak
naprawde jedynym powodem, dla ktérego matematyka utatwia uprawianie nauki, jest
mata dbatos¢ matematykéw o precyzje rozumowan. Wniosek ten jest, jak mi si¢ wyda-
je, co najmniej zaskakujacy. By¢ moze zatem chodzi tu po prostu o to, ze jednak nie
kazde zdanie matematyczne posiada swdj odpowiednik nominalistyczny.

Pojawia si¢ tu pewien nowy problem. Jezeli zalozymy, ze tylko cze§é matematyki,
nazwijmy ja A, zawiera abstrakcyjne odpowiedniki zdafi nominalistycznych, to jak
interpretowaé dowody matematyczne, w ktérych wychodzac z zatozer o ¢ A dowodzi-
my tezy B € A, postugujac si¢ po drodze twierdzeniami wykraczajacymi poza A? Czy

‘takie dowody maja swoje nominalistyczne odpowiedniki? Przeciez dowéd matema-
tyczny, bedacy po prostu ttumaczeniem dowodu nominalistycznego, powinien zawieraé
si¢ w A. Rozwazmy jednak takie pary {a, B} (00 € A, B € A), dla ktérych nie istnieje
dowdd B z przestanek o wewnatrz A. Czy takie pary istniejg? O tyle trudno jest
odpowiedzie¢ na to pytanie, ze nie wiadomo, jak wygladaja przektady ¢ i y, i co to jest
dokladnie zbiér A. W matematyce znane s3 jednak liczne przyklady zdan, ktérych nie
da si¢ udowodni¢ w stabszej teorii (pomimo iz zdania te dadza si¢ w jezyku tej teorii
wypowiedzieé), ale daja si¢ udowodni¢ w teorii silniejszej (przyktad takiego zdania, w
nieco innym kontek$cie zostanie podany pdZniej).

Sytuacja, w ktorej kazdy dowod P z przestanek o wymagatby uzycia zdan spoza A,
bytaby niezwykle kiopotliwa z punktu widzenia koncepcji Fielda. Wymagataby ona
uznania, Ze matematyka wykraczajaca poza A jest zla, poniewaz nie jest nietworcza,
zgodnie z zasadg ,.dobra matematyka jest nietwércza”’. Warto jednak zwrdci¢ uwage na
to, ze istnieje tez druga odpowiedZ na pytanie o status dowodéw wykraczajacych poza
A. Odpowied? ta brzmi: takich dowod6éw nie ma, poniewaz tak si¢ szczesliwie sktada,
ze czg§é matematyki odpowiadajaca zdaniom nominalistycznym jest «zamknigta na
dowody» — to znaczy, jezeli tylko istnicje matematyczny dowdd zdania B € A z

9 Program bourbakistow odegral istotna rol¢ w matematyce dwudziestego wieku. Jednak ocena tego
programu nie jest jednoznaczna w §rodowisku matematyk6éw. Zarzuca si¢ mu sprowadzenie dziatalno$ci
matematycznej do pozbawionych prawdziwej matematycznej tresci, pedantycznych przeksztatcefi formalnych.

- Program zrekonstruowania catej wiedzy matematycznej w «idealnym», absolutnie precyzyjnym jezyku mate-
matycznym, w ktérym kazdy, nawet najprostszy krok dowodowy bytby uwzgledniony, nie zostat wykonany.
Mozna jednak zastanawia¢ sig, czy jedynie z przyczyn technicznych, czy moze glebszych.
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przestanek o0 € A, to istnieje rowniez taki dowdéd wewnatrz A. Wtedy rowniez tatwo
jest wyttumaczy¢ fakt, ze dowody matematyczne sa znacznie prostsze. Po prostu,
zamiast prowadzi¢ skomplikowane (bo odpowiadajace nominalistycznym) rozumowa-
nia wewnatrz A, zaoszcz¢dzamy sobie pracy, prowadzac krdtszy dowéd, ktéry bedzie
jednak wykraczal poza A. Matematyka lezaca poza A jest o tyle dobra, o ile dla
prowadzonych tam dowoddw istnieja odpowiadajace im dowody wewnatrz A. Trudno
jest rozstrzygnag, czy zalozenie to jest sensowne i czy ma ono cokolwiek wspdlnego z
praktyka matematyczna. Jednakze wydaje sig, ze przyjecie takiego zalozenia jest mimo
wszystko lepsze, niz stwierdzenie, ze cala reszta matematyki jest po prostu zta matema-
tyka. Ocena teorii naukowych pod wzgledem ich zgodnoSci z dana koncepcja filozo-
ficzna (w tym wypadku z koncepcja nominalistyczna), a nie pod wzgledem ich
przydatnosci w wyja$nianiu §wiata, nie jest dobra praktyka. W kazdym razie, wydaje
si¢, ze zasada ,dobra matematyka jest nietwércza” przypomina taki wlasnie spos6b
ocenianiania nauki.

Czy rozwazania powyisze, ktore maja raczej charakter wywotanych przez
koncepcje Fielda impresji, mozna doprecyzowac? Na pewno istotnym problemem jest
tu struktura przektadow ¢y i j;, jak réwniez pytanie o zakres A. Czy nie nalezaloby
zamiast jednego takiego zbioru rozpatrywal calej klasy zbiorow Ay, ktére
odpowiadatyby abstrakcyjnym odpowiednikom zdafi teorii N; w teorii M;? Czy wow-
czas A" byloby po prostu suma zbioréw Aj; po wszystkich i, j? Czy przektady ¢; (yj) i
du (Vi) sa «podobne», jezeli «podobne» sa odpowiednio teorie N;, Ny oraz M; i M;? Czy
pojecia ,,podobiefistwa teorii” i ,,podobiefistwa przekladow” mozna jako$ uscisli¢? Czy
przeklad ¢y jest rozszerzeniem przekladu ¢y, jezeli teoria Ny jest rozszerzeniem teorii
N, za$ teoria M, jest rozszerzeniem teorii M;? Podobnych pytafi mozna postawi¢ wiele.

2.3. Pytania o zupelnosé

Rozwazmy pewien sztuczny, wyjatkowo prosty przyklad «teorii nominalistycznej».
Sktada si¢ ona z dwdch aksjomatéw:

(i) co sekund¢ wykonuj¢ krok w przéd;

(i1) po wykonaniu kroku znajduj¢ si¢ w innym miejscu niz poprzednio.

Interesuje nas problem, czy kiedykolwiek znajd¢ si¢ dwa razy w tym samym miej-
scu. Dokonajmy «przektadu» tej teorii na teori¢ grup. Niech g bedzie generatorem
takiej grupy (np. 1 jest generatorem grupy liczb calkowitych z dziataniem dodawania).
Miejsce, w ktérym si¢ aktualnie znajdujemy jest reprezentowane przez element grupy,
za$§ wykonanie kroku jest reprezentowane przez pomnozenie tego elementu przez g (np.
w wypadku grupy liczb catkowitych nasze polozenie reprezentuje liczba catkowita, za$
wykonaniu kroku odpowiada dodanie liczby 1 do tej liczby). Pytanie, czy mozna

104 nalezatoby w tej sytuacji rozumieé jako ,abstrakcyjne odpowiedniki zdafi nominalistycznych w catej
matematyce”, co jest bardzo nieprecyzyjne. Nie widaé jednak, jak sensownie okre§li¢ zakres A.
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znalezé si¢ dwa razy w tym samym miejscu, jest pytaniem o to, czy istnieje takie n, ze
gn = e (w chwili poczatkowej nasze polozenie opisane bylo przez element neutralny e
grupy; w wypadku grupy liczb catkowitych z dodawaniem nasze pytanie brzmi: czy
istnieje takie n, ze 1+1+..+1 = 0?). Jest to oczywiscie pytanie o to, czy grupa G
reprezentujaca nasz spacer jest cykliczna, czy nie.

Grupa liczb catkowitych nie jest cykliczna, ale istnieja oczywiScie grupy cykliczne.
Jak zatem mamy dowiedzie¢ sig, czy dana reprezentacja jest dobra, czy nie? Musimy
sprawdzi€, jaki jest stan faktyczny, to znaczy, czy nasz spacer odbywa si¢ po
nieskoficzonej plaszczyZnie (wtedy wiaSciwa reprezentacja jest grupa niecykliczna, na
przyktad grupa liczb catkowitych z dodawaniem), czy tez moze spacerujemy po réwni-
ku kuli (wtedy powinni§my wybra¢ grupg cykliczna: na przyklad grupe Z,, czyli grupe
liczb catkowitych z dodawaniem modulo p). Byé moze poruszamy si¢ po jeszcze
bardziej skomplikowanej powierzchni, na przyklad po torusie, i wtedy nalezy obraé
jeszcze inng reprezentacj¢. Zwréémy tu uwage na pewien prosty fakt: jezeli poruszamy
si¢ po plaszczyznie, to reprezentacja ruchu za pomoca grupy cyklicznej jest niewlasci-
wa; w szczegOlnoSci prowadzi do sprzecznego z do§wiadczeniem wniosku, ze mozemy
znalez¢ si¢ dwa razy w tym samym miejscu. Czy znaczy to jednak, ze teoria grup
cyklicznych jest twérczym rozszerzeniem teorii nominalistycznej, a zatem jest zla,
skazang na wykluczenie z grona «dobrych teorii» teoria matematyczna? Wydaje sie, ze
wniosek taki bytby nieco przedwczesny. Teoria grup cyklicznych jest w tym konkret-
nym przypadku niewlasciwa, ale w innym przypadku mogtaby si¢ okaza¢ dobra.

Przypomnijmy tutaj rozumowanie uzasadniajace zasade C ([5], s.13). Field twier-
dzi, ze jezeli teoria nominalistyczna nie rozstrzyga pewnego zdania ¥y, za$ teoria mate-
matyczna rozstrzyga to zdanie, to prawdziwo§¢ tej teorii matematyczne;j jest zalezna od
stanu $wiata, to znaczy od tego, czy tak naprawde nie jest non-y w sytuacji, kiedy teoria
matematyczna dowodzi y. To za$ znaczyloby, ze niespelnienie zasady C sprawia, ze
matematyka nie moglaby by¢ prawdziwa «we wszystkich mozliwych §wiatach». Jezeli
jednak przyjmiemy zalozenie, ze matematyka jest prawdziwa we wszystkich mozli-
wych §wiatach, czyli a priori, to konsekwentnie musimy uznaé zasad¢ C. Jednakze w
wypadku sformutowanej powyzej teorii nominalistycznej zasada ta w ewidentny spo-
sob nie jest spetniona. Jakie sa mozliwe rozwiazania tego problemu?

Mozemy np. stwierdzié, ze teoria grup cyklicznych nie spetnia zasady C, wigc jest
czgdcia zlej matematyki ( w sytuacji, kiedy poruszamy si¢ po plaszczyznie, i reprezen-
tacja ruchu w grupie cyklicznej jest niewlasciwa, a takze w sytuacji, kiedy nie wiemy,
po jakiej powierzchni odbywa sig ruch, i w zwiazku z tym nie potrafimy odpowiedzieé
na pytanie o powr6t do punktu wyjscia; w tym drugim wypadku nalezatoby uznaé za
zla takze teori¢ grup niecyklicznych, bo ona takze rozstrzyga to pytanie). Czy jednak
nie jest bardziej naturalne przyjecie stanowiska, ze fakt, iz dany formalizm matema-
tyczny nie jest odpowiedni dla pewnej teorii fizycznej, nie méwi nic o prawdziwosci
teorii matematycznej? By¢ moze jedyny wniosek, jaki stad plynie, jest taki, ze musimy



150 Krzysztof Wéjtowicz

poszukaé innej reprezentacji. Wydaje sig, ze na poszukiwaniu takich coraz to nowych
reprezentacji polega rozwdj nauki.

Zastan6wmy si¢ przy okazji, czy zasada C odnosi si¢ do «calej fizyki i calej
matematyki na raz», czy tez rozpada si¢ na szereg zasad Cj sformulowanych dla
kazdych dwdch teorii N; i M;. Zasada C; mowilaby jedynie, ze teoria ((reprezentacja)
M; jest dobra dla teorii N;. Wéwczas jednak nie bytoby mozliwe uzasadnienie zasady Cj;
przez odwotanie do apriorycznej prawdziwosci teorii M;. Teoria M; moglaby by¢ odpo-
wiednia dla teorii N; (zasada Cj; jest spetniona), nicodpowiednia za$ dla teorii Nj
(zasada Cj; nie jest spetniona). W takim wypadku moglibySmy uzasadnia¢ zasady Cj;
nie przez ogdlne rozumowania, a jedynie przez sprawdzenie, czy w konkretnym wy-
padku zasada ta jest spelniona. O ile zatem intencja Fielda bylo, jak si¢ wydaje,
wykazanie, ze tezg o nietwdrczosci matematyki mozna wyprowadzi¢ z pewnych og6l-
nych zasad filozoficznych, czy metanaukowych, o tyle w tym wypadku uznanie zasad
C;j zalezne jest od wyniku szczegdlowych badafi dotyczacych relacji pomigdzy kon-
kretnymi teoriami matematycznymi a konkretnymi teoriami fizycznymi. Wydaje sig¢
zatem, Ze nalezy interpretowac zasad¢ C jako jedna zasad¢ obowigzujaca dla «calej
matematyki i fizyki na raz».

Przy takiej interpretacji natychmiast pojawiaja si¢ jednak pytania typu: co to jest
cata fizyka? Przeciez sklada si¢ ona z réznych teorii, ktére opisuja rézne fragmenty
rzeczywistoSci. A co to jest cala matematyka? Przeciez sktada sie ona z réznych teorii,
czesto wzajemnie ze soba sprzecznych (np. ZFC + CH i ZFC + non-CH, albo teoria
grup przemiennych i nieprzemiennych etc.). Jak zatem interpretowaé tez¢ o nietwor-
czodci tej matematyki? Ktore jej fragmenty sa nietwdrcze, i w stosunku do ktorych
teorii fizycznych? Skad o tym wiemy? Czy wiemy o tym dopiero po zrekonstruowaniu
rozumowafi nominalistycznych i poréwnaniu wnioskéw nominalistycznych z wnioska-
mi uzyskanymi przy pomocy teorii matematycznej? Ale wéwczas wiedza ta
pozwalalaby jedynie stwierdzié, ze dana teoria matematyczna jest dostatecznie uboga,
aby by¢ nietwdrczym rozszerzeniem teorii nominalistycznej. Co wigcej, i to jest, jak mi
si¢ wydaje nieco bardziej istotne, wiedza ta wynikalaby ze Zzmudnych badan
szczegblowych, przeprowadzanych oddzielnie dla kazdej teorii nominalistycznej N; i
teorii matematycznej M;, a nie z ogdlnych zasad filozoficznych, odnoszacych si¢ do
struktury nauki. Z drugiej jednak strony stwierdzenie, ze takie wlasnie zasady ogblne s
prawdziwe, wymaga odpowiedzi na pytanie: czy zasada C obowigzuje dla wszystkich
teorii matematycznych (w szczegdlnosci, jak twierdzi Field, dla ZFC + CH oraz dla
ZFC + non-CH), czy jedynie dla wybranych, «dobrych» teorii? A jezeli nie dla wszy-
stkich, to czy mozna rozpoznaé teorie, ktére spelniaja ta zasad¢ inaczej, niz przez
rekonstrukcje rozumowarn matematycznych w teorii nominalistyczne;j?

Powyzsze watpliwosci pojawity si¢ dlatego, ze teoria nominalistyczna w powyz-
szym przykladzie byta niezupelna. Dlatego mozliwe jest podanie dwéch teorii matema-
tycznych, rozszerzajacych nasza teori¢ i rozsirzygajacych pewne pytania na dwa roézne
sposoby. Jest to prosty przyklad pewnego ogdlniejszego problemu, ktéry powstaje, gdy
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rozpatrywana teoria nominalistyczna N jest niezupetna. Niech ¢ bedzie zdaniem nieza-
leznym od tej teorii (ale sformutowanycm w je¢zyku nominalistycznym). Niech ¢ bedzie
przekladem teorii N na teori¢ matematyczng M (byé moze nalezaloby powiedzieé:
przekladem jezyka nominalistycznego na jezyk matematyczny). Wowczas ¢(0) bedzie
zdaniem niezaleznym od teorii ¢(NV). Mozna zatem poda¢ dwa rozszerzenia teorii ¢(N),
a mianowicie ¢(N) + ¢(c) oraz ¢(N) + non-¢(G), ktére — po przelozeniu na jezyk
nominalistyczny — rozstrzygaja zdanie ¢ (na dwa rézne sposoby). Taka sytuacja, w
my§l koncepcji Fielda, nie moze mie¢ miejsca. Rozwazmy kilka mozliwych rozwiazan
dla tego problemu:

(i) przy dokonywaniu przekladu teorii nominalistycznej na teori¢ matematyczna
tlumaczymy jedynie zdania rozstrzygnigte przez teori¢, za§ przy dokonywaniu
przekiadu w drugg strong ignorujemy wszelkie wnioski uzyskane w teorii matematycz-
nej, ktérych nie mamy w teorii nominalistycznej;

(ii) wszelkie teorie matematyczne, ktore pozwalaja na rozstrzygniecie probleméw
nierozstrzygalnych w teoriach nominalistycznych, sa zie (w naszym przykladzie powy-
zej — zaréwno teoria grup cyklicznych, jak i teoria grup niecyklicznych sa zlymi
teoriami);

(iii) teorie nominalistyczne muszg by¢é zupetne, wéwczas opisywane wyzej proble-
my w ogdle si¢ nie pojawiajg.

Ad (i). Przyjecie takiego zalozenia powoduje, ze teza Fielda o nietworczosci mate-
matyki redukuje si¢ do stwierdzenia, ze przeklady (prawa pomostowe) sg dobrane w
taki sposob, aby ignorowa¢ nowe wnioski, czyli w zasadzie do tautologicznego stwier-
dzenia typu ,matematyka jest nietwdrcza, bo ustaliliémy, Zze bedziemy si¢ nia
postugiwaé tak, aby byla nietworcza”.

Ad (ii). Przyjecie kolejnego zalozenia powodowaloby zawezenie zakresu matema-
tyki do teorii postaci ¢(N), gdzie N jest teorig nominalistyczng, za$§ wszelkie ich rozsze-
rzenia bylyby wykluczone z grona «dobrych teorii matematycznych». Jest to
niewatpliwie niezgodne zaréwno z praktyka naukows, jak i — jak si¢ wydaje — z
koncepcja Fielda, ktéiego celem bylo raczej wykazanie, ze matematyka jest nietwor-
cza, niz ze mozna skonstruowaé sztucznie ubogie teorie matematyczne spelniajace
zasade C. Co wigcej, mozna wyobrazié sobie sytuacje, w ktérej teoria M, jest postaci
O(N1), za§ M, jest postaci ¢(N2), przy czym jedna z nich jest rozszerzeniem drugiej. Jak
woéwczas zdecydowad, czy szersza teoria jest dobra, czy zta?

Ad (iii). Z powyzszych rozwazah wynika, ze aby unikna¢ bardzo sztucznych, i —
jak sie¢ wydaje — niezgodnych z koncepcja Fielda zalozef, dotyczacych struktury
matematyki i struktury przektadéw teorii nominalistycznych na teorie matematyczne,
nalezy zalozy¢, ze teorie nominalistyczne s3 zupelne. Jest wowczas oczywiste, Ze teoria
matematyczna moze by¢ jedynie nietwdrczym rozszerzeniem teorii nominalistyczne;.
Co wigcej, wtedy nie musimy si¢ zastanawiaC nad struktura przekladéw, nad doborem
odpowiedniego modelu matematycznego, gdyz i tak zdobycie nowej wiedzy nie jest
konieczne; co wigcej, nie jest nawet mozliwe.
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Zalozenie o zupelnosci teorii nominalistycznych ma oczywiscie daleko idace konse-
kwencje. Jezeli teoria nominalistyczna jest sformulowana w logice pierwszego rzedu,
to oczywiscie nie moze by¢ ona rekurencyjnie aksjomatyzowalna, gdyz w przeciwnym
wypadku stosowatoby si¢ do niej twierdzenia Godla o niezupetno$ci. Jednakze teorie,
ktore nie sa rekurencyjnie aksjomatyzowalne, sa bardzo skomplikowane. Proces zdoby-
wania wiedzy polega tymczasem na dostarczaniu skoficzonych porcji informacji i jest
— jak si¢ wydaje — procesem uporzadkowanym. Jest to oczywiécie raczej slaby
argument, jednak z cala pewnoScia teorie, ktdre nie s3 rekurencyjnie aksjomatyzowalne
nie sa tym, co Field nazywa ,,atrakcyjnym sformutowaniem nominalistycznym”". Rozu-
mowanie to moze w kazdym razie przemawiaé na rzecz tezy, ze teorie nominalistyczne
musza by¢ formulowane w silniejszych logikach, czego zreszta Field nie odrzuca'?.

Powazniejszym problemem z filozoficznego punktu widzenia jest jednak samo
zjawisko zupelnosci teorii. Jezeli nie maja by¢ to sztucznie ubogie teorie w sztucznie
ubogich jezykach (np. teoria sktadajaca si¢ z jednego zdania p sformutowana w jezyku
sktadajacym si¢ takze z tego jedynego zdania p, jest oczywiScie zupelna), lecz teorie
reprezentujace wiedz¢ na temat rzeczywistosci, to zalozenie, ze wiemy wszystko (czy
tez raczej: mozemy odpowiedzie¢ na kazde pytanie, jakie umiemy postawié) jest — jak
si¢ wydaje — do$¢ silnym, i bardzo optymistycznym «zobowigzaniem epistemo-
logicznym».

Stajemy w tem spos6b — abstrahujac od koncepcji Fielda — wobec «czysto»
filozoficznego problemu czy catkowita wiedza jest w ogble mozliwa. Otéz jezeli nawet
jesteSmy «optymistami epistemologicznymi», pelnymi wiary w mozliwo§¢ catkowitego
poznania rzeczywistoéci, to musimy przyznaé, ze tego typu przekonanie jest pewnego
rodzaju aktem wiary, a nie naturalnym wnioskiem z obserwacji rozwoju wiedzy.

Powré6¢my jednak do zagadnienia zupelnoSci teorii nominalistycznych. Mozna si¢
zastanawiaé, czy teorie obecnie formutowane w nauce (a zwlaszcza teorie nominalis-
tyczne) sa zupelne. OczywiScie sam fakt, Ze jest wiele pytan, na ktére nie znamy
jeszcze odpowiedzi, nie znaczy, ze teorie te sa niezupelne. By¢ moze kazde zagadnienie
da si¢ rozstrzygnad i jest to jedynie kwestia czasu. Jest to jednak bardzo silne zalozenie,
bedace przejawem duzego optymizmu. Jednak przyjecie takiego zatozenia jest koniecz-
ne, jezeli nie akceptuje sie szeregu alternatywnych nienaturalnych zatozef, dotycza-
cych struktury matematyki i przekltadéw (praw pomostowych). Czy jednak uznanie, ze
nasza wiedza, jest zupelna jest zgodne z praktyka naukowa"? Co wigcej, czy na

11 attractive nominalistic formulation” ([5), s.41).

12 pryypomnijmy w tym kontekscie dyskusje toczaca si¢ wokot problemu logiki whasciwej dla opisu
rozumowai matematycznych. Logika pierwszego rzgdu jest czgsto uwazana za zbyt uboga. Wedtug Barwise’a,
first-order thesis, czyli teza, ze logika pierwszego rzgdu jest t wlaSciwg logika, nie jest mozliwa do utrzymania
w §wietle rozwoju matematyki i informatyki (por. [1}, {12)).

13 przy pomnijmy w zwiazku z tym wyniki osiagniete przez Da Coste i Dorig w [4], a dotyczace problematyki
metamatematycznej w odniesieniu do fizyki. Wychodzac od Suppesa koncepcji nauki (opartej na pojeciu
predykatu teoriomnogo$ciowego (set-theoretical predicate)) autorzy podaja przyklady konkretnych zdafi
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ptaszczyznie czysto filozoficznej tego typu stanowisko da si¢ obroni¢? Mam co do tego
powazne watpliwosci. Warto przy okazji zwrécié uwage na to, ze uzasadnienie tego
typu stanowiska wiaze si¢ §cisle z kwestig stosunku jezyka do rzeczywisto§ci — i tego,
co w danym jezyku jest wyrazalne. Wydaje si¢, ze aby koncepcja Fielda nie
sprowadzata sie do redukcji nauki do pewnej sztucznie ubogiej teorii nominalistycznej,
musimy przyjac zalozenie, ze calo$¢ wiedzy naukowej da si¢ wyrazi¢ nominalistycznie
w spos6b zupeiny.

2.4. Obiekty nieskoiiczone

Field akceptuje istnienie obiektéw nieskoficzonych, twierdzac, ze nie jest to sprze-
czne z duchem nominalizmu, za§ ewentualne obiekcje moga pochodzié jedynie od
finitystéw. Przyjecie istnienia obiektéw nieskoficzonych wiaze si¢ §cisle z koncepcja
czasoprzestrzeni, w kt6rej Field postuluje istnienie punktéw i obszar6w czasoprzestrze-
ni jako bytéw fizycznych. Czy jednak przyjecie istnienia obiektéw nieskoficzonych jest
konieczne tylko ze wzgledu na powszechny w fizyce wspéiczesnej rozmaitosciowy
model czasoprzestrzeni? Czy mozna by zrezygnowa¢é z obiektow nieskoriczonych, gdy-
by okazalo si¢, Ze czasoprzestrzen jest skwantowana i ograniczona, a co za tym idzie
skoficzona? Wydaje sig, ze nie.

Mozna podaé pewien prosty przyklad twierdzenia matematycznego, ktére méwi o
obiektach skoficzonych, ale w dowodzie niezbgdne jest wykorzystanie twierdzen doty-
czacych zbioréw nieskoficzonych. Twierdzeniem tym jest pewna wersja twierdzenia
Ramseya (Modified Ramsey Theorem, [9], [14]).

Niech dla danego zbioru X, JIX1* oznacza zbiér jego k-elementowych podzbioréw,
za$§ ,card X” oznacza jego moc (ilo§¢ elementéw). Zachodzi wéwczas nastgpujace
zmodyfikowane skoficzone twierdzenie Ramsey’a (Modified Finite Ramsey Theorem):
Dla wszystkich , [, m istnieje n tak duze, ze jezeli X = {1, 2, 3,...,n} oraz jezeli [X]* =
C) U ..U C,, to istnieje zbidr Y zawarty w X taki, ze card Y > m, card Y > min (Y) oraz
[Y]k c C;dlapewnego i< 1.

Twierdzenie to w wypadku gdy k = / = 2 mozna zilustrowaé w sposéb nastepujacy:
dla kazdego m istnieje takie n, Ze nastgpujacy fakt ma miejsce. Rozwazmy zbi6r n oséb
o tej wlasnoSci, ze n-ta osoba uwaza, ze liczba n jest bardzo duza liczba. Wéwczas w
tym zbiorze istnieje takich m oséb, ze wszystkie te osoby znaja si¢ nawzajem, albo
zadna z nich nie zna zadnej innej spo$rdd tych wyr6znionych oséb, i — co wigcej —
przynajmniej jedna osoba uwaza, ze liczba m jest bardzo duza (czyli, ze wyrdzniona
grupa 0sb jest bardzo duza)'. Wydaje sie, ze zdanie tego typu $mialo mozna uwazaé

niezaleznych dla dane;j teorii fizycznej. Oczywiscie, uznanie tego typu wynikéw zadoniosle, zalezy od przyjecia
pewnych zatozefi dotyczacych struktury nauki.

14w zwykiej wersji twierdzenia Ramseya brak jest warunku ,card ¥> min(Y)”. W przykladzie dla k= [=2
znaczy to zatem, ze w§r6d n osdb istnieje podgrupa m 0s6b, z ktérych albo wszystkie znaja si¢ nawzajem, albo
2adna osoba nie zna zadnej innej z tej grupy. Ciekawe jest, ze ta wersja jest dowodliwa bez odwolywania sig
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za zdanie nominalistyczne. Dla jego udowodnienia potrzebna jest nam jednak wiedza
na temat zbior6w (dla nominalisty — obiektéw, bo zbiory nie istniejg) nieskoficzonych
(chodzi tutaj o nieskoficzone twierdzenie Ramseya). Okazuje si¢ zatem, Ze obiekty
nieskoficzone sa niezb¢dne nie tylko dlatego, ze akceptujemy substancjalistyczng
koncepcje czasoprzestrzeni, ale tez dlatego, ze bez ich uzycia nie mogliby$§my udowod-
ni¢ pewnych prostych twierdzefi, dotyczacych obiektéw skoficzonych.

Mozliwa jest tez oczywiscie inna interpretacja tej sytuacji. W mys$l tej interpretacji
wprawdzie nie potrafimy w danej teorii nominalistycznej udowodni¢ twierdzenia Ram-
seya, ale po prostu wiemy skadinad, ze jest ono prawdziwe (ewentualnie falszywe).
Pojawia si¢ jednak pytanie, w jaki spos6b mieliby$Smy posia$é tego typu wiedze?
Wydaje si¢, ze bez odwolywania si¢ do pewnych kryteribw wewnatrzmatematycznych
(takich, jak spojno$¢ danej teorii, czy tez jej przydatno§é w nauce) trudno bytoby
uzasadnié uznanie tego twierdzenia za prawdziwe. Nie wydaje si¢ za to, by mozna byto
rozstrzygnac twierdzenie Ramseya w jakikolwiek inny spos6b. Dodanie go jako aksjo-
matu do posiadanej przez nas teorii byloby za§ niczym nie uzasadnione, gdyz oczy-
wiscie nie jesteSmy w stanie poda¢ empirycznego uzasadnienia tego typu twierdzenia.
Co wigcej, by¢ moze w tym momencie pojawiloby si¢ kolejne zdanie tego typuls.
Powinni§my zatem teori¢ nasza uzupetni¢ (zgodnie z wnioskami z punktu 2.3.). Jak
jednak nalezy rozstrzyga¢ pytanie o to, czy dotaczy¢ zdanie G, czy jego negacje¢ (W
naszym przykladzie twierdzenie Ramseya, czy jego negacj¢)? Wszak nie ma tu mozli-
woSci empirycznego stwierdzenia prawdziwos$ci tego typu zdaf, a wedlug Fielda
odwotywanie si¢ do matematyki nie jest konieczne. Wydaje si¢ zatem, ze obiekty
nieskoficzone musza znalez¢ miejsce w teorii nominalistycznej, i to z przyczyn znacz-
nie glebszych niz przyjecie substancjalistycznej koncepcji czasoprzestrzeni. Nalezy tu
caly czas pamigtaé o tym, ze Field odzegnuje si¢ od formalistycznej interpretacji
matematyki jako zwyklej gry symboli na kartce papieru, wigc (formalistyczny) argu-
ment, ze w istocie to nie odwolujemy sie do obiektéw nieskoficzonych, lecz do pew-
nych napiséw, ktére zwykli§my nazywac ,,obiektami nieskoficzonymi”, nie moze tu
zostaC zastosowany.

Powyzsze rozumowanie opiera si¢ na fakcie, ze pewnych zdan dotyczacych obiek-
tow skoficzonych nie da si¢ udowodnié bez odwotywania si¢ do obiektéw
nieskoficzonych. Mogtoby sie jednak zdarzyé, ze zamiast odwotywaé si¢ do
nieskoficzonego twierdzenia Ramseya mozna na tyle wzmocni¢ logikg, w ktorej
formutowane s zdania na temat obiektdw skoficzonych, ze w niej twierdzenia te juz sg
dowodliwe. By¢ moze wystarczy na przyklad dopuscié nieskoficzone koniunkcje (logi-

do nieskoficzonej wersji twierdzenia Ramseya.

15w omawianym przykladzie zdania niezalezne bgda si¢ pojawia¢ na mocy twierdzenia Godla. Chodzi
jednak o zdanie niezalezne o konkretnej tresci matematycznej. Przyklady tego typu zdaf mozna znalez¢ w [14].
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ka L) lub dopusci¢ dodatkowe kwantyfikatory (logiki typu L(Q))m. Czy jednak nie

wymaga to «zakodowania» posiadanej przez nas informacji na temat zbioréw
nieskoficzonych w samej logice? OczywiScie argument ten w tej postaci jest do§¢ mato
precyzyjny, ale moze by¢ uznany za pewnego rodzaju wskazéwke. Przy okazji pojawia
si¢ problem, jak silng logik¢ (tzn. jak silna podlogike logiki drugiego rzedu, ktéra
dopuszcza kwantyfikacj¢ po zbiorach, a wigc jest nie do pogodzenia z koncepcja
nominalistyczng) moze przyja¢ nominalista. Drugim problemem jest to, jak silne twier-
dzenia dadza si¢ w takich logikach dowodzi¢". Jezeli jednak zdecydujemy si¢ na
przyjecie zbioréw nieskoficzonych, to pojawia si¢ natychmiast szereg pytan. Czy moz-
na w tej teorii wyrazi¢ fakt, ze dany zbidr jest przeliczalny, a inny nie? Takich pytai
mozna postawi¢ wiele. W niektérych teoriach matematycznych (np. w deskryptywne;j
teorii mnogosci) rozstrzygnigcie pewnych pytan, dotyczacych prostych obiektow, jak
liczby rzeczywiste, zalezy od przyjecia bardzo silnych aksjomatéw dla teorii mnogoéci,
takich jak istnienie liczby mierzalnej, czy aksjomat konstruowalnosci'®. Moze to stuzyé
jako kolejna ilustracja tezy, ze niekiedy odpowiedzi na proste pytania nalezy szukaé na
‘znacznie wyZszym «poziomie», w teorii znacznie bardziej skomplikowanej.
Oczywiécie, aby obroni¢ si¢ przed koniecznoscig zaakceptowania obiektéw
nieskoficzonych w teorii nominalistycznej, mozna przyjaé nastgpujacg strategie. Roz-
wazmy wszystkie wnioski dotyczace zbioréw skoficzonych, jakie dadzg si¢ udowodnié
przy uzyciu teorii zbioréw nieskoficzonych, a nastgpnie zapomnijmy o zbiorach
nieskoficzonych tak, jakby$my wnioski te znali skadinad. Jest to strategia, ktéra odpo-
wiada strategii wspomnianej przez Fielda ([5], s.41), a ktéra polega na konstruowaniu
teorii nominalistycznej w ten sposob, ze zaktadamy wszystkie nominalistyczne konse-
kwencje teorii matematycznej. Field jednak nie akceptuje tego rozwiazania, gdyz celem
jego jest podanie nie jakiejkolwiek teorii nominalistycznej, ale teorii o «atrakcyjnym
sformulowaniu». (Problemem, jaki tu sie pojawia, jest tez to, czy cala wiedza na temat
Swiata daje si¢ wyrazi¢ nominalistycznie. By¢ moze bowiem nie istnieje nawet «nie-
atrakcyjne» nominalistyczne sformulowanie nauki. Jednak aby dyskusja nad progra-
mem Fielda miala w ogdle sens, zalozenie o istnieniu takiego sformulowania nalezy
przyjac.) Wracajac jednak do problemu obiektéw skoficzonych, nawet jezeli zaakceptu-
jemy podana wyzej procedurg, to musimy przyznaé, ze zalozenia dotyczace zbiorow
nieskoficzonych, ktére sa niezbedne dla rozstrzygania pytai na temat zbioréw
skoficzonych, w tej sytuacji staja si¢ pewnymi hipotezami, ktére nie do$¢, ze byé moze

16 problemowi konstruowania logik wlasciwych dla poszczegélnych dyscyplin matematycznych po§wigcona
jest monografia [1].

17 Simpson w swoim programie, ktory nazywa reverse mathematics prowadzi badania na temat tego, jak silne
zatozenia s3 potrzebne, aby dowodzi¢ pewnych standardowych twierdzefi matematycznych. Wyréznia on
szereg podlogik logiki drugiego rzgdu i w nich rekonstruuje fragmenty mamtematyki istotne z punktu widzenia
zastosowaft (por.[13]). Podobny problem pojawia si¢ tez w kontekscie programu Fielda: jaka jest najstabsza
logika wystarczajaca do uprawiania nauki?

18 Szczegttowe omodwienie zagadniefi tego typu mozna znalezé w [6], [7].
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w naszym jezyku sq niewyrazalne, to dodatkowo sa zupelnie nieuzasadnione — z
punktu widzenia naszego, «skoficzonego» §wiata. W tej sytuacji dolaczenie do naszej
teorii «skonczonych» wnioskéw z nieskoficzonego twierdzenia Ramseya (lub lematu
Koniga, czy jakiegokolwiek innego zdania o zbiorach nieskoficzonych) jest réwnie
uzasadnione (czy tez raczej nieuzasadnione), jak dotaczenie wnioskéw z negacji tych
zdaf. Mozna oczywiscie stwierdzi€, ze zdania typu ,,wszystkie obiekty maja pewng
wlasno$é”, jako nieweryfikowalne empirycznie, uznajemy za bezsensowne lub niecie-
kawe. Rozwazmy jednak hipotez¢ typu ,,po zastosowaniu algorytmu Goodmana (por.
[14]) do dowolnej liczby, w skoficzonej liczbie krokéw otrzymamy zero” (kolejny
przyklad zdania finitystycznego niedowodliwego finitystycznie). Czy rzeczywiscie hi-
poteza tego typu jest catkowicie nieinteresujaca? Na pewno nie ma zadnego obiektyw-
nego, przekonywajacego argumentu, ze tak whadnie jest; jest to raczej wyraz przyjecia
zatozenia o tym, gdzie znajduja si¢ granice naszego poznania i granice sensownych
pytan (czy tez: gdzie nalezy taka granice zakre§lic).

Powyzsze rozwazania mialy na celu uzasadnienie tezy, ze je§li nie chcemy zrezyg-
nowaé z pewnych fragmentdw naszej wiedzy, albo nie chcemy popadaé w dogmatyzm,
to musimy uznaé, ze w teorii nominalistycznej niezb¢dne sa obiekty nieskoficzone. O
ile jednak u Fielda akceptacja obiektdw nieskoficzonych jest konsekwencja przyjecia
substancjalistycznej koncepcji czasoprzestrzeni, to podane powyzej argumenty suge-
ruja, ze przyczyny sa znacznie glgbsze. Moga si¢ one takze sta si¢ ilustracja dla
nastepujacych rozwazafi. Teoria zbior6w nieskoficzonych jest twbrczym rozszerzeniem
teorii zbioréw skoficzonych. Podobnych przykladé6w w obrgbie matematyki mozna
podaé wiele. Skad zatem pewno$¢, ze podobna relacja nie bedzie zachodzi¢ pomigdzy
naukg nominalistyczng a nauka wykorzystujaca techniki matematyczne? Field zaktada,
ze tak nie jest, ale czy takie stanowisko jest rzeczywiscie uzasadnione?

2.5. Granice eksperymentu my$lowego

Koncepcja Fielda jest niekonstruktywna. Postuluje on jedynie mozliwo§¢é nomina-
listycznego przeformulowania nauki, nie méwiac nic na temat tego, jak konkretnie
takie sformutowanie mialoby wyglada¢. Podany przez niego przyktad teorii grawitacji
Newtona jest na tyle odlegly od fizyki wspblczesnej, ze nalezy go traktowac raczej jako
pewna prosta ilustracj¢ (podobnie jak podana wyzej teoria «chodzenia po pewnej
powierzchni»), niz jako wykonanie pierwszego kroku w programie nominalistycznego
przeformulowania «prawdziwej» nauki. Field sam przyznaje, ze jest to bardzo trudne
zadanie, i ze rozumowania nominalistyczne sg o wiele bardziej skomplikowane niz
tradycyjne. Jego koncepcja jest tak napfawd@ pewnego rodzaju eksperymentem
myS§lowym.

Mozna tutaj postawi¢ pytanie o to, jakiego typu ograniczenia uniemozliwiaja ekspe-
ryment my§lowy, czy tez inaczej méwiac, do ktérego momentu eksperyment mySlowy
jest jeszcze sensowny. Niemozliwo$¢ logiczna czyni eksperyment myS§lowy bezsensow-
nym, mozna jednak wyr6zni¢ jeszcze niemozliwo$¢ fizyczng i niemozliwo$¢ prak-



Czy matematyka jest niezbedna w nauce? 157

tyczna. Pojawia si¢ natychmiast pytanie o to, gdzie dokladnie lezy granica pomig¢dzy
tymi niemozliwoSciami, a przede wszystkim pytanie o to, czy rozrdznienie takie jest
sensowne. Spdr ten jest do pewnego stopnia sporem terminologicznym. Jednakze, aby
postuzyé si¢ dobrze znanym przykladem, niemozliwo$§¢ obliczenia wszystkich pgdow i
polozefi czasteczek gazu w 1 m’® powietrza przy znajomosci tych danych sprzed minuty
uznamy za niemozliwo$¢ praktyczng, podczas gdy niemozliwo$¢ dostania si¢ na
Ksi¢zyc na piechot¢ — za niemozliwo$¢ fizyczng. Przyklad ten wydaje sie bardzo
prosty i nie budzacy watpliwoSci. Mozna jednak zadaé pytanie, czy tak naprawde
niemozno$¢ obliczenia stanu 1m’ gazu po minucie jest rzeczywiscie tylko praktyczna?
Jezeli udatoby si¢ udowodnié, ze rozwigzanie tego (ewentualnie odpowiednio trudniej-
szego) zagadnienia wymagaloby pracy komputera wielko§ci Wszech§wiata przez czas
dluzszy niz wiek WszechSwiata, to czy nie staje si¢ to juz niemozliwoscia fizyczna? Do
pewnego stopnia jest to oczywicie zalezne od naszego rozumienia praw fizyki — czy
np. takie parametry, jak wielko§¢ Wszech§wiata czy jego wiek, sa sktadowymi praw
fizyki, czy tez nie.

Jest jeszcze drugi aspekt tego zagadnienia, na ktéry w kontekscie teorii Fielda warto
zwroci¢ uwage. Dla obliczenia stanu gazu po minucie mozna podaé bardzo $cisty
procedure: dany jest przeciez stan poczatkowy uktadu i dane jest rOwnanie rézniczko-
we, ktére opisuje jego ewolucje. A jednak mozna sobie wyobrazié sytuacje, w ktdrej
obliczenie to jest niemozliwe nie tylko z przyczyn praktycznych (takich, jak brak
-odpowiednio rozwinigtej techniki komputerowej), ale glebszych przyczyn fizycznych
(moga to by¢ wspomnianie wyzej ograniczenia wielko§ci komputera czy programu
komputerowego, albo na przyktad wystgpowanie zjawisk chaotycznych w samym kom-
puterze, ktére powoduja, ze stosowne algorytmy nie moga byé numerycznie stabilne).
Czy w tej sytuacji wykonanie eksperymentu my$lowego typu ,,wyobrazmy sobie, ze
dokonali$my tych obliczefi” jest w ogble sensowne? Jezeli tak, to konsekwentnie nalezy
takze uznaé za sensowny eksperyment mySlowy typu ,,wyobraZmy sobie, ze idziemy
piechota na Ksigzyc i jesteSmy wlasnie w potowie drogi”. Rozwazania powyzsze moz-
na uznaé¢ za pewnego rodzaju argument za tezj, Ze sensowne jest postawienie pytan
typu: ,.gdzie jest dopuszczalna granica eksperymentu myS$lowego i jakiego rodzaju
niemozliwo$¢ powoduje, ze eksperyment mySlowy przestaje mie sens?”. Odpowiedz
na te pytania nie jest zapewne prosta (je§li w ogéle istnieje).

Pytania powyzsze sg pytaniami ogdlnymi, przy analizie programu Fielda nabieraja
jednak, moim zdaniem, szczeg6lnej aktualno$ci. Program nominalizowania nauki jest
pewnego rodzaju eksperymentem my$lowym, i bytby on — jak przyznaje sam Field —
bardzo trudny do wykonania, a w praktyce naukowej nieprzydatny (ciekawe uwagi
dotyczace nauki nominalistycznej w tym kontek§cie mozna znalezé w [2]). Field
stwierdza jednak, Ze program ten, przynajmniej w teorii, mozna przeprowadzi¢. Po-
wstaje tu pytanie, jakiego typu «teoretyczna mozliwo$é» wchodzi tu w gre? Nie jest
jasne, jak skomplikowane musialoby by¢é nominalistyczne sformulowanie nauki.
Zaktadajac nawet, ze Field bytby w stanie poda¢ regule przektadu, czy nie powstataby
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tu sytuacja podobna, jak przy obliczaniu polozen czastek gazu, gdzie reguta jest bardzo
prosta, a jednak obliczenie to jest niemozliwe, i to by¢é moze ze znacznie glebszych
przyczyn, niz si¢ na pierwszy rzut oka wydaje? By¢ moze program Fielda jest zatem
niewykonalny z przyczyn «fizycznych»? Méwiac inaczej, byé moze w §wiecie, w
ktérym zyjemy nie jest mozliwe nominalistyczne uprawianie nauki, tak jak nie jest
mozliwy spacer na Ksigzyc. Jezeli przyjmiemy zalozenie, ze wszystkie rodzaje ekspe-
rymentéw my$lowych — z wyjatkiem tych naruszajacych niemozliwo$¢ logiczna — sa
dopuszczalne, to nie mozna wysuwaé zadnych zastrzezen dotyczacych programu Fielda
od tej strony. Jezeli jednak uznamy, ze eksperymenty my§lowe sa sensowne tylko w
pewnych granicach, to pozostaje do rozstrzygni¢cia problem, po ktérej stronie tej
granicy lezy eksperyment Fielda. OdpowiedZ na to pytanie nie jest chyba oczywista.

3. Podsumowanie

Przedstawione powyzej rozwazania nie prowadza oczywisScie do ostatecznych
rozstrzygnie¢ dotyczacych programu Fielda. Moga one jednak by¢ pomocne w u§wia-
domieniu sobie, w jakich punktach koncepcja ta wymaga precyzacji, i to zaréwno od
strony czysto technicznej, jak i od strony «przedzatozei filozoficznych».

 Jezeli chodzi o strong techniczna, to bardzo nieprecyzyjnie sformutowana jest sama

teoria przektadu; w zasadzie jest to jedynie szereg postulatéw. Nie jest tez jasne, dla
jakich teorii ma obowiazywa¢ zasada C; nie wiadomo, czy jest to jedna, ogdlnie
obowiazujaca zasada o charakterze normatywnym, stwierdzajaca, ze dobre sa tylko
takie teorie matematyczne, ktore s nietwdrczymi rozszerzeniami teorii nominalistycz-
nych, czy tez jest to raczej szereg zasad odnoszacych si¢ do poszczegdlnych, konkret-
nych przyktadéw teorii naukowych, czy moze wreszcie jest to og6lna obserwacja,
dotyczaca struktury nauki, matematyki i ich wzajemnych relacji. Teoria przekladu
wymaga uéci$lenia zwlaszcza w odniesieniu do samego tworzenia nominalistycznych
odpowiednikéw zdaf abstrakcyjnych. Trudnosci, jakie si¢ pojawiaja w tym punkcie,
mozna rozwiazaé przez przyjecie pewnych zatozef dotyczacych logiki nominalistycz-
nej, czy tez wewngtrznej struktury matematyki. Jednakze zalozenia te wydaja si¢ nieco
sztuczne.

Podobnie jest w wypadku zupelnoSci teorii nominalistycznych. Mozna uniknaé
«przedzalozefi filozoficznych» o zupelno$ci wiedzy poprzez szereg sztucznych
zatozefi, dotyczacych struktury matematyki lub przekladu. Kwestia obiektéw
nieskoficzonych w teoriach nominalistycznych tez nie jest do kofica jasna; istniejg
bowiem silne przestanki wskazujace, ze ich obecno$¢ w tych teoriach ma przyczyny
glebsze, niz tylko przyjecie substancjalistycznej koncepcji czasoprzestrzeni. Tego
whniosku mozna takze uniknaé przez ograniczenie zakresu informacji — interesujacych
z punktu widzenia teorii nominalistycznych. Cata koncepcja Fielda wreszcie jest pew-
nego rodzaju eksperymentem my$lowym. Pytanie o jego sensowno§¢ nie jest bezzasad-
ne, odpowiedZ na to pytanie za§ nie jest oczywista. Istnieje jeszcze wiele innych
podobnych pytafi, dotyczacych na przyklad tego, co dokladnie oznacza zasada ,u
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podioia kaidego dobrego zewnetrznego wyjasnienia lezy wyjasnienie wewnetrzne”; jaki
jest jej status i uzasadnienie.

Poniewaz Science without Numbers nie jest wzorem precyzji, ja réwniez na
zakoficzenie pozwolg sobie na pewnego rodzaju metaforg. Mozna powiedzieé, ze w
mys$] teorii Fielda matematyka jest jak samochéd, ktérym mozna szybko i wygodnie
dojechaé do celu, ale w gruncie rzeczy mozna tam tez doj$¢ na piechot¢. Byé moze
jednak matematyka jest raczej jak statek kosmiczny, ktérym mozna dolecie¢ na
Ksigzyc, i ktéry — co wigcej — jest do tego absolutnie niezbedny? Jesli nawet na to
pytanie nie ma dostatecznie uzasadnionej odpowiedzi, to niezaleznie od reprezentowa-
nego stanowiska na pewno warto dba¢ o staranne wyartykutowanie przyjmowanych
zalozefi oraz powstajacych pytan i watpliwosci.
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