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Teoria kategorii, logika i filozofia

Co najmniej od czas6w Arystotelesa logika byla uwazana za narzedzie (organon)
filozofii i jako takie narzedzie byla rozwijana. Dopiero w XIX wieku zaczgta sig
usamodzielniaé, zakreslajac wlasne obszary badawcze. Coraz pehniej stawata si¢ na-
rzedziem sama dla siebie. Powodowato to — na zasadzie samonapgdu — coraz
gwaltowniejszy rozwoj, a stosowanie wyrafinowanych formalizméw zaczgto upo-
dabnia¢ logike do matematyki, ktéra — réwnolegle — stawala si¢ coraz bardziej
abstrakcyjna. Zwlaszcza w badaniach dotyczacych podstaw matematyki i filozofii
logiki trudno bylo ogranicza¢ si¢ tylko do jednej z tych dyscyplin. Jednak zupetnie
nowa jako$¢ do wzajemnych stosunkdéw logiki i matematyki wprowadzilo powstanie
matematycznej teorii kategorii.

Poczatkowo nic na to nie wskazywato. Samuel Eilenberg i Saunders Mac Lane
(1945) w swojej zalozycielskiej pracy na temat tego, co potem nazwano teoria kate-
gorii, ograniczyli si¢ do raczej technicznych zagadnien dotyczacych definicji funkto-
ra i przeksztalcen naturalnych oraz pewnych zagadnien wyrostych gtéwnie z topolo-
gii algebraicznej. Wkrotce okazalo si¢ jednak, ze praca zawierata zalazki przysztej
dziedziny. Kilkanascie lat pdzniej fundamentalne wyniki uzyskane przez Daniela
Kana (1958) i Williama Lawvere’a (1963) ukazaly znaczenie teorii kategorii dla
calej matematyki i otworzyly ja na pozamatematyczne, w tym takze filozoficzne,
zastosowania.

Dzi$ dobrze juz wiadomo, ze teoria kategorii ma wielka moc unifikacyjna: taczy
algebre, geometri¢ i logike (Mac Lane, Moerdijk 1992). I nie jest to polaczenie na
zasadzie poréwnania, analogii lub przektadu, lecz sama ta struktura ma réwnoczesnie
aspekt algebraiczny, geometryczny i logiczny. W szczeg6lnosci logika nie jest
czyms, co z metapoziomu stosuje si¢ do danej kategorii, lecz stanowi ,,wewngtrzna
czgs¢” jej struktury. Poniewaz pojecie kategorii jest tak pojemne, ze do postaci kate-
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gorii mozna zorganizowac bardzo wiele dziedzin (niemal wszystko), stawia to logike
w zupelie nowym §wietle.

Celem artykutu jest zasygnalizowanie — tylko zasygnalizowanie — roli, jaka
teoria kategorii moze petni¢ w stosunku do filozofii, i proéba przekonania filozofow,
ze warto si¢ tym problemem powazniej zajac¢. Stawka jest duza, poniewaz chodzi
o to, jakiej logiki nalezy uzywac, mierzac si¢ z r6znymi zagadnieniami filozoficznymi.
A od tego zalezy poprawno$¢ rozumowan i uzasadnienie wyciaganych wnioskow.

Azeby moje wprowadzenie spetnito swoje zadanie, nalezy jeszcze powiedziec,
co rozumiemy przez kategorig.

Kategoria sktada si¢ z obiektow: 4, B, C, ... i strzalek (zwanych rowniez morfi-
zmami) z jednego obiektu do drugiego, na przyklad f: 4 — B (co zapisujemy row-
niez A > B). A nazywa si¢ dziedzina, B — kodziedzing strzalki f. Jezeli mamy row-
niez strzatke g : B — C, to strzatki /1 g mozna zlozy¢, otrzymujac gof: 4 - C.
Sktadanie jest taczne, tzn. jezeli A4 LBSchp ,toho(gof)y=(hog)of.

Istnieja tez strzalki identycznos$ciowe, na przyktad 1, : 4 — A, majace t¢ wila-
sno$¢, ze zltozenie strzatki identycznosciowej z jakakolwiek inng strzatka, z ktéra
daje si¢ ona zlozy¢, jest rowne tej strzatce. Co istotne, obiekty nie musza by¢ i czgsto
nie sa zbiorami, strzatki nie musza by¢ i czgsto nie sa funkcjami migdzy zbiorami.
Zapewnia to ogromna pojemnos$¢ pojeciu kategorii.

Z naciskiem podkre§lam, ze tak skrotowe omowienie nie moze oczywiscie zasta-
pi¢ doglebnego i popartego wieloma przyktadami przyswojenia sobie definicji kate-
gorii. Dotyczy to rowniez innych poje¢ z teorii kategorii, do ktorych bedg si¢ odwo-
lywal. Dla tych, ktérzy chcieliby zapoznaé si¢ z podstawami teorii kategorii, za-
mieszczam na koncu tekstu kilka wskazowek dotyczacych dalszej lektury.

Artykul jest zorganizowany w nastgpujacy sposob: w czesci 1 przedstawiam
elementarne wiadomos$ci na temat zwiazkéw migdzy teoria kategorii a logika.
W czesci 2 przygladam si¢ blizej miejscu logiki intuicjonistycznej i parakonsystent-
nej w teorii kategorii. W czgsdci 3 zastanawiam sig, jaka logike, wzglednie jakie logi-
ki, zaktadaja teorie matematyczne i teorie fizyczne oraz jakiej logiki, wzglednie ja-
kich logik, nalezy uzywa¢ do analizowania tych teorii. W czg$ci 4 nawiazuj¢ do dys-
kusji na temat pluralizmu logik. Wreszcie, w czg$ci 5 sygnalizuje filozoficzne impli-
kacje przeprowadzonych rozwazan.

1. TEORIA KATEGORII I LOGIKA

Jak wiadomo, zachodzi $cista odpowiednio$¢ migdzy spdjnikami logiki klasycz-
nej (koniunkcja, alternatywa, negacja, implikacja) a podstawowymi dziataniami teo-
rii zbioréw (iloczyn, suma, dopetnienie, zawieranie si¢). Zbidr potegowy P (D), czyli
zbior wszystkich podzbioréw zbioru D, wraz z odpowiednimi dziataniami spetniaja-
cymi znane warunki tworzy struktur¢ zwana algebra Boole’a. Jest to algebraiczny
odpowiednik logiki klasyczne;.
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Jak tatwo sig¢ przekonaé, zbiory jako obiekty i funkcje migdzy zbiorami jako
morfizmy tworza kategorig. Okazuje si¢, ze dziatania teorii zbioréw, a co za tym
idzie i spojniki logiczne, mozna zdefiniowaé¢ w jezyku teorii kategorii jako pewne
wlasno$ci uniwersalne. Istnienie tej mozliwosci zawiera si¢ w jednej z wlasnosci de-
finicyjnych klasy kategorii zwanej toposami (chodzi o istnienie tzw. klasyfikatora
podobiektow, por. dalej). Prowadzi to do pewnej ,,algebry podobiektow” danego to-
posu. W kategorii zbiorow i funkcji migdzy zbiorami algebra ta jest algebra Boole’a,
czyli w kategorii tej obowiazuje logika klasyczna. W ogdélnym przypadku jednak
wecale tak by¢ nie musi i na ogot tak nie jest. Dla toposow jest to z zasady logika in-
tuicjonistyczna, w ktorej nie musi obowiazywaé zasada wytaczonego Srodka.

Przyjrzyjmy sig¢ temu nieco doktadniej. W standardowej teorii mnogosci zbiory
sktadaja si¢ z elementow. W teorii kategorii odpowiednikiem elementu danego
obiektu jest strzatka (morfizm), ktéra konczy si¢ na tym obiekcie (obiekt ten jest jego
kodziedzina). Taka strzatk¢ nazywa si¢ uogodlnionym elementem obiektu. Uogolnio-
ny element moze zaczyna¢ si¢ w réznych obiektach (moze mie¢ rézne dziedziny).
Tego rodzaju dziedzing nazywa si¢ scena (stage) uogolnionego elementu. Uogolnio-
ny element danego obiektu jest wigc zdefiniowany nie w sensie absolutnym, lecz tak,
jak jest ,,widziany” z perspektywy swojej sceny. Dwie strzatki majace t¢ sama ko-
dziedzing, lecz rozne dziedziny definiuja dwa rézne elementy danego obiektu.

W wielu kategoriach istnieje tzw. obiekt koncowy. Obiekt nazywamy koncowym
(zwykle oznacza sig go przez 1), jezeli z kazdego obiektu danej kategorii prowadzi
do niego jedna i tylko jedna strzatka. Mozna pokazac, ze jezeli dziedzing uogdlnio-
nego elementu jakiego$ obiektu jest obiekt konicowy, to element ten jest z kazdego
innego obiektu ,,widziany” tak samo. Takie uogélnione elementy nazywamy ele-
mentami globalnymi. W kategorii, ktéra ma obiekt koncowy, pewne obiekty moga
mie¢ elementy globalne, a pewne nie. Co wigcej, nawet nie wszystkie elementy tego
samego obiektu musza by¢ globalne.

Zauwazmy, ze jedynie w wypadku elementu globalnego mozemy jednoznacznie
rozstrzygnaé, czy jest on elementem danego obiektu, czy nie. Logika klasyczna
obowiazuje tylko w przypadku obiektow, ktorych wszystkie elementy sg globalne.
W takiej sytuacji obowiazuje zasada wylaczonego $rodka: element albo jest elemen-
tem danego obiektu, albo nie. Element, ktory nie jest globalny, moze naleze¢ do da-
nego obiektu z perspektywy pewnego obiektu, a nie naleze¢ z pespektywy innego
obiektu. Jest to sygnat, ze mamy do czynienia z logika nieklasyczna.

W kategoriach, ktore maja obiekt koncowy (tak jest we wszystkich toposach),
istnieje mechanizm pozwalajacy okresli¢, jaka logika obowiazuje w danej kategorii.
Istotng rolg w tym mechanizmie spetnia tzw. klasyfikator podobiecktow. W teorii ka-
tegorii rowniez podobiekty obiektow sa wyznaczane przez strzatki. Klasyfikator po-
dobiektow (subobject classifier) to obiekt danej kategorii, zwyczajowo oznaczany
przez Q, wraz ze strzatka T : 1 - Q; strzalka ta nazywa si¢ strzatka prawdziwo-
sciowa (truth arrow). Poniewaz z kazdego podobiektu jakiego$ obiektu rozwazane;j
kategorii do obiektu koncowego 1 prowadzi dokladnie jedna strzatka, a z obiektu
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koncowego do klasyfikatora Q prowadzi strzatka T, to klasyfikator Q kontroluje
wszystkie podobiekty rozwazanej kategorii i wszystkie ,strzatki zawierania sig”
migdzy nimi (zawieranie podobiektéw jednych w drugich, czyli odpowiednia strzat-
ka, rowniez zalezy od swojej sceny). Dzigki temu mechanizmowi elementy klasyfi-
katora podobiektow Q sa warto$ciami logicznymi logiki obowiazujacej w danej ka-
tegorii. Oczywiscie, klasyfikator podobiektow w kategorii zbiorow ma dwie wartosci
logiczne, czyli Q = {prawda, fatsz}. Jest to jednak raczej wyjatek niz reguta’.

Nastgpnym etapem budowania systemu logiki jest konstrukcja jezyka formalnego.
Czyni si¢ to w dwu etapach: najpierw sformutowanie alfabetu, czyli listy dopuszczal-
nych symboli, a nast¢pnie sformulowanie regut konstrukcji (regut syntaktycznych),
ktore okreslaja, w jaki sposob nalezy laczy¢ symbole alfabetu, aby tworzyly dopusz-
czalne formuty, czyli zdania danego jezyka. Logiczna teori¢ znaczenia, czyli semanty-
ke, tworzymy, przypisujac zdaniom rozwazanego jezyka formalnego pewna warto$¢
logiczna. Dysponujac jezykiem formalnym i jego semantyka, mozemy wyrdzni¢ pewne
zdania jako aksjomaty, sformulowaé reguty dowodzenia i budowaé system formalny,
wyprowadzajac twierdzenia z aksjomatéw za pomocg ustalonych regul dowodzenia.

To wszystko mozna powtdrzy¢ w jezyku algebraicznym. Semantykg okresla sig
wowczas, przypisujac wyrazeniom danej algebry wartosci logiczne (w przypadku
logiki klasycznej odpowiednia algebra jest algebra Boole’a — por. Rasiowa, Sikorski
1963). Tu wlasnie znajduje si¢ newralgiczny punkt, w ktérym ujawniaja si¢ istotne
zwiazki taczace logike z teoria kategorii. Jak widzieliSmy, podobiekty danej kategorii
i strzatki migedzy nimi tworza algebraiczng strukture, ktora mozna zinterpretowaé jako
strukturg logiczna. Funkcje prawdziwo$ciowe sa wowczas zdefiniowane za pomoca
strzalek. Zrekonstruowana w ten sposob logika nie jest logika narzucona danej kate-
gorii z zewnatrz, lecz logika, wedlug ktorej dana kategoria funkcjonuje, czyli jest to
jej wewngtrzna logika. Jak wspomniatem, wcale nie musi to by¢ logika klasyczna.

Ten zwiazek migdzy logika a teoria kategorii zasluguje na doktadniejszy komen-
tarz. W tradycyjnym podejsciu mamy z gory przyjety, z powodow filozoficznych lub
jakichkolwiek innych, klasyczny rachunek zdan i mozemy traktowaé teorig¢ zbiorow
jako zrodlo semantyki dla tego rachunku, tzn. mozemy przypisywac zdaniom rachunku
wartos$ci logiczne na podstawie tego, czy dane zdanie ,,sprawdza si¢” w teorii mnogo-
$ci, czy nie. Jak wiadomo, istnieje w tym celu specjalna procedura. Zamiast teorii zbio-
réw w jej zwyklym ujgciu mozemy do tej strategii uzy¢ kategorii zbioréw bedacej czg-
$cia teorii kategorii. Jak widzieliSmy jednak, teoria kategorii narzuca inng perspektywe:
nakazuje przyja¢ kategorig zbiorow jako wyjsciowa strukturg i zrekonstruowac logike
(w tym wypadku klasyczny rachunek zdan) jako czgs¢ lub aspekt tej struktury.

Ta zmiana perspektywy rozszerza horyzonty, poniewaz moze by¢ zastosowana
nie tylko do kategorii zbioréw, lecz takze do wielu innych kategorii, w tym do wszyst-

! Jeszcze raz przestrzegam osoby, ktore nie miaty dotychczas blizszego kontaktu z teoria kate-
gorii, ze nie mozna poprzesta¢ na tym opisie. Ma on raczej charakter propagandy na rzecz tezy
o zwiazku logiki z teoria kategorii niz rzeczywistego wyjasnienia tego zwiazku.
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kich toposow. Rozwazmy jedna z takich kategorii. Oznaczmy ja przez C. Wyznacza
ona swoja wtasna logike — bedziemy ja nazywaé wewnetrzng logika kategorii C lub
jej wewngetrznym rachunkiem zdan. Takiemu rachunkowi logicznemu odpowiada
pewien jezyk formalny L i kazda formuta dowodliwa w jezyku L moze by¢ dowie-
dziona przy uzyciu tylko logiki wewngtrznej kategorii C (twierdzenie o adekwatno-
$ci, soundness theorem). Innymi stowy, kategoria C jest semantyka dla jgzyka L. Se-
mantyka ta ma wszystkie wtasno$ci zwyktej semantyki (w sensie Tarskiego), ale po-
nadto jeszcze i inne, na przyktad okresla wartosci logiczne obowiazujace dla jezyka
L. Co wigcej, istnieja kategorie, w ktorych znika roznica migdzy C i L — kategorie
takie nazywa si¢ syntaktycznymi (Rodin 2007).

2. LOGIKA INTUICJONISTYCZNA I PARAKONSYSTENTNA

Po tych ogdlnych rozwazaniach przejdzmy do kilku przyktadow. Powiedzielismy,
ze dla toposow logika wewnetrzna jest na ogot logika intuicjonistyczna. W logice tej,
jak wiadomo, nie obowiazuje zasada wylaczonego $rodka. Podobnie jak zbior pote-
gowy P(D) ma strukturg algebry Boole’a i jest modelem klasycznego rachunku zdan,
tak tez modelem rachunku zdan logiki intuicjonistycznej jest zbior O (X) wszystkich
podzbiorow otwartych pewnej przestrzeni topologicznej X. Zbior ten ma strukturg
algebry Heytinga.

Podobnie jak w wypadku logiki klasycznej, koniunkcji odpowiada przecigcie
zbiorow otwartych, a alternatywie ich suma. Dopetnienie zbioru otwartego nie moze
jednak odpowiada¢ negacji, poniewaz nie jest ono zbiorem otwartym. Naturalnym
sposobem zaradzenia tej sytuacji jest przypisanie negacji zdania p operacji wngtrza
dopetnienia zbioru otwartego U,, odpowiadajacego zdaniu p, czyli

—p - IntC(U,),
gdzie C{(U,) := X — U,. Wowczas zasadg wylaczonego $rodka mozna zapisa¢ jako
U, 0 IntCU,).

Zbior ten nie pokrywa si¢ z przestrzenia topologiczna X, co oznacza, ze zasada wyta-
czonego $rodka nie jest tautologia intuicjonistycznego rachunku zdan.

Ten model intuicjonistycznego rachunku zdan odgrywa wazna rolg w teorii kate-
gorii, poniewaz jest czgscia definicji bardzo ogolnej kategorii zwanej kategorig sno-
péw. Kategoria ta jest toposem i ma istotne znaczenie w teorii toposow. Wewngetrzng
logika tej kategorii jest logika intuicjonistyczna (Goldblatt 2006: rozdz. 15).

Rozpatrzmy inny, wrgez narzucajacy sig przyktad. Druga wazng zasada, oprocz
zasady wylaczonego $rodka, jest zasada niesprzecznos$ci. Logika, w ktdrej ta zasada
nie obowiazuje, jest logika parakonsystentna. Okazuje si¢, ze modelem parakonsy-
stentnego rachunku zdan jest zbior CI(X) podzbioréw domknigtych pewnej prze-
strzeni topologicznej X. Zbior ten ma strukturg algebry ko-Heytinga (co-Heyting al-
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gebra), zwanej rowniez algebra Brouwera. I w tym wypadku koniunkcji odpowiada
przecigcie zbiorow domknigtych, a alternatywie suma zbioréw domknigtych, negacji
zdania p odpowiada natomiast domknigcie dopetnienia zbioru domknigtego W), od-
powiadajacego zdaniu p, czyli:

ap — CAW)).

Zasada sprzecznosci wyraza si¢ wigc wzorem:

W, 0 CuW,).

W klasycznym rachunku zdan obowiazuje tzw. zasada Dunsa Szkota, ktora stwier-
dza, ze ze sprzeczno$ci wynika cokolwiek (ex contradictione quodlibet). Na mocy tej
zasady przyjecie sprzecznosci powodowatoby ,,przepelnienie” systemu, czyli ,,rozlanie
sig” sprzecznos$ci na caty system. W logice parakonsystentnej to nie nastgpuje.

Pokazmy to na przyktadzie. Niech przestrzenia topologiczna X bgdzie prosta rze-
czywista R (z naturalna topologia) i niech zdaniu p odpowiada podzbiér domknigty
[0, 1] O R. Otrzymujemy oczywiscie:

W, n Cy(W,)=1{0} O {1}.

To, ze zbior ten nie jest pusty, oznacza, iz w parakonsystentnym rachunku zdan zasa-
da niesprzecznosci nie jest tautologia. Nie prowadzi to jednak do przepetnienia sys-
temu, poniewaz sprzeczno$¢ jest ,,uwigziona” w zbiorze brzegowym {0} I {1}.

Mozna pokazaé, ze algebra ko-Heytinga jest — jak sama jej nazwa wskazuje —
dualna (w $cisle okreslonym sensie) do algebry Heytinga (Estrada-Gonzalez 2010),
a co za tym idzie, ze parakonsystentny rachunek zdan nalezy uzna¢ za dualny w sto-
sunku do intuicjonistycznego rachunku zdan. Dualizm ten wskazuje, ze powinna ist-
nie¢ kategoria dualna w stosunku do kategorii snopow. Istotnie, — taka kategoria
istnieje 1 nazywa si¢ kategoria ko-snopoéw (Antoine, Lambert, Trapani 2011). Ich
wewngtrzng logika jest logika parakonsystentna.

3. LOGIKA DLA MATEMATYKI I FIZYKI

Cata matematyka tworzy pewnego rodzaju autonomiczna rzeczywistos¢. Nie musi
si¢ tego rozumie¢ ani w sensie matematycznego platonizmu, ani w sensie konstruk-
tywizmu. Matematyczna rzeczywisto$¢ to po prostu univers du discourse matematy-
ki. Sama matematyke (tak jak jest ona uprawiana przez matematykdéw) mozna uznaé
za opis tej rzeczywistosci, a twierdzenia matematyczne za prawa nia rzadzace. Teoria
kategorii zajmuje szczegdlne miejsce w tak rozumianej matematyce, poniewaz daje jej
,0g0Ine ustrukturalizowanie”. Réznym strukturom matematycznym mozna nadaé
posta¢ kategorii, dzigki czemu da si¢ ustali¢ nietrywialne zaleznosci funktorialne
migdzy nawet bardzo odlegtymi od siebie dziatami matematyki.
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Fizyka dziedziczy to podejScie po matematyce. Kazda wigksza teoria fizyczna
superweniuje na pewnym obszarze matematycznego univers du discourse, a co za
tym idzie na pewnej kategorii (lub kategoriach), ktora temu obszarowi odpowiada.
Nie jest przy tym istotne, czy t¢ kategorig (te kategorie) potrafimy obecnie explicite
zrekonstruowaé; dla dalszych wywodow wazne jest tylko, ze taka mozliwo$¢ w za-
sadzie istnieje. Dynamicznie rozwijajacy si¢ program kategoryfikacji fizyki zmierza
w kierunku rzeczywistego przeprowadzenia tego rodzaju rekonstrukcji dla réznych
teorii fizycznych (por. Baez, Dolan 1998).

Jak widzieliSmy w poprzednich czg$ciach, kategorie maja swoje wewngtrzne lo-
giki. Oznacza to, ze rézne struktury matematyczne (interpretowane jako kategorie)
i superweniujace na nich teorie fizyczne ,uczestnicza” w tych logikach. Mowiac
inaczej, logiki te rzadza wynikaniem wewnatrz tych struktur matematycznych i od-
powiadajacych im teorii fizycznych. Na przyktad, od dawna wiadomo, ze logika
wlasciwa dla mechaniki kwantowej jest nie tyle logika klasyczna, ile tzw. logika
kwantowa. Nie jest jednak oczywiscie niespodzianka, ze wielkie obszary fizyki odpo-
wiadaja kategoriom, dla ktorych logike wewngtrzna stanowi logika klasyczna.

Logike w sensie tradycyjnym, tzn. taka, jaka dotychczas jest uprawiana przez
profesjonalnych logikéw i filozoféw, mozna uwaza¢ za teorig (lub zbior teorii) roz-
nego typu rozumowan. Ludzkie myslenie wyewoluowato w §wiecie makroskopo-
wym i nic dziwnego, ze logika naszych wnioskowan odpowiada logice wewngtrznej
tych kategorii, ktore leza u podstaw fizyki klasycznej. Inne systemy logiczne tworzy
si¢ przez odpowiednie manipulowanie prawami logiki klasycznej, np. przez zaprze-
czanie lub modyfikowanie niektorych jej aksjomatow.

Nie podlega wigc raczej dyskusji, ze do analiz bardziej wyrafinowanych teorii fi-
zycznych, czyli takich, w stosunku do ktéorych mozemy przypuszczac, iz ich we-
wnetrzng logika nie jest logika klasyczna, nie powinnis$my a priori wykorzystywaé
instrumentarium logiki klasycznej. Pierwszym krokiem analizy takiej teorii powinno
by¢ zrekonstruowanie jej logiki wewngtrznej. I to wiasnie takiej logiki nalezy uzy-
wac do (filozoficznych) analiz tej teorii.

4. CZY ISTNIEJE LOGIKA UNIWERSALNA?

Ostatnie zdanie poprzedniej czg$ci wymaga glebszego namystu. Jak podkresla
Stewart Shapiro (2014: 176), ,,nalezy odrdozni¢ logike danej teorii matematycznej od
logiki lezacej u podstaw filozoficznego dyskursu stosowanego do analizowania tej
teorii”. Dotychczas w tego rodzaju filozoficznych dyskursach instynktownie wyko-
rzystywano logike klasyczna i czgsto uzyskiwano ta droga wartosciowe wyniki. Fakt
ten nie dziwi, poniewaz dla ogromnej czgsci standardowej matematyki podstaw do-
starcza teoria mnogosci, a jej wewngetrzna logika jest logika klasyczna. Takze stoso-
wanie klasycznych logik do nieklasycznych teorii matematycznych moze dawac po-
prawne wyniki, poniewaz wiele praw logiki klasycznej zachowuje wazno$¢ w logi-
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kach nieklasycznych. Trzeba takze podkresli¢, ze czgsto tego rodzaju ,,filozoficzne
dyskursy” teorii matematycznych przebiegaja na poziomie intuicyjnym, a logiki nie-
klasyczne na og6t nie sa intuicyjne i dlatego potrzeba Scistych §rodkéw formalnych,
aby ujawnila si¢ nieskutecznosé lub wrecz szkodliwos¢ (prowadzaca do bledow) sto-
sowania niewlasciwej logiki.

W zwiazku z tym pojawia si¢ problem. Przypomniane przez Shapira rozréznienie
miedzy logika danej teorii a logika dyskursu dotyczacego tej teorii w gruncie rzeczy
sprowadza si¢ do rozrdéznienia migdzy logika a metalogika (analogicznego do roz-
roznienia jezyk przedmiotowy — metajezyk). Jezeli metalogika powinna by¢ dosto-
sowana do logiki, to czy istnieje jakas ,,ostateczna logika”, ktorej podporzadkowana
byltaby cata hierarchia meta, meta-meta, meta-meta-meta... logik? Pytanie to w r6z-
nych sformutowaniach jest przedmiotem toczacej si¢ wsrod logikow i filozofow
dyskus;ji na temat pluralizmu logik. Spor toczy si¢ o to, czy istnieje jedna nadlogika,
czy tez istnieje wiele, niesprowadzalnych do siebie logik (por. Czernecka-Rej 2014).

Zagadnienie to w odniesieniu do logik stosowanych do badania podstaw mate-
matyki podejmuje Shapiro. Uwaza on, Ze ,,istnieje przynajmniej postulat jednej are-
ny, na ktorej znajdowatyby swoje miejsce wszystkie obiekty matematyczne, klasycz-
ne lub nieklasyczne”. Na tej arenie wystgpowalyby obok siebie rézne teorie mate-
matyczne, ktore moglyby by¢ ze soba poroéwnywane ,,bez wzgledu na to, jaka logika
lezy u ich podstaw” (Shapiro 2014: 179). Tego rodzaju poréwnywanie matematycz-
nych teorii musi postugiwac si¢ jaka$ logika. Jaka to logika? Czy jest tylko jedna?
Shapiro dos¢ obszernie analizuje te pytania. Pozostajac jednak na poziomie takich
okreslen, jak wczeSniej uzyte przeze mnie univers du discourse czy Shapira ,,arena
matematycznych teorii”, nie mozna wyj$§¢ poza intuicyjne argumenty i hipotezy
o roznej wartosci. Jezeli jednak rozwazaé to zagadnienie, wykorzystujac teori¢ kate-
gorii, to pytania te mozna uscisli¢ i osiaga¢ przynajmniej czeSciowe wyniki. Istnieje
ciekawa propozycja pochodzaca od Johna L. Bella (1986), ktora wykracza poza sa-
me intuicje, cho¢ jest jeszcze dos¢ odlegla od ostatecznego sformutowania. Zgodnie
z ta koncepcja teorig zbiorow, na ktorej — zgodnie z pogladem standardowym — ma
by¢ ufundowana cata matematyka, winno si¢ zastapi¢ odpowiednimi toposami
(wyposazonymi w obiekty liczb naturalnych). W ten spos6b pojecia wystepujace
w matematyce nie beda mialy ,,absolutnego znaczenia”, lecz jedynie znaczenie okre-
$lone wzgledem danego toposu. Poniewaz kazdy topos ma swoja wewngtrzng logike,
logika staje si¢ wewngtrznym elementem calej strategii, zmieniajacym si¢ w zalezno-
$ci od rozpatrywanej struktury odnoszonej do danego toposu (strategi¢ t¢ mozna sto-
sowa¢ do fizyki, por. Krol 2006).

Potraktowanie tych idei w catej ogdlnoSci nie obejdzie si¢ bez odwotania do
n-kategorii (Cheng 2000), a takze do dyskusyjnej kategorii wszystkich kategorii
(Lawvere 1966: 1-21, McLarty 1991: 1243-1260). Jest to droga trudna, ktora nie
wrozy szybkich rezultatow. Filozoficzny wniosek wyptywajacy z tych rozwazan jest
juz jednak istotny: trzeba si¢ przynajmniej liczy¢ z tym, ze logika klasyczna nie musi
by¢ uniwersalnym narzgdziem wszystkich rozumowan.
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5. APOFATYZM FILOZOFICZNY

Powiedzielis$my, ze logika naszych rozumowan jest logika klasyczna. Czy jednak
we wszystkich dziedzinach? Jezeli niektore obszary $wiata (jak uczy przyktad me-
chaniki kwantowe;j) rzadza si¢ inna logika niz klasyczna, to czy nie nalezy bra¢ pod
uwage ewentualnosci, ze pewne fundamentalne dziedziny filozofii (pomys$lmy
o metafizyce czy o podstawowych zagadnieniach ontologii), przynajmniej w niekto-
rych swoich aspektach, wykraczaja poza mozliwosci logiki klasycznej? Czy nie jest
naiwnos$cia przekonanie, ze nasze zdolnosci wyciagania wnioskow zachowuja swoja
wazno$¢ w obszarach poznawczo odlegtych od sfery naszych doswiadczen? Przy-
ktad logiki parakonsystentnej $wiadczy o tym, ze nawet zasada niesprzecznosci, za
pomoca ktoérej tak chetnie rozstrzygamy najtrudniejsze zagadnienia metafizyczne
(podnosimy ja nawet do rangi zasady ontologicznej), moze w precyzyjny sposob zo-
sta¢ ,,odwotana”, nie powodujac przy tym logicznego kolapsu catosci.

Innymi stowy, trzeba bra¢ pod uwagg, ze w odniesieniu do niektorych zagadnien
wlasciwa postawa jest pewnego rodzaju apofatyzm filozoficzny. Apofatyzm, ale nie
rezygnacja z poznania. Filozofia mogtaby si¢ tu czego$ nauczy¢ od teologii. Teolo-
gowie od poczatku wiedzieli, Ze sa bezsilni wobec ,,logiki Boga”, ale nie ustawali
w zmaganiach z tym, co ,,wykracza poza”.

Oczywiscie, musimy pamigta¢, ze w wielu ,.filozoficznych obszarach” logika
klasyczna sprawuje si¢ dobrze i nie ma podstaw, by sadzié, ze powinna tam ustapié
miejsca jakiej$ innej logice.

Apofatyzmu filozoficznego, o ktorym piszeg, nie nalezy traktowac jako rezygna-
cji, lecz jako osiagnigcie. Wielkim krokiem naprzod jest zrozumienie, ze réoznymi
obszarami rzeczywistosci moga rzadzi¢ rézne logiki i w wielu (bardzo szczegdlnych
i filozoficznie niekoniecznie ciekawych) przypadkach zrekonstruowanie ,,innych lo-
gik” dzigki teorii kategorii okazato si¢ mozliwe. To oczywiscie tylko poczatek drogi.

DODATEK: KILKA UWAG DOTYCZACYCH DALSZEJ LEKTURY

Artykut ten jest adresowany gtownie do filozofow. Dla tych z nich, ktérzy do-
tychczas nie zawarli blizszej znajomosci z teorig kategorii, moze on stanowi¢ trudna
lekturg. Jest wprawdzie, mam nadziejg, ,,samozwarty” w tym sensie, ze zawiera defi-
nicje (lub w miarg¢ przystgpne wyjasnienia) wszystkich poje¢ niezbednych do
uchwycenia glownego watku, lecz fakt, ze jezyk teorii kategorii i zaktadany przez
nig sposob myslenia sa odmienne od tego, co bylo przyjete w dotychczasowej mate-
matyce, na pewno nie ulatwia zadania. Dorzucenie do tekstu garsci dodatkowych
wyjasnien nie zmienitoby znaczaco sytuacji. Dlatego tez zataczam kilka sugestii do-
tyczacych dalszej lektury, ktéra mogtaby pomodc w poznaniu podstaw teorii kategorii.

Za bardzo przystgpne wprowadzenie do teorii kategorii uchodzi:
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F. William Lawvere, Stephen H. Schanuel, Conceptual Mathematics.
A First Introduction to Categories, Cambridge University Press, Cam-
bridge 2009.

Ksiazka ta jest istotnie ,,pierwszym wprowadzeniem”, zaktada bowiem bardzo ele-
mentarne przygotowanie matematyczne, ale prowadzi krok po kroku do dosy¢ za-
awansowanej znajomosci teorii kategorii. Powoduje to, ze ksiazka jest znacznej ob-
jetosci (390 stron). Dlatego mniej cierpliwym polecam:

Harold Simmons, An Introduction to Category Theory, Cambridge
University Press, Cambridge 2011.

Dydaktycznie jest bardzo zgrabnie napisana. Zawiera duza liczbg dobrze dobranych
¢wiczen. Rowniez dobra opinia cieszy si¢ podrgcznik:

Tom Leinster, Basic Category Theory, Cambridge University Press,
Cambridge 2014.

Ponadto w Internecie znajduje si¢ znaczna liczba rozmaitych materiatow przy-
gotowanych przez wyktadowcoéw na potrzeby kursow uniwersyteckich. Niektore
z nich sg bardzo dobre. Na przyktad:

Eugenia L. Cheng, Category Theory, http://goo.gl/bNOigS.

Jest to zwarty, elegancki i przystepny wykltad. Polecam tez skrypt:
Ryszard Kostecki, An Introduction to Topos Theory,
http://goo.gl/QyTHrn.

Wida¢ w nim reke fizyka-teoretyka. Autor ilustruje abstrakcyjne pojgcia prostymi
przyktadami i pokazuje, ,,jak liczy¢”.

Dla zainteresowanych zwiazkami teorii kategorii z logika niezbgdna bedzie lek-
tura klasycznej juz pozycji:

Robert Goldblatt, Topoi. The Categorial Analysis of Logic, Dover Pu-
blications, Mineola, NY 2006 (wydanie poprawione; pierwsze wyda-
nie — Elsevier, 1984).

Na koniec dwie pozycje trudniejsze:

Steve Awodey, Category Theory, 2nd ed., Oxford University Press,
Oxford 2011.

Jest to do$¢ powszechnie uzywany podrecznik. Wymaga wigcej matematycznej dys-
cypliny.
Zbigniew Semadeni, Antoni Wiweger, Wstep do teorii kategorii i funkto-

row, wydanie drugie rozszerzone, Panstwowe Wydawnictwo Nauko-
we, Warszawa 1978.
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O ile mi wiadomo, jest to jedyna monografia w jezyku polskim na temat teorii kate-
gorii. Napisana w dobrym stylu dawnej ,,Biblioteki Matematycznej” PWN. Mimo
do$¢ juz zaawansowanego wieku wciaz warta studiowania.
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