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Kazimierz Ajdukiewicz

Antynomie teorii mnogosci

Maszynopis pracy Kazimierza Ajdukiewicza ,,Antynomie teorii mnogosci” prze-
kazal mi Jan Wolenski jeszcze w 2012 roku. Tekst ten otrzymatl od Lecha Kalinow-
skiego, profesora historii sztuki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ktory z kolei odziedzi-
czyl go po swoim bracie Jerzym. Okolicznosci, w ktorych Jerzy Kalinowski wszedt
w posiadanie maszynopisu, nie sq jednak znane.

Praca ,, Antynomie teoryi mnogosci” przedstawiona ,,do oceny JWmu Prof. Sier-
pinskiemu” zostala przyjeta przez Komisje Egzaminacyjnq dla kandydatow zawodu
nauczycielskiego w dniu 5 pazdziernika 1913 roku. Jeszcze w tym samym roku zdat
wowcezas dwudziestotrzyletni Ajdukiewicz przed wspomniang komisjq egzamin pan-
stwowy na nauczyciela w szkole Sredniej, ,,ale tylko z matematyki; w zakresie filozofii
odczuwal potrzebe uzupetnienia studiow”

Warto przedstawi¢ w zarysie wymagania stawiane w owym czasie nauczycielom
szkol srednich w Galicji. Otoz od 1856 roku kandydaci byli zobowiqzani do odbycia
czterech lat studiow uniwersyteckich, przy czym pie¢ semestrow musieli studiowac
bezwzglednie na wydziale filozoficznym, a trzy — na wydziale filozoficznym lub innym
zwiqzanym z wybranym kierunkiem ksztalcenia®. Ukoriczenie uniwersytetu nie bylo
Jjednak warunkiem wystarczajqcym ubiegania sie o posade nauczyciela w gimnazjum.
Absolwent, ktory chcial wykonywaé prace nauczyciela, zobowiqzany byt zdac wielo-
etapowy, bardzo trudny, Zmudny i drobiazgowy egzamin panstwowy przed specjalng
komisjq — C.K. Naukowq Komisjq Egzaminacyjnq dla Kandydatow na Nauczycieli
Szkot Srednich®. Od 1884 roku dziataly w Galicji dwie takie komisje: we Lwowie

VA Jedynak, Ajdukiewicz, Wiedza Powszechna, Warszawa 2003, s. 5.

? H. Kramarz, Nauczyciele gimnazjalni Galicji 1867-1914. Studium historyczno-socjologiczne,
Wydawnictwo Naukowe Wyzszej Szkoty Pedagogicznej, Krakow 1987, s. 53.

* Por. tamze, s. 56. Poczatkowo istnialy dwa typy komisji: komisje egzaminacyjne dla kandy-
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i w Krakowie. Mimo ze w ich sklad wchodzili profesorowie Uniwersytetow Lwow-
skiego i Jagiellonskiego, komisje te nie byly zwiqzane z uniwersytetami organizacyyj-
nie: ,,czlonkowie komisji egzaminacyjnych byli mianowani i powolywani przez Mini-
stra Wyznan i Oswiecenia w tak dobranym skladzie, by reprezentowali oni dyscypliny
naukowe odpowiadajqce wszystkim przedmiotom nauczania w szkole Sredniej ™.

Do egzaminu przed komisjq egzaminacyjnq mogli by¢ dopuszczeni tylko ci absol-
wenci uniwersytetu, ktorzy spetnili wszelkie wymogi regulaminowe. Komisja nie tylko
dopuszczata kandydatow do egzaminu, lecz takze ,,wyznaczala tematy prac domo-
wych z glownego oraz pobocznego przedmiotu nauczania. Oprocz tego nalezalo
przygotowac pisemnq rozprawe o charakterze ogolnofilozoficznym, pedagogicznym
Iub z zakresu dydaktyki szczegélowej™”. Praca , Antynomie teorii mnogosci” jest
wlasnie takq ogolnofilozoficzng praca, za pomocq ktorej kandydat na nauczyciela
mial za zadanie ,,udowodni¢ nabyte wyksztalcenie filozoficzne, a z drugiej strony
okazaé, ze dobrze pojal zwiqzek swoich przedmiotow z zadaniem ogolnego wyksztal-
cenia i ze zastanawial sie skutecznie nad ich traktowaniem w nauce szkolnej .

Trudno powiedzie¢ dokladnie, kto po raz pierwszy w Polsce wypowiadal sie na
temat antynomii logicznych’. Jako pierwszq publikacje, w ktérej poruszono problem
paradoksow, Wolenski wskazuje ,, Co poczq¢ z pojeciem nieskonczonosci?” Jana fu-
kasiewicza®. Jest to sprawozdanie z odczytu wygloszonego przez Eukasiewicza na
posiedzeniu naukowym Polskiego Towarzystwa Filozoficznego 14 listopada 1906 ro-
ku. W pracy tej autor rozwaza zagadnienie, czy czes¢ mnogosci wszystkich liczb (np.
mnogos¢ liczb parzystych) moze by¢ rowna mnogosci wszystkich liczb i wspomina
o paradoksie Burali-Fortiego. Pisze:

Doda¢ nalezy, ze w najnowszych czasach spotkata sig teoria Cantora w dalszym swym rozwoju
z innymi trudno$ciami i sprzeczno$ciami, ktore nie zostaty dotad usunigte (np. antynomia
Burali-Forti). Sprzecznosci te, pozorne czy rzeczywiste, zdaja si¢ mie¢ niemate znaczenie i dla
teorii logicznych. W sprawach tych wre obecnie na szpaltach ,,Revue de Métaphysique et de
Morale” (roczn. 1906) zywa polemika, w ktorej biorg udziat filozofowie-matematycy Couturat,
Poincaré i B. Russell’.

Warto zauwazyc, ze Lukasiewicz nie wspomina wprost o Russellowskiej antynomii
klasy klas sobie niepodporzadkowanych, mimo ze doskonale zdaje sobie sprawe z ist-

datow na nauczycieli szkot $rednich (od 1850 r.) i komisje egzaminacyjne dla kandydatow na na-
uczycieli szkot realnych (od 1853 r.). W 1884 r. utworzono taczone komisje egzaminacyjne dla kan-
dydatéw na nauczycieli szkot obu rodzajow; por. tamze, s. 56-57.

* Tamze, s. 58-59.

s Tamze, s. 59.

¢ Tamze, s. 59-60.

7 J. Wolenski, Paradoxes logiques et logique en Pologne [w:] La philosophie en Pologne 1918-
1939, red. R. Pouivet, M. Rebuschi, Vrin, Paris 2006, s. 119-120.

¥ J. Lukasiewicz, Co poczqc¢ z pojeciem nieskorczonosci, ,,Przeglad Filozoficzny” X (1907), z. 1,
s. 135-137.

0 Tamze, s. 137.
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nienia tego problemu. Swiadczq o tym jego wlasne stowa z ,, Pamietnika” przytaczane
przez Woleriskiego w wymienionej wyzej publikacji'®. Eukasiewicz czytal ,, The Prin-
ciples of Mathematics” Russella w 1905 roku''. W ,, Pamietniku” wyjasnia takze, jak
to sie stalo, ze zainteresowal si¢ tq pracq:

Moj kolega Borowski zwrocil sig raz do mnie z prosba, bym przeczytat i wyjasnit mu artykut,
ktorym zainteresowat sig, a ktory pojawit si¢ w angielskim czasopismie filozoficznym ,,Mind”.
Artykut nosit tytut ,,0 porzadku” i napisany byt przez Bertranda Russella. Artykut ten zrobit na
mnie wielkie wrazenie. Ujrzatem, ze kto$ na serio poucza mnie w $cisly, matematyczny sposob,
co nalezy rozumie¢ przez zbior uporzadkowany, zamiast zaprzata¢ mi gtowg bzdurami filozo-
ficznymi. Poniewaz bylem w tym czasie praktykantem w bibliotece uniwersyteckiej, przeto po-
prositem dyrektora biblioteki, [...] by sprowadzit dla mnie dzieto Russella ,,The Principles of
Mathematics”. Jest to chyba najlepsza ksiazka Russella i studiowalem ja calymi miesigcami. To
byta droga moja do logiki matematycznej"’.

W 1910 roku ukazala sie drukiem praca Lukasiewicza ,,O zasadzie sprzecznosci
u Arystotelesa”, ktora zostata w 1909 roku przedstawiona w Polskiej Akademii
Umiejetnosci®. W rozprawie tej Lukasiewicz pisze, przedstawiwszy paradoks Burali-
Fortiego:

nie moge pomina¢ sprzecznosci innej, ktora odkryt Bertrand Russell, a ktora tkwi w logicznych
podstawach matematyki, a wigc tyczy si¢ wspolnego pnia, z ktorego wyrastaja wszystkie inne
nauki konstrukcyjne, czyli aprioryczne. Sprzecznos$¢ ta jest jednym z najciekawszych i naj-
dziwniejszych odkryé logicznych, jakich kiedykolwiek dokonano'*.

Nastepnie Lukasiewicz przedstawia szczegélowo antynomie klas Russella", aby
wykazad, ze ,,sprzecznos¢ rodzi sie tutaj z niewinnego na pozor i catkiem prawidlo-
wo utworzonego pojecia przy pomocy jak najscislejszego rozumowania. Nie jest to
wiec wykret sofistyczny lub sztuczka dialektyczna”®; |, sprzecznosé ta nie jest tylko
zabawkq logiczng, lecz pozostaje w Scistym zwiqzku z podstawami matematyki i logi-
ki. Frege przyznaje, zZe jego wieloletnia dwutomowa praca o podstawach arytmetyki
zostala przez te sprzecznos$é¢ zachwiana”. Sam Eukasiewicz nie prébuje jednak
sprzecznosci tych usunqc.

,,O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa” mozna uznaé z duzym prawdopodo-
bienstwem za pierwszq w Polsce prace, w ktorej o antynomii Russella w ogole wspom-
niano i co wiecej] — dokiadnie jq omowiono. Jak wskazuje Wolenski, ksiqzka ta wy-

107, Wolenski, Paradoxes, s. 119.

" J. Lukasiewicz, Pamietnik, rekopis, s. 60 (cyt. za Wolefiski, Paradoxes).

12 J. Lukasiewicz, Pamietnik (fragmenty), ,,Rocznik Historii Filozofii Polskiej” 2-3 (2009/2010),
s. 360 (rekopisu s. 59).

'3 J. Lukasiewicz, Pamietnik, s. 341 (rekopisu s. 2).

' J. Lukasiewicz, O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Studium krytyczne, Fundusz Wydaw-
niczy im. W. Ostawskiego, Krakow 1910, s. 128-129.

' Tamze, s. 129-131.

16 Tamze, s. 131.

17 Tamze, s. 132.
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warta ogromny wplyw na Stanistawa Lesniewskiego'®. W pracy ,, O podstawach ma-
tematyki”, publikowanej w czterech kolejnych rocznikach ,, Przegladu Filozoficzne-
go”, poczqwszy od tomu trzydziestego z 1927 roku, Lesniewski wspominal:

W roku 1911 (za moich lat studenckich) wpadta mi w rgce ksiazka p. Jana Lukasiewicza o za-
sadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Z ksiazki tej, ktora wywarla w swoim czasie znaczny
wplyw na rozwoj intelektualny szeregu polskich ,,filozofow” i ,,filozofujacych” uczonych mo-
jego pokolenia, a dla mnie stanowila rewelacj¢ pod niejednym wzglgdem, dowiedzialem sig po
raz pierwszy o istnieniu w $wiecie ,logiki symbolicznej” p. Bertranda Russella oraz jego

,antynomii”, dotyczacej ,.klasy klas, nie bedacych wlasnymi elementami™"®.

O wlasnych zainteresowaniach antynomiami pisal:

Wydajac kolejne prace, [...] zajmowatem si¢ jednoczesnie gorliwie ,,antynomiami”. Od czasu,
gdy w roku 1911 rozpoczatem zapoznawanie si¢ z nimi od poznania ,,antynomii” p. Russella,
dotyczacej ,.klasy klas, nie bedacych wlasnymi elementami”, zagadnienia, zwiazane z ,,antyno-
miami”, staly si¢ na lat jedenascie przeszlo najbardziej natretnym tematem moich rozmyslan®.

O ogromnym zainteresowaniu Lesniewskiego ksiqzkq Lukasiewicza w roku 1912
mowa jest m.in. w ,, Pamietniku” tego ostatniego:

Lesniewskiego poznatlem we Lwowie w roku 1912. Mieszkatem wowczas [...] przy ulicy
Chmielowskiego 10. Pewnego popotudnia kto$ zadzwonit do drzwi wejsciowych. Otworzylem
drzwi i ujrzatem mtodego cztowieka [...]. Mtody cztowiek sktonit sig i zapytat uprzejmie: ,,Czy tu
mieszka pan profesor Lukasiewicz?”. Odpowiedziatem, ze tak. ,,Czy moze szanowny pan jest
profesorem Lukasiewiczem?” zapytat nieznajomy. Odpowiedziatem, ze tak. ,Jestem Le$niewski
i przychodzg pokaza¢ panu artykut w korekcie, ktory napisatem przeciw panu”. [...] Okazalo
sig, ze Le$niewski drukuje w ,,Przegladzie Filozoficznym” artykut zawierajacy krytyke moich
pogladow, wypowiedzianych w mojej ksiazce ,,Zasada sprzecznosci u Arystotelesa”. Krytyka
ta byla napisana z taka $cistoécia naukowa, ze nie bylo do niczego si¢ przyczepié®',

a takze — jak wskazuje Wolenski — w artykule Tadeusza Kotarbinskiego ,, Garstka
22,

wspomnien o Stanistawie Lesniewskim
Rzucit sig tedy [...] Le$niewski w rozszumialy wir i rozgwar wzbudzonej do wspaniatego roz-
kwitu logiki matematycznej. A wlasnie zabtyst byl o tym czasie mniej wigcej, na firmamencie
mysli dociekliwej efektowny paradoks Bertranda Russella. Jak wybrna¢ z antynomii zawartej
w pojeciu klasy klas nie bedacych wlasnymi elementami. [...] I oto zdarzyto sig, ze Le$niewski
(a byto to bodaj tuz niemal przed pierwsza wojna Swiatowa) podjat si¢ odczytu o antynomii
Russella w cyklu odczytow publicznych organizowanych w Warszawie w siedzibie Towarzy-
stwa Psychologicznego [mieszczacego sie przy ul. Pieknej 44 — A.H.J>.

'8 J. Wolenski, Paradoxes, s. 120.

'S, Lesniewski, O podstawach matematyki, ,,Przeglad Filozoficzny” XXX (1927), z. 2-3, s. 169.

2 Tamze, s. 183.

2! J. Lukasiewicz, Pamiemik, s. 315 (rekopisu s. 2).

2 T. Kotarbinski, Garstka wspomnier o Stanistawie Lesniewskim, ,Ruch Filozoficzny” XXIV
(1965-66), nr 3-4, s. 155-163.

z Tamze, s. 158.
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Praca Lesniewskiego ,,Czy klasa klas niepodporzadkowanych sobie jest podpo-
rzadkowana sobie” ukazala sie w 1914 roku®, a zatem juz po tym, jak Ajdukiewicz
napisal ,, Antynomie teorii mnogosci”. Powstaje pytanie, skqd Ajdukiewicz czerpal
inspiracje do napisania pracy wlasnie na ten temat. Przypuszczam, Ze zainspirowat
go do tego Wactaw Sierpinski, ktorego wyktadow Ajdukiewicz jako student matema-
tyki stuchat na Uniwersytecie Jana Kazimierza we Lwowie. W wydanym w 1912 roku
., Zarysie teorii mnogosci”® Sierpiriskiego, bedgcym tez obowiqzujgcym podreczni-
kiem do jego wykladow wiasnie z tego przedmiotu, wzmianki o antynomiach w teorii
mnogosci pojawiajq sie juz w pierwszym paragrafie pracyzﬁ. Sierpinski pisze:

Zaréwno tez z filozoficznego punktu widzenia, analizujac pojecie ,,nieskonczonosci”, teoria

mnogosci przedstawia niematly interes, a rézne jej paradoksy i tak zwane antynomie sporo
wirod logikow i logistykéw narobity wrzawy”'.

Zagadnienie antynomii Sierpinski przedstawia jako szczegdlnie godne zaintere-
sowania filozofa. We wspomnianym podreczniku omawia dokladnie antynomig
Richarda®™ i podaje w przypisie wskazéwki bibliograficzne dla zainteresowanych
zglebieniem tematu®. Warto wspomnied, ze ,, Zarys teorii mnogosci” byl w zamierze-
niu autora przeznaczony takze dla filozofow. W przedmowie czytamy:

Celem niniejszej ksiazki jest zaznajomienie czytelnika w sposob mozliwie przystgpny z waz-
niejszymi zagadnieniami i wynikami teorii mnogosci. Nauka ta, bedac dzisiaj nieodzowna dla
matematykow, moze jednak — ze wzgledu na swa tres¢ i metody — interesowaé tez i osoby,
nie oddajace sig specjalnie studiom matematycznym, zwlaszeza filozofow™.

Sadze, ze Ajdukiewicz nie mogt nie znac¢ antynomii logicznych, poznawszy pod-
stawy teorii mnogosci pod kierunkiem Sierpinskiego. Przypuszczalnie uznal problem
antynomii — podobnie jak jego nauczyciel — za szczegolnie interesujqcy dla filozofa
i matematyka®'. W wykladach i seminariach Sierpinskiego uczestniczyli takze, jak

S, Leéniewski, Czy klasa klas niepodporzqdkowanych sobie jest podporzqdkowana sobie,
,.Przeglad Filozoficzny” XVII (1914), s. 115-128.

* W. Sierpinski, Zarys teorii mnogosci, Ksiegarnia E. Wendego i s-ki, Warszawa 1912,

% W skrypcie do wyktadu (W. Sierpifiski, Teorya mnogosci. Czes¢ druga, Kotko matematyczno-
fizyczne, Lwow 1913) autor pisze: ,,Jako czgS¢ pierwsza niniejszego kursu uwazaé nalezy moj ,,Zarys
teorii mnogosci” (Biblioteka matematyczno-fizyczna, seria III, tom IX, Warszawa (E. Wende) 1912
[...])”. Zauwazmy, ze widniejaca na ksigzce data wydania 1913 nie jest jednak pewna. Otéz w sa-
mym skrypcie na s. 97 mowa jest o podreczniku Felixa Hausdorffa Grundziige der Mengenlehre
wydanym w Lipsku w roku 1914.

7 Tamze, s. 1-2.

% Tamze, s. 11-12.

» M.in. réwniez do tych prac odwoluje sie Ajdukiewicz w Antynomiach teorii mnogosci.

30 W. Sierpinski, Zarys, s. VIL

3! Zrodtem inspiracji Ajdukiewiczowskiej pracy o antynomiach z cata pewnoscia nie byto semina-
rium Reinacha w Getyndze, jak zdaje sig sadzi¢ Roman Ingarden; por. J. Woleniski, Paradoxes, s. 120.
Ajdukiewicz przebywal na stypendium w Getyndze w roku akademickim 1913/14. Praca o antyno-
miach zostata ztozona Komisji Egzaminacyjnej 5 pazdziernika 1913 r. Tymczasem zagadnienia ruchu,
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podaje Wolenski, inni uczniowie Kazimierza Twardowskiego, m.in. Tadeusz Czezowski.
Wolno sqdzic, ze zagadnienie antynomii roznych rodzajow bylo przedstawiane na wy-
ktadach i omawiane na seminariach nie tylko Sierpinskiego, lecz takze Twardowskiego.
Zachowal sie list Wladystawa Witwickiego do Twardowskiego, w ktorym nadawca,
nawiqzujqc do tematu seminarium, analizuje antynomie wyrazow auto- i heteroseman-
tycznych. Warto wspomniel, ze o antynomiach piszq jeszcze przed I wojng swiatowq:
Leon Chwistek (niezwiqzany ze szkolq Iwowsko-warszawskq) w pracy ,,Zasada
sprzecznosci w $wietle nowszych badaii Bertranda Russella”™* oraz Franciszek
Smolka (przedstawiciel szkoty) w artykule ,, O niektérych znanych paradoksach ™.
Warto wspomniec, ze prace Ajdukiewicza ,, Antynomie teorii mnogosci” poprzedza
wykaz literatury swiadczqcy o duzym oczytaniu autora. Ajdukiewicz wymienia kolejno
publikacje Gerharda Hessenberga, Kurta Grellinga i Leonarda Nelsona, trzy prace
Bertranda Russella, w tym najwczesniejszq ,, The Principles of Mathematics” (1903),
w ktorej przedstawiona zostala antynomia klas, oraz jednq pisang przez Russella
wraz z Alfredem Northem Whiteheadem, cztery prace Henri Poincarégo, publikacje

w tym paradoksy Zenona z Elei, byly przedmiotem badan na seminarium Reinacha jesienia 1913 r.,
a zatem najwczesniej w pazdzierniku. W tym czasie praca Ajdukiewicza musiata by¢ juz gotowa.
Przytoczmy wspomnienie Ingardena o seminarium Reinacha, na ktére uczegszczal Ajdukiewicz
(R. Ingarden, Einfiihrung in die Phdnomenologie Edmund Husserls. Osloer Vorlesungen 1967, Max
Niemeyer, Tiibingen 1992, s. 223-224, przyp. 25, w naszym tlumaczeniu; w polskim wydaniu za-
mieszczono jedynie wymiang zdan migdzy Ajdukiewiczem a Reinachem, zob. Wstep do fenomeno-
logii Husserla, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1974, s. 175): ,,Jesienia 1913 roku
Reinach postawil na swym seminarium problem ruchu. Rozwazat go w kontekscie paradoksow Ze-
nona, mianowicie problemu Achillesa i zotwia itd. Chcial jako$ przezwycigzy¢ trudnosci lezace
u podstaw paradoksow. Rozwinat paradoksy o wiele bardziej, niz to uczynit Zenon, i powiedzial, ze
paradoksy Achillesa sa rzeczywiscie nie do przezwycigzenia, przewaga zwierzgcia jest nieusuwalna
(nicht annulierbar). Tak, to samo w zasadzie méwi takze matematyka. Oczywiscie ciag: 1, %5, Y, ...
itd. nie zawiera zera. Przewaga jest nieusuwalna — to datoby si¢ tak wyrazi¢ matematycznie, ze
w ciagu byloby jedno zero, ale tego zera nie ma. Jaka byta w tym czasie nauka Reinacha? Postawil
tezg: jest falszem, ze ciato w ruchu w danej chwili — i to w danej fizycznie chwili — jest w danym
punkcie. To jest falsz. Trzeba przyjaé, ze poruszajace si¢ cialo w danym momencie przebywa maty
przedzial, maly odcinek. Reinach bronit tej tezy przez wiele miesigcy, potem si¢ z niej wycofal. Ale
pierwsza reakcja mojego przyjaciela i kolegi — profesora Ajdukiewicza, ktory wtedy byl mtodym
doktorem i to zaawansowanym w matematyce, fizyce itd. — bylo: »Panie Doktorze, jak Pan moze
utrzymywacé co$ takiego. Przeciez to stoi w sprzecznosci z aksjomatyka teorii mnogos$ci — w raza-
cej sprzeczno$ci. Nie zna Pan teorii mnogo$ci?«. Reinach odpowiedzial: »Tak, jest mi bardzo przy-
kro, Panie Doktorze, ale to jest matematyka, a ja jestem filozofem. Nie wolno mi zaktada¢ aksjo-
matyki teorii mnogos$ci. Moze jest bardzo madra, ale w moich analizach nie moze zosta¢ przyjgta«”.

32 L. Chwistek, Zasada sprzecznosci w $wietle nowszych badar Bertranda Russella, ,Rozprawy
Akademii Umiejgtnosci. Wydziat Historyczno-Filozoficzny”, t. 30, Polska Akademia Umiejgtnosci,
Krakow 1912, s. 270-334 (Chwistek omawia paradoksy Epimenidesa, Nelsona i Grellinga oraz Rus-
sella, a takze proby ich przezwycigzenia).

3 F. Smolka, O niektdrych znanych paradoksach, ,,Ruch Filozoficzny” III (1913), nr 10, 282b-
283a.
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Julesa Richarda, Juliusa Kéniga, Ernsta Zermela, Gottloba Fregego i Felixa Bern-
steina. W pracy Ajdukiewicz odwoluje sie takze do artykulu Cesarego Burali-Fortiego
oraz ksiqzki Leona Chwistka — jako jedynej polskiej publikacji; nazwiska tych
dwoch ostatnich autorow nie pojawiajq sie jednak w wykazie literatury.
Przygotowujac prace Ajdukiewicza do wydania, uwzglednitam reformy ortogra-
ficzne i interpunkcyjne jezyka polskiego, ktore mialy miejsce, poczqwszy od 1936 ro-
ku. Uzupetnilam takze przypisy i dodalam cudzystowy jako wyznaczniki supozycji
materialnej. Addenda w tekscie gléwnym oznaczam nawiasami kwadratowymi**.

Aleksandra Horecka

Kazimierz Ajdukiewicz

Antynomie teorii mnogosci

Do oceny JWmu Prof. Sierpinskiemu, 5/10 1913

1. W nastgpujacych paragrafach pragne zebra¢ i usystemizowaé paradoksy teorii
mnogosci oraz proby ich rozwigzania.

2. Na samym wstgpie pojawia si¢ trudno$¢ dotyczaca wybrania generis proximi
paradoksow. Chodzi mianowicie o to, ze trudno rozstrzygnac, co nazwa¢ paradok-
sem: czy pojecie, czy sad, czy rozumowanie. Wymieni¢ dla ilustracji pewna parafra-
zg paradoksu o ktamcy:

W pewnym kraju, w ktérym ogloszone na pewnym miejscu za pomoca afisz6w prawo nabiera
az do walnego odwotania mocy obowiazujacej, pojawia si¢ afisz na tym wiasnie miejscu o tre-
Sci nastgpujacej: ,,0d tej chwili — wliczajac w to moment wydania tej wlasnie ustawy — po-
siadaja moc obowiazujaca wszystkie i tylko te rozporzadzenia, ktore sa opatrzone wlasnorgcz-
nym podpisem wladcy”. Afisz ten jednak nie zostat podpisany. Czy posiada to rozporzadzenie
moc obowiazujaca? Nie, bo gdyby ja posiadato, to afisz ten jako niepodpisany, nie bylby waz-
ny. Tak, bo jezeli nie jest wazny, to w takim razie nie nastapito wazne odwotanie prawomocno-
Sci ustaw ogloszonych afiszami takze i bez podpisow.

Na pytanie, czy paradoksem nazwiemy pojgcie tego rozporzadzenia, czy rozu-
mowanie cate, czy tez sad definiujacy wymieniona ustawe, nietatwo odpowiedziec.

34 Przypisy z adnotacja ,,przyp. red.” i niektore emendacje pochodza od redaktoréw ,,Filozofii
Nauki”.

3 Odreczny dopisek tej tresci (oraz podpis autora) widnieje w maszynopisie pod tytutem (przyp.
A.H.).
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Najodpowiedniej wydaje sig¢ nam przyjaé, ze paradoksem jest cate to rozumowanie.
Odpowiada to zwrotom takim jak: ,,Paradoks Russella brzmi” i tu wymieniamy cate
rozumowanie wiodace do dwoch sadéw sprzecznych. Nigdy za$ nie mowimy:
,Paradoks Russella jest pojeciem klasy wszystkich klas sobie niepodporzadkowa-
nych” ani tez nie powiemy, ze para sadow sprzecznych ,,Klasa wszystkich klas sobie
niepodporzadkowanych jest sobie podporzadkowana i nie jest sobie podporzadko-
wania” jest paradoksem. Paradoksem nazwiemy tedy rozumowanie, ktére prowadzi
nas do przyjecia czegos$, co wykracza przeciw zasadom logiki. Sformutowanie to
wydaje si¢ jednak za obszerne. Albowiem nie kazde rozumowanie wiodace do re-
zultatow antylogicznych jest paradoksem. I tak np. rozumowanie, ktére z zatozenia
@ nie jest b i a nie nie jest b’ wywiedzie na podstawie prawa podwojnego przecze-
nia ,,a jest b i a nie jest b”, nie zastuguje na nazwe paradoksu. Paradoks bowiem cha-
rakteryzuje si¢ tym, ze z zatozen na pozér zupeklie dopuszczalnych i prawdziwych
prowadzi do wynikéw antylogicznych.

Paradoks moze powstaé tylko tam, gdzie albo w aksjomatach samych miesci si¢
sprzeczno$¢, albo gdzie aksjomatdéw nie ma, czyli w naukach dedukcyjnych jeszcze
niedcistych, znajdujacych si¢ in statu nascendi. W razie przeciwnym paradoks po-
wsta¢ nie moze. Jako rozumowanie wywodzace — w sposdb z aksjomatami i pra-
wami logiki zgodny — sprzeczno$¢, moze paradoks powsta¢ na podstawie sprzecz-
nych aksjomatow. Jesli za§ aksjomatéw nie ma, wowczas to, czy pojecie dane jest
dopuszczalne, czy nie, jest kwestia intuicji, ktora moze btadzi¢. Kryterium pozytyw-
nym bledu intuicji jest paradoks, a jako taki jest cenng wskazowka dla tego, kto pra-
gnie intuicje sprecyzowac¢ w aksjomatach®.

Wobec uwag powyzszych paradoksem nazwiemy rozumowanie, ktore wycho-
dzac z zalozen z punktu widzenia danej nauki logicznie dopuszczalnych i za praw-
dziwe uznanych, dochodzi do konsekwencji antylogicznych, tj. z zasadami logiki sig
wykluczajacych. Sady antylogiczne, do ktérych paradoks prowadzi, nazywaja si¢
zwykle sadami paradoksalnymi, za$ pojecie, o ktérego przedmiocie orzeczone sa sa-
dy paradoksalne — pojeciem paradoksalnym. Wyrazen ,,paradoks” i ,,antynomia”
bedziemy uzywali dla oznaczenia tego samego przedmiotu.

Nie kazdy paradoks jest paradoksem teorii mnogosci. Tak np. stawny paradoks
Epimenidesa oparty na zdaniu ,,Ktami¢” nie jest paradoksem teorii mnogosci, lecz
paradoksem logiki®’. Paradoksami lub antynomiami teorii mnogosci nazywamy te

3 por. E. Zermelo, Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre I, ,,Mathematische
Annalen” 65(2), 1907, s. 261-281.

37 Scisle formutuje si¢ 6w paradoks w sposob nastepujacy: Epimenides wypowiada w czasie Ti-T»
sad P; i tylko ten sad. Sad P; za$ brzmi: ,,Istnieje taka wartos¢ argumentu funkcji propozycjonalnej
»Epimenides wypowiada w czasie T1-T» P i P jest falszywe«, ktora t¢ funkcj¢ sprawdza [tzn. spel-
nia]”. Jezeli przyjmiemy, ze P; jest prawda, to nie istnieje taka warto§¢ argumentu P, ktéra by funk-
cj¢ ujeta w cudzystow sprawdzala. Funkcja ta bowiem jest iloczynem logicznym, bgdzie zatem
sprawdzona jedynie, jezeli kazdy z jego sktadnikow bedzie sprawdzony. Ale jedyna wartoscia, ktora
sprawdza sktadnik pierwszy (,,Epimenides wypowiada w czasie 7)-7> P”), jest — wedlug zalozenia
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antynomie, w ktorych pojeciem paradoksalnym jest pojecie nalezace do teorii mno-
gosci lub tez uzasadnienie jest oparte na zasadach teorii mnogosci.

I

3. Wszystkie paradoksy teorii mnogosci mozemy podzieli¢ na dwie grupy, zalicza-
jac do drugiej paradoksy Richarda, Koniga, Berry’ego i w ogole te, w ktorych sady pa-
radoksalne sa typu: X daje si¢ pewnymi Srodkami zdefiniowaé i nie daje si¢ zdefinio-
wac. W pierwszej grupie dadza si¢ wyrézni¢ dwie czesei, do jednej naleze¢ beda anty-
nomie nie majace do czynienia z typami porzadkowymi, do drugiej — pozostate.

4. W pierwszej czesci pierwszej grupy paradokséw zawiera si¢ paradoks Russella
i pochodne. Paradoks Russella ma postac nastgpujaca:

Niech w bedzie klasa wszystkich tych klas, ktore nie sa wlasnymi elementami. Wobec tego
czymkolwiek bytaby klasa x, sad ,,x jest elementem w” jest rtOwnowazny ,,x nie jest elementem x”.
Stad — kladac za x warto$¢ w — zdanie ,,w jest elementem w” jest rownowazne zdaniu ,,w nie
jest elementem w”.

W tej zwigztej formie przedstawia Russell swoj paradoks w Principiach. Zazwy-
czaj formutuje si¢ go inaczej, mianowicie, przyjawszy definicj¢ w, zauwaza sig, ze
wedtug zasady wytaczonego srodka jeden z dwoch sadow sprzecznych:

D w jest elementem w (w jest klasa sobie niepodporzadkowana),
(1) w nie jest elementem w (w nie jest klasa sobie niepodporzadkowana),

musi byé prawdziwy®. Atoli przyjawszy, ze prawdziwy jest sad (I), z definicji w wy-
wodzi sig, ze w nie jest elementem w. Podobniez przyjecie sadu (II) prowadzi do je-
go zaprzeczenia. Skoro bowiem w nie jest klasa sobie niepodporzadkowana, to bedac
w ogole klasa, musi w — wobec zupelnej dysjunkcji na klasy sobie podporzadkowa-

— Pi. Przyjmijmy jednak, ze P; jest prawdziwe, zatem drugi sktadnik nie jest przez P; sprawdzony.
Skoro za$ jedyna warto$¢ sprawdzajaca sktadnik pierwszy nie sprawdza sktadnika drugiego, przeto
zadna w ogole wartos¢ nie sprawdza obu czynnikow. Nie ma zatem warto$ci, ktora by funkcje za-
warta w cudzystowie sprawdzata, wbrew temu, co orzeka P;. Jezeli tedy P; jest prawda, to nie jest
prawda. Nie byloby to zadnym paradoksem, ale dowodem na to, ze P; jest mylne, gdyby nie to, ze
przypuszczenie, iz P; jest mylne, wiedzie rowniez do zaprzeczenia. Jezeli bowiem P; jest mylne, to
znaczy to, ze nie istnieje warto$¢ sprawdzajaca funkcji ujgtej w cudzystow. Atoli wobec mylnosci P;
jest wlasnie P; taka wartoscia sprawdzajaca t¢ funkcjg. Skoro za$ taka warto$¢ sprawdzajaca istnie-
je, to P; — sad orzekajacy jej istnienie — jest prawda wbrew zatozeniu, ze P; jest mylne. Zarazem
przeto jest P; mylne i prawdziwe, i nie jest ani mylne, ani prawdziwe. Jest to sformutowanie Russella.

3 Zdania w nawiasie nie sa parafrazami zdan poprzedzajacych, lecz ich konsekwencjami na
mocy definicji w. Niemniej przy formulowaniu paradoksu Ajdukiewicz wychodzi w wypadku sadu
(D) od zdania ,,w jest elementem w”, natomiast w wypadku sadu (II) od zdania ,,w nie jest klasa so-
bie niepodporzadkowana” zamiast od zdania explicite sprzecznego z ,,w jest elementem w”. Stad
wrazenie nadmiarowosci wywodu w wypadku (II) (przyp. red.).
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ne i niepodporzadkowane — by¢ klasa sobie podporzadkowana. Ale wtedy musi po-
siadaé ceche, ktora konstytuuje klasg w, tj. musi by¢ sobie niepodporzadkowana, jest
zatem sobie niepodporzadkowana. Przyjecie zatem sadu (II) prowadzi rowniez do
jego zaprzeczenia. Oba sady sprzeczne ((I) 1 (IT)) musza tedy, wbrew zasadzie wylta-
czonego $rodka, by¢ mylne.

Ostatnia forma tego paradoksu jest rOwnowazna formie pierwszej, mianowicie
dlatego, ze powiedzieé, iz zdanie (I) ,,w jest elementem w” jest rownowazne zdaniu
(IT) ,,w nie jest elementem w”, znaczy stwierdzié, iz ze zdania (I) wynika zdanie (II)
ina odwrdt. Forma pierwsza stwierdza zatem na podstawie definicji klasy w, ze
przyjecie, iz w jest klasa sobie niepodporzadkowana, prowadzi do sadu ,,w nie jest
klasa sobie niepodporzadkowana” i na odwrét. To samo za$ czyni forma druga™.

Na wzor tego paradoksu daje si¢ utworzy¢ caly szereg innych paradoksow, ktore
jednak nie moga by¢ zaliczone do teorii mnogos$ci, poniewaz nie wystgpuje w nich ani
zadne jej wlasciwe pojecie, ani zadna z argumentacji nie jest oparta na teorii mnogosci.
Do tych nalezy paradoks o ,,orzekalnych” i , nieorzekalnych” orzeczeniach®, tj. ta-
kich, ktére moga by¢ ze stuszno$cia same sobie przypisane, i pozostatych. Zupetie
analogiczna antynomia logiczna jak przy pojeciu klasy klas sobie niepodporzadkowa-
nych powstaje przy orzeczeniu ,nieorzekalny”. Przypuszczenie, ze jest ono orzekal-
ne, prowadzi do wniosku, Ze nie jest orzekalne. Przypuszczenie, Ze nie jest orzekalne
— do wniosku, Ze jest orzekalne, a przeciez jedno z tych dwoch przypuszczen musi
by¢ spetnione.

To samo powstaje ze wzgledu na wyrazenie ,,heterologiczny”. Mozemy bowiem
przymiotniki podzieli¢ na dwie klasy, nazywajac ,,homologicznymi” i zaliczajac do
klasy pierwszej przymiotniki oznaczajace cechy, ktore im samym przystuguja, do klasy
drugiej zas pozostate przymiotniki, rezerwujac dla nich nazwg ,,heterologiczny”. Wy-
raz ,heterologiczny” jest przymiotnikiem, ale nie moze naleze¢ do zadnej z wymienio-
nych klas, bo prowadzi to do analogicznej z powyzsza sprzeczno$ci, podczas gdy
z drugiej strony, wedhug zasady wyltaczonego $rodka, do jednej z nich naleze¢ musi*'.

Jako konsekwencje paradoksu Russella otrzymamy paradoks mnogosci wszyst-
kich mnogosci. Oznaczmy mnogo$¢ wszystkich mnogosci przez M, jej elementy
przez u, przez 9 zbior wszystkich czesci®? mnogosci M, jego elementy przez m.
Mozemy z jednej strony ustali¢ odpowiednio$¢ p(m) = u, ktadac ¢p(m) = m. Z drugiej
strony, takiej odpowiednio$ci nie mozna ustali¢. Jezeli bowiem zbidr M podzielimy
na klas¢ X1 ¥, zaliczajac do klasy X te u, ktore spetniajac p(m) = u, spetniaja tez o O
m (u jest elementem m, symbolika Peana)®, za§ do klasy ¥ — pozostate, wowczas

* B. Russell, The Principles of Mathematics, University Press, Cambridge 1903; B. Russell,
A. N. Whitehead, Principia Mathematica, t. 1, University Press, Cambridge 1910, s. 63.

9B, Russell, The Principles, § 78.

4K, Grelling, L. Nelson, Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und Burali-Forti,
~Abhandlungen der Fries’schen Schule, Neue Folge” 2(3), 1907, s. 301-334.

2 Cze8¢ mnogodci to tyle co podzbidr (9 to zbidr potegowy zbioru M) (przyp. red.).

# Ajdukiewicz uzywa litery epsilon w ksztalcie oryginalnym () (przyp. red.).
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klasa Y jest zbiorem tych elementdéw klasy M, czyli zbiorem tych mnogosci, ktore nie
sa wlasnymi elementami, a wigc klasa w z paradoksu Russella. Mnogo$¢ ta jest czg-
$cig mnogos$ci M, a jako taka jest elementem 9. Ale nie moze by¢ elementem mno-
gosci M, albowiem gdyby tak byto, musiatoby w = Y = ¢(Y) by¢ elementem X albo Y,
a wigce by¢ klasa sobie niepodporzadkowang albo nie by¢ klasa sobie niepodporzad-
kowana. Atoli wedlug paradoksu Russella nie moze by¢ w = ¢(Y) ani klasa sobie
podporzadkowana, ani klasa sobie niepodporzadkowana, a wigc ¢(Y) nie jest ele-
mentem mnogosci M. Klasa ¢(Y) zarazem jest klasa i nie jest klasa.

Zupehie analogiczny paradoks otrzymamy, ktadac zamiast zbioru wszystkich
mnogos$ci M zbidr wszystkich przedmiotow D. Sad paradoksalny bedzie brzmiat:
»@(Y) =Y (zdefiniowany jako zbior tych elementow, ktore badz nie sa klasami, badz
sa klasami sobie niepodporzadkowanymi) jest przedmiotem i nie jest przedmiotem”.

5. W czesci drugiej grupy pierwszej paradoksow zawiera si¢ jedynie paradoks
Burali-Fortiego™.

Kazda mnogo$¢ liczb porzadkowych O posiada liczbe porzadkowa v, ktora po
niej bezposrednio nastgpuje (tzn. jest pierwsza sposrod pozniejszych od ktoregokol-
wiek z elementéw mnogoséci O) i w niej si¢ nie zawiera®. Liczba ta jest typem po-
rzadkowym zbioru liczb porzadkowych A(O), ktory [to zbidr] zawiera elementy bg-
dace same elementami O albo wczesniejsze od jednego choéby z elementow O.

Mnogos¢ W wszystkich liczb porzadkowych jest dobrze uporzadkowana, musi
wigc tez taka liczbg posiada¢. Oznaczmy ja przez ¢ — bedzie ona typem porzadko-
wym zbioru A(W), ktory [to zbidr] jest oczywiscie identyczny z W. Liczba ¢ jest tedy
typem porzadkowym W i nie zawiera si¢ w W. Z drugiej strony musi si¢ { w W za-
wiera¢ ze wzgledu na definicj¢ W. Powstaje wigc sprzecznosc.

Paradoks ten sformulujemy dla pewnych wzgledow w sposob nastgpujacy. Uwa-
zajmy mnogo$¢ W i mnogo$é M' wszystkich mnogosci czesciowych®’ W, wliczajac
wto O i W. Dla kazdego m*® speiajacego m 0 M' potozymy ¢(m) = 1, gdzie 7 jest
typem porzadkowym [zbioru] A(m). Zbidr W podzielimy na klasy, zaliczajac do kla-
sy X to 7, ktore spetniajac ¢p(m) = 7, spetnia tez ¢ U m, przy ktérymkolwiek m (uwaga
ta jest niezbedna ze wzgledu na to, ze dane t moze spetnia¢ kilka p(m) = 7). Za$ do
klasy Y [zaliczymy] to 7, ktére spetniajac p(m) = 7, nie spetnia 7 0 m. Innych ele-
mentow klasy W, jak spetniajace jakie$ ¢(m) = 7, nie ma, albowiem kazde z jest ty-
pem jakiego$ A(m), gdzie m jest jedna z mnogosci liczb porzadkowych. Uwazajmy
teraz p(Y) = 7. p(Y) albo nalezy do zbioru X i wtedy nalezy do zbioru Y, albo nalezy
do zbioru Y i wtedy nie nalezy do zbioru Y. 7 nie nalezy zatem ani do X, ani do Y.

e Burali-Forti, Una questione sui numeri transfiniti, ,,Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo” 11(1), 1897, s. 154-164 (cyt. za A. N. Whitehead, B. Russell, Principia, t. 1, s. 63).

* Dla czytelnoéci zamieniono tu oryginalne oznaczenia (M, ) na O, v (przyp. red.).

* Tzn. nie jest elementem O (przyp. red.).

T Mnogosé czesciowa to tyle co podzbidr; por. nizej, paragraf 16 (przyp. red.).

* Tu i dalej zamieniono M na m (przyp. red.).
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Latwo zauwazy¢, ze 7 jest identyczne z ¢, zas§ Y z W. Aby to okazaé, wystarczy za-
uwazy¢, ze X nie moze zawiera¢ zadnego elementu. To za$ zachodzi, poniewaz zad-
ne 7 = ¢(m), bedace typem porzadkowym A(m), nie zawiera si¢ w m*. Wobec tego
ostatnia forma jest tylko innym sformutowaniem paradoksu Burali-Fortiego (forme
te nadat temu paradoksowi Goesch, o czym donosza Grelling i Nelson™, dodatem
tylko pewien wariant w podziale klasy W na X'i Y, ktory si¢ w ciagu dalszym wyjasni).

6. Ogolna forma paradokséw grupy pierwszej wobec ostatnich sformutowan na-
rzuca si¢ sama. Mamy tu wlasciwie z dwoma paradoksami do czynienia — paradok-
sem Russella i Burali-Fortiego. Forme t¢ zbudowali Grelling i Nelson®'. Brzmi ona:

(P) Niech M oznacza mnogo$¢ wszystkich mnogosci, M' — ktoéras
z [mnogosci] jej czesciowych mnogosci®, zas @ — jakas mnogosé be-
daca rdwnej mocy z M'. Oznaczmy przyporzadkowanie elementow @
elementom M’ przez ¢ . Poniewaz elementy M' sa same mnogosciami,
przeto moga zachodzi¢ nastepujace wypadki. Jezeli m jest elementem
M, to albo ¢(m) jest elementem m i wtedy zaliczymy ¢(m) do czg§ci X
zbioru @, albo ¢(m) nie jest elementem m 1 wtedy zaliczymy ¢(m) do
mnogosci Y dopehiajacej X do @. Jezeli Y jest samo elementem M', to
istnieje w @ element ¢(Y). Przyjawszy, ze ¢(Y) nalezy do Y, otrzymuje-
my, ze p(Y) byloby elementem X wedlug definicji X, co stoi w sprzecz-
nosci z zatozeniem. Z przyjecia jednak, ze ¢(Y) nie jest elementem 7Y,
wynika, ze jest elementem Y (wedtug definicji Y), a to znowu zaprze-
cza zalozeniu.

Ze wymienione paradoksy sa szczegdlowymi postaciami formy powyzszej,
o tym tatwo si¢ przekona¢. Paradoks Russella otrzymamy z formy (P), ktadac @ = M
(mnogo$¢ wszystkich mnogosci), zas M' jako mnogo$¢ wszystkich czesciowych
mnogosci @; wtedy, polozywszy stosunek ¢ jako identyczno$¢, otrzymujemy para-
doks Russella. Paradoks Burali-Fortiego powstaje z formy (P) przez zalozenia: @ =
W, M' = mnogo$¢ czegsciowych mnogosci W, wliczajac w to W; wreszcie ¢ tak, jak
zostato ono zdefiniowane w formie Goescha.

Nalezy jednak stwierdzi¢ pewien nadmiar w zatozeniach formy (P). Oba oma-
wiane paradoksy powstang takze z takiej formy (P'), ktora otrzymamy z formy (P),
nie przyjmujac wecale M' ~ @. I tak w paradoksie Burali-Fortiego wystarczy dla po-
wstania jego zalozenie relacji ¢ o wlasno$ciach nastgpujacych: g(m) = 7, jesli A(m)
jest mnogoscia typu t; relacja ta za§ bynajmniej nie moze by¢ podstawa réwnowaz-

* G. Hessenberg, Grundbegriffe der Mengenlehre, ,,Abhandlungen der Fries’schen Schule,
Neue Folge” 1(4), 1906, twierdzenie XXXIII.

VK. Grelling, L. Nelson, Bemerkungen, s. 306.

3! Tamze.

52 Tzn. M jest pewna rodzing podzbiordw M (przyp. red.).

3 Tzn. @ jest przeciwdziedzina przyporzadkowania ¢ (przyp. red.).
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nosci wiazanych nia mnogosci: nie ustala przyporzadkowan jedno-jednoznacznych.
W paradoksie znowu Russella ustalamy migdzy czesciowymi mnogo$ciami mnogo-
sci M odpowiednio$¢, wedhug ktorej kazdemu m odpowiada pewne u, ale nieko-
niecznie na odwrot, nie musimy bowiem elementow zbioru @ uwazaé za jego czg-
sciowe mnogosci.

Musi tedy kazdemu m odpowiadaé jedno i tylko jedno ¢(m), moga si¢ jednak
znalez¢ takie elementy zbioru @, ktore zadnemu m wedlug prawa ¢ nie odpowiadaja
(paradoks mnogos$ci wszystkich mnogosci) lub tez taki element zbioru @, ktory od-
powiada dwom lub wigcej m (paradoks Burali-Fortiego).

W razie gdy ¢(m,) = p(m;) = k, tj. gdy jeden element zbioru @ odpowiada dwom
elementom zbioru M', podziat @ na klas¢ Y i X nie jest przez definicj¢ zawarta w formie
(P) nalezycie zdefiniowany. Jezeli bowiem dane x spetnia @(m;) = k i p(my) = x, WOW-
czas nie wiadomo, czy x zaliczy¢ do X, jezeli spelnia jedna tylko z relacji x [ my,
x [ my, czy tez dopiero wtedy, jezeli spetnia obie.

Dalej za$ istnienie takich x, ktore spetniajac ¢(m;) = k, p(m,) = k, spelniaja jeden
przynajmniej ze zwiazkow x [J m, za§ pozostalych nie spetniaja, zagraza powstaniu
paradoksu. Przypus¢émy bowiem, ze takie x zaliczymy do X; wowczas Y sklada si¢
z tych ¢(m), ktore nie spetniaja zadnego ze zwiazkoéw @(m) O m, i z tych elementow
zbioru @, ktére zadnego ¢(m) nie spetniaja. ¢(Y) jest albo elementem X, albo ele-
mentem Y. Jezeli jest elementem X, to albo spetnia ¢(Y) O Y, albo moze ¢(Y) O Y nie
spehiad, jezeli p(Y) = k, ktore tez daje si¢ przedstawic jako @(Y) = @(m) = « [dla
pewnego m # Y], tj. jezeli p(Y) jest wielu elementom zbioru M' przyporzadkowa-
ne”, [oraz jezeli x O m]. Natomiast przypuszczenie, ze ¢(Y) O Y, prowadzi do
sprzecznosci. Stad wniosek, ze ¢(Y) jest elementem X 1 nie zachodzi ¢(Y) O Y. Para-
doksu wigc nie ma. Podobniez, gdyby$my owo « zaliczyli do Y, to przypuszczenie,
ze p(Y) O X, prowadzi do sprzecznosci, ale p(Y) O Y jest zupelnie mozliwe. Istnienie
wigc takich elementow @, ktore do niektorych przyporzadkowanych im elementow
zbioru M' naleza, do innych za$ nie, uniemozliwia powstanie paradoksu. Natomiast
sama rownos¢ g(m) = @(m') paradoksowi nie przeszkadza, byleby wobec powyzsze-
go @(m) O m pociagato za soba ¢(m") O m' i odwrotnie.

Z powyzszych wywodow wynika, ze zwiazek ¢ musi posiadaé nastgpujace wila-
sciwosci:

I°. Dla kazdego m, ¢(m) musi posiadac sens.

II°. Przy danym m nie moga istnie¢ a # f oba spehiajace a = p(m), f =
p(m).

I11°. Jezeli p(m) = p(m") i p(m) O m, toip(m") O m'.

* W maszynopisie: ,.ktore tez daje si¢ przedstawic¢ jako ¢(Y) = m” (,p(Y) = m” dopisane jest
recznie, tak jak w wypadku wigkszos$ci innych symboli) (przyp. red.).
% Tzn. jesli Y nie jest jedynym argumentem, dla ktérego ¢ przyjmuje warto$é « (przyp. red.).
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Sa to cechy, ktore wystarczaja i sa niezbedne dla zbudowania paradoksu. Nalezy
si¢ przekona¢, czy nasze paradoksy czynia zado$¢ tym warunkom.

W paradoksie Russella ¢ jest stosunkiem identycznos$ci, ktdry oczywiscie spetnia
przy jakimkolwiek m warunek 1°. Gdyby a = ¢(m), f = p(m), tj. o = m, = m, to nie
mogloby a # . Warunek II° jest [wigc] tez spetniony. Wreszcie i 111°, albowiem je-
zeli danemu m przyporzadkowano wiasnie to samo m, czyli p(m) = m, to nie moze
si¢ zdarzy¢ m # m', za$ p(m) = p(m").

Paradoks Burali-Fortiego definiuje ¢(m) jako typ porzadkowy zbioru A(m). I°.
Wedtug twierdzenia XXXIII u Hessenberga®® dla kazdego m (mnogo$é liczb porzad-
kowych) istnieje tak zdefiniowane ¢(m), czyli p(m) zawsze ma sens. II°. Przy danym
m jest mozliwe tylko jedyne ¢(m), albowiem gdyby ich byto wigcej, musiatyby ist-
nie¢ dwie rézne liczby bezposrednio po m nastgpujace, czyli najmniejsze sposrod
wigkszych od ktorejkolwiek z liczb zbioru m. Przypusémy, ze bylyby to liczby a i f;
gdyby a # f, moglibysmy zatozyé, ze o > f. Ale a nie moze by¢ wtedy najmniejsza
w zbiorze, do ktorego nalezy takze 5, wbrew definicji. Warunek II° jest wige tez
spelniony. Wreszcie jest tez spelniony warunek I11°, poniewaz jesli gp(m) = @(m'")
i@(m) O m, to p(m') O m'. Poniewaz — wedlug praw logiki — sad fatszywy jest ra-
cja dla kazdego sadu, przeto z sadu ¢(m) 0 m wynika wszystko, a wigc i p(m") O m'.
Ze za$ i p(m) O m jest sadem fatszywym, to wynika stad, ze ¢(m) jest zdefiniowany
jako liczba porzadkowa zbioru A(m), ktora nie moze by¢ w m nigdy zawarta.

Istnieje jeszcze inne ogdlne sformutowanie paradokséw grupy pierwszej, podane
przez B. Russella’”:

Przypusémy, ze mamy pewna wiasnos¢ @ i funkcjg f taka, ze jezeli @ przyshuguje wszystkim
elementom zbioru u, to f{u) istnieje, posiada wiasnos¢ @i nie jest elementem u; wowczas przy-
puszczenie, ze istnieje takie w, ktore jest zbiorem wszystkich przedmiotéw posiadajacych cechg
@ prowadzi do wniosku, ze f{w) zarazem posiada i nie posiada cechy @".

Wywiedziemy z tej formy paradoks Russella i Burali-Fortiego.

[Paradoks Russella.] Niech u oznacza jakikolwiek zbiér klas sobie niepodpo-
rzadkowanych, niech dalej f{u) = u, za$ @ niech oznacza cechg charakteryzujaca kla-
sy niepodporzadkowane. Przy tych zalozeniach fu) posiada wszystkie w ogolnej
formie Russella zadane wtasciwosci. Wiec:

I°. Au) istnieje zawsze, jezeli istnieje u. Jest to oczywiste wobec fu) = u.

1. A(u) nie jest elementem u, a to dlatego, ze wtedy u [= f{lu)] musiatoby
by¢ jednym ze swoich elementow. Ale wszystkie elementy u sg klasa-
mi sobie niepodporzadkowanymi. Byloby wtedy i u jaka$ klasa sobie

%% G. Hessenberg, Grundbegriffe.

7 B. Russell, On Some Difficulties in the Theory of Transfinite Numbers and Order Types,
,Proceeding of the London Mathematical Society” 4(14), 1906, s. 29-53 (cyt. za B. Russell, Les
paradoxes de la logique, ,,Revue de Métaphysique et de Morale” 14(5), 1906, s. 634).

%% Russell sam zastosowania formuly nie podaje.
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niepodporzadkowana i nie mogloby by¢ identyczne z zadnym ze swo-
ich elementow. Przypuszczenie zatem, ze u jest jednym ze swoich ele-
mentow prowadzi do wlasnego zaprzeczenia, jest zatem mylne. Stad
tez 1 przypuszczenie, ze f{u) jest jednym z elementow u, jako racjg fat-
szywej konsekwencji, musimy odrzucic.

11°. Au) posiada ¢, gdyby go bowiem nie posiadalo, to musialoby by¢ jed-
nym z elementoéw 1, ale wtedy — ex definitione tych elementow —
musiatoby @ posiadac.

Niech w oznacza zbiér wszystkich klas sobie niepodporzadkowanych, czyli
wszystkich przedmiotow o cesze @ Wowcezas f{w) posiada @, cosmy dla wszelkiego
u udowodnili, zarazem jednak nie nalezy do w (wobec wiasnosci 1I°), czyli nie po-
siada @ Znaczy to, ze klasa wszystkich klas sobie niepodporzadkowanych jest klasa
sobie niepodporzadkowana i nie jest zadna klasa sobie niepodporzadkowana.

Paradoks Burali-Fortiego otrzymamy, ktadac: u — klasa liczb porzadkowych,
Au) — liczba porzadkowa bezposrednio po u nastgpujaca. Posiada¢ @ — by¢ jaka-
kolwiek liczba porzadkowa. I°. fu) istnieje jezeli istnieje u®. II°. fu) nie jest ele-
mentem u°'. I1I°. f{u) posiada @ (ex def.). Jezeli w — zbior wszystkich liczb porzad-
kowych, wowczas fiw) wedlug I° istnieje, wedlug I1° nie jest elementem w, zatem nie
posiada @. Zatem f{w) zarazem jest i nie jest liczba porzadkowa.

Forma Russella da si¢ wyprowadzi¢ z formy Grellinga i Nelsona (przy oznacze-
niach formy Nelsona). Pot6zmy mianowicie M' = U + V, gdzie m nalezy do V, jezeli
@(m) jest elementem m, za§ do U, jezeli ¢(m) nie jest elementem m. Zbior @ sklada
si¢ ze wszystkich ¢(v) 1 p(u), gdzie v jest jakimkolwiek elementem V, za$ u — ele-
mentem U. Wedhug formy (P) jest bowiem — na podstawie stosunku ¢ — M' ~ @,
przeto suma Zp(v) + Z¢(u) (suma logiczna) wyczerpuje @.

Jest 1zecza oczywista, ze zbior Xp(v), zbior wszystkich ¢(v) (X jest znakiem sumy
logicznej w interpretacji klasowej), jest identyczny ze zbiorem X w formie (P). Zbior
za$§ Y = Xp(u). Wobec powyzszych zatozen, ,,by¢ zbiorem u” w formie Russella znaczy
,,by¢ elementem U”. ,,Posiada¢ cechg " w formie Russella znaczy w formie Grellinga
,,by¢ elementem Y. , By¢ flu)” znaczy ,,by¢ ¢p(u)” (wedhug formy (P)). Rzeczywiscie,
jezeli 41 = p(u), to wowczas jest 4 elementem Y (albowiem Y = Z¢(u)), czyli posiada
cechg @ (oznaczenie z formy Russella). Z drugiej strony, 4 = ¢(u) nie jest elementem
zbioru u, na podstawie definicji U. Wreszcie ¢(u) istnieje, jezeli tylko istnieje u, albo-
wiem [jest tak] dla wszystkich elementéw zbioru M', a wigc i dla wszelkiego u. ¢(u)
zatem posiada sens i jest elementem zbioru @. Dowiedlisémy wigc, ze ¢(u) (forma
Nelsona) posiada wszelkie cechy f{u) (forma Russella). Przy tych zatozeniach w jest

%% Tzn. musiatoby byé swoim wlasnym elementem, a z zatozenia f{u) = u (przyp. red.).

% G. Hessenberg, Grundbegriffe, twierdzenie XXXIIL

5! Tamze.

62 Chodzi o w wystepujace w ogdlnej formie Russella (a nie o w zdefiniowane szczegdlowo jako
klasa klas sobie niepodporzadkowanych) (przyp. red.).
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identyczne ze zbiorem Y, poniewaz w jest zbiorem wszystkich elementéw @ posia-
dajacych ceche @. Paradoksalno$é zbioru w, wzglednie f{w), jest juz wobec tego kon-
sekwencja paradoksalnosci ¢(Y).

Roznica sadow paradoksalnych w obu formach nie powinna nas uderza¢. W formie
(P) brzmia one: ¢(Y) nie jest elementem X i ¢(Y) nie jest elementem Y. W formie
Russella: f{w) jest elementem w i f{w) nie jest elementem w. ,,p(¥)” 1,Aw)” sa to wy-
razenia identyczne, oznaczmy je litera K. ,,By¢ elementem Y i ,,by¢ elementem w”
— sg to roOwniez wyrazenia identyczne; bedziemy t¢ wlasnos¢ wyrazali przez: ,,po-
siadaé¢ ceche @’. Wobec tego konkluzje obu form daja si¢ przedstawi¢ — (1) wedlug
(P): K nie nie posiada @i K nie posiada @; (2) wedlug formy Russella: K posiada @, K
nie posiada @ Jak widzimy, (1) i (2) sa réwnowaznymi iloczynami logicznymi, za-
tem konkluzje obu form sa rownowazne.

Przez uwagi powyzsze okazatem, Ze jesli pewne przedmioty czynia zados¢ wa-
runkom formy (P), to czynia tez zado$¢ warunkom zawartym w okresleniach formy
Russella; gdyby si¢ okazato, ze odwrotnie tak nie jest, wowczas mogliby$my twier-
dzi¢, ze forma Nelsona i Grellinga jest szczegotowym przypadkiem formy Russella.
Tak jednak jest w istocie®. Forma (P) zada bowiem, zeby M' byt jakim§ zbiorem
czesciowych®™ mnogosci [zbioru] @, forma Russella warunkowi temu nie musi za-
dos¢ czyni€. Zbior M' jest to suma logiczna U + V; otdz jesli okazemy, iz wedhug
formy Russella chociazby elementy zbioru U nie potrzebuja by¢ czesciowymi mno-
go$ciami zbioru @, to okazemy przez to, ze forma Russella nie czyni zado$¢ warun-
kom formy (P). U jest to ogot zbioréw u. Ze zbiory te nie musza by¢ czesciowymi
mnogosciami, przekonamy si¢ na przyktadzie paradoksow grupy drugiej; paradoksy
te daja si¢ mianowicie uja¢ w form¢ Russella, nie podpadajac pod form¢ Nelsona
i Grellinga. Wynika stad, ze forma Nelsona i Grellinga jest szczegotowa postacig
formy Russella. Formy te jednak stana si¢ rownowazne, jezeli nie bedziemy zakta-
da¢, ze M' jest zbiorem czesciowych® mmnogosci [zbioru] @, ale jakim$ zbiorem
mnogosci m spetniajacych p(m) 0 & .

7. Paradoksy grupy drugiej charakteryzuja si¢ tym, Ze sady paradoksalne sa typu:
x daje si¢ pewnymi $rodkami zdefiniowac i nie daje si¢ nimi zdefiniowac. Naleza tu
paradoksy Richarda, Koniga i Berry’ego, przy czym ten ostatni juz raczej nie nalezy
do teorii mnogosci, poniewaz mozna go tez sformutowac bez poje¢ i twierdzen teorii
mnogosci.

Paradoks Richarda zostal przezen sformutowany w nastgpujacy sposob:

53 Tzn. forma Nelsona i Grellinga jest szczegdlnym przypadkiem formy Russella (przyp. red.).

% W maszynopisie: ,,czesciowym”. Chodzi jednak o pewna rodzine podzbioréw zbioru @, a nie
0 podzbidr zbioru @. Poprawka nie jest konieczna, jesli Ajdukiewicz uzywa tu wyrazenia ,,zbior
czg$ciowy” na oznaczenie zbioru czg$ciowych mnogosci, czyli podzbioréw (przyp. red.).

5 W maszynopisie: ,,czeSciowym” — jak wyzej (przyp. red.).

5 W maszynopisie: p(m) = ¢ (przyp. red.).
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Wypiszmy wszystkie uktady dwojkowe dwudziestu szesciu liter alfabetu francuskiego, porzad-
kujac te uktady alfabetycznie, w dalszym ciagu wszystkie uktady trojkowe uporzadkowane we-
dlug alfabetu, dalej czworkowe itd. Uklady te moga zawierac t¢ sama liter¢ powtarzajaca si¢
kilka razy: sa to kombinacje z powtorzeniami. [...] Poniewaz wszystko, co si¢ da napisaé za
pomoca skonczonej ilosci wyrazow, jest ukladem liter, przeto wszystko, co si¢ da napisac, be-
dzie si¢ zawierato w tablicy, dla ktorej wlasnie wskazaliSmy sposob tworzenia. [...] Usunmy
wszystkie kombinacje sposréd powyzszych, ktore nie sa definicjami liczb. Niech u; bedzie
pierwsza z liczb zdefiniowanych przez jedna kombinacjg, u, — druga, us — trzecia itd.

Tym sposobem utozono w porzadku oznaczonym wszystkie liczby zdefiniowane
za pomoca skonczonej liczby stow. Zatem wszystkie liczby dajace si¢ zdefiniowac za
pomoca skonczonej ilosci stow tworza zbior przeliczalny. A oto sprzeczno$é: mozna
zdefiniowacd liczbg nie nalezaca do tego zbioru.

«Niech p bedzie n-ta cyfra rozwinigcia dziesigtnego n-tej liczby zbioru E; utwoérzmy liczbeg,
majaca 0 jako cato$¢, a jako n-ta cyfre dziesigtng p+1, jezeli p nie jest rowne 8 ani 9, a 1 w ra-
zie przeciwnym ». Ta liczba N nie nalezy do zbioru £. Gdyby bowiem byla n-tq liczba zbioru E,
wowczas jej n-ta cyfra dziesigtna bytaby n-ta cyfra tej liczby, a tak nie jest. Nazywam G grupg
liter w cudzystowie « ... » zawarta. Liczba N jest zdefiniowana przez wyrazy grupy G, zatem
przy pomocy skonczonej ilosci wyrazow; powinna wigc naleze¢ do zbioru E. Atoli widzieli-
$my, ze nie nalezy. Na tym polega sprzecznoéc®”.

8. Paradoks Koniga® zostat przezen sformutowany tak, ze dotyczy tylko zbioru
liczb rzeczywistych uporzadkowanego wedtug wielkosci. Mozna go jednak rozsze-
rzy¢ dla wszelkiej mnogosci dobrze uporzadkowane;.

Skonczonych definicji liczb rzeczywistych jest nie wigcej niz skonczonych ukta-
dow liter alfabetu wraz z przerwa migdzy wyrazami, czyli nie wigcej niz . Kazdej
z liczb rzeczywistych nalezacej do zbioru E skladajacego sig¢ z liczb rzeczywistych
dajacych si¢ w sposob skonczony zdefiniowa¢ odpowiada jedna lub wigcej definicji.
Poniewaz zbidr wszystkich definicji jest dobrze uporzadkowany (i przeliczalny),
przeto i kazdy zbior definicji okreslajacych t¢ sama liczbg rzeczywista posiada ele-
ment pierwszy. Przyporzadkujmy danej liczbie rzeczywistej ze zbioru E tg liczbg
naturalng, ktora jest numerem pierwszej spos$rod definicji liczby e. Tym sposobem,
kazdej liczbie rzeczywistej dajacej si¢ w sposob skonczony zdefiniowaé, zostata
przyporzadkowana jednoznacznie pewna liczba naturalna (numer pierwszy sposrod
jej definicji) (1). Ale jest i odwrotnie. Kazdy element omawianego zbioru daje sig za
pomoca symboli Koniga przedstawic¢ jako ciag nieskonczony (@, as, ..., di, ...),
gdzie a; jest pewna liczba naturalna. Przy innej definicji kontinuum mozna kazdemu
elementowi kontinuum przyporzadkowac taki ciag. Stad jezeli a jest jakakolwiek

7L Richard, Lettre a Monsieur le rédacteur de la Revue des Sciences, ,,Acta Mathematica”
30(3), 1906, s. 295-296.

8 . Konig, Uber die Grundlagen der Mengenlehre und das Kontinuumproblem, ,Mathema-
tische Annalen” 61(1), 1905, s. 156-160 oraz J. Konig, Sur les fondements de la théorie des ensem-
bles et le probleme du continu, ,,Acta Mathematica” 30(4), 1906, s. 329.



120 Kazimierz Ajdukiewicz

liczba naturalna, to (a, a, ..., a, ...) definiuje w sposob skonczony pewien element.
Kazdej przeto liczbie naturalnej odpowiada pewien element ze zbioru E (2).

Jesli wige u jest moca E, otrzymujemy wobec (1) 1 (2): u = y. Poniewaz jednak
dalej kontinuum nie jest przeliczalne, musza przeto istnie¢ takie jego elementy, ktore
nie daja si¢ w sposob skonczony zdefiniowaé. Zbior wszystkich tych elementéw mu-
si zawiera¢ element pierwszy, poniewaz jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. Ale
wyrazenie ,,pierwszy sposrod elementow kontinuum nie dajacych si¢ w sposob
skonczony zdefiniowaé” okresla jednoznacznie pewien przedmiot, ktory nalezy do
zbioru F' = C—F (C — kontinuum). Jako taki jest jednak ten element zdefiniowany za
pomoca skonczonych §rodkéw i nalezy do zbioru E. Element ten zarazem nalezy do
E (jest srodkami skonczonymi zdefiniowany) i nalezy do F' (nie jest skonczonymi
srodkami zdefiniowany).

Konig sam® nie sadzi, zeby paradoks tutaj powstawat. Zdaniem jego argumenta-
cja powyzsza wykazuje jedynie, ze kontinuum nie moze by¢ dobrze uporzadkowane.
W rzeczy samej, jezeli zechcemy odrzucié¢ to zalozenie, paradoksu nie bedzie. Atoli
powstaje wtedy paradoks inny, mianowicie paradoks stwierdzajacy, ze kontinuum
nie jest dobrze uporzadkowane (wedlug dowodu powyzszego) i kontinuum jest do-
brze uporzadkowane (wedtug dowodu Cantora).

Paradoks ten mozna rozszerzy¢ na wszystkie mnogosci dobrze uporzadkowane
nieprzeliczalne @. Skoro bowiem skonczonych definicji jest nie wigeej niz [, to
przeto i mnogo$¢ E zdefiniowanych w sposob skonczony elementéw mnogoséci @
jest mocy nie wigkszej niz [Jy. Stad musza istnie¢ elementy mnogosci @ nie dajace
si¢ w sposob skonczony zdefiniowac; niech ich zbiér nazywa si¢ F = &—F. Wyraze-
nie ,,pierwszy sposrod elementéw F definiuje przedmiot K, ktdry zarazem jest ele-
mentem F i nie jest elementem F. Mozna by wigc analogicznie, jak wyzej Konig,
przyjac, ze nie ma mnogosci dobrze uporzadkowanych nieprzeliczalnych.

9. Paradoksem zupetnie analogicznym jest paradoks Berry’ego’. Liczba glosek
w wyrazach wzrasta na ogél w miare jak wyrazaja one coraz to wigksze liczby natu-
ralne. Liczba liczb, ktore dadza si¢ zdefiniowaé za pomoca 100 albo mniej niz 100
glosek (nazwijmy ich zbioér F), jest skonczona. Zatem musza istnie¢ liczby, ktére nie
daja si¢ zdefiniowa¢ za pomoca nie wigcej niz 100 glosek (zbidr ich niech bedzie F).
Migdzy nimi musi si¢ zawiera¢ pierwsza i to najmniejsza, gdyz zbior liczb natural-
nych jest dobrze uporzadkowany wedtug wielkoéci. Zatem wyrazenie ,,najmniejsza
sposrod liczb nie dajacych si¢ zdefiniowac za pomoca nie wigeej niz 100 glosek™ de-
finiuje pewna liczbg, ktora nalezy do zbioru F. Z drugiej strony, liczba ta jako zdefi-
niowana wyrazeniem ujetym w cudzystow, a wigc wyrazeniem skladajacym si¢ z nie
wigcej niz 100 glosek, nalezy do zbioru E. Mozna by stad wywies¢, ze i zbidr liczb
naturalnych nie jest dobrze uporzadkowany. Wtedy paradoks zniknie, powstanie jed-
nak paradoks inny.

69 .
Tamze.
™ por. B. Russell, N. Whitehead, Principia, s. 63 oraz L. Chwistek, Zasada sprzecznosci, s. 13.
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10. Ogolna forma paradoksow grupy drugiej da si¢ w sposob nastepujacy przed-
stawi¢. Niech M bedzie zbiorem definicji — czyniacych zado$¢ pewnym warunkom
¢ — niektdrych tylko elementow zbioru @. Klasa tych elementéw zbioru @ niech sig
nazywa V. Jezeli istnieje takie wyrazenie K, ktore czyni zados¢ warunkom c i okresla
jednoznacznie pewien element zbioru @ nie nalezacy do zbioru V, wowczas przed-
miot przez K zdefiniowany zarazem jest przez definicj¢ ze zbioru M okreslony (ze
wzgledu na form¢ wyrazenia K) 1 nie jest przez definicjg ze zbioru M okreslony, nie
nalezac do zbioru V.

Z formy tej daja si¢ wyprowadzi¢ wszystkie trzy wyzej wymienione paradoksy.
Niech M bedzie zbiorem wszystkich definicji liczb rzeczywistych; warunki ¢ spetnia
dane wyrazenie, jezeli jest definicja liczby rzeczywistej. Wowczas wyrazenie G
z paradoksu Richarda spelnia warunki okreslajace w powyzszej formie K. Tak po-
wstaje paradoks Richarda. Ktadac M identyczne ze zbiorem wszystkich definicji
elementow zbioru dobrze uporzadkowanego @, za$ K z pierwszym elementem zbioru
@-V, otrzymamy paradoks Koniga. Wreszcie, przez zalozenia: M — zbior definicji
liczb naturalnych o nie wigcej niz 100 literach, K — najmniejsza sposrod liczb nie
dajacych sig¢ zdefiniowac za pomoca nie wigcej niz 100 glosek, dochodzimy do para-
doksu Berry’ego.

11. Wyzej sformutowane paradoksy daja si¢ wszystkie sprowadzi¢ do jednej
formy. Jest nia podana w paragrafie 6 forma Russella’’. Widzieliémy, ze mozna ja
traktowac¢ jako schemat paradoksu Russella i Burali-Fortiego, obecnie przekonamy
si¢, ze obejmuje ona soba takze paradoksy grupy drugie;j.

Zatdzmy za u przeliczalny zbior definicji liczb rzeczywistych sktadajacych sig ze
skonczonej ilosci stow (posiada¢ cechg (@ — by¢ definicja liczby rzeczywistej skta-
dajaca si¢ ze skonczonej ilosci stow). Niech p oznacza n-ta cyfre rozwinigcia dzie-
sigtnego istotnie nieskonczonego n-tej liczby zbioru liczb rzeczywistych zdefiniowa-
nych przez elementy zbioru u. Potézmy teraz za f{u) wyrazenie ,,liczba majaca na
miejscu catosei 0, za$ na n-tym miejscu dziesigtnym p+1, jezeli p jest mniejsze od 8,
za$ 1 w wypadku przeciwnym”. Tak okreslone f{u) posiada cechg @ (jest skonczona
definicja liczby rzeczywistej). Dalej, f{u) nie jest elementem zbioru u, bo rdzni sig od
kazdego z nich tym miejscem dziesigtnym [definiowanej liczby], ktérego numer no-
sit dany element w zbiorze u. Wobec tego, skoro w bedzie zbiorem wszystkich defi-
nicji o cesze @ (sktadajacych si¢ ze skonczonej ilosci liter), to f{w) bedzie wyraze-
niem G. Powyzsze wigc zalozenia daja paradoks Richarda.

Zatozenia: u — jaki$ zbior skonczonych definicji elementéw zbioru dobrze upo-
rzadkowanego @ oraz flu) — wyrazenie ,,pierwszy spos$rod nie dajacych si¢ zdefi-
niowa¢ za pomoca zadnego elementu zbioru u element zbioru dobrze uporzadkowa-
nego @” sprowadzaja form¢ Russella do paradoksu Koniga. ,,Posiada¢ cechg ¢’ zna-
czy tu: ,,by¢ skonczona definicja jakiego$ sposrdd elementow [D]”. Kazdy z ele-

"' Odnosniki do stron maszynopisu zastapiono w catym tekscie odwolaniami do numeréw para-
grafow (przyp. red.).
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mentow zbioru u ceche t¢ posiada. Nadto f{u) jest rowniez definicja skonczona jed-
nego z elementéw @, posiada wigc cechg @, a nadto nie jest elementem u. Przy zato-
zeniach tych w oznacza zbior wszystkich przedmiotow o cesze @ tj. wszystkich
skonczonych definicji elementdw zbioru @; flw) jest tedy wyrazeniem ,,pierwsza
sposrod liczb zbioru @, nie dajacych si¢ zdefiniowaé w sposdb skoniczony”, zarazem
wigc posiada @ (jest definicja skoniczona jednego z elementdéw @) i nie posiada @.

Paradoks Berry’ego otrzymamy przez zatozenie: u — jaki$ zbior definicji liczb
naturalnych o nie wigcej niz 100 gloskach, flu) — ,,pierwsza sposrod liczb nie daja-
cych si¢ zdefiniowa¢ za pomoca zadnego z elementdéw zbioru u”, posiada¢ @ — by¢
definicja liczby naturalnej o nie wigcej niz 100 gloskach. Tak wige podana w para-
grafie 6 ogdlna forma Russella jest ogolna forma wszystkich paradoksow.

I

12. Wobec podanej przez nas na wstepie definicji paradoksu, mozemy szukac
rozwiazania paradoksow w dwoch kierunkach. Aby rozumowanie bylo paradoksem
danej nauki, potrzeba i wystarcza, izby z zalozen z punktu widzenia danej nauki
i logiki prawdziwych wynikaty konsekwencje antylogiczne. Skoro za$ tego potrzeba,
aby paradoks powstat, to brak tych wilasciwosci pozbawi rozumowanie charakteru
paradoksalnego. Pierwszy sposob rozwiazania bedzie wige polegal na okazaniu, ze
z zalozen danej nauki — w tym wypadku teorii mnogos$ci — rezultat antylogiczny
nie wynika, drugi na wykazaniu, ze zatozenia, na ktorych si¢ paradoksalny rezultat
opiera, z punktu widzenia teorii mnogosci lub ogdlnologicznego nie sa dopuszczalne.

Pierwszy sposOb rozwiazania nazwiemy rozwiazaniem wilasciwym, drugi — usu-
nigciem paradoksu. Naturalnie, mozliwa jest kombinacja obu tych typow rozwiazan.
Rozwiazania te sa jednak wszystkimi mozliwymi, albowiem trzecia mozliwos¢, pole-
gajaca na okazaniu, ze rezultaty nie sa antylogiczne, sprowadza si¢ do tego typu roz-
wiazania, ktore nazwali$§my rozwiazaniem wilasciwym paradoksu. Okazujac bowiem,
ze dane rozumowanie nie prowadzi do wyniku antylogicznego, okazujemy, ze albo re-
zultatu tego rozumowania w ogoble nie ma, albo Ze nie jest on antylogiczny; ze wigc
w zadnym razie rezultat nie jest antylogiczny; ale i odwrotnie, jesli okazemy, ze rezul-
taty rozumowania nie sa antylogiczne, okazujemy tym samym, ze sady antylogiczne
nie moga by¢ rezultatem danego rozumowania. Tak wigc wymieniony trzeci mozli-
Wy sposob rozwiazania paradoksow sprowadza si¢ do pierwszego jako rownowazny.

13. Pierwszym z rozwiazan, ktorymi si¢ zajmiemy, jest rozwiazanie Poincarégo’”.
Powotluje si¢ on tam na rozwiazanie, ktorym Richard zakonczyt artykut publikujacy

2 H. Poincaré, Les mathématiques et la logique, ,,Revue de Méthaphysique et de Morale” 14(3),
1906, s. 307n. Rzecz ta zostala w skroceniu przedrukowana w zbiorze: H. Poincaré, Nauka i metoda
(thum. M. H. Horwitz), naktad Jakdba Mortkowicza, G. Centnerszwer i ska, Warszawa 1911; Ksig-
garnia H. Altenberga, Lwow 1911.
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jego paradoks. Sadzi on wprawdzie, ze rozwiazanie to tylko powtarza, atoli podaje
rozwiazanie inne.

W rozdziale owego artykutu zatytulowanym ,,La vraie solution” podaje Poincaré
dwa rozwiazania. Jedno z nich zarzuca paradoksom quaternio terminorum. Zdaniem
Poincarégo, wszystkie paradoksy powstaja przez to, iz raz definiuje sie zbior E” ja-
ko obejmujacy wszystkie elementy o pewnej cesze @, w ktorych nie moze si¢ zawie-
ra¢ pojecie samego zbioru E, a nastgpnie o tym zastrzezeniu zapominamy i, zdefi-
niowawszy G posiadajace ceche @, ale powotujace si¢ na E, zaliczamy je bezprawnie
do zbioru E, pojmujac (bez zastrzezen) tym razem przez E zbiér elementow posia-
dajacych ceche @. Wige w paradoksie Richarda E sktada si¢ z tych skonczonych de-
finicji liczb rzeczywistych, ktore nie powotuja si¢ na E™. Wyrazenie za$ G, okreslo-
ne w paragrafie 7, wprowadza pojecie zbioru E. Podobniez w paradoksach Koniga
i Berry’ego zbior E ma si¢ sktada¢ ze skonczonych (wzglednie nie wigcej niz 100-
gloskowych) definicji, ale takich, ktore nie wprowadzaja pojgcia £; zatem kwestio-
nowane wyrazenie G — ,,najmniejsza sposrod liczb nie dajacych si¢ zdefiniowac
w sposob skonczony” (wzglednie ,,...za pomoca nie wigcej niz 100 glosek™) — nie
moze naleze¢ do zbioru E, a jesli je mimo to do E zaliczamy, to czynimy to przez
quaternio terminorum, podsuwajac za zbidr E, majacy si¢ sktadaé¢ ze skonczonych
— ale nie wprowadzajacych pojecia zbioru £ — definicji, taki zbiér £, w ktorym za-
strzezenie o niewprowadzaniu pojecia £ odpada.

Podobnie ma si¢ rzecz z paradoksem Burali-Fortiego. Zbior W jest zdefiniowany
jako zbidr tych liczb porzadkowych, w ktorych definicji nie jest uzyte pojgcie W.
Typ za$ porzadkowy ¢ mnogosci W nie nalezy do W, poniewaz w definicji jego jest
uzyte pojgcie zbioru W. A jesli ¢ do W zaliczamy, to dzieje si¢ to przez zmiang
w znaczeniu, jakie nadajemy W.

Wreszcie w paradoksie Russella dzielimy klas¢ M wszystkich klas, w ktorych de-
finicji nie zawiera si¢ pojecie klasy M, na czg§¢ X klas sobie podporzadkowanych
i czg$¢ Y klas sobie niepodporzadkowanych. Dlatego tez nic dziwnego, jesli klasa Y
— klasa wszystkich klas sobie niepodporzadkowanych — ani nie nalezy do X, ani do
Y. Nie nalezy ona bowiem w ogoéle do M, bo powoluje si¢ na M, a wigc tez do zadnej
czedci M nie nalezy, a jesli ¥ mimo to do M zaliczamy, to zapominamy o zastrzeze-
niu, ze zaden z elementdow zbioru M nie moze zawieraé w swej definicji pojgcia M.
Y za$ jest zdefiniowane jako klasa tych wszystkich elementéw zbioru M, ktére nie sg
sobie same podporzadkowane, a wigc w jego definicji zawiera si¢ pojgcie zbioru M.

Na taki sposob rozwigzania mozna by odpowiedzieé, ze jest to raczej przekrgcenie
paradoksu niz rozwiazanie. Nikt bowiem zastrzezenia o nieuzywaniu pojgcia zbioru
w (z formy Russella) do definicji jego elementéw w paradoksach nie wprowadza. Prze-
ciez w np. jest zbiorem wszystkich liczb porzadkowych, bez wszelkich ograniczen;

7 E jest tu rozumiane jako zbior definicji, a wigc inaczej niz w sformutowaniu Richarda, w kto-
rym E to odpowiedni zbior liczb rzeczywistych (przyp. red.).
™ U Richarda E to odpowiedni zbidr liczb rzeczywistych (przyp. red.).
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ogoblnie w formie Russella jest w zbiorem wszystkich przedmiotow o cesze @, bez
wszelkich ograniczen. Poincaré za$ zaklada, ze zbior w jest zbiorem wszystkich przed-
miotéw o wlasciwosci @ procz tych, ktore zawieraja w definicji samo pojecie w. Zda-
niem jego jest takie zastrzezenie konieczne, poniewaz w razie przeciwnym popehiliby-
$my inny blad formalny — circulus in definiendo. Definicje, ktére ten blad formalny
popetniaja, nazywa Poincaré ,,niepredykatywnymi”. Definicja niepredykatywna jest to
taka definicja, ktora okre$la A przez jego stosunek do B, ktére zndéw jest okresSlone
przez stosunek do A. Definicja taka nic nie okresla, nie znaczy to jednak, zeby okreslata
klasg pusta — nie okresla ona nic, zatem tez i zadnej klasy (jedynie wyrazenie; klasa
przez definicj¢ niepredykatywna okreslona, okresla klasg pusta).

Gdyby zbioér w, o ktorym mowa w paradoksach, byt okreslony jako zbior wszyst-
kich przedmiotow o cesze @bez wzgledu na to, czy ich definicja zawiera pojecie catego
zbioru, czy nie, wowczas definicja w bytaby niepredykatywna (bo wowczas w musia-
loby zawiera¢ owe przedmioty paradoksalne powotujace si¢ na w), zatem nic by nie
okreslata i paradoks nie mogtby powstacé, operujac pustymi dzwigkami, ktore nic nie
znacza.

Kazda definicja jest, wedtug Poincarégo, pewna klasyfikacja””. Mianowicie kla-
syfikacja polegajaca na oddzieleniu przedmiotéw spetniajacych definicj¢ od pozo-
statych (jezeli definicja odbywa si¢ per genus proximum et differentiam specificam,
oddziela ona elementy generis proximi posiadajace differentiam od pozostatych).
Atoli klasyfikacja pewnej klasy nie moze by¢ gotowa, poki nie rozwazymy wszyst-
kich przedmiotoéw tej klasy i nie zbierzemy wszystkich spetniajacych definicje (,,La
classification ne pourra étre définitive que lorsque nous aurons passé en revue toutes
les phrases de moins de cent mots” méwi Poincaré o paradoksie Berry’ego’®). Tym
samym kazda definicja jako klasyfikacja wymaga rozwazenia wszystkich przedmio-
tow spetniajacych definicje. Jezeli tedy niektore przedmioty wymagaja pojecia defi-
niowanego, to proces definiowania nigdy si¢ nie skonczy.

Pomijajac owe ogolne uwagi o definicji, mozemy stwierdzi¢, ze wedtug Poincar-
égo zbior nie jest zdefiniowany, jezeli jeden chocby z jego elementow nie jest zdefi-
niowany. Jezeli tedy zbiér sktada si¢ z elementow, ktore zakladaja pojecie samego
zbioru, wowczas ani definicja elementu, ani catego zbioru nie da si¢ przeprowadzié.
Jesli tedy okreslamy dany zbidr w, to zawsze jako zbidr tych przedmiotéw o cesze @,
ktore nie zaktadaja pojecia w. Cytowane wyzej artykutly Poincarégo sa bardzo popu-
larne, ale mimo to, czy tez dlatego, niejasne. Dlatego tez (przynajmniej w czeSci
dlatego) i referat powyzszy nie jest Scisly, atoli o ile mys$l Poincarégo zostata w nim
uchwycona, to stwierdzi¢ musimy, ze projektowane rozwiazanie Poincarégo nie jest
wolne od btedu.

Zbiér w ma by¢ koniecznie okre$lany jako zbior tych przedmiotéw o cesze @,
ktore nie odwoluja si¢ do w, inaczej definicja bedzie niepredykatywna. Rzuca si¢

> H. Poincaré, La logique de I'infini, ,,Revue de Méthaphysique et de Morale” 17(4), 1909, s. 465.
" Tamze, s. 462 (przyp. A.H.).
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jednak w oczy, ze definicja proponowana przez Poincarégo jest par excellence nie-
predykatywna. w jest okreslone przez pojgcie (B) — ,,zbidr przedmiotdéw o cesze @,
ktore nie odwotuja si¢ do w”. Atoli pojecie to, (B), jest okreslone (migdzy innymi)
przez swoj stosunek do w. Wprost przeciwnie, tego wlasnie odwotywania si¢ do w
unikaja krytykowane przez Poincarégo definicje.

Wobec tego, o ile krytyka definicji niepredykatywnych jest stuszna, wowczas
przesunigcie, jakiego Poincaré uzywa, aby wykazaé quaternio w dowodach paradok-
sow, nie bedzie bynajmniej dyktowane konieczno$cia unikania petitionis principii.
Jezeli bowiem blad petitionis principii tkwi w pojeciach zalozonych w paradoksach,
to tkwi on nie mniej w proponowanych przez Poincarégo pojeciach zastgpczych.

Musimy zwrdci¢ uwage na wieloznacznos$¢ pojecia definicji niepredykatywnych.
Jezeli (1) niepredykatywne definicje sa definicjami okre$lajacymi pojecie 4 przez
jego stosunek do B, ktorego inaczej nie mozna okresli¢ jak przez A, wowczas w zu-
petnosci przyzna¢ musimy stuszno$¢ oceny, jaka Poincaré o takich definicjach wy-
glasza. Nie ma jednakze Poincaré stusznosci, jesli niepredykatywnymi nazywa defi-
nicje (2) okreslajace A jako pozostajace w pewnym stosunku do B, ktore jest zdefi-
niowane (lub daje sig, za$ nie musi) przez jego stosunek do 4. Okre$lmy np. zbior
cyfr jako zbior {1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9}, za$ 9 jako najwigkszy element tego zbioru;
woweczas ta definicja 9 bylaby niepredykatywna, a wigc nic by nie okreslata. Powta-
rzam, ze gdyby inaczej zbioru cyfr okresli¢ nie bylo mozna jak przez wyliczenie
elementow, wowczas krytyka Poincarégo bytaby uzasadniona, atoli definicja 9 jako
najwickszej sposrod zbioru cyfr nadaje wyrazowi ,,9” jednoznaczny sens, a to dlate-
g0, ze pojecie zbioru cyfr daje si¢ inaczej niz przez wyliczenie elementéw okreslic.
Jezeli A jest zdefiniowane przez B, ale posiadamy kryterium pozwalajace stwierdzié,
czy cos$ jest B, czy nie, niezaleznie od A, wowczas moze oprocz tej definicji (takie
obustronne — pozytywne i negatywne — kryterium jest definicja) istnie¢ dowolnie
wiele definicji okreslajacych B przez jego stosunek do 4, a mimo to bedzie A przez
swoj stosunek do B wystarczajaco okreslone.

Gdyby wyrazenie ,,definicja niepredykatywna” posiadato sens drugi (2), wow-
czas kazda definicja bylaby niepredykatywna. Kazda bowiem polega na ustosunko-
waniu definiowanego 4 do pewnego B, ale to B pozostaje zawsze w pewnym jedno-
znacznym stosunku do A4, bo kazda definicja musi si¢ da¢ odwrocié, zatem daje sig
przez A okreslic.

Aby okaza¢, ze definicje, na ktorych si¢ opieraja paradoksy, sa niepredykatywne
w znaczeniu drugim, wystarczy uwaga, ze zbiory daja si¢ definiowac przez og6t
elementow. Ta okolicznos$¢ jednak, ze definicje te sa niepredykatywne w znaczeniu
drugim, zdaniem naszym bynajmniej nie decyduje o ich poprawnosci. Na to, aby je
wykluczy¢ sposrod definicji poprawnych, trzeba udowodni¢, ze definicje te sa nie-
predykatywne w znaczeniu pierwszym. Zdaje mi si¢, ze definicje uzyte faktycznie
w paradoksach, o ile odwolujq sie do poszczegolnych elementow, sa niepredykatyw-
ne w znaczeniu pierwszym, gdyz migdzy tymi elementami znajduja si¢ i takie, kto-
rych inaczej jak przez ich pewna relacjg do catego zbioru okresli¢ nie mozna.
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Pojecie np. G'” w paradoksie Richarda nie daje si¢ — zdaje si¢ — inaczej okre-
§li¢ jak przez odwotanie sie do calego zbioru E’*. Mimo to pojecie zbioru E nie jest
skazane na wykluczenie z zakresu poje¢ poprawnie zdefiniowanych. Pojecie zbioru
E daje si¢ bowiem zdefiniowaé bez odwotywania si¢ do pojecia G. A tym samym
i pojecie G nie zawiera blednego kota. Wedtug Poincarégo — wobec uwag dotycza-
cych klasyfikacji i zwiazanej z nia definicji — jest to jednak niemozliwe. Albowiem
kazdy zbidr jest dopiero wtedy okreslony, gdy wszystkie przedmioty nalezace do te-
go zbioru zostaty rozwazone. Tak wigc zdaniem Poincarégo zbiér E nie mogiby by¢
zdefiniowany niezaleznie od swego elementu G.

Atoli nie decyduje to o samym pojeciu, mozna je bowiem okresli¢ takze, nie od-
wolujac si¢ do poszczegdlnych elementow. Innymi stowy, kwestionuje zatozenie, ze
zbior moze by¢ jedynie wtedy okreslony, gdy okre$lone sa jego elementy. Poucza nas
bowiem praktyka, ze nader czgsto definiujemy zbiory, nim jeszcze okreslone zostaly
elementy. Nadto, gdyby tak byto, woéwczas nie mogliby$my nigdy definiowac¢ liczb ja-
ko najwigkszych lub najmniejszych [elementéw] danego zbioru, poniewaz kazda z tych
definicji bytaby niepredykatywna. Zermelo zauwaza”, Ze ze stanowiska, jakie zajmuje
Poincaré, nie mozna by moéwi¢ o maksimum lub minimum pewnej ograniczonej mno-
gosci, a tym samym mylnymi bylyby dowody matematyczne, ktore tymi pojeciami si¢
postuguja, jak np. Cauchy’ego dowodd podstawowego twierdzenia algebry®.

7 W maszynopisie: ,,Pojecie np. zbioru G

® Wydaje sie, ze w akapicie tym (dopisanym recznie na oddzielnej kartce) E jest ponownie ro-
zumiane jako zbior definicji, a nie jako odpowiedni zbior liczb rzeczywistych. Jesli jednak E to
zbior liczb (jak u Richarda), to rowniez wyrazenie ,,G” odnosi si¢ tu do liczby N, a nie do jej defini-
cji (przyp. red.).

" E. Zermelo, Neuer Beweis fiir die Méglichkeit einer Wohlordnung, , Mathematische Annalen”
65(1), 1908, s. 117.

% Poincaré przyznaje (Réflexions sur les deux notes précédentes, ,,Acta Mathematica” 32(1),
1909, s. 199), ze gdyby jego teoria uniemozliwiata tak powszechnie w matematyce przyjete dowo-
dy, to byltoby to cigzkim zarzutem przeciwko niemu. W dowodzie Cauchy’ego, ze F(x) = 0 posiada
zawsze pierwiastek, zauwaza sig, ze (F(x)) jest stale dodatnie i ze stale ma minimum, Ze dalej funk-
cja ciagta dosigga swojego minimum, i wreszcie dowodzi sig, ze (F(x)) nie ma innego minimum jak
0, skad wynika, iz istnieje taki punkt dla ktérego (F(x)) = 0. Mowi sig¢ w tym dowodzie o: I° zbiorze
E wartosci (F(x)), I1° jednej z tych wartosci e, ktora jest mniejsza niz wszystkie inne, I1I° odpowied-
niej wartosci x. Definicja e figurujaca w tym dowodzie jest niepredykatywna; e bowiem okreslamy
przez jego stosunek do catego zbioru E, za$§ zbior — wedlug zatozenia — jest okreslony przez
wszystkie poszczeg6lne elementy. Pojecie e musiatoby by¢ zarazem wczesniejsze od E 1 pozniejsze.
Poincaré sadzi jednak, ze zarzutowi temu moze si¢ jego zalozenie oprze¢. Postuguje si¢ przy tym
nastgpujacym przeksztalceniem dowodu. Niech x bgdzie zmienna niezalezna; niech y bedzie jaka-
kolwiek wartoscig x, ktorej czgs¢ rzeczywista i urojona sg liczbami wymiernymi. Niech E' bedzie
zbiorem wartosci (F(y)). Niech e bgdzie minimum zbioru E'. Dowodzi si¢ dalej, ze istnieje taka
warto$¢ x niewymierna w ogole i taka, ze (F(x)) = e, i ze e nie moze by¢ rézne od 0. Tym sposobem
unikneliSmy blednego definiowania, albowiem w definicji e wystgpuje wylacznie pojgcie zbioru E'.
Mimo jednak uratowania tego dowodu, pozostaje w mocy zarzut, wedtug ktérego stanowisko Poi-
ncarégo wyklucza definiowanie liczb jako najwigkszych lub najmniejszych elementéw zbioru.
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Wreszcie, oprocz powyzszych argumentow, praktyka nas poucza, ze doskonale
rozumiemy i znakomicie zdefiniowa¢ mozemy pojgcia réznych zbiorow nieprzeli-
czalnych, jakkolwiek na pewno istnieje nieprzeliczalna nawet mnogos$¢ elementow
zbioru, ktore si¢ zdefiniowac nie dadza.

Wszystko to wskazuje na to, ze zbiory w, o ktore chodzi w paradoksach, nie mu-
sza by¢ okreslone niepredykatywnie. Skoro zas np. zbidr £ moze by¢ zdefiniowany
inaczej niz przez elementy, to i owo G, ktére w paradoksie Richarda wystepuje, nie
jest zdefiniowane niepredykatywnie w sensie pierwszym. Definicja G bowiem po-
wotuje si¢ wprawdzie na E, ale £ moze by¢ inaczej okre$lone niz przez kazdy z jego
elementdw, a wigc niec wymaga uprzedniego okreslenia kazdego e, a wigc 1 G.

Reasumujac: quaternio terminorum zawieraja tylko dowolnie®' przez Poincarégo
przeprowadzone przekrecenia paradokséw. Przesunigcie sprawy nie tylko nie jest uza-
sadnione, ale samo zawiera btad. Petitio principii zawieraja definicje poje¢ zaktadane
przez paradoksy tylko przy zatozeniu, ze elementy sa przez zbior zaktadane. Zatozenie
to jednak jest nie tylko nieuzasadnione, ale nawet sprzeczne z wieloma powszechnie
przyjetymi sposobami definiowania. Nalezy uczynié nastgpujace zastrzezenie. Jesli pe-
titio principii w definiowaniu ma by¢ w ogole blgdem, woéwczas nie moze ono polegaé
na tym, ze A4 jest prius logicznym B, za$ B prius logicznym A. Oba te stosunki moga
bowiem zarazem zachodzi¢. Wspolczesnos¢ bowiem logiczna, czyli rownowaznosé
przedmiotow A i B, polega wlasnie na tym, ze oba przedmioty sa dla siebie wzajemnie
prius-ami. Bledem jest petitio, jezeli w jakis sposob czasowo (czy w ogole [w sposob]
nieodwracalny™) musiatoby 4 by¢ przed B, za$ B przed A. W naszym wypadku petitio
principii polega¢ by moglo np. na tym, ze kryterium, czy co$ jest G, byloby zalezne od
kryterium, czy co$ jest E, i odwrotnie. Czyli wiedzie¢ mogliby$my, ze x jest G, gdyby-
smy wiedzieli wprzdd, czy y jest E, atoli to moglibysmy wiedzie¢ dopiero wtedy, gdy-
bysmy wprzdod wiedzieli, ze x jest G. Tak wigc wiedza nasza o tym, czy x jest G, nie
moglaby si¢ nigdy zacza¢. W tym $wietle jasniej przedstawi si¢ niestuszno$¢ pogladu,
ze wszystkie elementy musza by¢ przed zbiorem zdefiniowane.

14. Inny btad wytyka paradoksom Richard, ale zarzut swoj odnosi jedynie do
swego paradoksu. Twierdzi on®™, Ze sprzecznos¢ zawarta w jego paradoksie jest po-
zorna. Zwro¢my sig¢ — mowi Richard — do tabeli naszych kombinacji (patrz wyzej,
paragraf 7) przed wykresleniem z niej tych, ktore zadnych liczb nie definiuja. Grupa
liter G jest jednym z tych uszeregowan, zatem znajdzie miejsce w naszej tablicy. Ale
w miejscu, w ktorym G sig znajdzie, nie bgdzie ono miato sensu. Chodzi tu bowiem
o zbior E, a ten dotad nie jest okreslony. Sensu nabierze grupa G dopiero, gdy E sta-

81 W maszynopisie: ,,dowolne” (przyp. red.).

82 Uwaga umieszczona tutaj w nawiasie zostala w maszynopisie dopisana recznie migdzy wier-
szami (przyp. red.).

8. Richard, Lettre a Monsieur le rédacteur de la Revue Générale des Sciences, ,,Acta Mathe-
matica” 30(1), 1996, s. 296.
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nie si¢ okreslone, za$ tego mozna dokonaé tylko przez nieskonczenie wiele liter. Nie
ma zatem Sprzecznosci.

Zacytowalem prawie dostownie odpowiedni ustep. Mozna by si¢ dopatrywaé
w nim tej mysli, ze G nie ma sensu, poki go £ nie nabierze, ale sensu nabierze E, gdy
G sens posiadzie. Tak rozumie to Poincaré. Atoli nie sadzg, zeby taka byla mysl
Richarda. Wzmianka o tym, ze £ moze by¢ tylko przez nieskonczenie wiele liter
okreslone, wskazuje na co$ innego. Mianowicie G jest definicja, ktora jednak jest
niezupelna, poniewaz wystepuje w niej symbol E. Otoz, aby G stalo si¢ definicja,
nalezy don wstawi¢ ten system liter, ktory definiuje E. Ale ten sktada si¢ z nieskon-
czenie wielu liter. Zatem G, o ile sens posiada, sktada si¢ z nieskonczenie wielu liter.
Stad liczba N przez G zdefiniowana na pewno nie nalezy do liczb zdefiniowanych
przez elementy E¥, nie tylko z powodu znaczenia G, ale tez i z powodu formy tego
wyrazenia. Paradoksu wigc nie ma.

Aby wzgledem tego rozwigzania zajac stanowisko, wystarczy zauwazy¢, ze myl-
ne jest zatozenie, jakoby definicja £ musiata si¢ sktada¢ z nieskonczenie wielu liter.
Wszakze sam Richard temu przeczy; czytamy bowiem: ,Je vais définir un certain
ensemble de nombres, que je nommerai 1’ensemble £ a 1’aide des concidérations su-
ivantes”®. Po stowach tych nastepuje ustep sktadajacy si¢ z pigtnastu wierszy, po
czym nastepuja rozwazania nad mnogoscia zbioru £. W owych pigtnastu wierszach
zawiera si¢ tez definicja E, zgodnie z zacytowana przeze mnie zapowiedzia. Jakzeby
bowiem zreszta inaczej mogt Richard rézne wiasciwosei tego zbioru £ wykrywac,
gdyby nie podat jego definicji. Ze za§ w pietnastu wierszach miesci si¢ na pewno
skonczona ilo$¢ liter, przeto E daje si¢ w sposob skonczony zdefiniowac, wige tez
i G jest definicja skonczona, zatem z powodu swej formy nalezy do E, za$ przez swa
tre$¢ do E nie nalezy.

U podstaw lezy tu ten sam — zdaje si¢ — btad co u Poincarégo. Skoro £ ma by¢
zbiorem nieskonczonym, to musi si¢ jego definicja sktada¢ z nieskonczonej liczby
liter, bo musi dotyczy¢ wszystkich elementow zbioru. Krytyke tego pogladu staratem
si¢ podac wyzej.

15. Podobnie do Poincarégo, upatruje Russell btad paradokséw w pewnego ro-
dzaju blednym kole®. Dla unikniecia blednych definicji wiodacych do paradoksu
stworzyl Russell tzw. teorig typow logicznych. Aby jednak moc zreferowaé poglady
Russella, nalezy wprzod wyjasnié szereg pojec.

Pojeciem najwazniejszym jest pojecie funkcji propozycjonalne;j. ,,Przez »funkcje
propozycjonalnag« — moéwi Russell — nazywam co$, co zawiera zmienna x i wyraza
sad, ilekro¢ pewna warto$¢ zostanie za x zatozona. [...] Np. »x jest czlowiekiem«

% A wige E jest tu rozumiane jako zbiér definicji, podczas gdy u Richarda E to odpowiedni
zbior liczb rzeczywistych (przyp. red.).

% Tamze, s. 295 (przyp. A.H.).

8 B. Russell, La théorie des types logiques, ,Revue de Métaphysique et de Morale” 18(3),
1910, s. 263-301 oraz B. Russell, A. N. Whitehead, Principia, t. 1, s. 63n.
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albo »sin x = l« s to funkcje propozycjonalne”. Podobnie jak w matematyce, zmienna,
ktora w funkcji propozycjonalnej wystgpuje, nazywa si¢ jej argumentem, sady zas,
ktore z funkcji powstaja przez zalozenie roéznych warto$ci za argument, nazywaja si¢
warto$ciami funkcji. Funkcje propozycjonalne bedziemy oznaczaé przez f(%), p(%),
... itp. 1 odréznia¢ od nieoznaczonej wartosci funkcji znaczonej przez f(x), ¢(x), ...

Roéznice te mozna uchwycié, jesli sie zwazy, ze f{X) nie jest zadng zmienna, pod-
czas gdy przeciwnie f{x) jest zmienna. Dlatego tez, gdy moéwimy: ,f(x) jest sadem”,
wydajemy funkcje propozycjonalna, ktora zreszta si¢ sprawdza dla wszelkich warto-
$ci x. Gdy jednak mowimy ,f{¥) jest funkcja propozycjonalna”, nie wydajemy funk-
cji, ale catkiem oznaczony sad. Otoz twierdzi Russell, ze funkcja nie posiada sensu,
jesli p(a), p(b), p(c), ..., tj. kazda z jej mozliwych wartosci, nie jest okreslona. Wy-
nika stad, ze zadna funkcja nie $mie posrod swych wartosci zawiera¢ czegos, co by
zakladalo sama funkcje. Gdyby bowiem tak bylo, nie mogliby§my uwaza¢ przed-
miotéw oznaczonych wieloznacznie przez funkcje (tj. wlasnie wartosci funkcji) za
okreslone, jak tylko pod tym warunkiem, ze sama funkcja bytaby okreslona, podczas
gdy przeciwnie — jak zeSmy wilasnie widzieli — funkcja nie moze by¢ zdefiniowa-
na, jak tylko pod warunkiem, ze jej wartosci sa okreslone.

Wynika stad dalej, ze zadna warto$cia argumentu®’ funkcji nie moze by¢ cos, co
ja samo zaktada. Albowiem wtedy istnialaby wartos¢ funkcji, ktora by zalezata od
samej funkcji, a to, zdaniem Russella, by¢ nie moze. Nazwiemy tez argumenty, dla
ktorych fiX) posiada sens, mozliwymi warto$ciami dla x. Jest to pierwszy, a zarazem
najwazniejszy wypadek zasady blednego kota (vicious circle principle) majacej roz-
wiaza¢ paradoksy. Zasadg t¢ formutuje Russell w tych stowach:

Uwazajmy grupg przedmiotow taka, ze gdybysmy o niej przypuscili, Zze da si¢ uja¢ w catosé, to
musiataby zawiera¢ czlony, ktore zaktadaja owa calos$¢; otdz taka grupa nie daje si¢ uja¢ w ca-
tos¢. Mowiac zas, ze pewna grupa nie daje si¢ uja¢ w catos¢, chcemy przede wszystkim wyra-
zi¢, Ze nie mozna nic z sensem orzec o wszystkich jej cztonach®.

Wiasnie zbior wartosci funkcji stanowi w wyzej wymienionym wypadku zbior
nie dajacy si¢ uja¢ w catos¢. Twierdzi dalej Russell, Zze nie tylko nie moze funkcja
SIX) miec siebie samej lub jakiego$ od niej pochodzacego wyrazenia za argument, ale
jesli dwie funkcje @(2) i w(2) dla jakiego§ a maja sens, to nie moga by¢ dla siebie
wzajemnie argumentami i nie moga mie¢ zadnego terminu wspolnego z funkcja, dla
ktdrej obie moga by¢ argumentem. Wobec powyzszego twierdzenia, ze zadna funkcja
nie moze mie¢ nic od siebie zaleznego za argument, staje si¢ to jasne. Nawet mozemy
twierdzi¢, ze zadne dwie funkcje nie moga by¢ dla siebie wzajemnie argumentami.
Gdyby bowiem ¢(2) byto mozliwym argumentem w(Z), woéwczas wobec tego, ze
funkcja zalezy od swych warto$ci, funkcja y(2) zalezataby od w{p(2)}, a wiec i od
»(2), a jako taka nie moglaby by¢ argumentem dla ¢(2). Tym sposobem powstaje zada-

87 Czyli warto$cia odpowiedniej zmiennej, np. x w f{x) (przyp. red.).
8 B. Russell, La théorie des types, s. 264 (przyp. A.H.).
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nie, aby utworzy¢ hierarchi¢ funkcji zaleznie od tego, jakie sa ich mozliwe argumenty,
aby utworzy¢ grupy funkcji dajace sig uja¢ w catos¢ (étre totalisé, have a total).

Jesli tedy bede przez a rozumiat przedmioty proste — indywidua — a wigc co-
kolwiek, co nie jest sadem ani funkcja propozycjonalng, wowczas — jak si¢ zdaje —
bede mogt utworzy¢ najnizsza klas¢ w hierarchii funkcji propozycjonalnych, zali-
czajac do niej takie funkcje, ktore maja sens dla argumentéw a. Dalej, do drugiej
klasy zaliczymy wszystkie te funkcje, ktorych mozliwymi argumentami sa funkcje
klasy pierwszej; itd. Atoli ten sposob tworzenia hierarchii ,,typéw logicznych” jest
niemozliwy. A to dlatego, poniewaz wyrazenie ,,zbidr wszystkich funkcji, ktorych
mozliwym argumentem jest x” (gdzie x jest jakakolwiek zmienna) nie ma sensu. Po-
mys$lmy bowiem funkcje f{p(X), x) dwoch zmiennych — (%) i x. Zatwierdzmy ja dla
wszelkich mozliwych wartosci ¢. Otrzymujemy tym sposobem funkcj¢ jednej
zmiennej x, ¢ flp(X), x)*.

Mamy tu do czynienia z funkcja x, ale wobec tego, ze funkcja ta zawiera zbior
catkowity funkcji ¢(X), przeto nie moze by¢ sama w tym zbiorze zawarta z powodu
zasady blednego kota. Wynika stad, ze zbiér wszystkich wartoéci ¢(X), o ktorym
mowa w wyrazeniu ¢ flp(X), x), nie jest zbiorem wszystkich funkcji, w ktérych x
moze wystgpowac jako argument i ze nie ma wcale zbioru wszystkich funkcji, w kto-
rych x moze wystegpowaé jako argument. Trzeba wigc typy ograniczy¢ w ten sposob,
aby klasa sktadajaca si¢ z funkcji o danych mozliwych argumentach, nie zawierata
funkcji odwotujacych sig do catego typu. Te funkcje, ktore odwotuja si¢ do jakiegos
zbioru funkcji, zawieraja jako zmienna pozorng funkcjg¢ danego zbioru. Funkcje, kto-
re nie zawieraja zadnych zmiennych pozornych nazywa Russell matrycami.

Pierwszymi matrycami beda te, w ktorych jako zmienne wystapia tylko zmienne
o zakresie indywiduéw. Matryce te nazwiemy matrycami pierwszego rzgdu. Zamie-
niajac niektore lub wszystkie zmienne w nich wystgpujace na pozorne, nie wykro-
czymy przeciw wyzej sformutowanemu postulatowi, aby funkcja nie odwotywala si¢
do calego zbioru funkcji, albowiem te zmienne pozorne, o ktorych wyzej mowa, bg-
da odwotywaly si¢ tylko do zbioru indywidudéw. Matryce pierwszego rze¢du i funkcje
z nich otrzymane nazwiemy funkcjami rzedu pierwszego. Znaczy¢ je bgdziemy, pi-
szac: ¢!(X). Funkcjami rzedu drugiego nazwiemy te funkcje, ktore miedzy swymi
argumentami zawieraja zmienne, ktérych wartosciami sa funkcje rz¢du pierwszego
i zadne inne jak tylko funkcje rzedu pierwszego, i zmienne o zakresie indywidudw;
za$ matrycami rzedu drugiego — takie funkcje rzedu drugiego, ktoére nie zawieraja
zadnych zmiennych pozornych. Ogdlnie, funkcje rzedu n beda to funkcje, ktore jako
argumenty beda zawieraly zmienne, ktorych warto$ciami sa funkcje rzgdu n—1 i zad-
ne inne [funkcje] jak tylko te, oraz zmienne, ktérych warto§ciami sa funkcje rzedu

¥ Przez ,x.p(x)” oznaczamy sad: y jest prawda dla wszystkich x, przez ,,((k) w(x)” — w jest
prawda dla niektérych x. Negacj¢ sadu p znaczymy ,,~p”. W naszym wypadku zmienna jest funkcja
¢ (nie jej nicoznaczona warto$¢). Kiedy co$ twierdzimy lub przeczymy o wszystkich lub niektoérych
przedmiotach danej zmiennej, wowczas zmienna ta nazywa si¢ pozorna, albowiem funkcja staje si¢
ze wzgledu na t¢ zmienng sadem.
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nizszego niz n—1 lub indywidua (naturalnie nie musza by¢ stopnie nizsze niz n—1 ko-
niecznie reprezentowane).

Wazne jest jeszcze pojecie funkcji predykatywnej. Funkcje predykatywne rzedu
n sg to funkcje, w ktorych jako zmienna rzeczywista wystgpuje przynajmniej jedna
funkcja rzedu n—1 dla n wigkszych od 1, za$ funkcjami predykatywnymi rzedu
pierwszego sa funkcje, w ktérych wystgpuje jedna przynajmniej zmienna rzeczywi-
sta o zakresie indywiduow.

Uwazajmy funkcjg, ktorej jedynym argumentem jest indywiduum. Funkcja ta zaktada co naj-
wyzej calkowity zbior indywidudw, [...] ale zadnego zbioru funkcji. Jezeli jednakze zawiera
jakas$ funkcj¢ jako zmienng pozorna, to nie moze by¢ zdefiniowana, poki nie jest zdefiniowany
pewien zbiér funkcji”.

Kazda funkcja rzedu n zaktada catkowity zbior funkcji rzedu n—1, n-2, ..., 2, 1
oraz zbior indywidudw, wszystko to bowiem stanowi zakres jej mozliwych zmien-
nych, a ten musi by¢ okreslony, jezeli funkcja ma by¢ okreslona.

Jest rzecza oczywista i na zadna krytyke nie powinno zdaniem Russella natrafié,
ze jezeli w funkcji zawiera si¢ zmienna pozorna danego rzedu, to oczywiscie musi
by¢ okreslony catkowity zakres funkcji danego rzedu, do ktérego nalezy funkcja wy-
stepujaca jako zmienna pozorna. Stad wywodzi Russell wniosek, ze w Zadnej dane;j
funkcji rzedu n nie $mie wystgpowaé jako zmienna pozorna funkcja n rz¢du. Albo-
wiem wowczas owa dana funkcja n rzedu zakladataby sama siebie dla wtasnej defi-
nicji, przez co definicja jej nigdy do skutku dojs¢ by nie mogta. W hierarchii typow
Russella wypadek taki jest niemozliwy, albowiem jesli funkcja zawiera jako zmienna
pozorna funkcje rzedu n, to sama przeto staje si¢ funkcja n+1. Teoria typdw usuwa
tez mozliwo$¢, aby funkcja danego rzedu posiadata za argument funkcjg tego same-
go lub wyzszego rzedu.

Nalezy wreszcie zauwazy¢, ze hierarchia typow jest wzgledna, tj. zalezy od tego,
ktory typ logiczny uznamy za najnizszy.

Przystepujac do rozwiazania paradoksu Russella, nalezy zauwazy¢, ze wedlug
niego kazdy sad o klasie daje si¢ zawsze sprowadzi¢ do sadu o funkcji, ktora defi-
niuje t¢ klasg, tj. do funkcji, ktora sprawdzaja wszystkie elementy tej klasy i tylko
one. Taka klasa jest czyms, co zaktada funkcje, ktora ja definiuje. Stad klasa nie mo-
ze by¢, wobec zasady btednego kota, argumentem tej funkcji, ktora ja definiuje, zeby
przez to ta funkcja nie tracita zupeknie sensu. Jesli przez ,,2.¢(z)” oznaczymy klase
zdefiniowana przez ¢(2) (,,2.¢(z)” nalezy czytaé: ,te z, ktore sprawdzaja ¢(2)” — jest
to co$ innego niz ,,z.¢(2)”), to wyrazenie ,,0(Z.¢(z))” musi by¢ pozbawione sensu.
Stad zadna klasa ani sprawdza, ani nie sprawdza funkcji, ktora ja definiuje, a zatem
ani jest, ani nie jest swoim wlasnym elementem, wigc tez wyrazenie ,,klasa tych klas,
ktore nie sa wlasnymi elementami” nie ma w ogole sensu. Dlatego paradoks pocho-
dzacy stad, ze si¢ przypusci, iz co$ takiego jak przedmiot usymbolizowany zdaniem
ujetym w cudzystow jest klasa, znika jako oparty na mylnym zatozeniu.

% B. Russell, La théorie des types, s. 287 (przyp. A.H.).
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Rozwiazanie paradoksu Burali-Fortiego zaktada caly szereg poj¢é, ktore Russell
w swym ogromnym trzytomowym dziele wprowadza. Wlasciwe rozwiazanie zawiera
si¢ dopiero w tomie trzecim na stronie 73, *256. Nizej podaje szkic rozwiazania’'.
Kazdy zbior dobrze uporzadkowany jest relacja, zas liczba porzadkowa (wedtug
Russella) jest klasa tych zbiorow. Stad zbidr dobrze uporzadkowany liczb porzad-
kowych jest relacja migdzy klasami relacji i jest typu wyzszego niz ktorykolwiek ze
zbiorow, ktore sa elementami rozwazanej liczby ordynalnej. Zdefiniowana przez
Burali-Fortiego ,,liczba porzadkowa wszystkich liczb porzadkowych” musi by¢ licz-
ba porzadkowa wszystkich liczb porzadkowych danego typu, a stad musi by¢ typu
wyzszego niz ktorakolwiek z tych liczb, zatem nie jest jedna z tych liczb ordynal-
nych i stad nie ma w tym sprzecznosci, ze jest wigksza od ktorejkolwiek z nich. Jesli
¢ ma by¢ liczba porzadkowa wszystkich bez zastrzezen liczb porzadkowych, to w ten
sposob bedac okreslone, jest & w ogdle pozbawione sensu, gdyz zbidér wszystkich
liczb ordynalnych nie daje si¢ — w mysl zasady btednego kota — stotalizowac.

Rozwiazanie paradoksow Berry’ego 1 Koniga opiera si¢ na tych samych zasa-
dach. Wyrazenie ,,pierwszy z elementéw zbioru dobrze uporzadkowanego nie daja-
cych si¢ usymbolizowa¢ w sposdb skonczony” odnosi si¢ do ogotu symbolow i samo
jest jednym z tych symboléw. Stad nie moze by¢ nic takiego jak zbidr wszystkich
symbolow, w tym przynajmniej sensie, jak o tym mowi paradoks. Zbior symbolow
bytby okreslony przez ogédt symbolow. Ale mielibySmy migdzy nimi symbole od-
wotujace si¢ do ogotu, a zatem ani zbidr, ani te elementy nie moga — wobec zasady
btednego kota — posiadaé sensu. Nalezy rozr6zni¢, wedtug Russella, symbole roz-
nych rzedow, i to tak, ze elementarnymi nazwiemy symbole bedace prostymi kon-
wencjami, symbole ktorych znaczenie nie daje si¢ zdefiniowac, tj. sprowadzi¢ do in-
nych. Symbolami pierwszego rzedu nazwiemy tzw. deskrypcje rzedu pierwszego.
Deskrypcja w ogdle nazywa Russell symbol ,,(1x) (D(X))”, ktory nalezy czytaé: ,.to x,
ktore spetnia @(%), o ile istnieje tylko jedno x speniajace @(x)”. Tak np. jezeli y jest
pewnym cztowiekiem, ,,(1x) (x jest ojcem y)” jest deskrypcja pewnego oznaczonego
cztowieka. Deskrypcja pierwszego rzedu jest deskrypcja ,,(1x) ¢!(X)”, gdzie ¢!(X) jest
funkcja rzedu pierwszego. Ogdlnie mowiac, symbol rzedu 7 jest to deskrypcja ,,(1x)
o(%)”, gdzie (%) jest funkcja rzedu n.

Wyrazenie ,,dajacy si¢ usymbolizowac” bez okreslenia rzgdu symbolu, do ktore-
go si¢ odnosi, nie moze w zadnym kontekécie mie¢ sensu’’. Natomiast wyrazenie,
w ktorym zawiera si¢ zwrot ,,dajacy si¢ usymbolizowaé przez symbole rzgdu n”, jest
zawsze rzedu n+1. Tym sposobem antynomia znika. Podobnie w antynomii Richarda
definicja G odwotuje si¢ do ogoétu definicji liczb, sama jednak jest definicja liczby.
Zatem zbior E nie moze by¢, wedtug zasady blednego kota, stotalizowany, a kazde

)l B, Russell, A. N. Whitehead, Principia, s. 66.

% Zauwazmy, ze w paradoksie Kéniga chodzi o liczby ,.dajace si¢ zdefiniowa¢”, nie za$ o ,,dajace
si¢ usymbolizowac”. Nie zmienia to jednak istoty rzeczy, albowiem zasada blednego kota da to sa-
mo zastosowanie, za$ typy, o tyle ulegna zmianie, ze klasa symbolow elementarnych odpadnie.
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powiedzenie jego si¢ tyczace jest pozbawione sensu. Jezeli jednak w wyrazeniu G
nie do ogdtu definicji, ale do zbioru definicji typu n si¢ odwotamy, to paradoks znik-
nie, albowiem samo wyrazenie G bedzie definicja rzedu n+1.

Aby wzgledem tego sposobu rozwiazywania zajaé stanowisko, wystarczy rozwa-
zy¢ zasadg blednego kota. Wedlug Russella o Zadnym z przedmiotéw usymbolizowa-
nych przez wyrazenia paradoksalne nie sa prawdziwe dwa sady sprzeczne i w ogole
zadne sady nie sa o nich prawdziwe, poniewaz zaden przedmiot nie jest usymboli-
zowany przez paradoksalne wyrazenie. Wyrazenia te nic nie symbolizujq dlatego, ze
gdyby co$ oznaczaly, to oznaczatyby badz zbiory, ktorych wedlug zasady blednego
kota nie mozna stotalizowaé, badz przedmioty od tych zbiorow pochodzace. Zasada
btednego kota brzmi: zadne powiedzenie majace za przedmiot zbior, ktérego jeden
chociazby element zaktada caty zbior, nie ma sensu. Jest to mysl ta sama, ktora wi-
dzieliSmy wyzej u Poincarégo. Wydaje nam si¢ jednak, ze lezaca u podstawy mysl, iz
zaden zbidr nie moze, nie tracac w ogodle wszelkiej tresci, posiadaé elementu, ktory
jedynie daje si¢ zdefiniowac przez stosunek do calego zbioru, nie jest shuszna.

16. Rozwiazania Poincarégo i Russella polegaja na kwestionowaniu pewnej
przestanki, mianowicie przestanki, ze (w formie Russella) ,,f{w) posiada @’. W obu
tych rozwiazaniach dowodzi sig, ze zaden sens ze znaczkiem ,,f{w)” nie jest ztaczo-
ny, ze zatem powiedzie¢ ,,f{w) posiada ¢’ nie ma sensu. Wedlug formy Grellinga
i Nelsona bedzie przestanka ,,Y jest elementem M” pozbawiona sensu, za$§ przestanka
,»Przedmiot oznaczony przez » Y« jest elementem M” jest mylna, ,,Y” bowiem w ogole
nic nie znaczy. A ze, jak widzieliSmy, przestanka ta jest niezbedna dla dojscia do
skutku paradoksu, przeto — gdyby dowody tych uczonych byty stuszne — paradok-
sy ujete w forme Nelsona bylyby rozwiazane. Podobnie ma si¢ rzecz z paradoksami
grupy drugiej, jak to zreszta wyzej szczegdétowo byto przedstawione.

Rozwiazania te, o ile nie upatruja quaternio terminorum w rozumowaniu wioda-
cym do kontradykeji, dzigki odpowiedniemu przekrgceniu paradoksu naleza do typu
drugiego rozwiazan: sa usunigciem paradoksow, gdyz okazuja, ze zatozenia paradok-
su sa z punktu widzenia ogo6lnologicznego niedopuszczalne. Gdzie si¢ przyjmuje, ze
nauka posiada w wystarczajacej liczbie zalozenia pozwalajace uniknaé¢ potrzebnych
dla paradoksu przestanek, tam tego rodzaju rozwiazanie moze si¢ obejs¢ bez reformy
podstawowych poje¢ danej nauki. Tak sadzi Poincaré, inaczej juz Russell, ktory
przez swoja teori¢ typow wiasciwie tak reformuje logike, aby paradoksalne pojgcia
nie powstaly. Zawsze jednak widzi na starej logice ugruntowana zasade biednego
kota, na podstawie ktorej paradoksy daja si¢ usunaé, a teoria typow usprawiedliwic.

Inaczej postgpuja ci autorzy, ktorzy nie znajduja w starej nauce zatozen wystar-
czajacych dla usunigcia niezbgdnych premis z paradoksu. Sadza oni, ze z cala kon-
sekwencja wiedzie dawna nauka do paradoksow. Poniewaz ich jednak nalezy unikac,
przeto tez nalezy stara nauk¢ zreformowac. Jest to przede wszystkim stanowisko
Zermela.
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Zermelo” uwaza, ze wobec paradokséw nic innego nie pozostaje jak:

wychodzac od historycznie danej teorii mnogosci, wyszukaé zasady, ktore do ugruntowania tej
matematycznej dyscypliny sa potrzebne, w ten sposob, aby raz zasady te do$¢ ciasno ograni-
czy¢ dla uniknigcia wszelkich sprzecznos$ci, rownoczesnie jednak zostawi¢ im taki zakres, izby
wszystko w tej nauce zachowaé, co w niej wartos¢ posiadato.

Zermelo wychodzi od rozwazania poje¢ elementarnych, ktére maja zosta¢ zdefi-
niowane przez postulaty. Do poje¢ tych nalezy ,,zakres £ (Bereich) do ktoérego nale-
zy wszystko to 1 tylko to, o czym w dalszym ciagu mowic si¢ bgdzie, ze istnieje,
wigc ,,mnogosci” i elementy jako przedmioty pozostajace w stosunku znaczonym
przez ,,a 1 b”. Nie sa to bynajmniej definicje, ale objasnienia znakow.

Trzy tylko podaje Zermelo definicje. Pierwsza z nich brzmi: ,,M nazywam czg-
sciowa mnogoscia N, jesli stale z x 0 M wynika x 00 N”, znaczac to: ,,M € N”
(symbolika Schrodera). Druga jest definicja ,,obcosci” zbiorow (Elementenfremd).
Dwa zbiory M i N sg sobie obce, jesli z x [0 M wynika x non O N. Trzecia — defini-
cja powiedzen definitnych (Definit). Sa to takie powiedzenia f, ktorych prawdziwosé
lub mylno$¢ daje sie logicznie z aksjomatow wywiesé™. Powiedzenie klasowe f{x)
jest definitne dla klasy K, jezeli z podstawienia ktoregokolwiek elementu klasy K za
x w powiedzeniu f{x), otrzymamy powiedzenie definitne. Kazde powiedzenie a U b
musi by¢ zawsze definitne.

Zermelo podaje siedem aksjomatow, okreslajacych ,,zakres” (Bereich)”.

Aksjomat I.  Jezeli stale x O M pociaga x O N i odwrotnie, wowczas M =N (M1 N
oznaczaja ten sam przedmiot).

Aksjomat II.  (a) Istnieje mnogos¢ zero (0), ktora nie spetnia zadnego x U 0;
(b) Dla kazdego przedmiotu a uwazanego zakresu #, istnieje mno-
gos¢ {a}, ktora spetnia a [J {a} i przy wszelkim x # a, x non 0 {a};
(c) Dla kazdych dwu przedmiotéw a, b, istnieje klasa {a, b} spel-
niajacaa 0 {a, b} i b U {a, b}orazdlax #aix # b, x non U {a, b}.

Aksjomat III.  Jezeli powiedzenie klasowe f(x) jest definitne dla wszelkich ele-
mentow mnogosci M, wowczas zawiera M mnogos¢ czgsciowa M,
ktora zawiera te i tylko te elementy M, dla ktérych f(x) jest prawda.

Aksjomat IV. Kazdej mnogos$ci T odpowiada mnogos$¢ UT, ktora zawiera wszyst-
kie i tylko mnogosci czgsciowe 7.

Aksjomat V.  Kazdej mnogosci T odpowiada mnogos¢ ST, ktora zawiera wszystkie
i tylko elementy wszystkich elementow T.

% E. Zermelo, Untersuchungen, s. 261.
* Tamze, s. 262-263 (przyp. A.H.).
% Tamze, s. 263-266 (przyp. A.H.).
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Aksjomat VI. Jezeli T jest mnogoscia, ktorej elementy sa réznymi od 0 mnogo-
Sciami i wzajemnie sobie obcymi, to ST zawiera przynajmniej jedna
czgse, ktora z kazdym elementem jeden i tylko jeden wspdlny ele-
ment posiada.

Aksjomat VII. Zakres # zawiera przynajmniej jedna mnogo$¢ taka, ze 0 jest jej
elementem, a nadto jesli a jest jej elementem, to jest nim i {a}.

Z aksjomatow tych wyprowadza Zermelo wszystkie wazniejsze twierdzenia teo-
rii mnogos$ci. Nadto za§ — jak sadzi — usuwa z zakresu # wszystkie mnogosci, ktore
by mogty wies¢ do paradoksu. T¢ zastuge ma posiada¢ aksjomat III. ,,Dzigki aksjo-
matowi III staja si¢ mozliwe definicje nowych mnogosci, przez co zyskujemy nowy
sposob definiowania mnogosci w miejsce dawnego™®, polegajacego na zbieraniu
w mnogo$¢ wszelkich przedmiotow dajacych sig¢ ujaé pewnym prawidtem,

od ktorego rézni si¢ OW nowy przez nastgpujace ograniczenia. Po pierwsze, przy pomocy tego
aksjomatu nie mozna nigdy mnogosci definiowaé niezaleznie, tylko zawsze jako mnogosci czg-
$ciowe pewnych juz danych mnogos$ci, przez co unikamy takich sprzecznych tworéw jak
,,-mnogos¢ wszystkich mnogosci” albo ,,mnogos¢ wszystkich liczb porzadkowych”. [...] Po
drugie, musi owo okreslajace kryterium f{x) by¢ wedlug naszej definicji zawsze definitne, tj.
musi si¢ da¢ rozstrzygnaé przez podstawowe wiasnosci zakresu 4,

przez co takie kryteria, jak ,»dajace si¢ zdefiniowaé za pomoca skonczonej ilosci
wyrazow«, a tym samym antynomia Richarda” i Koniga, ,,z naszego punktu widze-
nia odpadajg”.

Gdyby podany w aksjomacie III sposéb tworzenia mnogosci byt sformutowany:
»Kazda mnogo$¢ [powinna] si¢ sktada¢ z elementow, ktore pewne powiedzenie defi-
nitne f{x) sprawdzaja, przy czym wszystkie mozliwe wartosci x naleza do danej juz
z gory mnogo$ci N”, wowczas usunigcie paradoksow byloby oczywiste. Atoli
w sformutowaniu podanym przez Zermela nie wydaje sig, aby paradoksy byly usu-
nigte. Jego sformulowanie wymaga, aby kazda mnogo$¢ posiadala przez f(x) okre-
$lona mnogos$¢ czesciowa, nie wyklucza za§ wcale mnogosci, ktore albo w ogdle
przez zadne, albo przez niedefinitne f{x) sa okre§lone. Innymi stowy podany przez
Zermela w aksjomacie III sposob definiowania mnogosci, jest przezen w tymze ak-
sjomacie okreslony jako warunek wystarczajacy zdefiniowania mnogo$ci, bynajm-
niej za$ nie jako niezbedny (jak to czyni podane wyzej, ujgte w cudzystow wyraze-
nie). Stad jesli jaki$ przedmiot spelnia ten warunek, to jest mnogoscia (w rozumieniu
Zermela), jezeli go nie spelnia, moze nia by¢ lub nie by¢, poniewaz niespetnienie
warunku wystarczajacego nie pociaga za sobg nieistnienia rzeczy uwarunkowane;j.

Aksjomat ten naktada na mnogo$¢ M inny warunek niezbgdny. Musi si¢ z niej
da¢ wydzieli¢ czgs¢ My o elementach spetniajacych f{x), nie jest jednak powiedziane,
ze kazda mnogo$¢ musi posiadac takie K, do ktorego pozostaje w tym stosunku co
M;do M, czyli takie K, z ktorego by si¢ musiata da¢ wydzieli¢ za pomoca f(x). Dla-

% Por. tamze, s. 263-264.
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tego dowod nieistnienia mnogo$ci paradoksalnych (w zakresie £) nie jest na podsta-
wie aksjomatu III przeprowadzony. Dowdd taki przeprowadza Zermelo w odniesie-
niu do mnogosci wszystkich mnogos$ci osobno.

Okazuje mianowicie, ze dla kazdej mnogosci M istnieje taka czg§ciowa mnogosc¢
M,, ktora nie jest elementem M. Przy kazdej mnogosci M, ktadac My — mnogosé
wszystkich elementow zbioru M sprawdzajacych powiedzenie definitne ,.x non U x”,
mozemy okaza¢ ze M, non [0 M. Gdyby bowiem byto M, O M, wowczas albo byloby
My O M,, albo My non 00 M,. W razie pierwszym zawieratloby M, element x = M,,
ktory by spehial ,,x O x” — wbrew definicji M,. W razie drugim — M, non 00 My —
musiatoby My, w my$l wlasnej definicji jako element zbioru M spetniajacy ,,M, non [
M,” by¢ swoim elementem, a wlasnie okazaliSmy, ze tak by¢ nie moze. M, nie jest
tedy elementem M przy wszelkim M. Zatem nic takiego jak mnogos¢ wszystkich
mnogosci nie istnieje, gdyz kazda mnogos¢ musi mie¢ czg¢§ciowa mnogos¢, ktora nie
jest jej elementem. Tym sposobem tez zostaje usunigty paradoks Russella. Nie moge
natomiast wobec uwag powyzszych zrozumie¢, dlaczego by w Zermelowskim zakre-
sie nie miato by¢ miejsca dla mnogosci W, E itd.

17. Podobnie jak Zermelo postepuje Frege’’. Odnosi on swoje rozwiazanie tylko
do paradoksu Russella; antynomii Koniga, Richarda ani Berry’ego w czasie, gdy pi-
sat swoje dzieto, jeszcze nie bylo.

Mowi on zamiast o klasach o zakresach pojg¢ (Begriffsumfinge). Warunkiem
niezbgdnym dojscia do skutku paradoksu Russella jest spelienie nastgpujacego
zwiazku: ,,jezeli dwa pojgcia maja ten sam zakres i zakres ten pod jedno z nich pod-
pada, to podpada tez pod drugie™®. Zwiazek ten jest uszczegdlowieniem tego, coémy
w paragrafie 6 znalezli dla zwiazku ¢ przyporzadkowujacego w formie Nelsona
i Grellinga elementom zbioru M’ elementy zbioru @. Okazato si¢ tam, ze paradoks
ten nie moze doj$¢ do skutku, jesliby istnialo cho¢ jedno « takie, ze spelniajac ,,p(m,)
=K"1,,¢p(my) =K’ oraz ,.,x I m,”, nie spetniatoby ,,x [0 m,”.

Dla paradoksu Russella ¢ przyporzadkowuje kazdemu m zbidr identyczny, zatem
»@(my) =k, p(m,) = k oraz k U m,” znaczy: k jest zakresem identycznym z zakresem
m 1 z zakresem m, oraz podpada pod m; za$§ niespelnienie ,.x O m,” znaczy, ze za-
kres ten nie podpada pod m,. Jest [jednak] rzecza oczywista, jak to w paragrafie 6
byto udowodnione, ze warunek ten’ musi byé spetiony. Ze jednak z drugiej strony
prowadzi [to] do paradoksu w wypadku x = Y (porownaj forme Grellinga i Nelsona,
paragraf 6), przeto nalezy, zdaniem Fregego, pojgcie rownos$ci zakresu zmodyfiko-
wac tak, aby wyzej wymieniony warunek nie byt spelniony, a w ten sposéb do para-
doksu nie dojdziemy. Wprowadza tez nast¢pujaca definicj¢ réwnosci zakresow:
»Zakres pewnego pojgcia A jest identyczny z zakresem pojgcia B, jesli kazdy przed-
miot, ktoéry podpada pod pojgcie 4, z wyjatkiem zakresu pojgcia A, podpada tez pod

7 G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik, t. 2, Hermann Pohle, Jena 1903, s. 255n.
% Tamze (przyp. A.H.).
% Tzn. k O my (przyp. red.).
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pojecie B, i jezeli kazdy przedmiot podpadajacy pod pojecie B, z wyjatkiem zakresu
pojgcia B, podpada pod pojecie A”.

Dla Fregego jest zatem paradoks dowodem mylnos$ci jego zatozen, a jesli z przy-
jetych podstaw nauki zatozenia te wynikaja, to nalezy odpowiednio zatozenia te —
w tym wypadku pojgcie rownosci zakresow — zmodyfikowac.

18. Pozostaja do omowienia dwie malo udatne proby rozwiazania paradoksu
Burali-Fortiego z punktu widzenia powszechnie jakoby przyjetych zasad teorii mno-
gosci. Jedna z nich jest proba Bernsteina'®.

Bernstein wychodzi od definicji liczb porzadkowych. Liczba porzadkowa nazy-
wa typ porzadkowy a mnogos$ci dobrze uporzadkowanej, bedacej odcinkiem jakiej$
dobrze uporzadkowanej mnogosci. Dla kazdej liczby porzadkowej a istnieje zawsze
typ porzadkowy a+1 bezposrednio nastgpujacy.

Mnogos¢ W wszystkich liczb porzadkowych sklada si¢ z typoéw porzadkowych
wszystkich odcinkéw dobrze uporzadkowanej mnogosci. W jest dobrze uporzadko-
wane, jezeli jego elementy uporzadkujemy wedtug wielkosci, ale typ porzadkowy &
mnogosci W nie jest liczba porzadkowa, albowiem W nie jest odcinkiem zadnej do-
brze uporzadkowanej mnogosci. Gdyby bowiem istniata mnogos$¢ F, ktorej odcin-
kiem byloby W, wowczas & bytoby elementem W. Wyznaczony za$§ przez ¢ odcinek
W' = A(¢) miatby ten sam typ co W, a wigc W =MW, co by¢ nie moze, gdyz zaden
zbiér dobrze uporzadkowany nie jest podobny do swego odcinka'”'. Wynika stad, ze
nie ma elementu e, ktéry by nastgpowat po wszystkich elementach W zarazem, gdy-
by bowiem tak byto, wystarczytoby (W, e) przyja¢ jako F'i W byloby odcinkiem, a to
by¢ nie moze. Bernstein jest zdania, ze paradoksalna jest tylko mnogosé (1....... 19
obejmujaca elementy mnogos$ci W i po nich nastgpujace &, za§ wyzej zdefiniowana
mnogos¢ W, jako mnogo$¢ wszystkich typéw porzadkowych odcinkéw mnogos$ci
dobrze uporzadkowanych, nie zawiera sprzecznosci.

Bernstein nie przeczy, jakoby mozna byto utworzy¢ (W, e): mnogo$¢ taka mozna
zbudowad, jedynie nie $mie i nie moze by¢ ustalony porzadek migdzy elementami W
i e. Mozna tez, zdaniem Bernsteina, wprost okaza¢, ze mnogosci (W, &) = (1....... é)
nie ma. Kazdy typ mnogosci, ktora jest odcinkiem, zawiera si¢ w W. Mnogos¢ do-
brze uporzadkowana, ktora nie jest odcinkiem, jest podobna do W i posiada typ .
Typ y mnogosci (W, &) musialby si¢ zawiera¢ w (W, &), a wigc A(y) = (W, &), co by¢
nie moze.

Poglady te poddaje stusznie krytyce Hessenberg'*. Twierdzi on, ze czymkolwiek
by bylo W, zawsze mozna uporzadkowaé (W, e) tak, ze e nastepuje po wszelkim W.
Jesli bowiem a i b sa réznymi elementami (W, e), to albo (1) oba s3 elementami W
iwtedy a < b, jesli a i b w tym stosunku pozostaja w dobrze uporzadkowanej mno-

' F. Bernstein, Uber die Reihe der transfiniten Ordnungszahlen, ,Mathematische Annalen”
60(2), 1905, s. 187n.

%1 G. Hessenberg, Grundbegriffe, s. 544, twierdzenie XXIIL.

102 Tamze, s. 632.
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gosci W, albo (2) jeden z nich jest identyczny z e, np. b = e i wtedy kladziemy a < b.
W ten sposob zostatlo e umieszczone po wszystkich elementach W, a tym samym
dato sig utworzy¢ dobrze uporzadkowany zbior F, ktérego odcinkiem bytoby .

Gdyby nawet uwagi Bernsteina byly trafne, to mimo to paradoks pozostatby, tylko
nie dla mnogosci okreslonych przez Bernsteina liczb porzadkowych, tylko dla mnogo-
$ci wszystkich typow porzadkowych, i nie wiadomo, co bySmy przez to zyskali.

19. Jourdain twierdzi, ze spo$rod mnogosci dobrze uporzadkowanych tylko
mnogosci konsystentne, tj. te, ktdre nie posiadaja czesci podobnej do mnogosci W,
posiadaja typy porzadkowe i liczby kardynalne. Zermelo'” i Hessenberg'™ zauwa-
zaja stusznie, ze hipoteza Jourdaina jest zdumiewajaca, skoro si¢ zwazy, ze typy po-
rzadkowe sa w teorii Cantora tylko symbolami majacymi stuzy¢ do wygodnego po-
rownywania mnogosci dobrze uporzadkowanych. Powiedzenie, ze dana mnogos$¢ nie
posiada typu porzadkowego, jest wprost falszywe, skoro si¢ zwazy, ze mnogo$¢ do-
brze uporzadkowana M ma typ porzadkowy, jezeli istnieje cho¢by jedna mnogos¢ N
do M podobna. A ze w kazdym razie M ~ M, przeto kazda dobrze uporzadkowana
mnogos$¢ definiuje typ porzadkowy.

20. Konczac niniejszy referat prac dotyczacych paradokséw teorii mnogosci,
uczynié nalezy nastepujace uwagi. Zadne z podanych wyzej rozwiazan nie wydaje
si¢ zadowalajace; nie mogg przypuszczaé, zeby powierzchowne i pobiezne uwagi
krytyczne, jakie na temat poszczegodlnych rozwiazan wyzej czynilem, mogty by¢
dowodem, Ze dotychczasowe proby rozwiazan paradokséw nie wystarczaja. Po-
wierzchowno$¢ tych uwag jest usprawiedliwiona przez referujacy charakter pracy.

Mozna jednak przypuszczaé, ze paradoksy sa rozwiazane. Rozwigzaniem para-
doksu moze by¢, z punktu widzenia logicznego, sam paradoks. Jest on dowodem
apagogicznym na to, ze zatozenia, na ktorych sig antylogiczny wynik opiera, sa mylne.
Gdyby si¢ okazato, ze mimo to przez inne zasady logiczne sa te zatozenia postulo-
wane, mieliby§my inny paradoks, ktory by w tymze sensie sam siebie rozwiazywat,
jak powyzej byta mowa. W ten sposdb, wznoszac si¢ do zatozen, albo doszlibySmy
do zatozen przez zasady logiczne niepostulowanych a przez rodzenie paradoksoéw
wykluczonych, albo doszliby$my do ostatecznych zatozen — aksjomatow logiki —
i tym samym okazalibysmy ich wzajemne si¢ wykluczanie. Nie jest to niemozliwe,
bo do dzi$ niesprzeczno$¢ ich nie jest wykazana. W tym drugim wypadku nalezatoby
logike zreformowac tak, aby sprzecznosci w aksjomatach uniknaé. W wypadku
pierwszym, paradoksu w znaczeniu $cistym nie byloby, bylby on tylko dowodem
mylno$ci pewnych zalozen. Wtedy powstatoby zadanie wykry¢ te zalozenia prowa-
dzace do antylogicznych wnioskow mozliwie wysoko, tj. w mozliwie ogdlnej postaci,
amajac w paradoksach dowdd ich mylnosci, nie potrzebowalibySmy ich usunigcia
dopiero motywowac.
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Natomiast powstatoby drugie zadanie praktycznej natury: podaé kryterium po-
zytywne, pozwalajace na uniknigcie wiodacych do paradoksu zalozen w przysztosci.
Podwojne to zadanie spetnia np. Russell (inna kwestia, czy trafnie), wykrywajac
btedne zalozenie w przypuszczeniu, ze pewne zbiory daja si¢ ,totalizowac”, lub
Poincaré, upatrujac btad w przypuszczeniu, ze niepredykatywnie zdefiniowane sym-
bole moga sens posiadac; obaj tez ci uczeni podaja kryterium pozwalajace na unik-
nigcie zatozen wiodacych do paradoksu: pierwszy w swojej teorii typdw, drugi (po
niefortunnej probie postulujacej, aby definicja zbioru zastrzegata, ze zaden z jego
elementow na zbidr si¢ nie powotuje) w trzech ogloszonych w 1910 r. postulatach'®:

L Nie rozwaza¢ innych przedmiotéw jak te, ktore moga by¢ za pomoca
skonczonej ilo$ci wyrazoéw zdefiniowane.

II. Nie zapominaé, ze kazdy sad o nieskonczonosci powinien by¢ tylko
przetlumaczeniem, skroceniem pewnego sadu o ,,skonczonosci”.

II. Unika¢ definicji i klasyfikacji niepredykatywnych.

W wypadku, gdzie aksjomaty logiki nie musza by¢ zreformowane, gdzie wigc
mozna wykry¢ niezbedne dla paradoksu, a przez logike nie postulowane zatozenia,
paradoksy nie sa niczym innym jak apagogicznymi dowodami. Nie powinny nas za-
tem bynajmniej martwié. Inaczej maja si¢ rzeczy, gdzie zatozenia (niezbgdne) para-
doksu beda przez logikg postulowane. Wtedy powstaje praca odbudowania tej nauki
od podstaw, by na przyszto$¢ podobnych biednych konsekwencji uniknag.
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