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Badajacych matematyke filozoféw z przetomu XIX i XX wieku tradycyjnie
dzieli sig na trzy grupy: intuicjonistow, logicystow i formalistow. Za tworcg ostatnie-
go z tych kierunkéw uwaza si¢ zwykle Hilberta. Jego umiarkowana wersja stanowi-
ska formalistycznego byla jednak poprzedzona koncepcjami skrajniejszymi, m.in.
tzw. algebra formalna i formalna arytmetyka. W artykule chcg pokazaé obraz tej
ostatniej. Sadzg, ze obraz arytmetyki formalnej na poczatku XX wieku w istotny
sposob wplynal na powstawanie formalizmu oraz silnie oddziatywal na sposob,
w jaki traktowali to stanowisko 6wczesni filozofowie i uczeni. Uzywam stowa ,,obraz”,
poniewaz chcg scharakteryzowaé arytmetykg formalna tak jak zrobit to Frege
w Grundgesetze der Arithmetik (tom 1 wydany w 1893 r., drugi w 1903 r.). Wybratem
ten posredni sposob prezentacji przede wszystkim ze wzgledu na tre$¢ powszechnie
wiazang z pojgciem radykalnego formalizmu. Nie pochodzita ona bezposrednio od
autorow prac zaliczonych do tej grupy, lecz uksztaltowana zostata przez Fregego,
ktéry upowszechnit ja i w istotnym stopniu obciazyt negatywna ocena. To wlasnie
migdzy innymi pod wplywem tego posrednictwa Wittgenstein wypracowal swoja
koncepcjg gry jezykowej (Rotter 2006: 136-139).

1. INFORMACJE WSTEPNE
Znaczenie krytyki przeprowadzonej przez Fregego wykracza poza pewien histo-
ryczny epizod w ksztaltowaniu si¢ formalizmu, ktérego ukoronowaniem bedzie tzw.

metamatematyka. Jego zarzuty do$¢ istotnie przyczynity si¢ tez do uswiadomienia

* Dzigkujg bardzo Pani Profesor dr hab. Gabrieli Besler za krytyczng lekturg tekstu.



90 Ryszard Miszczynski

réznicy migdzy dwoma charakterystycznymi podej$ciami do matematyki: formali-
stycznym i treSciowym (inhaltlich, meaningful). Krytykowani uczeni sprzeciwiaja
si¢ tradycyjnemu, tresciowemu ujeciu: pojmowaniu matematyki jako dyscypliny glo-
szacej sensowne 1 zrozumiale twierdzenia o obiektywnej wartosci logicznej. Opo-
wiadaja si¢ za podejsciem formalistycznym. Wypowiedzi matematyczne traktuja ja-
ko pozbawione tresci: matematyka stanowi precyzyjna gre przeksztalcania pustych
formut zgodnie z przyjetymi regutami — gre bardzo stara i skomplikowana, ponie-
waz pod wplywem roznych historycznych wydarzen reguly utracily pierwotna pro-
stotg, a ich liczba ulegla olbrzymiemu zwielokrotnieniu. Powstaty jej réznorodne
odmiany. Ich uroku moga do$wiadczaé tylko nieliczni i bardzo wtajemniczeni kaptani
tego kultu'.

Tak pojmowany formalizm matematyczny bardzo czgsto wspotwystepuje ze spe-
cyficznym scjentyzmem czg$ci matematykow, ktorzy nie majac wigkszej wrazliwosci
filozoficznej, chcieliby oczysci¢ nauke z owego, jak sadza, niepotrzebnego bagazu
intelektualnego. Ich zdaniem nie odgrywa on zadnej roli w codziennej pracy uczone-
go. Wdrazajac kogo$ w t¢ gre, oprocz wprowadzenia kilku formalnych wyrazen, na-
lezy podaé jakie$ podstawowe, zdroworozsadkowe wyjasnienia w jgzyku natural-
nym, a nastgpnie ¢wiczy¢ techniczne umiejetnosei ich przeksztatcania. Zasadniczym
btedem zwolennikéw tradycyjnego ujgcia bylo przekonanie, Ze matematyka mowi
o jakim$ $wiecie, do ktorego odnosza si¢ jej terminy. Jesli juz méwic o jakiej$ rze-
czywistosci, to najlepiej ograniczy¢ si¢ do stwierdzenia, ze to same te terminy sg je-
dynym przedmiotem zainteresowania. W zasadzie wazne sa nawet nie tyle stowa, ile
reguly, wedlug ktorych postugujemy sig¢ stowami. Wystarczy je sformutowaé. W nich
tkwi cata matematyka.

Fregowska krytyka arytmetyki formalnej zawarta jest w drugim tomie Grundge-
setze. Ta czg$¢ pracy poswigcona byta m.in. analizie podstaw teorii liczb rzeczywi-
stych. Jednym z tematow byta ocena roznych sposobow wprowadzania liczb niewy-
miernych. Po krytycznym omowieniu koncepcji Cantora (Frege 2009: 392-404,
§§ 68-85) autor dos¢ bezceremonialnie rozprawit si¢ z teoriami Heinricha Eduarda
Heinego i Carla Johannesa Thomaego (Frege 2009: 404-439, §§ 86-137), ktorzy wy-
korzystali pomyst tworcy teorii mnogosci, nadajac mu formalistyczna interpretacje’.
Frege okreslit ich poglady jako ,radykalne”. Czasem stanowisko to nazywat tez
,starszym formalizmem”, o a autorach méowit ,arytmetycy formalni”. W swoich
analizach wydestylowal z ich wypowiedzi istot¢ wskazanej koncepcji i skoncentro-
wat si¢ na jej krytyce.

! Staram si¢ wykorzysta¢ metafore rozwinieta przez Hermanna Hessego w Grze szklanych pa-
ciorkow (1999).

? Heine (1821-1881) to matematyk z uniwersytetu w Halle. Thomae (1840-1921) przez 5 lat
pracowat wspoélnie z Heinem na uniwersytecie w Halle i 35 lat wspdlnie z Fregem w Jenie. Podobne
poglady glosili takze Hermann Hankel (1839-1873) i Otto Stolz (1842-1905). Czg$¢ autorow zauwaza,
ze krytyka Fregego stosuje si¢ tez do niektorych koncepcji pdzniejszych formalistow, np. ucznia
Hilberta, Haskella B. Curry’ego (Haddock 2012: 343).
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Czgsto — jak mozna podejrzewaé — Frege nie byl polemista zyczliwym wobec
swoich adwersarzy: przerysowywat ich poglady, doprowadzat do skrajnosci, co stu-
zyto przede wszystkim podkresleniu zalet wlasnego stanowiska, a nie tylko rzetel-
nemu przedstawieniu cudzych pogladow’. Tak wiec nie nalezy traktowaé jego omo-
wienia jako obiektywnego zrodia wiedzy o rzeczywistych zapatrywaniach wymie-
nionych myslicieli'. Posrednictwo Fregego jest problematyczne z jeszcze jednego
powodu: autor Grundgesetze reprezentowatl glgboko zracjonalizowane, tradycyjne
podejscie do nauki i nie dopuszczat zadnych nowinek z nim niezgodnych®. Choé
charakteryzowat sig analityczng umystowoscia i czgsto w dtugim ciagu dedukcyjnym
dochodzit do przedstawienia istotnych konsekwencji, niezauwazalnych dla otwarte-
go i nieuprzedzonego mysliciela, owo intelektualne ,,skostnienie” takze mogto obni-
zy¢ wierno$¢ przekazu.

W rzeczywistosci Frege krytykuje radykalnych formalistow nie tylko w drugim
tomie Grundgesetze. W sposob rozproszony analizy takie pojawily si¢ réwniez
w Die Grundlagen der Arithmetik (1884). Spojna, logiczna forme przyjety w Uber
formale Theorien der Arithmetik (1885). Po wydaniu Grundgesetze Frege powrocit
do swojej krytyki, nieco przypadkowo, na marginesie sporu, ktory toczyt z Hilbertem
na temat podstaw geometrii. W 1903 r. Alwin Korselt (1864-1947) w ,,Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung” omoéwit krytyke Fregego, opowiadajac
si¢ za stanowiskiem Hilberta (Korselt 1903). W 1906 roku w tym samym czasopi-
$mie pojawil si¢ polemiczny w stosunku do autora Grundgesetze gtos Thomaego.
Juz w tytule nawiazywat ironicznie do podanej przez Fregego charakterystyki sza-
chisty: Gedankenlose Denker. Eine Ferienplauderei (Bezmysini mysliciele. Wakacyj-
na pogawedka) (Thomae 1906a). Kilkadziesiat stron pézniej w tym samym numerze
pisma zostala zamieszczona wypowiedz Fregego Antwort auf die Ferienplauderei
des Herrn Thomae (Odpowiedz na wakacyjnq pogawedke pana Thomaego) (Frege
1906b). Na kilku kolejnych stronach Thomae (1906b) przedstawit swoje Wyjasnie-
nie. Reakcja na nie byl umieszczony w 1908 roku tekst Die Unmdglichkeit der
Thomaeschen formalen Arithmetik aufs neue Nachgewisen (Odnowiony dowdd nie-
mozliwosci arytmetyki formalnej Thomaego) (Frege 1908a), a nastepnie dotaczone
osobne o$wiadczenie zatytutowane Schlussbemerkung (Uwaga podsumowujqca)
(Frege 1908b). Frege zazadat w nim od polemisty powaznej obrony gloszonych tez,
o ile nie chce, aby jego przedsigwzigcie zostato uznane za obalone.

Cata polemika poza dodatkowymi emocjami niewiele wnosi, jak sadze, do rozwa-
zan zawartych w Grundgesetze. Zanim przejde do omdéwienia podstawowych elemen-

? Polemika Fregego z Thomaem odzyta w latach 1906-1908. Po dos¢ gwaltownych atakach
Fregego zakonczyla si¢ rezygnacja atakowanego z dalszej dyskusji, cho¢ jej zerwanie nie byto chy-
ba spowodowane wzglgdami merytorycznymi (Sundholm 2003: 123).

* Wedlug Michaela Pottera (2004: 10) idee arytmetykéw formalnych w interpretacji Fregego sa
czgsto tak nierozsadne, ze wielu osobom trudno uwierzy¢, by ktos mégt je rzeczywiscie glosic.

° Znakomicie wida¢ to na przykladzie dyskusji, ktora Frege dlugo toczyt z Hilbertem (zob.
Frege 1971: 6-112).
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tow krytyki zawartej w tym dziele, krotko przedstawi¢ podana przez Fregego charakte-
rystyke pogladow Heinego i Thomaego — w zasadniczych sprawach sa one zbiezne®.

2. STANOWISKO ZWOLENNIKOW ARYTMETYKI FORMALNEJ

Wedhug Heinego przedmiotem jego teorii sa zmystowo postrzegalne znaki licz-
bowe, czyli napisy, np. ,,17, ,2”, ,,3”. Zatem z empirycznego punktu widzenia, jak
podkreslat, problem istnienia liczb nie budzi watpliwosci. Napisy nie sa bowiem tyl-
ko symbolami zewngtrznymi wzgledem liczb, lecz same sa liczbami (m.in. dlatego
Stewart Shapiro uzywa sformutowania ,,term formalism” — 2000: 142). Zdaniem
Fregego ten naiwny empiryzm, pojmowany doslownie, moze prowadzi¢ do dosé¢
niepokojacych wnioskoéw utozsamiajacych wlasnosci napisow (np. tuszu drukarskie-
go) i liczb. Taka konsekwencja budzi oczywiste watpliwos$ci uczonego zajmujacego
sig arytmetyka teoretyczna’. Proby niedopuszczania do takich interpretacji wymaga-
lyby od formalistow podania odpowiednich definicji i postulowania bogatszego uni-
wersum, do czego nie byli sktonni (Frege 1885: 115-116).

Poglady Thomaego nie poddaja si¢ przedstawionej krytyce. Twierdzit bowiem,
ze formali$ci maja skromniejsze wymagania w stosunku do liczb niz logicysci i nie
interesuje ich natura przedmiotéw matematycznych, poniewaz jest ona dla arytmety-
ki zupehie nieistotna. To wspdlny poglad obu formalistow: liczby sa materialnymi
znakami, ktore na nic nie wskazuja. Arytmetyka jest wigc gra pustych znakow, tj.
niemajacych zadnej tresci w grze rachunkowej poza zachowaniami przypisanymi im
przez obowiazujace reguty®. Zbliza go to do stanowiska nazywanego przez Shapira
(2000: 16) game formalism. Sam Thomae przekonywat do swego pogladu, odwotu-
jac si¢ do podobienstwa migdzy arytmetyka i gra planszowa. Pisat:

Szachista uzywa swoich figur, przypisuje im pewne wlasnosci warunkujace ich zachowania
w grze. Figury sa tylko zewngtrznymi znakami tych zachowan. Migdzy gra w szachy a aryt-
metyka zachodzi oczywiscie znaczaca roznica. Reguly gry w szachy sa arbitralne, a system re-
gul arytmetyki jest taki, Ze liczby za posrednictwem prostych aksjomatow moga zosta¢ odnie-
sione do ogladowych réznorodnosci i w nastgpstwie tego istotnie przyshuzy¢ si¢ nam w pozna-
niu natury (cyt. za Frege 2009: 406, por. Thomae 1906a).

Poniewaz konsekwencja takiego ujgcia jest odrzucenie znaczenia przypisywane-
go symbolom, Frege okreslit je mianem ,,arytmetyki formalnej”. Przeciwstawial je

® Frege korzystat z artykutow (Heine 1872) i (Thomae 1898).

7 U tradycyjnie nastawionych osob przedstawiony poglad moze budzi¢ zdumienie jako prosty
btad, ktorego istotg wyraza wschodnie powiedzenie ,,Jesli palec wskazuje ksigzyc, ghupiec patrzy na
palec”.

¥ Pomyst zrezygnowania z badania samych liczb pojawiat si¢ takze wérod innych formalistow,
gtosit go np. algebraik Ernst Schréder w Lehrbuch der Arithmetik und Algebra (1873). Uwazat, ze
skoro odkrywane sa rozne systemy liczbowe, nie mozna ogranicza¢ si¢ do tradycyjnego ich wy-
obrazenia. Dlatego jako liczbe wskazywat np. znak (Peckhaus 2004: 567).
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odmianie treSciowej, ktorej formuly odsylaja do pewnej rzeczywistosci. Wypowie-
dziane wyzej zalozenie tradycyjnej matematyki moze oczywiscie budzi¢ watpliwo-
sci. Dlatego — jak podkreslali wspdlnie Heine i Thomae — ich propozycja goruje
nad tradycyjna nauka, poniewaz eliminuje nierozwigzywalne problemy metafizycz-
ne. Nie trzeba bowiem uzasadnia¢ podstaw przyjmowanych regut, odwolujac si¢ do
whasno$ci niedoswiadczalnych obiektow, a wystarczy je zatozyé’.

Frege odrzucit propozycje takiego tatwego rozwiazania jako zbyt naiwna. Gdyby
mozna byto ja zrealizowac, to zamiast np. dowodzi¢ istnienia liczby o pewnej wita-
sno$ci, matematyk mogltby wprowadzi¢ odpowiednia figure od razu wraz z regutami
jej przeksztatcania. W ten sposoéb mozna byloby wyeliminowac wigkszo$¢ trudnosci,
przed ktorymi staja uczeni.

Wedhug Heinego i Thomaego empiryczne gwarancje istnienia liczb maja usuwaé
metafizyczne problemy nauki. Niestety, z tego samego powodu ich propozycja jest
matematycznie nie do przyjecia. Autor Grundgesetze interesowal si¢ sposobem
wprowadzania przez obu formalistow liczb niewymiernych. Chcieli oni, opierajac sig
na pomysle Cantora, wykorzystywac popularny wowczas pomyst definiowania ich
za pomoca nieskonczonych ciagéw liczb wymiernych spetniajacych tzw. warunek
Cauchy’ego (por. Rotter 2006: 115-118). Zdaniem Fregego nie moga go jednak sto-
sowacé. Jesli zdroworozsadkowe doswiadczenie zmystowe jest dla formalistow gwa-
rancja istnienia liczb (ktore, jak deklaruja, sa tozsame z odpowiednimi znakami), to
ze wzgledu na ludzka ograniczono$¢ maja do dyspozycji tylko ich skonczona liczbg,
a to za mato, aby granica ciagu liczb wymiernych mogta by¢ liczba niewymierna.

Frege pokazal, jak po poczatkowych rygorystycznych deklaracjach formalistyczne-
g0 empiryzmu uczeni stopniowo ze$lizgiwali si¢ na pozycje krytykowanej wczesniej
matematyki treSciowej. Przyktadem takiego postgpowania jest odwotywanie si¢ do
tradycyjnych sposobow zapisu nieskonczonego ciagu (a;, a,, as...), ktorego formalisci,
jesli chea by¢ konsekwentni, nie powinni wykorzystywaé. Skonczona liczba znakoéw
zapisu musialaby wskazywac¢ na nieskonczona liczb¢ wyrazow ciagu, a t¢ drogeg za-
mkneli sobie wielokrotnie powtarzanymi hastami o pustce znakow oraz tozsamosci
liczby i jej zapisu. Dlatego autora Grundgesetze zupehie nie przekonaty podejmo-
wane przez nich proby ukrycia finitystycznych ograniczen omawianej koncepcji.

Wedhug Fregego poréwnanie arytmetyki do gry w szachy wymaga doprecyzo-
wania i komentarza. Skoro ruch w szachach polega na zastapieniu ustawienia pewnej
grupy figur inna, to jego odpowiednikiem w pracy matematyka stojacego przy tabli-
cy bedzie zgodne z przyjetymi regulami zastapienie jednej grupy napiséw inna.
Przyjmujac taka wykladnig, tatwo jednak zauwazy¢ stabo$¢ tej analogii. Trudno bo-

? Jak mozna si¢ domyslaé, podobne przestanki towarzysza tzw. ,,regule tolerancji” postulowa-
nej przez Carnapa: ,,Kazdy ma prawo budowa¢ wlasna logike, tj. wlasna formg jgzyka, tak jak sobie
zyczy. Jedyne, czego si¢ od niego wymaga, jesli pragnie dyskusji nad swoja logika, to to, by sfor-
mutowal jasno stosowane przez siebie metody i podal reguty syntaktyczne zamiast argumentow fi-
lozoficznych” (Carnap 1995: 79).
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wiem w owe] matematycznej grze znalez¢ odpowiednik wykorzystywanej we
wszystkich naukach procedury definiowania. Zalozywszy jednak konserwatywna
koncepcje definicji (tj. nieistotnej teoretycznie roli wprowadzania skrotowego zapi-
su), autor Grundgesetze zrezygnowal z doktadniejszej analizy nastgpstw braku tego
podobienstwa.

3. FREGEGO KRYTYKA ARYTMETYKI FORMALNEJ

Frege zarzucit obu formalistom, ze mimo podkreslania podobienstwa arytmetyki
do szachow, nie wyciagnegli wszystkich waznych konsekwencji z tej analogii. Jesli,
co sami przyznali, formuly matematyczne podobne sa do figur szachowych, to trud-
no powaznie twierdzi¢, ze maja jaka$ tre$¢. Przeciez nikt nie przypisuje jej np. het-
manowi, ktory zostat przestawiony zgodnie z obowiazujacymi regutami. Podobnie
niefortunne jest zdanie, ze figury i ich potozenie maja komunikowaé pewne mysli.
Zamiast moéwi¢ o matematycznych znakach (Zeichen), powinni wigc zdaniem Fregego
uzywaé bardziej adekwatnego terminu wykorzystywanego w tym poréwnaniu. Prze-
ciez znak powinien do czego$ odsytac, a znaki arytmetyki formalnej mialy by¢ puste.
Najlepszym wigc niemylacym okresleniem wykorzystywanych napisow powinna by¢
,»figura liczbowa”.

Ewentualna pustka figur rysowanych przez uczonych prowadzi do wniosku wy-
raznie sprzecznego z koncepcja tradycyjnie pojmowanej nauki. Jesli napisy uzywane
przez nich nic nie komunikuja i nie niosa ze soba zadnej mysli, to nie mozna takze
charakteryzowac ich za pomoca tradycyjnych wartosci logicznych.

Mimo gloszonej swobody w dekretowaniu regut Thomae w przytoczonym cyta-
cie podkreslit pewna cechg, ktora odrdznia gr¢ matematyczna od szachowej. Mate-
matyka jest wykorzystywana w nauce. Frege zgodzit si¢ z ta wypowiedzia, a nawet
ja wzmocnit. W tradycyjnym ujeciu mozliwo$é zastosowania stanowi wazna roéznice
miegdzy gra a nauka i jest podstawa przekonania o wyzszej wartosci arytmetyki w po-
roéwnaniu z szachami.

Pytanie o zastosowania arytmetyki nie doczekalo si¢ zadnej filozoficznie satysfak-
cjonujacej odpowiedzi ze strony formalistow: programowo nie byli zainteresowani
tym tematem. Zadaniem czystej matematyki, twierdzili, jest dostarczanie r6znych nie-
zinterpretowanych systemow formalnych, dla ktorych dopiero ich potencjalni uzyt-
kownicy znajda odpowiedni uzytek. Skoro liczba moze odnosi¢ si¢ zar6wno do masy,
wielkosci, jak i na przyktad trwania, to dopiero fizyk lub geometra nadadza im od-
powiednia interpretacje, takimi rzeczami nie zajmuje sie natomiast arytmetyka'®. Stad
tez formalisci chcieli przeprowadzi¢ reforme nauki: odej$¢ od tradycyjnej struktury

1% Zupeie inny stosunek do odpowiedzi na pytanie o zastosowanie przyjmowato wielu uczo-
nych zwiazanych z podej$ciem formalistycznym. Np. Schréder (1873), przedstawiajac swoj pro-
gram algebry absolutnej, za zadanie istotne dla jego realizacji uznawat wskazanie mozliwych mo-
deli dla przyjetego formalizmu (Peckhaus 2004: 567).
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genetycznej, w ktorej dziedziny réznych dyscyplin zachodza na siebie, i wprowadzié
podziat logiczny respektujacy niezbedna roztaczno$é. Nauki (np. arytmetyka) prze-
stalyby si¢ zajmowaé obcymi sobie problemami réznych interpretacji, a skoncentro-
walaby si¢ na wlasnej dziatalnosci. Konserwatywny Frege obawial si¢ jednak, ze
podczas zmian w organizacji nauki, zrzucajac prac¢ na barki innych, zgubiono by
wazne zadanie wykonywane dotychczas przez arytmetyke. Skoro mozliwos¢ wyko-
rzystania wynosi arytmetyke do rangi nauki, to czemu odbierac jej ten status?

Brak wyjasnienia zastosowan arytmetyki stanowi bardzo wazny zarzut Fregego
przeciw radykalnym formalistom. W ich podej$ciu mozna dostrzec podobienstwo do
literackiej wizji Stanistawa Lema (1964: 185), w ktorej szalony krawiec kroi i szyje
mnostwo najbardziej dziwnych i trudnych do wyobrazenia strojow, w ogéle niedopa-
sowywanych przez niego do potencjalnego klienta. Dopiero w wypetnionym maga-
zynie kupujacy wybiera odpowiedni ubior.

Ponadto, zdaniem Michaela Dummetta (1991: 256), mozliwos$¢ zastosowan pro-
wadzi Fregego do tezy o koniecznosci posiadania przez arytmetyke cechy, ktora wy-
kluczaja zwolennicy arytmetyki formalnej. Zastosowanie polega na wnioskowaniu
dedukcyjnym od ogolniejszych przestanek do szczegdtowego wniosku. Do tego ko-
nieczne sa mysli, z ktorych jednak formalisci chcieli zrezygnowac. Jesli traktujemy
symbole matematyczne jako figury, to rzeczywiscie mozna inferencj¢ porowna¢ do
ruchu w szachach. Dowodzenie przypomina wtedy ruch, ktéry od poczatkowej kon-
figuracji figur na szachownicy prowadzi do innej, odpowiadajacej koncowemu
twierdzeniu. Ale, jak zauwazyt Frege, myS$lenie towarzyszace przesuwaniu figur
i wybor prowadzacy do odpowiedniej kombinacji istotnie r6znig si¢ od rozwigzywa-
nia interesujacego problemu matematycznego''. Zatem takze psychologicznie aryt-
metyka formalna ma niewiele wspolnego z picknem i glgbia tradycyjnej matematyki.
Zgodnie z arbitralnie przyjetymi regutami przeksztalca si¢ puste formuly, ktore nie
wyrazaja zadnych mysli. Nie sa ani prawdziwe, ani falszywe. Taka matematyka mo-
ze rzeczywiscie przypominac gre planszowa i by¢ zajgciem ,,bezmy$lnych myslicie-
1i”, ktorzy bawia si¢ przestawianiem pustych figur zgodnie z arbitralnie zadekreto-
wanymi regutami. Zupelnie inaczej nalezaloby oceni¢ to zajecie, gdyby figurom
przyporzadkowaé¢ mysli: wtedy kazdy ruch szachowy odpowiadatby przejsciu od
jednej mysli do drugiej. To pozwala za§ wyobrazi¢ sobie mozliwos$¢ stosowania par-
tii szachow. Stad wedlug Fregego bierze si¢ przewaga matematyki tresciowej: znaki
maja odniesienie, a odpowiednie formuty wyrazaja mysli.

W tradycyjnej arytmetyce — a taka interesowala autora Grundgesetze — rOwno-
$ci badZ nieréwnosci musza mie¢ tres¢ wyrazana przez zdania prawdziwe. Z nimi
powinny by¢ zharmonizowane reguly inferencji tak, aby nigdy nie prowadzity do

' Zaréwno pisarz, jak i osoba grajaca w scrabble zastanawiaja si¢ nad znalezieniem odpowied-
niego stowa, ale ich problemy sa zupelnie inne. O ile zastanawianie si¢ gracza nad sensem sléw nie
przyniesie odpowiedniego efektu, o tyle trudno wyobrazi¢ sobie pisarza, ktory a priori zrezygno-
watby z takiego podejscia.
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wnioskéw wykraczajacych poza ten zakres. Reguly nie moga wigc by¢ arbitralne:
powinny by¢ tak dobrane, aby od prawdziwych przestanek prowadzi¢ do prawdzi-
wych wnioskow'?. Wybér regut zawsze wymaga ich sprawdzenia. Prawda wymaga
pewnego odwotywania si¢ do odniesienia. Dopiero na tej podstawie mozna mowié
o poprawnosci regut i wyroznia¢ systemy, w ktorych obowiazuja. Ta sytuacja nie po-
zwala na swobodg tworcza szalonego krawca. Jego ,,obled” polega na specyficzne;j
nadprodukcji, tworzeniu bez liczenia si¢ z potrzebami odbiorcy. Podobnie matema-
tyk-formalista zapomniat o nich i nie chce sig nimi interesowac.

Wedtug Fregego gloszony przez formalistow brak zainteresowania glebszymi pod-
stawami nauki (zwiazany m.in. ze swoboda w dekretowaniu regut) jest w rzeczywisto-
$ci pusty 1 falszywy. Mowienie o arytmetyce formalnej ma jego zdaniem sens, jesli od
poczatku zatozymy rownoczesne istnienie zarobwno projektu matematyki formalnej, jak
i tresciowej. Nie ma jednak migdzy nimi rzeczywistej symetrii. Formalistyczna mate-
matyka jest mozliwa tylko dzigki zatozeniu o istnieniu matematyki treSciowej. W rze-
czywistosci pierwsza jest jedynie fantomem sygnalizujacym swoj tre§ciowy odpowied-
nik. Jest opisem, ktory zaciemnia rzeczywiste funkcjonowanie nauki. Stanowi uprosz-
czong instrukcje obstugi, nie tylko nieinformujaca o rzeczywistym dziataniu ,,czarnej
tre$ciowej skrzynki”, lecz takze falszujaca ja przez odwolywanie do konwencjonali-
stycznych deklaracji o regutach ustalanych swobodng decyzja.

Latwo zauwazy¢, ze to klasyczna wersja matematyki nadata formalistycznej fun-
damenty, ksztatt i znaczenie. Trudno bowiem uwierzy¢ w rzeczywista potrzebg two-
rzenia syntaktycznej struktury, jesli jej autorom nie towarzyszytoby przekonanie, ze
liczba 5 to nie tyle dowolny napis, ile symbol wskazujacy na co$ innego, zmystowo
niedo$wiadczanego. Na pozorno$¢ i czysto zewngtrzny wymiar catego projektu
wskazuja takze umowy przyjmowane przez jego autorow. Jako figury w grze aryt-
metycznej obrali ,,17, ,,2”, ,3”, ..., zamiast np. ,,@”, ,.#”, ,,$”. Interesuja si¢ prze-
ksztatcaniem zapisow, w ktorych migdzy dwoma symbolami, np. ,,2”, ,,3” znajduje
si¢ ,,+7, ,,*”, ..., a stronig od uzywania np. ,,~”, ,,§”, ktore tworzylyby zapisy ,,2~3”,
»283”, rownie malownicze jak tradycyjne ,,2+3”, ,2¢3”. Jedli wiarygodna ma by¢
deklaracja o braku zobowigzan wynikajacych z koniecznosci §ledzenia zwiazkéw
migdzy wykorzystywanymi terminami a ich odniesieniami, to dlaczego ustalane
przez nich umowy odpowiadaja doktadnie tradycyjnej teorii? Dlaczego jako niedo-
zwolone traktuja zestawienie symboli ,,3:0”, a dopuszczaja ,,4:2”?

Niska ocena przedstawionej gry rachunkowej wynikta z przekonania Fregego
o podstawowej roli arytmetyki tre$ciowej, ktorej taka gra nie moze zastapi¢. Do tego
doszta krytyka samego sposobu przedstawienia tej ,,alternatywnej koncepcji”. Jesli
gra miataby by¢ powazna propozycja, to powinna mie¢ przynajmniej precyzyjnie

"2 Dzigki temu zamiast przeszukiwaé caly magazyn szalonego krawca, mozemy ograniczyé sie
do mniejszego pomieszczenia z napisem ,,warto§ciowe”. Sadzg, ze dokonana przez Fregego krytyka
formalizmu jest wciaz aktualna. Przywodzi bowiem na mysl wspotczesne dyskusje migdzy zwolen-
nikami nieograniczonej swobody wypowiedzi a fundamentalistami skierowanymi ku prawdzie.
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okreslone reguty. Wedtug Fregego z tym rowniez nie radza sobie formalisci. Ich wy-
powiedzi o podobienstwie arytmetyki do gry w szachy wymagaja wielu uzupetnien.
Co odpowiada figurom szachowym, regutom gry? Thomae jako zbior figur przyjat
»07, ,,17, ..., ,,9”. Nie wyjasnit jednak doktadniej, czy ten sam status przyshuguje in-
nym wyrazeniom, np. ,,4:2”. Odpowiednikiem ruchu na szachownicy byloby zasta-
pienie danego wyrazenia innym. Skoro jednak podstawa napisania ,,2” w miejsce
,4:2” jest wyrazenie ,,4:2=2", to czy ten ostatni zapis jest twierdzeniem arytmetyki,
czy jedna z jej regul? Taka graficzna formuta oprocz zestawienia dwu grup figur,
migdzy ktorymi znajduja si¢ dwa poziome odcinki rownolegte, umieszczone jeden
nad drugim (w matematyce tresciowej mowiliby$my o znaku réwnosci), nie ma zad-
nego sensu, a wigc nie mozna w niej doszukiwac si¢ jakiej$ instrukcji. Podobnie nie
jest zadnym prawem przemiennos$ci zapis literowy a+a'=a'+a (Frege 1908a: 55).

Konczac przeglad argumentow Fregego przeciw arytmetyce formalnej, nalezy
zwrdci¢ uwage na przyktady jej ewidentnych brakéw: dziedzina kazdej funkcji po-
winna by¢ doktadnie okres$lona, nie mozna pozostawiac jej domyslnosci czytelnika,
a reguty kierujace gra rachunkowa wymagaja precyzyjnego opisu zamiast odwotania
do intuicji wypracowanych w tresciowym odpowiedniku. Czg§¢ tych brakdéw to
prawdopodobnie wynik bardzo wstgpnego charakteru propozycji zwolennikow aryt-
metyki formalnej, cz¢$¢ wynikala z celow popularyzatorskich ich publikacji (Thomae
1906a: 434-437). Jak mozna domniemywac, sami autorzy takze nie rozwazali po-
waznie realizacji swych postulatow.

Frege ocenit przedstawiana probe budowy arytmetyki formalnej jako niepowo-
dzenie nie tyle ze wzgledu na wady opisu, ile przede wszystkim z powodu nieprze-
strzegania przez jej zwolennikow wiasnych zatozen. Zdarza sig to czgsto matematy-
kom, ktorzy nie sa zainteresowani podstawami swej nauki. Opis rozpoczg¢to, zapozy-
czajac terminy i reguly z arytmetyki tresciowej, a potem przenoszono je w zupetnie
inne $rodowisko bez wyjasniania ich nowej roli, a przez to nie podajac jakiegokol-
wiek uzasadnienia dla nich w nowych warunkach. Twierdzenia i reguly oczywiste
w matematyce tresciowej tracity te walory w swym formalnym odpowiedniku, np.
zupetnie niezrozumiate staty si¢ cechy formalnej relacji wigkszo$ci. Tworcy formali-
zmu tego nie zauwazali. Sadzili, ze jedyna zmiang w stosunku do nauki tradycyjne;j
jest eliminacja odniesienia terminéw. Na poczatku tworzenia nowej teorii odrdézniano
figury arytmetyki formalnej od identycznie wygladajacych nazw, ktorych znaczenia
zwigzane sa z wersja tresciowa. Pdzniej, chyba niezaleznie od §wiadomych decyzji
autorow projektu, ich terminy stawaly si¢ znaczace, przyjmujac tresci wypracowane
przez arytmetyke tradycyjna, tj. uksztattowane w zupetie innym niz formalne $ro-
dowisku. Niepowodzenia arytmetyki formalnej Frege skomentowat ztosliwa uwaga:
»poprawne pojmowanie teorii formalnej polega na tym, ze si¢ ja pojmuje falszywie”
(,,die richtige Auffassung der formalen Theorie besteht darin, dass man sie falsch
auffasst”, Frege 2009: 407). To, co przedstawiane jest jako arytmetyka formalna, jest
nieporozumieniem: ani nie ma wiele wspolnego z arytmetyka, ani z tym, o czym my-
Sleli i co probowali zrobic jej tworcy.



98 Ryszard Miszczynski

Chciatbym powr6cié¢ jeszcze do pewnej trudnosci. Najpierw ponownie przywo-
tam podstawowa dla formalistow analogi¢ migdzy arytmetyka a gra w szachy. Latwo
zauwazy¢, ze gra rachunkowa ma niewiele wspolnego z klasycznie pojmowana na-
uka: m.in. zupelnie znikaja jej tradycyjne sktadniki, czyli twierdzenia. Przeciez
w konstruowanych przez nauke zdaniach czytelnik poszukuje wiedzy o rzeczywisto-
Sci. A tu jedynie przestawia si¢ uklady figur, ktorym nie towarzyszy zadna mysl
i ktore nie majq przekazywac zadnej tresci. Nie nalezy w nich ani poszukiwac twier-
dzen, ani prawdy. Stad jak najbardziej odpowiednie wydaja si¢ uzywane czasem
okreslenia ,,gra”, ,,zabawa”. Zrozumiale staje si¢ takze poszukiwanie wartosci regut,
ktérym jej uczestnik podporzadkowuje si¢ jedynie ze wzgledu na obyczaj, historig
lub arbitralna decyzje.

Frege, chociaz dostrzegal odmienne od tradycyjnych zamierzenia autoréw (probe
nadania zupehie nowego statusu arytmetyce formalnej), nie chcial dopusci¢ do pro-
pagowania surogatu zupehlie pozbawionego tradycyjnych warto$ci. Zauwazat, ze
skoro postulowana przez formalistow gra za pomoca figur ma by¢ podobna do partii
szachow (w niej nie ma twierdzen i dowodow), to mozna wsrod tych zajeé szukac
miejsca takze na formutowanie i dowodzenie twierdzen tam, gdzie korzystaja z nich
szachi$ci. Dlatego podpowiada, rozbudowujac analogig, ze ,,moga by¢ twierdzenia
w teorii szachow, ale nie w samych szachach” (Frege 2009: 409). Czym innym jest
bowiem znajomo$¢ regut i umiejgtnosé ich stosowania, a zupetnie czym innym wie-
dza o istniejacych mozliwosciach zwycigstwa badz ich braku. Do arkanow wiedzy
szachisty oprocz umiejgtnosci gry nalezy takze np. wiedza o niemozliwosci zwycig-
stwa w grze, gdy dysponuje si¢ tylko krolem i dwoma skoczkami. Arytmetyk, po-
dobnie jak szachista, musi interesowac sig teoria swojej dyscypliny, nie wystarczy
mu znajomo$¢ regut. Powinien by¢ takze zaciekawiony twierdzeniami na jej temat,
np. takimi jak te, ktore naleza do teorii arytmetyki formalnej. Dopiero w tej nadbu-
dowanej dyscyplinie mozna wprowadza¢ definicje pozwalajace skroci¢ pewne prze-
ksztatcenia (doda¢ nowe figury i nowe reguly), bada¢ mozliwosci otrzymania pew-
nych konfiguracji wyrazen itp.

Wskazanie perspektywy nowych badan dowodzito ograniczonosci projektu no-
wej arytmetyki. Jej autorzy nie zwrdcili uwagi na t¢ mozliwosé. W zasadzie nie ma
nawet w ich propozycji miejsca na tego typu rozwazania. Sugerowana przez Fregego
teoria przeczylaby podstawowym zasadom arytmetyki formalnej, totez nietatwo by-
loby usytuowaé ja w planie formalistow. Skoro ma dotyczy¢ ruchow figur, to jej wy-
powiedzi musza mie¢ tre$¢. Nie moga by¢ pustymi formutami, czyli prostymi odpo-
wiednikami postawionych na szachownicy figur. Taka teoria potrzebuje jakiego$
nowego miejsca. Mimo klopotow z harmonijnym wiaczeniem jej w projekt formali-
styczny tatwo uzasadnic potrzebg jej istnienia: ten rodzaj refleksji moze doprowadzic¢
do lepszego zrozumienia catosci arytmetyki oraz nada¢ jej spojnos¢. Pomogtaby np.
takze inaczej spojrze¢ na wspominang juz formule zbudowana z dwu grup figur po-
taczonych znakiem réwnosci. Z tego powodu Frege moéwil o podwdjnej roli takich
wyrazen. Chociaz w samej arytmetyce formalnej nie moga mie¢ one zadnego zna-
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czenia, to w proponowanej teorii arytmetyki formalnej przy uzyciu jezyka potoczne-
go mozemy tatwo i do$¢ naturalnie zinterpretowac je jako reguly gry rachunkowe;j.
Na podanym przyktadzie nietrudno zauwazy¢ oczywista wtdrnos¢ przyjmowanych
regul wobec innych zwiazkow. To w peli dyskwalifikuje wczesniej przytaczane
ogolne deklaracje ich arbitralnosci.

4. POTRZEBA METATEORII DLA ARYTMETYKI FORMALNEJ

Koncentrowatem sig¢ dotad na krytyce przeprowadzonej przez Fregego. Na zakon-
czenie warto jednak krotko przyjrzeé si¢ pojawiajacemu si¢ w niej pomystowi pozy-
tywnego projektu: istnieje konieczno$¢ uzupelnienia badan radykalnych formalistow
o refleksje nad funkcjonowaniem ich arytmetyki, czyli o jej teorig'’. We wspblczesnym
jezyku moglibySmy mowi¢ o zauwazanej przez Fregego potrzebie uzupehienia aryt-
metyki formalnej jej metateoria. Nie wynikata ona, w odréznieniu od Hilbertowskiej
metamatematyki, z widocznej po pojawieniu si¢ antynomii Russella potrzeby zapew-
nienia matematyce stabilnych podstaw — rozwiazania, ktorego Frege nie akceptowat
z tych samych powodow, dla ktorych odrzucat projekt radykalnych formalistow. Opo-
wiadat si¢ bowiem za tradycyjnym rozumieniem nauki, byt logicysta. W jego ujgciu np.
kwestia niezaleznoséci aksjomatow dotyczy skomplikowanej relacji migdzy myslami,
a nie zwyktych zwiazkéw migdzy zmystowo postrzegalnymi napisami. Z tego powodu
trochg pokpiwat z Hilbertowskich analiz wywodliwosci pewnych formut z innych
wczesniej wyrdznionych, traktujac ja jako relacje migdzy ,,pseudo-aksjomatami”
a ,,pseudo-twierdzeniami”. Z podobnych wzgledow odrzucat wykorzystywana przez
Hilberta metod¢ badania zwiazkéw migdzy wartoSciami logicznymi pewnych wypo-
wiedzi w r6znych modelach (wtedy bowiem sformulowania te sa wieloznaczne, co —
jak uwazat Frege — ktoci sig z elementarnymi standardami naukowosci).

ZAKONCZENIE

Mimo wskazanych réznic migdzy pogladami Fregego i Hilberta obaj uczeni do-
strzegali potrzebg wzbogacenia badan formalistycznych rozwazaniami matematyki
treSciowej. Zbiezno$¢ ta wzmacnia w oczach wspotczesnego czytelnika Grundgesetze
site argumentacji jenajskiego logicysty i tym samym podkresla stabos¢ wizji prze-
ciwnej — pogladu, ktory ze swego filozoficznego ascetyzmu chciat uczynic¢ zasadni-
cze hasto badan nad podstawami matematyki. Powtarzane nawet wbrew wielokrot-
nemu falsyfikowaniu jego uszczegdtowionych tez.

'3 Swoj pomyst Frege przedstawit nieco dokladniej w 1906 r. w trzeciej czesci odpowiedzi na
artykul Korselta wyrazajacej aprobatg dla metod Hilbertowskich (Frege 1906a: 423-430). Wigcej na
temat zaproponowanych przez niego badan metateoretycznych, ktore realizowatyby w pewnym stopniu
zadania metamatematyki i bytyby zgodne ze stanowiskiem logicystycznym — zob. np. Antonelli, May
2000.
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Na koniec chciatbym wréci¢ do sporu migdzy formalistycznym i treSciowym ro-
zumieniem matematyki. Formalistom nie udato si¢ przekonaé¢ wigkszos$ci matematy-
kéw, ze ich nauka zajmuje sig¢ tylko badaniem zalezno$ci migdzy pewnymi termina-
mi a ich opisem. Niemniej, nawet nie podzielajac ich zasadniczej tezy, wielu uczo-
nych sklonnych jest uciekaé¢ si¢ do formalizmu, uznajac za naiwne przypisywanie
twierdzeniom tresci, ktorych wartos¢ zaleze¢ miataby od zwiazku z jaka$ tajemnicza
rzeczywistos$cia. Fregemu udato si¢ pokaza¢ niemniejsza naiwno$¢é koncepcji prze-
ciwnej — przekonania, ze twierdzenia arytmetyczne zupetnie nic nie moéwia.
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