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Logiczna skladnia liczebnika
Czes¢ I1: Formatowanie i przetwarzanie
liczebnikowych struktur gl¢bokich*

Celem artykutu jest przedstawienie formalnej teorii formatowania oraz przetwa-
rzania reprezentacji umystowych liczebnikow — zaréwno cyfrowych, jak i stownych.
Reprezentacjami umystowymi liczebnikow sa ich pewnego rodzaju ,,zapisy” w umy-
$le 1 mozgu przeprowadzone zgodnie z okreslonymi regutami gramatycznymi. Moz-
na wigc powiedzie¢, ze istnieje jezyk reprezentacji umystowych liczebnikow, ktory
jest przektadalny na rozmaite jezyki cyfrowe oraz na rozne jezyki liczebnikow stow-
nych wkomponowane, jako szczegodlnego rodzaju podstruktury, w jgzyki etniczne.

Zgodnie z paradygmatem kognitywistycznym w umystach dziata mechanizm
przeksztatcania (transformowania) reprezentacji mentalnych w odpowiadajace im
struktury danego jezyka etnicznego lub cyfrowego. Struktury te mozna okresli¢ mia-
nem powierzchniowych. Kazdy liczebnik ma wigc swoja struktur¢ powierzchniowa,
ktéra jest wytwarzana (generowana) z okreslonych liczebnikowych reprezentacji
umystowych. Sposoby wytwarzania struktur powierzchniowych liczebnika z repre-
zentacji umyslowych réznia si¢ w zalezno$ci od jezyka, do ktorego naleza owe
struktury. Ot6z formalna teoria liczebnikow nie opisuje ani struktur powierzchnio-
wych liczebnikéw, ani sposoboéw ich wytwarzania z reprezentacji umystowych. Tym
zajmuja sig¢ takie dyscypliny, jak lingwistyka i psycholingwistyka. Teoria logicznej
sktadni liczebnika odpowiada na zgota odmienne pytania:

* Artykut stanowi kontynuacje pracy (Krysztofiak 2012b). Zostal napisany w ramach realizacji
grantu Narodowego Centrum Nauki nr 2011/01/B/HS1/04029.
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(i) dotyczace formatowania reprezentacji liczebnikéw: jakimi podstawowymi
jednostkami leksykalnymi oraz jakimi regutami gramatycznymi postuguje si¢ umyst,
syntetyzujac reprezentacje umystowe liczebnikow?

(i1) dotyczace przetwarzania reprezentacji liczebnikow: wedtug jakich regut infe-
rencji umyst przetwarza liczebnikowe reprezentacje umystowe na inne, kodenotacyj-
ne (rbwnowazne zakresowo) reprezentacje umystowe liczebnikow w réznych prak-
tykach obliczeniowych? Wedtug jakich mechanizmoéw rekurencyjnych umyst po-
rownuje reprezentacje liczebnikdw, ktorych powierzchniowym przejawem sa stwier-
dzenia, ze dany liczebnik desygnuje wigksza liczbg lub liczno$¢ niz inne liczebniki?

W pierwszej czgsci artykulu przedstawiam jezyk formatowania struktur glebo-
kich liczebnikéw. Podaje przyktady réznych typow struktur glebokich liczebnikow,
a takze procesow ich przetwarzania. W drugiej czesci konstruuje logike liczebnikoéw
(LL), czyli system przetwarzania ich struktur glgbokich. Zakonczenie po§wigcone
jest — jako zapowiedz trzeciej czgdci studium — wyszczegolnieniu podstawowych
semantycznych probleméw badawczych, ktdre powinny zosta¢ rozwiazane za pomo-
ca przedstawione;j teorii.

Podstawowy wniosek artykutu glosi, ze wykonujac czynnosci porownywania de-
notacyjnego liczebnikow, a takze stosujac rozmaite algorytmy pisemnego dodawania
(czy nawet mnozenia) liczebnikoéw cyfrowych, umyst nie stosuje ani explicite, ani im-
plicite aparatu dedukcyjnego arytmetyki Peana (PA). Wykonywanie przez umyst pod-
stawowych operacji obliczeniowych na liczebnikach jest regulowane przez mechani-
zmy formatowania i przetwarzania struktur glgbokich liczebnikow. Mechanizmy te sa
wyznaczone przez reguly gramatyczne i inferencyjne sktadajace si¢ na rachunek logiki
liczebnikéw. Opis gramatyki tego systemu wymaga jednak odwotania do PA, poniewaz
kategoria funktorow pozycji sktadniowych, a wigc elementoéw, z ktorych sa migdzy in-
nymi syntetyzowane struktury glebokie liczebnikow, tworzy algebrg izomorficzng ze
standardowymi modelami PA. W tym $wietle czynnosci gramatycznego formatowania
struktur glebokich liczebnikow wymagaja zastosowania PA, podczas gdy czynnosci
przetwarzania tych struktur zakladaja jedynie rachunek logiki liczebnikow. Innymi
stowy, formatowanie liczebnikow, czyli zapisywanie (kodowanie) oraz odczytywanie
(dekodowanie) ich w umysle, wymaga uzycia arytmetyki, natomiast ich przeksztalcanie
w inne liczebniki nie ma charakteru arytmetycznego.

Wskazana wlasno$¢ liczebnikow przejawia si¢ migdzy innymi w tym, ze aby
odnies$¢ si¢ przedmiotowo do obiektu liczbowego, umyst musi dokona¢ réwnocze-
$nie metaobliczen znakow cyfrowych wystepujacych w liczebniku cyfrowym uzy-
tym w akcie referencji do danego obiektu liczbowego. Na przyktad, odnoszac si¢
do liczby 700000000001, umyst musi policzy¢, ile cyfr wystepuje w liczebniku
,100000000001”. Uogodlniajac, postugiwanie si¢ liczebnikami cyfrowymi w celu od-
niesienia si¢ do obiektow arytmetycznych (liczb, liczno$ci, funkcji okreslonych na
liczbach) wymaga odniesienia si¢ (metareferencji) do samych liczebnikow jako
obiektow arytmetycznych. Natomiast postugiwanie si¢ liczebnikami w obliczeniach
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nie wymaga odnoszenia si¢ do nich jako obiektow arytmetycznych, poniewaz po-
prawnos¢ obliczen jest regulowana wyltacznie rachunkiem logiki liczebnikow.

1. FORMATOWANIE STRUKTUR GEEBOKICH LICZEBNIKOW

Jako obiekty gramatyczne reprezentacje umystowe liczebnikow maja struktury
gramatyczne, ktore bgdg nazywat strukturami glgbokimi liczebnikéw. Kwestie for-
matowania i przetwarzania reprezentacji umystowych liczebnikéw sprowadzaja si¢
wigc do odpowiednio przeformutowanych zagadnien formatowania i przetwarzania
struktur glebokich liczebnikow. Kazdy liczebnik w sensie powierzchniowym jest
skorelowany z wieloma reprezentacjami umystowymi, a tym samym z wieloma
strukturami glebokimi. To, ze liczebniki cyfrowe sa przektadalne na liczebniki stow-
ne i vice versa, mozna wlasnie wyjasnic¢, odwotujac si¢ do pojecia struktur glebokich
liczebnikow. Dwa liczebniki — cyfrowy oraz stowny — sa wzajemnie przektadalne
z zachowaniem kodenotacyjnosci wtedy i tylko wtedy, gdy skorelowane sa z co naj-
mniej jedna ta sama struktura gleboka. Proces umystowy przektadu liczebnika cy-
frowego na rownowazny zakresowo liczebnik stowny mozna wowczas modelowaé
jako proces aktywacji (lub syntezy) struktury glebokiej liczebnika cyfrowego, a na-
stepnie jako proces jej przeksztalcenia w odpowiednia reprezentacj¢ werbalna dane-
go systemu reprezentacji jgzykowych, rowniez zakodowanych w danym umysle.

Skoro kompetentny numerycznie umyst jest w stanie porownywac¢ dowolne li-
czebniki pod wzgledem tego, czy denotuja t¢ sama liczbe (liczno$é), czy tez jeden
z nich denotuje liczbg (liczno$¢) wigksza od liczby (licznosci) denotowanej przez
inny liczebnik, to nalezy zatozy¢, ze umyst podczas przeprowadzania czynnos$ci po-
rownywania liczebnikow jednoczes$nie dokonuje rozmaitych operacji przetwarzania
struktur glebokich liczebnikow. Takie operacje musza by¢ przeprowadzane zgodnie
z okreslonymi regutami. Stad nalezy przypuszczaé, ze istnieje logika struktur gtebo-
kich liczebnikow rozumiana jako odpowiedni system regut ich przetwarzania, umoz-
liwiajacy umystowi dokonywanie denotacyjnych poréwnan liczebnikéw pod katem
rownosci lub relacji wigkszosci 1 mniejszosci zachodzacych migdzy liczbami (licz-
no$ciami) denotowanymi przez liczebniki. Istnienie takiej logiki liczebnikow zaktada
rekurencyjny sposob formatowania liczebnikowych struktur gigbokich w umysle.

Struktury glebokie liczebnikdéw sa rozumiane jako ,,przedmioty umystowe” po-
zostajace w relacjach asocjacji (rozumianych semantycznie) do reprezentacji liczbo-
wych (licznosci, liczb porzadkowych oraz wielkosci) rowniez zakodowanych w umy-
$le. Procesy umystowe przetwarzania struktur gigbokich dzigki relacji asocjacji uru-
chamiaja przetwarzanie reprezentacji liczbowych. Dopiero reprezentacje liczbowe
oraz relacje zachodzace migdzy nimi znajduja si¢ w stosunku korespondencji se-
mantycznej do modeli semantycznych arytmetyki PA w sensie Tarskiego'. Dlatego

"' W pracy (Krysztofiak 2015a) przedstawiony zostat model takich relacji zachodzacych miedzy
reprezentacjami liczebnikowymi, liczbowymi oraz modelami semantycznymi PA.



24 Wojciech Krysztofiak

tez ostatecznie ,,poprawnos¢ poznawcza” czynnos$ci przetwarzania liczebnikow jest
funkcja poprawnosci proceséw przetwarzania ich struktur glebokich, a ta z kolei jest
wyznaczana przez asocjacj¢ struktur glebokich z reprezentacjami liczbowymi, ktore
pozostaja w relacji korespondencji do rozmaitych fragmentéw modeli semantycz-
nych PA.

1.1. Syntaktyka struktur glebokich liczebnikow

Struktury glebokie liczebnikow zasadzaja sig na trzech kategoriach wyrazen. Sa to:
(i) cyfry elementarne (elementarne leksemy cyfrowe),

(i) funktory pozycji sktadniowych,

(iii) funktor planu pozycyjnego.

W zwiazku z tym w jezyku formalnym, ktory ma stuzy¢ do opisu formatu liczebni-
kowych struktur gigbokich, powinny znalez¢ si¢ wyrazenia nastgpujacych typow:

(i) zmienne oraz state przebiegajace uniwersum cyfr elementarnych danego sys-
temu zapisu liczebnikow,

(i) zmienne oraz state przebiegajace uniwersum funktorow pozycji sktadnio-
wych w strukturach glebokich liczebnikow,

(iii) stata desygnujaca funktor planu pozycyjnego struktury glebokiej liczebnika.

Niech symbole o postaci ,,0”, ,,1”, ,,2”, ..., ,,Cmax  0znaczaja kolejne cyfry ele-
mentarne danego systemu zapisu liczebnikow?’. Cyfra cmay jest najwyzsza cyfra ele-
mentarng na gruncie danego systemu zapisu liczebnikow. ¢y, moze si¢ ré6zni¢ w za-
leznosci od systemu. Symbole o postaci ,,c”, ,,c1”, ,,c2” to zmienne przebiegajace
uniwersum cyfr elementarnych danego systemu zapisu cyfr. Symbole o postaci ,,0,”,
,»017, ,,0,” oznaczaja kolejne funktory pozycji sktadniowych w strukturach glebo-
kich liczebnikow. O, jest funktorem pozycji zerowej, O, jest funktorem pozycji jed-
nosci, a na przyktad 0,4 jest funktorem pozycji dwudziestekczworek®. Symbole
o postaci ,,0,”, ,,0;”, ,,O0f” sa zmiennymi przebiegajacymi uniwersum funktorow po-
zycji sktadniowych w strukturach giebokich liczebnikéw. Wyrazenia odnoszace si¢
do funktorow pozycji syntaktycznych sa wigc wyrazeniami ztozonymi z wyrazenia
,»0” lub ,,0” oraz dowolnego indeksu bedacego numerem funktora lub zmienna

2 Jesli wiec 0, 1, 2, ... sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to mozna poprawnie twierdzi¢, ze 0
desygnuje 0, 1 desygnuje /, 2 desygnuje 2 itd.

* Numery funktoréw pozycji sktadniowych sa wskaznikami sposobéw dziatania tych funkto-
réw. Na przyktad, funktor O, dziata semantycznie na swoj argument w taki sposob, ze argument
wskazuje na liczbg tuzinéw (dwunastek) w danej strukturze glebokiej jakiego$ liczebnika (np. li-
czebnika trzy tuziny).
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przebiegajaca zbior tychze numerdéw. Symbol ,,P” oznacza funktor planu pozycyjne-
go struktury glebokiej liczebnika.

Elementarne state cyfrowe dowolnego systemu zapisu liczebnikow sa traktowane
jako wyrazenia nalezace do kategorii wyrazen nazwowych n. Funktory pozycji skta-
dniowych uznaje si¢ za funktory jednoargumentowe, ktérych warto$ciami sa wyra-
zenia kategorii &, a argumentami — state badZ zmienne cyfrowe lub wyrazenia kate-
gorii k. Funktory pozycji charakteryzuja si¢ wigc hybrydowym indeksem kategorial-
nym o postaci KAk O n). Zaktada sig, ze kazda elementarna stata cyfrowa danego
systemu zapisu liczebnikow moze by¢ argumentem dowolnego funktora pozycji
sktadniowej. Oznacza to, ze wszystkie cyfry elementarne sa wzajemnie podstawialne
z zachowaniem poprawnosci skladniowej w kazdej strukturze glebokiej liczebnika®.
Mozna sadzié¢, ze systemy zapisu liczebnikow (w szczegdlnosci — liczebnikow cy-
frowych), ktore spelniaja ten warunek, nasladuja system arabski. To, ze funktory po-
zycji sktadniowych maja indeks k/Ak O n), czyni je podatnymi na operacje iteracji
i permutacji (zgodnie z reguta MP gramatyki kategorialnej Ajdukiewicza—Bar-Hillela
w wersji rozszerzonej dla funktoréw hybrydowych®).

Funktor planu pozycyjnego P jest funktorem anadycznym, ktérego argumentami
sa wszystkie wystepujace w danej strukturze glebokiej wyrazenia utworzone za po-
moca funktoréw pozycji sktadniowych. Funktor ten tworzy wyrazenia kategorii od-
miennej niz kategoria n: mozna ja nazwac kategoria liczebnikow — /.

Jezyk, w ktorym formatowane sa struktury glebokie liczebnikow, obejmuje wige
trzy elementarne kategorie sktadniowe wyrazen. Poniewaz struktury glebokie zawie-
raja zmienna liczbg pozycji sktadniowych i cyfr wystepujacych na tych pozycjach,
liczba argumentow funktora P jest zmienna, ale zawsze skonczona. Indeks katego-
rialny funktora P ma postac //(k, ..., k). Oznacza to, ze liczebniki, ktorych struktura-
mi gigbokimi sa wytacznie wyrazenia utworzone za pomoca funktora planu pozycyj-
nego, nie sa wyrazeniami tej samej kategorii co elementarne leksemy liczebnikowe
danego jezyka. W projektowanym rachunku struktury glgbokie liczebnikéw petnia
rolg formut przetwarzanych przez umyst w procesach obliczeniowych.

Mozna zarzuci¢ przedstawionemu ujgciu sktadni struktur glebokich liczebnikow,
ze wprowadza funktory pozycji sktadniowych o hybrydowym indeksie kategorial-
nym k/Ak O n). Tg ,,dziwnos¢” syntaktyczna mozna ominac¢, wprowadzajac do jezyka,
w ktorym formatowane sa glebokie struktury liczebnikowe, kategori¢ funktorow
sktadania funktorow pozycyjnych. Wowczas kazda permutacj¢ lub iteracj¢ funkto-

* Wydaje sig, ze system cyfr rzymskich nie spelnia tego warunku. Np. cyfra elementarna ,,V?”
nie moze by¢ sensownie podstawiona pod dowolna inna cyfr¢ w dowolnym liczebniku ztozonym.

° Reguta MP dostosowana do indeksow kategorialnych odpowiadajacych funktorom hybrydo-
wym przyjmuje posta¢ dwoch warunkow: (i) o/alP; a = a oraz (ii) o/alB; p = a, gdzie a i P sa
dowolnymi indeksami kategorialnymi, o/alJp jest funktorowym indeksem hybrydowym, a = to
funkcja redukeji rzadku indeksoéw (po lewej stronie) do pewnego ustalonego indeksu (po prawej
stronie). Reguta MP w standardowym sformutowaniu przyjmuje postaé¢ o/f; B = a. Na temat wia-
snosci reguly MP — zob. Humberstone 2005: 283.



26 Wojciech Krysztofiak

row pozycji sktadniowych mozna by traktowaé jako — utworzony za pomoca opera-
cji sktadania — zlozony funktor pozycji sktadniowej. Na przyktad, konkatenacja
funktorow o postaci 090000y stanowitaby wyrazenie, ktore powstaje ze zlozenia
f(f(O1), f(0100100)). W tym wypadku operator f bylby swoistym klejem zespalaja-
cym iteracje lub permutacje funktoréw pozycji sktadniowych, oddawanym za pomo-
ca indeksu kategorialnego (k/n)/(k/n), a kazdy funktor pozycji skladniowej bylby
skorelowany z indeksem k/n. Taki spos6b modelowania formalnego liczebnikowych
struktur glebokich komplikowalby jednak ich gramatyke oraz nie odzwierciedlatby
potwierdzonego empirycznie faktu nabywania umiej¢tno$ci mnozenia liczebnikow
w pozniejszej fazie rozwoju matematycznego. Operator f, ktory sktadatby funktory
pozycji sktadniowej, bytby bowiem operatorem ich mnozenia®.

Niech N stanowi klas¢ cyfr elementarnych danego systemu zapisu liczebnikow
(rozumianych jako reprezentacje umystowe odpowiadajacych im leksemoéw liczeb-
nikowych), K klas¢ wyrazen kategorii k systemu zapisu struktur glgbokich liczebni-
kéw, F klase wszystkich funktorow pozycji skladniowej, a L klase wszystkich
struktur glebokich liczebnikéw. Mechanizm wytwarzania wyrazen kategorii L (czyli
struktur glgbokich liczebnikéw) przebiega zgodnie z nast¢pujacymi warunkami defi-
nicyjnymi:

(Df. L) (ONOK
(i)o OKOBOF - f(a) OK
(ii)oy OK-NDO... O, OK-N - P[ay, ..., o4] OL
Przyjmijmy nast¢pujaca konwencj¢ definicyjna:
(Df. 2) Bi1...Bu(e) jest skrotem Bi(...(Bu(a))...).

Zgodnie z (Df. 2), zamiast pisa¢ np. O1¢(0;¢(O;00(€5))), mozna uzyé skroconej
wersji z mniejsza liczba nawiaséw: O19019010o(cs).

Dziatanie mechanizmu wytwarzania struktur glgbokich przedstawmy, positkujac
si¢ nastgpujacymi przyktadami: skoro cyfra 2 nalezy do klasy N, a funktor pozycji
0, nalezy do klasy F, to zgodnie z (i)-(ii) wyrazenie O,(2) nalezy do klasy K. Po-
niewaz 0,(2) nalezy do klasy K, a Oy nalezy do F, to 0,y0,(2) nalezy do K. Zgodnie
z warunkiem (iii) P[0;00,(2)] nalezy do L. Nalezy zauwazy¢, ze P[2] nie jest popraw-
nie zbudowana struktura liczebnikowa, poniewaz 2 nie nalezy do K — N (jako ze
nalezy do N). Uogoélniajac, nie istnieja struktury liczebnikowe o postaci P[cy, ..., ¢;].

¢ Akapit powstat pod wptywem dyskusji z recenzentem tego artykutu. Uszczegotowiajac te uwagi,
nalezatoby powiedzieé, ze np. rozumienie liczebnikéw dwiescie dziesigtek, o strukturze O190100(2),
oraz dwadziescia setek, o strukturze 0,00010(2), wymagaloby od uzytkownika jgzyka umiejgtnosci
mnozenia. Innymi stowy, umyst na mocy samego syntetyzowania lub aktywowania struktur gl¢bo-
kich liczebnikéw — gdyby przyja¢ propozycjg recenzenta — bylby w stanie rozstrzygnac, czy oba
wymienione liczebniki sg kodenotacyjne. Tymczasem wiadomo, ze aby stwierdzié, iz dwiescie dzie-
siatek to tyle samo co dwadziescia setek, trzeba biegle mnozy¢.
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1.2. Przyklady i typy struktur glebokich liczebnikéw

Struktury glebokie zarowno liczebnikdéw cyfrowych, jak i liczebnikéw stownych
sa wytwarzane wedlug tego samego mechanizmu. Na przyktad, liczebnikowi sto fu-
zinow i dwadziescia szes¢ mozna przypisac strukture gleboka o postaci P[01,010(1),
010(2), 04(6)]. Z kolei liczebnik jeden i jeden ma postaé P[Oy(1), O(1)]. Pierwszy
z liczebnikow jest rownowazny denotacyjnie zapisowi cyframi arabskimi ,,1226”,
ktéremu mozna przypisa¢ wiele struktur glebokich w zaleznosci od tego, na jaki li-
czebnik stowny jest on przekladany podczas czytania. Jes$li liczebnik cyfrowy
,1226” jest odczytywany jako tysiqc dwiescie dwadziescia szesé, to jego struktura
gleboka ma posta¢ P[O1(6), O10(2), O100(2), O1900(1)]. Jesli zas ,,1226” odczytuje sig
jako dwanascie setek i dwadziescia szes¢, to jego struktura gleboka przyjmuje forme
P[O190012(1), O19(2), 0;(6)]. Kolejnos¢ wystgpowania argumentéw funktora P
w strukturach glgbokich liczebnikéw nie ma znaczenia w aspekcie denotacyjnym.
Istnieja dwa wyrdznione sposoby rozmieszczania tych argumentéw — sposob zgod-
ny ze zwrotem obliczeniowym oraz sposob zgodny ze zwrotem wypowiedzeniowym
liczebnika. Analiza ta pokazuje, ze liczebniki cyfrowe sa paradoksalnie wyrazeniami
bardziej wieloznacznymi niz ich stowne odpowiedniki, poniewaz tym pierwszym
mozna przypisa¢ wiele struktur glebokich, podczas gdy te drugie sa zazwyczaj sko-
relowane tylko z jedna struktura gleboka. Umyst wykonuje jednak zalgorytmizowa-
ne obliczenia na liczebnikach cyfrowych, a nie stownych, mimo ze te drugie sa na
0go6t jednoznaczne, a te pierwsze wieloznaczne (w sensie posiadania wielu struktur
glebokich). Wskazana wieloznaczno$é liczebnikéw cyfrowych ma jednak charakter
wylacznie pozakontekstowy: w danym kontek$cie uzycia sa one rozumiane jedno-
znacznie, poniewaz uzytkownik liczebnikow aktywuje w umys$le dokladnie jedna
reprezentacje — o okreslonej strukturze glebokiej — danego liczebnika cyfrowego
uzywanego w akcie obliczeniowym.

Niektore ze struktur glgbokich nie moga by¢ przeksztalcane w liczebniki cyfro-
we — z uwagi na sposob ich zapisu. Sa one wtedy transformowane w niestandardo-
we liczebniki stowne. Taka wlasno$¢ ma na przyktad struktura glgboka liczebnika
jeden i jeden. Ze struktura P[O;(1), O;(1)] nie jest skorelowany transformacyjnie za-
den liczebnik cyfrowy w obowiazujacych obecnie w Europie systemach zapisu li-
czebnikow cyfrowych. T¢ sama wiasno$¢ ma liczebnik tysiqc i jeszcze tysiqc oraz
dwadziescia szes¢, ktorego struktura glgboka ma postaé P[O1g09(1), O1900(1), O10(2),
0,(6)]". Jednym z powoddéw niemozliwosci przeksztalcenia struktury glebokiej li-
czebnika stownego w liczebnik cyfrowy w danym systemie zapisu liczebnikow jest
wielokrotne wystepowanie tego samego funktora pozycji sktadniowej w danej struk-

7 Nietrudno wskazaé przyklady uzycia wymienionych liczebnikéw w praktyce komunikacyjnej.
Gdy nauczycielka w przedszkolu zadaje dzieciom pytanie: Ile to jest — jeden i jeden?, to nie trak-
tuje liczebnika jeden i jeden jako synonimu liczebnika dwa (traktuje oba liczebniki jako jedynie ko-
denotacyjne). Liczebniki typu tysiqc i jeszcze tysiqc oraz dwadziescia szes¢ bywaja uzywane w sy-
tuacji wydawania reszty w sklepie.
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turze glebokiej. W pierwszej ze struktur funktor O; wystepuje dwukrotnie. To samo
dotyczy drugiej struktury i funktora Ogy.

Oczywiscie, gdyby system zapisywania liczebnikéw cyfrowych dopuszczal ko-
lumnowy sposob notacji, struktura gltgboka P[O;990(1), O1000(1), O10(2), O1(6)] mo-
glaby zosta¢ przeksztatcona w 100(6)8. W linearnych systemach zapisu liczebnikow cyf-
rowych (w dowolnych uktadach) nie da si¢ przeksztalci¢ struktur z powtdrzeniami
funktoréw pozycji sktadniowej w liczebniki cyfrowe. Inna przyczyna braku trans-
formowalnosci struktury glebokiej na linearny liczebnik cyfrowy w danym systemie
zapisu liczebnikéw moze by¢ wystepowanie w danej strukturze takich funktoréw
pozycji sktadniowej, ktore w danym systemie zapisu i jego semantyki nie wytwa-
rzaja okre$lonych osi obliczeniowych. Na przyktad, ze struktury glebokiej o postaci
P[O502(7), 019(3), 01(6)] umyst nie jest w stanie wytworzy¢ odpowiadajacego jej
liczebnika cyfrowego w arabskim systemie zapisu, mimo ze w strukturze tej zaden
funktor pozycji sktadniowej si¢ nie powtarza. W ukladzie dziesigtnym zapisu cyfr
arabskich funktory pozycji piatek oraz dwudziestek nie speiniaja zadnych funkcji
obliczeniowych.

Warto jednak zauwazy¢, ze struktura P[Os05(7), O10(3), O1(6)] jest przeksztal-
calna w liczebnik stowny o postaci siedem dwudziestek po piec i trzydziesci szesé,
uzywany na przyklad podczas rozmowy kasjerow w banku w konteks$cie: podaj mi
siedem dwudziestek po piec¢ zlotych i trzydziesci szes¢ zlotych, gdzie dwudziestki sa
rozumiane jako paczki dwudziestomonetowe. Wydaje si¢ wigc, ze kazda strukturg
gleboka mozna przeksztalcic w jaki$ (czasem nieuzyteczny i niestandardowy) li-
czebnik stowny, podczas gdy niektorych struktur gltebokich w danym systemie zapi-
su liczebnikow nie sposob przeksztatci¢ w liczebniki cyfrowe.

Obok typoéw struktur glebokich wyr6éznionych z uwagi na transformowalno$é,
mozna wyodregbnic¢ ich typy ze wzgledu na rozne wlasnosci strukturalne.

Podstawowa cecha struktur glebokich liczebnika, ktéra moze stuzy¢ do ich porzad-
kowania, jest dlugo$¢ pozycyjna. Struktura o postaci P[Oqgoo(1), O1900(1), O10(2),
0,(6)] jest pozycyjnie dhuzsza od struktury P[O;900(2), O14(2), O1(6)], mimo Ze obie
struktury sg kodenotacyjne. Ta sama liczba lub liczno$¢ w zalezno$ci od systemu za-
pisu liczebnikéw moze by¢ denotowana przez krotsze lub dtuzsze pozycyjnie struktury
glebokie. W arabskim systemie zapisu liczebnikéw najkrétszymi pozycyjnie struktu-
rami glebokimi sa struktury stanowiace podstawienie schematu struktur o postaci
P[O/(c))]. Wyja$nialoby to krotszy czas wykonywania obliczen w systemie arabskim

¥ Kolumnowym sposobem zapisu niektorych liczebnikéw cyfrowych jest klinowy system su-
meryjski (zob. Ifrah 2006: 257-258). Ponadto w algorytmach dodawania, odejmowania czy nawet
mnozenia jest stosowany kolumnowy sposob zapisu liczebnikéw cyfrowych. W wypadku dodawa-
nia kolumny mogtyby mie¢ jedna strukturg¢ gleboka z powtorzeniami funktoréw pozycji sktadnio-
wej. Liczebniki cyfrowe zapisywane kolumnowo w algorytmie pisemnego dodawania powstaja
wigc w wyniku fuzji (dodawania) dwoch liczebnikow. Algorytm pisemnego dodawania dopuszcza
n-pigtrowe kolumny, ktoére rowniez mozna traktowaé jako zltozone liczebniki cyfrowe (bedace re-
zultatem n-cztonowych fuzji liczebnikéw w zapisie linearnym).
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(np. dodawania) na tak zwanych ,,okragtych liczbach” (np. ,,2 + 37, ,,10 + 307, ,,200
+ 3007, itd.) w stosunku do czasu wykonywania obliczen na pozostatych liczbach
(np. ,,27 + 147, ,234 + 677). W pierwszym wypadku umyst przetwarza struktury
glebokie o najmniejszej dlugosci pozycyjnej, podczas gdy w drugim struktury gle-
bokie sa w sposob istotny dhuzsze pozycyjnie. Warto dodaé, ze dtugo$¢ pozycyjna
struktury glebokiej nie musi odwzorowywaé dlugosci leksykalnej odpowiadajacego
jej liczebnika stownego. Na przyktad liczebnik szescdziesigt jest liczebnikiem leksy-
kalnie ztozonym o postaci szesc-dziesiqt, a wigc leksykalnie dtuzszym od liczebni-
kéw szesc oraz dziesieé. Natomiast z punktu widzenia struktur glgbokich wszystkie
trzy wymienione liczebniki maja struktury o tej samej dtugosci pozycyjne;.

Inna wlasnoscia syntaktyczng struktur glebokich jest ich stopien glebokosci. Po-
zycje sktadniowe w strukturach glebokich liczebnikow moga by¢ wytwarzane przez
permutacj¢ rozmaitych funktorow pozycji sktadniowych. Permutacje te moga mieé
r6zng dlugos¢, ktora wyznacza wiasnie stopnien glgbokosci danej struktury. Struktu-
ry glebokie, ktorych wszystkie pozycje sktadniowe sa utworzone przez jednokrotne
zastosowanie dowolnego funktora pozycji skladniowej, sa najptytszymi strukturami
glebokimi. Na przyktad, stopien glgbokosci struktury P[O50,(7), O14(3), O1(6)] jest
wyzszy od stopnia glebokosci struktury P[Ojgoo(1), Oigo0(1), O10(2), 01(6)].
W pierwszej strukturze pierwsza pozycja jest utworzona przez zastosowanie dwoch
funktorow pozycji syntaktycznej, natomiast w strukturze drugiej wszystkie pozycje
powstaja przez jednokrotne stosowanie funktorow. Wydaje si¢, ze wraz ze wzrostem
stopnia glebokosci struktur glgbokich wzrasta rowniez stopien trudnosci ich przetwa-
rzania w procesach obliczeniowych, mierzony $rednim czasem, ktérego umyst po-
trzebuje do wykonania operacji na danej strukturze.

Kazdej strukturze glebokiej liczebnika mozna przypisa¢ metryke pozycyjna. Jest
nig ciag permutacji funktorow pozycji sktadniowych odpowiedzialnych za wytwo-
rzenie w danej strukturze kolejnych pozycji sktadniowych. Metryka pozycyjna
struktury o postaci P[O1gpo(1), O1000(1), O10(2), O1(6)] jest ciag (01900, O1000, O10, O1),
a struktura P[O50(7), 010(3), O1(6)] ma metryke (0505, O19, O;). Poréwnywanie
struktur glebokich liczebnikéw o tej samej metryce pozycyjnej pod wzgledem tego,
ktéra z nich denotuje wigksza liczbg, nie wymaga przetwarzania porownywanych
struktur na rownowazne zakresowo struktury o odpowiednim standardowym ksztalcie.
Porownanie struktury P[O199(1), O10(1), O1(7)] ze struktura P[O;go(1), O1(2), O1(2)]
pod katem tego, ktora z nich denotuje wigksza liczbg naturalna, stanowi o wiele ta-
twiejsze zadanie niz porownanie w tym samym aspekcie struktur P[Qgy(1), O;o(1),
01(7)] 1 P[012(6), O10(3), O(7)]. Struktury drugiej pary maja rézne metryki pozy-
cyjne. W zwiazku z tym $redni czas rozwiazania zadania Ktora z liczb jest wicksza:
sto siedemnascie czy sto dwadziescia dwa? jest krotszy niz $redni czas rozwiazywa-
nia zadania Ktora z liczb jest wigksza: sto siedemnascie czy szes¢ tuzinow trzydziesci
siedem? Rozwiazujac drugie zadanie, umyst musi sprowadzi¢ obie struktury — za
pomoca rozmaitych operacji arytmetycznych — do struktur o tej samej metryce.
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1.3. Przetwarzanie struktur glebokich liczebnikéw — przyklady

W procesach komunikacji migdzyludzkiej uzytkownicy jezyka, postugujac sig li-
czebnikami, dokonuja roznego rodzaju obliczen. Elementarnymi operacjami oblicze-
niowymi sg takie, w ktorych musza rozstrzygnaé, czy dwa liczebniki denotuja t¢ sa-
ma liczbg (licznos¢), czy tez jeden z nich denotuje liczbg wigksza. Powodzenie ta-
kich operacji zalezy od tego, czy umyst sprawnie przetwarza struktury glebokie li-
czebnikow uzywanych w aktach obliczeniowych.

Skad umyst wie, ze dwa rézne liczebniki, dwadziescia oraz dziesie¢ i dziesiec,
denotuja tg sama liczbg? Nie sa to liczebniki synonimiczne. To, Ze maja rézne zna-
czenie w sensie sposobu uzycia, przejawia si¢ w wielu kontekstach wypowiedzenio-
wych (choé¢ nie zawsze). Na przyktad, gdy zamawiamy w pubie piwo, wypowiedz
Prosze dwadziescia butelek ma inne znaczenie od wypowiedzi Prosze dziesie¢ i dzie-
sie¢ butelek. Druga wypowiedz moze sprawié, ze kelner zada pytanie Czy podac
najpierw dziesie¢ i potem dziesie¢? Wypowiedz pierwsza nie wywota u niego takiej
reakcji, co roznicuje sposob uzycia obu liczebnikow. Fakt ten mozna wyjasnic,
twierdzac, ze przytoczone wypowiedzi aktywuja w umysle odmienne struktury gle-
bokie liczebnikdw. W pierwszym wypadku taka strukture opisuje wyrazenie o posta-
ci P[O4¢(2)], a w drugim — P[O(1), O;(1)]. Kelner wie jednak, ze optata za liczbg
butelek piwa wynosi tyle samo przy obu zaméwieniach. Mozna to wyjasni¢ tym, ze
jego umyst przetwarza strukturg P[O1¢(1), O;¢(1)] na strukturg P[O14(2)].

Skad wiadomo, ze liczebniki dwa tuziny setek, dwiescie tuzinow, dwa tysiqce czte-
rysta, tysiqc dwiescie i tysiqc dwiescie denotuja jedna 1 t¢ sama liczbe (licznosc)? Wy-
mienionym liczebnikom odpowiadaja nastgpujace struktury glebokie: P[O1¢001,(2)],
P[0120100(2)], P[O100(4), O1000(2)], P[O100(2), O1000(1), O100(2), O1000(1)]. Aby wy-
kazaé, ze struktury te denotuja t¢ sama liczbg, musimy redukcyjnie przetworzy¢ je na
pewna strukturg kanoniczna. W tym wypadku moze to by¢ struktura glgboka liczeb-
nika cyfrowego ,,2400” (odczytanego jako dwa tysiqce czterysta), czyli P[Oq¢y(4),
O1000(2)]-

Strategia umystu w przetwarzaniu struktur glgbokich liczebnikéw podczas czyn-
nosci ich porownywania w wielu wypadkach moze podpada¢ pod nastepujacy model:

Kazda z dwoch pordwnywanych struktur gigbokich umyst redukuje do
struktury o identycznej metryce pozycyjnej. Jesli w wyniku takiego
procesu otrzyma dwie identyczne struktury redukcyjne, to stwierdza,
ze struktury na wejsciu denotuja t¢ sama liczbe (licznos¢). Jesli zas
uzyska dwie r6zne struktury glgbokie o tej samej metryce pozycyjne;j,
to nastgpnie bada, ktdora z obu struktur denotuje wigksza liczbe
(liczno$¢).

Badanie to stanowi wylacznie analiz¢ syntaktyczng obu redukcyjnych struktur.
I tak, dla przyktadu, umyst moze przetworzy¢ strukture P[O;9001,(2)] redukcyjnie na
strukturg P[O1500(2)]; nastgpnie moze przetworzy¢ strukture P[O1,0100(2)] na struk-
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turg P[O1200(2)]. Stwierdza, ze obie struktury sa identyczne, i na tej podstawie wy-
prowadza wniosek, ze liczebniki im odpowiadajace denotuja t¢ sama liczbg. Podob-
nie, umyst przetwarza strukture P[O;o0(2), O1000(1), O100(2), O1900(1)] na strukture
P[O1200(2)]- W wyniku tej operacji wnioskuje, ze liczebnik tysiqc dwiescie i tysiqc
dwiescie denotuje t¢ sama liczbe, ktora denotuja liczebniki dwa tuziny setek, dwie-
scie tuzinow. Kolejnym zadaniem jest redukcja struktury glebokiej P[O1,00(2)] do
struktury kanonicznej P[O;o(4), O1000(2)]. Sukces polega na wydaniu werdyktu,
zgodnie z ktorym liczebnik dwa tysiqce czterysta denotuje t¢ sama liczbg co wcze-
$niej analizowane liczebniki.

Podobne przyktady mozna mnozy¢ w nieskonczonos¢. Skoro wigc umyst przetwa-
rza struktury glgbokie liczebnikow, to musi wykonywac te operacje wedtug pewnych
regul inferencji. System takich regut mozna okresli¢ mianem logiki liczebnikow.

2. LOGIKA LICZEBNIKOW

Teoria logiki liczebnikéw (LL), rozumianej jako kompleksowy mechanizm for-
matowania i przetwarzania reprezentacji liczebnikowych, zasadza si¢ na logice kla-
sycznej i arytmetyce Peana. LL zawiera trzy moduly. Na pierwszy sklada si¢ mecha-
nizm tworzenia funktoréw pozycji sktadniowych, opisywany przez arytmetyke tych
funktorow, na drugi — mechanizm tworzenia cyfr elementarnych dowolnego syste-
mu zapisu liczebnikoéw, a na trzeci — system regut wyznaczajacych poprawne row-
nowaznos$ciowe inferencje okreslone na liczebnikowych strukturach glgbokich.

Skoro zbidr wszystkich funktoréw pozycji sktadniowych jest rownoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych, a na funktorach pozycji mozna okresli¢ takie operacje,
ktorych odpowiednikami sa operacje nast¢pnika, dodawania i mnozenia w zbiorze
liczb naturalnych, to algebra funktoréw pozycji syntaktycznych jest izomorficzna ze
standardowa algebra liczb naturalnych z mnozeniem i dodawaniem. Z kolei modut
cyfrowy nie jest algebraizowalny w arytmetyce Peana, poniewaz w kazdym systemie
zapisu liczebnikow przyjmuje sig skonczona liczbg cyfr elementarnych. Dopiero nad
tymi dwoma modutami nadbudowana jest wiasciwa logika liczebnikdéw (w sensie
wezszym). W tym $wietle arytmetyka Peana stanowi jedynie narzedzie opisu mecha-
nizméw formatowania struktur glebokich liczebnikow. Umyst, syntetyzujac lub ak-
tywujac struktury glebokie liczebnikéw, musi stosowaé liczby naturalne, aby wyzna-
cza¢ sposoby dziatania funktorow pozycji sktadniowych.

Jezyk logiki liczebnikow powstaje w wyniku rozszerzenia jezyka, w ktorym
struktury glebokie liczebnikéw sa formatowane. Do rozszerzanego stownika zostaja
wprowadzone nastgpujace wyrazenia:

(i) funktor zdaniotworczy ,,”, ktdérego argumentami sa struktury glebokie li-
czebnikow, wyrazajacy relacje kodenotacyjnej redukcji jednej struktury do drugiej,



32 Wojciech Krysztofiak

(i) wyrazenie ,,/”” oznaczajace rezultat zastapienia wyrazenia po lewej stronie li-
sta wyrazen po prawej stronie w konteks$cie struktury glebokiej liczebnika,

(ii1) wyrazenie state ,,[1” oznaczajace dowolne puste wyrazenie w strukturze gle-
bokiej liczebnika (wyrazenie to moze wystgpowac zarowno po prawej, jak i po lewej
stronie wyrazenia ,,/”).

Zatem kategoria L w jezyku logiki liczebnikow jest rozszerzona o wyrazenia ty-
pu: P[....,0/a, ...], P[..., /OJ, ...], P[..., &/(B1, ..., Bp), -..], gdzie o, By, ..., Br O K, a
O jest wyrazeniem pustym. Oto definicja poprawnie zbudowanej formuty jezyka LL:

(Df. For) aOLOBOLS,atkp0For

LL jest wigc logika jednej relacji, mianowicie — relacji zachodzacej migdzy
strukturami glebokimi liczebnikow wtedy, gdy jedna z nich redukuje si¢ kodenotacyj-
nie do drugiej. Pozostale relacje i operacje, ktore umyst konstytuuje i wykonuje na
strukturach glebokich liczebnikow, sa definiowalne za pomoca relacji redukcji. Zda-
nie aF B moze by¢ odczytywane jako: liczebnikowa struktura glgboka o redukuje si¢
kodenotacyjnie do liczebnikowe;j struktury gtebokiej B. Na przyktad, zdanie o postaci
»P[0100012(2)] - P[O1200(2)]” wyraza informacje, ze struktura glgboka P[O09012(2)]
sprowadza si¢ kodenotacyjnie do struktury glebokiej P[O1200(2)]. Jesli podane zdanie
jest prawdziwe, to zgodnie z regutami logiki liczebnikow struktura P[O;0012(2)] jest
przeksztatcalna w strukturg P[O,00(2)].

2.1. Modut arytmetyczny logiki liczebnikéw

Oto aksjomaty opisujace arytmetyczny mechanizm tworzenia funktorow pozycji
sktadniowych (gdzie Seq jest funkcja nastgpnika, ktorej argumentami i warto$ciami
sa wylacznie funktory pozycji):

(AO1) (HO;) Og Z Seq(0;)
(AO2) (L0, 0)) [Seq(0) = Seq(0)) - 0;= 0]
(AO3) ¥(0o) O(HO) [Y(0) ~ ¥(Seq(0))] ~ (HO) ¥(0)

Zbidr wszystkich funktoréw pozycji sktadniowych jest liniowo uporzadkowany
przez operacje nastgpnika, ktorego pierwszym elementem w tym porzadku jest
funktor Oy. Ponadto w zbiorze tym obowiazuje zasada indukcji arytmetycznej. Po-
niewaz indeksy funktorow pozycji skladniowych zachowuja sig¢ analogicznie do
liczb naturalnych, to na nich rowniez okreslona jest funkcja nastepnika, *Seq, ktora
mozna definicyjnie sprowadzi¢ do funkcji Segq:

(AO4) (B0, 1) Osseqry = Seq(O;)
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Aksjomat (AO4) jest bardzo wazny z technicznego punktu widzenia. Narzuca
porzadek sekwencjalny na sposob indeksowania funktorow pozycji sktadniowych.
Znajac indeks funktora, mozna okresli¢ jego pozycje sekwencjalng w liniowo upo-
rzadkowanym uniwersum wszystkich funktorow pozycji sktadniowych.

Na funktorach pozycji sktadniowych, podobnie jak na liczbach naturalnych,
mozna okresli¢ pewne operacje. Stuza one do syntezy nowych funktoréw pozycji
sktadniowych z funktorow, ktére umyst w swoim funkcjonowaniu juz zinternalizowat.
Niech ,,+”, ,,x” oznaczaja odpowiednio operacje dodawania funktoréw oraz mnoze-
nia funktorow pozycji sktadniowych. Nastgpne aksjomaty stwierdzaja, ze warto-
sciami tych operacji sa funktory pozycji, ktorych indeksy dolne sa numerami w od-
powiedni sposob uzyskanymi w wyniku zastosowania operacji dodawania lub mno-
zenia numerdéw. Innymi stowy, istnieja operacyjne mechanizmy tworzenia funktorow
pozycji sktadniowych, przy czym operacje dodawania i mnozenia numeréw tych
funktorow sa zdefiniowane indukcyjnie, analogicznie do odpowiadajacych im opera-
cji arytmetyki liczb naturalnych:

(Df. +) (@) () Oj0 = O3 (b) (Ui, )) Ouseqiy + ;= Seq(Osy)
(Df. %) (@) (L)) Opa = O3 (b) (UL, )) Operseqiy = Oy
(AOS) (B0;, 0) +(O;, 0)) = Oy

(AO6) (0O;, 0) (01, 0)) = Oig

Zgodnie z (AOS5) wynikiem dodawania dwodch funktoréw o indeksach i oraz j
jest funktor o indeksie i+j. Podobnie, zgodnie z (AO6) wynikiem pomnozenia dwoch
funktorow o indeksach i oraz j jest funktor o indeksie i%Xj. Indeksy sa wyliczane
zgodnie z definicjami przyjetymi w arytmetyce Peana.

Inna bardzo wazna operacja tworzenia funktoréw pozycji sktadniowych jest ope-
racja ich potggowania, ktéra stuzy do tworzenia kanonicznych funktorow pozycji
sktadniowych.

(Df.") (@) (0) 0= 043 (b) (0)) 0, = (0, ;)
Relacje tworzenia funktorow kanonicznych przez funktor O; mozna zdefiniowac¢ jako:
(Df Kan) Ol‘ Kan Oj = [0, * O() 0 (D’l) Oj = 0,‘”]

Funktor O; wyznacza O; jako funktor kanoniczny wtedy, gdy funktor O; jest ja-
kas potega funktora O; niebgdacego funktorem pozycji zer. Kazdy funktor o indeksie
wigkszym od 0 wyznacza wigc doktadnie jedna klasg funktoréw kanonicznych. Do-
wolna klasa funktoréow kanonicznych stanowi zestaw funktoréw wystarczajacych do
wygenerowania zbioru struktur glebokich liczebnikow pokrywajacych z uwagi na
funkcje denotacji w sposob jedno-jednoznaczny zbior wszystkich liczb naturalnych’.

° Wynik ten zostanie udowodniony w trzeciej czesci calego studium, poswieconej semantyce
logiki liczebnikow.



34 Wojciech Krysztofiak

Mozna udowodni¢ twierdzenie, zgodnie z ktérym jesli funktor jednosci O, jest
generatorem funktoréw kanonicznych, to klasa funktorow kanonicznych generowa-
nych przez O jest jednoelementowa.

(T1) (00)) [0y Kan O; - O0;=04]

System zapisu liczebnikéw za pomoca karbow, w ktorym operuje sig¢ jedynie
funktorem pozycji jednosci O, jest wigc wystandaryzowanym systemem zapisu li-
czebnikow cyfrowych. W takim systemie dowolna sekwencja karbow (kresek lub
jedynek) stanowi standardowy liczebnik cyfrowy.

(T2) gtosi, ze funktor pozycji zerowej Oy nie nalezy do zadnej klasy kanonicz-
nych funktoréw pozycji:

(T2) (JO) [~ O; Kan O]

Znaczy to, ze funktor Q, jest zbgdnym funktorem w zapisie liczebnikow cyfrowych
w dowolnym standardowym systemie ich zapisu.

Zgodnie z twierdzeniem (T3) funktor pozycji jednosci nalezy do kazdej klasy
kanonicznych funktoré6w pozycji.

(T3) (JO) [0; Kan O]

Mowiac metaforycznie, bez osi jednosci nie da si¢ przeprowadzac zalgorytmizowa-
nych operacji obliczeniowych.

Latwo wykaza¢, ze funktory pozycji sktadniowych zachowuja si¢ tak jak liczby
naturalne Peana. Wyrazeniom ,,0,”, ,,0,”, ,,04;”, ,,O0x”, ,Seq”, , 7, ,,X” mozna
przyporzadkowaé¢ wyrazenia PA o postaci ,,0”, ,,i”, ,,itj”, ,i%/”, .8, ,, 7, ,,X” 0zna-
czajace kolejno: liczbg 0, dowolna zmienna liczbowa, wynik dodania do liczby i
liczby j, wynik pomnozenia liczby i przez liczbg j, operacj¢ nastgpnika, operacjg do-
dawania oraz operacjg mnozenia. Wszystkie aksjomaty modutu arytmetycznego LL
po przektadzie przeksztatcaja si¢ w aksjomaty PA (lub tautologie logiczne w wypad-
ku (AOS) i (AO6)). Mozna wige przyjac, ze indeksami funktoréw pozycji sa liczby
naturalne Peana, ktdére wyznaczaja sposoby dziatania tych funktorow. W zwiazku
z tym na zbiorze funktoréw pozycji sktadniowych mozna okresli¢ relacjg wigkszosci:

(DE.()  0,/(>)0,=i>)

Relacja (>) nie jest tozsama z relacja >, poniewaz pierwsza jest okre§lona na
funktorach, a druga na ich indeksach. Umysl, uczac si¢ stosowania funktoréw pozycji
sktadniowych, koduje informacje na temat uporzadkowania tych funktoréw ze wzgledu
na zachodzaca migdzy nimi relacje wigkszosci. Na przyklad, wiedzeg, ze miliony sa
wigksze od setek tysiecy, a te od tysiecy, zawdzigczamy temu, Ze uniwersum pozycji
sktadniowych jest w umysle kodowane wilasnie wraz z porzadkiem wyznaczonym
przez relacje (>). Jesli uzytkownik jezyka nie wie, czy oktyliony sa wigksze od seksty-
lionow, znaczy to, ze nie utworzyt dotychczas wymienionych funktoréw i w zwiazku
z tym nie moze przypisa¢ odpowiednim leksemom powigzanych z nimi struktur gle-
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bokich, a to w konsekwencji prowadzi do niemoznosci ustalenia relacji wigkszo$ci
migdzy analizowanymi funktorami.
Nastgpujace twierdzenie ustala zwiazek migdzy relacja (>) a funkcja Segq:

(T4) (HO)) Seq(0)) (>) O;

Oczywiste sa rowniez zaleznosci migdzy funktorami pozycji utworzonymi za
pomoca dziatan dodawania oraz mnozenia funktoréw a funktorami stanowiacymi
argumenty tych dziatan.

(T5) (HO:, 0) [0;# Op — HO:, 0) (>) O]

(T6) (00, 0) [0;# 0y » H0;, 0) (>) O]]

(T7) (HO;, 0) [0;(>) O, T O; (>) Og - X(0;, 0) (>) O]
(T8) (L0, 0) [0;(>) 0: 0 O; (>) Og ~ X(O;, 0) (>) O]]
(T9) (00, 05, n) [n>1 - (0:(>) 0;= 0/ (>) O]

Twierdzenia (T5)-(T9) tacznie glosza, ze funktory pozycji sktadniowych utwo-
rzone za pomoca dziatan dodawania, mnozenia i pot¢ggowania sg zasadniczo wigksze
niz funktory bedace argumentami tych dziatan (poprzedniki tych twierdzen okreslaja
wyjatki od reguty).

Z teoriomodelowego punktu widzenia funktory pozycji sktadniowych zachowuja
si¢ jak funkcje dziatajace na pewien skonczony zbior obiektow (cyfr elementarnych),
ktorych wartoSciami sa pary zbudowane z danej funkcji-funktora oraz cyfry ele-
mentarnej. W najprostszym wystandaryzowanym systemie zapisu liczebnikow za
pomoca karbow funktor pozycji sktadniowej jednosci dziata wytacznie na cyfre 1.
Poniewaz w innych systemach jest wigcej cyfr elementarnych, mozna powiedziec¢, ze
w zalezno$ci od systemu zapisu liczebnikéw funktory pozycji maja rézne dtugosei
rozumiane jako liczba kardynalna ich dziedzin. W danym systemie dtugos$¢ kazdego
z nich jest jednak identyczna. W arytmetyce Peana nie mozna natomiast mowié
o czym$ takim jak dtugos$¢ liczb naturalnych, ktéra bylaby identyczna dla kazdej
z nich. Dlatego tez, mimo ze funktory pozycji zachowuja si¢ jak liczby naturalne,
przystuguja im wiasnosci, ktorych liczby naturalne nie maja, cho¢by z tej racji, ze
funktory sa funkcjami, a standardowo rozumiane liczby naturalne jako obiekty jed-
nostkowe funkcjami nie sa. Wydaje si¢ wigc, ze funktorow pozycji sktadniowych nie
mozna utozsamic z liczbami naturalnymi.

2.2. Modut cyfrowy logiki liczebnikéw

Systemy zapisu liczebnikéw moga si¢ rozni¢ pod wzgledem liczby cyfr elemen-
tarnych. Z teoretycznego punktu widzenia nie jest nawet wykluczony system zapisu
liczebnikow operujacy na milionie cyfr elementarnych. Zawsze jednak w takim sys-
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temie musi wystgpowaé cyfra maksymalna ¢y,,x. Najmniejsza liczba cyfr elementar-
nych wymagana do zapisu liczebnikéw cyfrowych wynosi jeden (na przyktad w syste-
mie zapisu liczebnikéw za pomoca karbow). Ta obligatoryjna cyfra elementarna jest
1. W systemie takim zachodzi: 1 = ¢, Niezaleznie od tego, ile cyfr elementarnych
wystepuje w danym systemie zapisu liczebnikow, zbior ten jest uporzadkowany sto-
sunkiem bycia wigksza cyfra, symbolizowanym przez znak ,,[>]”. Ponadto, w wigk-
szo$ci systemow zapisu liczebnikow przyjmuje si¢ dodatkowy znak cyfrowy dla
oznaczenia ,,braku cyfry” na danej pozycji sktadniowej; w systemie arabskim tym
znakiem jest 0. Nie jest on jednak obligatoryjna cyfra elementarna w strukturach
glebokich liczebnikéw: kazda liczba denotowana przez strukture gieboka, do ktorej
sformatowania uzyta jest cyfra 0, moze by¢ rowniez denotowana przez strukturg gle-
boka, do ktoérej sformatowania nie stosuje si¢ cyfry 0. Cyfra 0 jest wymagana w sys-
temach, w ktorych mozliwa jest standaryzacja liczebnikéw cyfrowych, czyli zabieg
polegajacy na tym, ze w zbiorze wszystkich struktur glebokich wyrdznia si¢ taki
podzbior, ktérego kazdy element denotuje rézna liczbe naturalng i ktérego obraz
funkcji denotacji jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Modut cyfrowy LL funkcjonuje zgodnie z mechanizmem logicznym wyznacza-
nym przez uktad aksjomatow:

(ACT) (Hei ¢ o) [ei [P ¢ O [P e = ci[>] e ]
(AC2) (e ~ci[>] e
(AC3) (Hei ¢ [ei [P ¢ = ~ ¢ [P ]

Relacja bycia wigksza cyfra jest relacja przechodnia, przeciwzwrotna i antysy-
metryczna. Ponadto w wypadku kazdego systemu zapisu liczebnikow, w ktorym
mozliwa jest standaryzacja liczebnikow cyfrowych, w zbiorze cyfr elementarnych
istnieje element najwickszy ze wzgledu na relacje [>], ktorym jest cyfra cpay, Oraz
element najmniejszy, ktorym jest cyfra 0.

(AC4) (Dci) [ci % Cmax — Cmax [>] ci]

(ACS) (Ue) [e: 20 - ¢; [>] 0]
Na cyfrach elementarnych okre$lona jest operacja nastgpnika Sg:

(ACO) (He) 0 # Sq(c:)

(ACT) 1=259(0)
(ACB) Cmax = 5¢(Cmax)
(AC9) (Hei, ¢)) [€i # Cmax UG # Cmax — (Sq(c) = Sq(c)) - ¢i=¢))]

(AC10) ¥(0) O(Uey) [F(e) ~ ¥(Sq(ci))] ~ (Hei) (e
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Aksjomat (AC6) glosi, ze cyfra elementarna 0 nie jest nastgpnikiem zadnej innej
cyfry elementarnej. Poniewaz cyfra 1 jest obowiazkowym skladnikiem w kazdym
systemie zapisu liczebnikow, (AC7) stanowi jej definicj¢. Zgodnie z (ACS8) nastep-
nikiem cyfry maksymalnej jest ona sama, (AC9) stwierdza za$, ze jesli nastgpniki
dwoch cyfr elementarnych réznych od cyfry maksymalnej sa identyczne, to cyfry te
sa rowniez identyczne. (AC9) wyklucza wigec wsrdd cyfr elementarnych duplikowa-
nie si¢ cyfr, czyli sytuacje, w ktorej w danym systemie zapisu liczebnikow wystepuja
dwie cyfry elementarne majace doktadnie to samo znaczenie arytmetyczne. (AC10)
stanowi zasadg indukcji zastosowana do skonczonego zbioru cyfr elementarnych.
Aksjomat ten jest fakultatywny.

Relacja wigkszosci jest skorelowana z funkcja nastgpnika (okreslonego na cy-
frach elementarnych) zgodnie z aksjomatem (AC11), gloszacym, Ze nast¢pnik do-
wolnej cyfry elementarnej, ktéra nie jest cyfra maksymalna, jest wigkszy od danej
cyfry elementarne;j:

(ACII) (L) [ei # emax — Sq(c)) [>] cil

(ACI11) opisuje mechanizm uczenia si¢ cyfr elementarnych. Na przyktad, dziec-
ko recytujace kolejne cyfry elementarne od 0 do ¢,y internalizuje w umysle relacje
wiekszosci.

Poniewaz funktory pozycji sktadniowych oraz cyfry elementarne stanowig na-
rzgdzia tworzenia wyrazen nalezacych do kategorii K — N (z ktorych z kolei funktor
planu tworzy struktury glebokie liczebnikow), nalezy przyja¢, ze oba mechanizmy
— tworzenia funktoréw pozycji oraz tworzenia cyfr elementarnych — wspotdziataja
w ramach mechanizmu tworzenia struktur nalezacych do kategorii K — N. Ten me-
chanizm wyzszego rzedu narzuca na procesy formatowania struktur nalezacych do
kategorii K — N taka ich wlasno$¢ formalna, Ze ich uniwersum jest uporzadkowane
relacja wigkszos$ci. Niech wyrazenie ,,/>/” oznacza t¢ relacj¢. Nastgpujace aksjomaty
opisuja jej wlasnosci:

(ACOI) (Hei, ¢, 0) [0: % Og - (Odcr) 71 Od¢y) = ¢ [>] ¢)]

(ACO2) (HO;, 0, ) [0; 2 Og U 20 - (Ofcp) 7/ Ofcr) = 0: (>) 0y)]
(ACO3) (Hei 0) [¢; 200 0; 2 Og — (Hey) (Ofc:) 1>/ Oolci))]

(ACO4) (Hei 0) [¢; 200 0; 2 O ~ (HO)) (Ofc) 1>/ O0))]

Aksjomaty (ACO1)-(ACO4) mozna traktowac¢ jako definicj¢ przez postulaty re-
lacji />/. Zgodnie z (ACO1) wyrazenie powstajace w wyniku ,,nasycenia” danego
funktora réznego od O, dana cyfra jest wigksze od wyrazenia powstajacego w wyni-
ku nasycenia tego samego funktora inng cyfra wtedy, gdy pierwsza cyfra jest wigk-
sza od drugiej. Zgodnie z tym aksjomatem trzy dziesiqtki sa wigksze od jednej dzie-
siqtki, poniewaz cyfra 3 jest wigksza od cyfry 1. Zgodnie z (ACO2) wyrazenie po-
wstajace w wyniku nasycenia danego funktora réznego od Oy dana cyfra (ale r6zna
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od 0) jest wigksze od wyrazenia powstajacego w wyniku nasycenia drugiego funkto-
ra ta sama cyfra wtedy, gdy pierwszy funktor jest wigkszy od drugiego. Na przyktad,
struktura trzy setki jest wicksza od struktury trzy dziesiqtki, poniewaz funktor setek
jest wigkszy od funktora dziesiatek. Zgodnie z aksjomatami (ACO3) i (ACO4) kazda
struktura nalezaca do kategorii K — N, ktora jest utworzona z cyfry elementarnej 0
lub funktora pozycji zerowej, jest mniejsza od dowolnej struktury nalezacej do kate-
gorii K — N, ktora nie jest utworzona ani z cyfry elementarnej 0, ani z funktora pozy-
cji zerowej. Na przyktad, zgodnie z (ACO3) struktura trzy jednosci jest wigksza od
struktury dziewie¢ zer. Analogicznie, zgodnie z (ACO4) struktura o postaci dwie
Jednosci jest wigksza od struktury zero milionow.

Migdzy cyframi elementarnymi a funktorami pozycji sktadniowych zachodzi
jedno-jednoznaczna relacja odpowiednio$ci, ktora mozna wyrazi¢ funkcyjnie. Do
tego celu potrzebna jest konstrukcja operacji potegowania funkcji Seq i Sgq.

(Df. Seq”) (i) Seq"(0)) = O;; (ii) (D0)) Seq'(0,) = Seq Seq"'(0))
(Df.Sq") (1) Sq°(c;) = e; (ii) (Oc) Sg'(c) = Sq Sq ' (c)

Definicja funkcji odpowiednio$ci * migdzy cyframi elementarnymi a funktorami
pozycji sktadniowych przyjmuje postaé:

(Df. ¥ ci* = 0; =4 (Tk) [Sg"(0) = ¢; O Seq"(0y) = O}]

(Df. *) ustala jedno-jednoznaczne przyporzadkowanie cyfr elementarnych danego
systemu zapisu liczebnikow pierwszym, poczatkowym funktorom pozycji sktadnio-
wych. Skoro, jak juz wezesdniej wykazatem, funktory pozycji sktadniowych zachowuja
si¢ jak liczby naturalne, to na mocy (Df. *) cyfry elementarne tworza skonczony ciag
obiektow izomorficzny z okreslonym, poczatkowym odcinkiem liczb naturalnych
(zaczynajacym si¢ od liczby zero, a konczacym si¢ na pewnej liczbie skorelowanej
z cyfra epay). Istnienie funkcji odpowiedniosci migdzy cyframi elementarnymi a funkto-
rami pozycji sktadniowych danego systemu wyklucza sytuacjg, w ktérej na przyktad
nastepnik dowolnej cyfry elementarnej c¢; jest skorelowany z funktorem pozycji O;
o wlasnoéci O, = Seq(ci*) i k> 1. Opisuje to nastepujace twierdzenie:

(T10) (Uei) [¢i # emax —~ (Sq(ci))* = Seq(ci™)]

W wypadku kazdej cyfry niemaksymalnej obrazem jej nast¢pnika w uniwersum
funktorow pozycji sktadniowych jest nastepnik funktora pozycji stanowiacego obraz
danej cyfry w tym uniwersum. Zgodnie z (T10) nie mozna zmodyfikowa¢ dowolne-
go systemu zapisu liczebnikéw w taki sposob, by wprowadzaé¢ do niego nowa cyfre
elementarng ,,wicksza o dwie lub wigcej jednostek™ od dotychczasowej cyfry mak-
symalnej. Nie mozna na przyklad wprowadzi¢ do systemu dziesigtnego cyfry ele-
mentarnej denotujacej tuzin. Kazda taka modyfikacja musi respektowaé definicje
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(Df. *). Znaczy to, ze nastgpna cyfra elementarna, ktéora mozna wprowadzi¢ do sys-
temu dziesietnego, jest cyfra odpowiadajaca liczebnikowi stownemu dziesie¢'’.

Na gruncie (Df. *) mozna skonstruowac rozszerzenie operacji mnozenia funkto-
réw pozycji sktadniowych:

(Df. x*) (00, ¢) X(0;, ¢) = %(0,, c*)

Zgodnie z (Df. X*) mozna na przyktad wyprowadzi¢ X(Oy, 5) = X(019, 5*). A skoro
5% = 05, to X(0y9, 5) = (00, 05)"".

Z przedstawionych aksjomatéw mozna wyprowadzi¢ wiele twierdzen opisuja-
cych rézne szczegotowe mechanizmy estymacji cyfrowych, wykorzystywane przez
umyst podczas przetwarzania liczebnikow, np.:

(T11) (Uei, 0) [ei 20 - Seq(O)(c)) >/ Ofc,)]

(T12) (0O, ) [0; 2 Qg —» O(Sq(cy)) 1>/ Ofcp)]

(T13) (0O, ) [0; 2 Qg - Oi€emax) >/ Ofci)]

(T14) (U0, 05, c) [0; 2 Og U 20 — (H(O;, 0)) (cp) >/ Ofcr))]

(T15) (L0, 05, c) [0; % O Uk 20 — (KOs, 0)) (cp) 17/ Ofci))]

(T16) (B0;, 05, c) [0; (>) 0, 00; (>) O Ucr 20 - x(0;, O)) (cx) /> Ofcp)]
(T17) (B0;, 05, cp) [0;(>) 0, 00; (>) O Ucr 20 - x(0;, O)) (cx) /> Odcy)]
(T18) (d0;, 1, ) [0; (>) O, Oy 20 On >1 - O (cy) 1>/ Ofcw)]

(T19) (B0;, 0y, ¢, cv) [O,«2 (>)X(O0;, ) UO; Kan O; — Of(c,) I>1 Odcy)]

(T19) wymaga komentarza. Jesli funktor O, jest wyznaczany przez funktor O; jako
funktor kanoniczny i elementarna cyfra ¢, spetnia warunek 0} (>) %(0;, cp), to dla do-
wolnej cyfty ¢, struktura Oy(c,) jest wigksza od struktury Ofc;). Warunek O (>) (O, ¢x)
stwierdza, Ze ¢, nalezy do kanonicznej dtugosci funktora pozycji sktadniowej O,
Zilustrujmy (T19). Niech O stanowi funktor wyznaczajacy pozostate funktory ka-

' Mozna skonstruowa¢ odpowiedni znak cyfrowy symbolizujacy taka cyfre, traktowany w try-
bie czytania jako niezlozony. Warto dodac, ze istnienie operatora odpowiedniosci wyklucza sytu-
acje, w ktorej migdzy cyframi elementarnymi danego systemu wystepuja ,,przeskoki”. Mozna sobie
wyobrazi¢ taki system zapisu liczebnikow, w ktorym cyframi elementarnymi sa tzw. cyfry nieparzy-
ste, np. od 0 do cyfry 9. Wowczas struktura glgboka liczebnika czternascie przyjmowataby postac
P[O10(1), O:1(3), O:(1)], ktora nie jest wystandaryzowanym ksztaltem w dowolnym systemie zapisu
liczebnikow. Istnienie w danym systemie zapisu liczebnikéw funkcji odpowiednio$ci gwarantuje
standaryzacjg tego systemu.

" Oczywiscie, rozszerzenie operacji tworzenia funktoréw pozycji skladniowych przez ich mno-
zenie cyframi elementarnymi jest dopuszczalne tylko w takich systemach zapisu liczebnikow,
w ktorych istnieje operacja odpowiedniosci migdzy cyframi elementarnymi i funktorami pozycji
sktadniowych.
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noniczne (W ten sposob powstaje dziesiatkowy uktad zapisu cyfr). Zalézmy, ze do
systemu wprowadzamy jako cpax Cyfre elementarna odpowiadajaca liczebnikowi dzie-
sie¢ (W naszym zapisie ¢q9, co stanowi strukturg gleboka cyfry w zapisie powierzch-
niowym'?). Latwo wykazaé, ze ¢;9 nie przynalezy do dhugosci kanonicznej funktora
Oy, poniewaz %(Oyg, €19) = O1gx1o. Po obliczeniach Ojgx19 = O19p. Z drugiej strony
00> = 0y¢o. Funktor pozycji O nie jest wigkszy od funktora pozycji .

2.3. Modutl przetwarzania struktur glebokich liczebnikéw

Aby sformutowaé aksjomatyke logiki liczebnikow, czyli teorii opisujacej mecha-
nizmy przetwarzania struktur glebokich liczebnikéw, nalezy okresli¢, jakie operacje
formalne sa wykonywane na sktadnikach struktur gl¢bokich liczebnikéw tak, aby
z danej struktury glebokiej mogla zosta¢ poprawnie wyprowadzona inna struktura
gleboka, rownowazna zakresowo strukturze danej na wejsciu. W proponowanej teo-
rii przyjmuje sig, ze logiczne przetwarzanie struktur glgbokich polega na wykony-
waniu odpowiednich operacji podstawiania: symbole, z ktérych utworzone sa struk-
tury glebokie za pomoca funktora planu pozycyjnego, zastgpowane sa innymi symbo-
lami tej samej kategorii sktadniowej. Skoro zgodnie z regutami formatowania struk-
tur gigbokich ich sktadnikami sa wyrazenia (struktury) nalezace do kategorii K — N,
to wyrazenia stanowiace zardwno argumenty, jak i warto$ci operacji podstawiania
rowniez naleza do kategorii K — N. Na logike liczebnikéw sktadaja si¢ wtasnie re-
guly wyznaczajace klas¢ poprawnych operacji podstawiania okre$lonych na liczeb-
nikowych strukturach giebokich.

Pierwszy aksjomat teorii LL jest schematem aksjomatdw, ktory charakteryzuje
relacjg przetwarzania struktur glgbokich liczebnikéw, abstrahujac od sposobow kon-
strukcji tych struktur. Niech @, ¢, ¢, ¢3 stanowia zmienne reprezentujace struktury
glebokie liczebnikow:

(ALT) O 0e @3 » ¢+ @3

Zgodnie z (AL1) relacja przetwarzania struktur glebokich jest przechodnia. Prze-
chodnio$¢ ta pozwala na skonstruowanie pojecia dowodu liczebnikowego:

(Df. LD) Ciag struktur glgbokich o postaci <@y, ..., ¢;> stanowi dowdd liczeb-
nikowy wtedy, gdy spelniony jest warunek:

0L [1<kO1<i<k - @;F Q1]

Skoro zgodnie z (Df. LD) w kazdym dowodzie liczebnikowym migdzy nastgpu-
jacymi po sobie strukturami glgbokimi w dowodzie zachodzi relacja redukcji, to na

2 Ten nowy znak cyfrowy moglby mieé np. posta¢ #. Woweczas liczbe 110 mozna by oznaczaé
napisami ,,110” oraz ,,10#”. Napis ,,1#3” oznaczalby za$ liczbg naturalng 203. Struktura glgboka
takiego ztozonego liczebnika cyfrowego miataby posta¢ P[Oj[e3], Oio[c10], Oioo[c1]]. Taka cyfra
moglaby by¢ przektadana na liczebnik stowny (neologizm) sto dziesiecdziesiqt trzy.
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mocy (AL1) relacja redukcji struktur gigbokich zachodzi rowniez migdzy dowolna
struktura gleboka w dowodzie a jakakolwiek struktura gleboka wczesniej w nim wy-
stepujaca. Tak wigc w kazdym dowodzie liczebnikowym o postaci <o, ..., ¢;> za-
chodzi @1 - @2 @2 @35 ...; Oy F @4, @ W zwiazku z tym na mocy (AL1) zachodzi
m.in. rowniez @1 - @z; @1 - @3; ...; @1 - ¢ Dlatego tez dowod liczebnikowy o posta-
ci <@y, ..., @ mozna okresli¢ jako dowod struktury glebokiej ¢, w strukturze gle-
bokiej ¢;. Dowody liczebnikowe maja decydujaca o ich swoistosci ceche polegajaca
na tym, ze kazdy podciag dowodu liczebnikowego jest rowniez dowodem liczebni-
kowym. Na mocy definicji dowodu wszystkie jednowyrazowe ciagi struktur glebo-
kich sa dowodami liczebnikowymi. Jesli wigc struktury glebokie liczebnikéw za-
chowuja si¢ analogicznie do formut w dowolnym rachunku logicznym, to LL stano-
wi, ze kazda struktura gigboka dowolnego liczebnika rozumiana jako jednowyrazo-
wy ciag dowodowy jest teza logiczna tej logiki.

Mozna rozszerzy¢ pojecie formuly w LL tak, aby kazda sekwencja struktur gle-
bokich stanowita formutg LL. Wowczas nie kazda w taki sposob rozumiana formuta
LL jest teza logiczna tej logiki. Niech TLL stanowi zbior wszystkich tez logicznych
logiki liczebnikow:

(Df TLL) ((Pl, ey (Pk) 0O TLL Sar @y - (0)) a... D(Pk—l - [(0)8

Ciag struktur glebokich liczebnikdéw stanowi tezg logiki liczebnikow wtedy, gdy
tworzy on dowod liczebnikowy. Poniewaz relacja redukcji liczebnikow ma zacho-
wywaé ich rownowazno$¢ zakresowa, operacje dowodzenia na gruncie LL mozna
potraktowaé jako operacje tworzenia skonczonych klas kodenotacyjnych struktur
glebokich liczebnikow.

Kolejne aksjomaty ustalaja mechanizm przetwarzania struktur glebokich z uwagi
na to, w jaki sposob sa one zbudowane. Niech a, B, v, d, ... beda wyrazeniami ozna-
czajacymi wyrazenia kategorii K — N. Niech wyrazenie: ,,.../...” oznacza wynik ope-
racji podstawiania, przy czym sekwencja wyrazen wystepujaca po lewej stronie uko-
$nika jest sekwencja zastgpowana, podczas gdy sekwencja wyrazen z prawej strony
jest sekwencja zastgpujaca. W skrajnym wypadku podstawianie dotyczy jednego wy-
razenia zastgpowanego i jednego wyrazenia zastgpujacego. Drugi z aksjomatow
roéwniez ma posta¢ schematu aksjomatow:

(AL2) Pl..,o,....B, ... P[..., /B, ..., Pla...]

(AL2) glosi, ze dowolna struktur¢ gleboka mozna poprawnie przetworzy¢ na
strukturg powstajaca ze struktury na wejéciu w wyniku przestawienia kolejnoséci wy-
stgpowania poszczegdlnych wyrazen sktadowych nalezacych do kategorii K — N. Na
mocy (AL2) logicznie poprawne sa na przyklad inferencje:

(1) P[OIO(Z)D 0100(2)9 0120100(2)] F P[0120100(2)9 0100(2)9 010(2)]9
(11) [010(2)9 0100(2)9 0120100(2)] F P[OIOO(Z)a 0120100(2)’ 010(2)]
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PI'Zykhld (1) jest poprawny, poniewai P[0120100(2), 01()0(2), 010(2)] =
P[010(2)/0120100(2), 01()0(2), 01201()0(2)/010(2)]. Z kolei poprawnoéc’ (11) Wykazuje
si¢ w nieco bardziej ztozony sposob, korzystajac z (AL1):

) P[010(2), 0100(2), 0120100(2)] = P[0120100(2), O100(2), O10(2)],

2 P[01,0100(2), 0100(2), 010(2)] - P[0120100(2)/O100(2),
0100(2)/0120100(2)= 010(2)]

Stosujac (AL1) do (1) i (2), otrzymujemy (ii)). Wyznaczony przez aksjomat
(AL2) mechanizm przetwarzania struktur gtgbokich liczebnikow ma wyjasnia¢ empi-
ryczny fakt, ze liczebniki cyfrowe (w sensie napiséw) moga by¢ odczytywane zgod-
nie ze zwrotem obliczeniowym lub zwrotem wypowiedzeniowym danego liczebnika
zlozonego i ze ujmowanie przez umyst liczebnikow cyfrowych nie przebiega w $cisle
sekwencyjnie zdeterminowany sposob. Uzytkownicy moga odczytywac je nie tylko
od lewej strony, lecz takze od strony prawej, a co wigcej, z uwagi na tzw. sakkadowosé
percepcji wzrokowej dopuszczalne sa rowniez inne sposoby odczytywania (np. umyst
moze odezytywaé liczebnik cyfrowy ,,0d srodka”)". Gdyby struktury glebokie liczeb-
nikow miaty charakter $cisle sekwencyjny, to cecha ta musiataby si¢ przejawia¢ em-
pirycznie jako sekwencyjnos¢ odczytu odpowiednich napisow. Poniewaz sekwen-
cyjnos¢ w odczytywaniu liczebnikéw cyfrowych nie jest zdeterminowana porzad-
kiem wystgpowania cyfr elementarnych w sensie napisow w zlozonym liczebniku
cyfrowym (zgodnie ze zwrotem wypowiedzeniowym lub zwrotem obliczeniowym),
struktury glebokie liczebnikow powinny odzwierciedla¢ t¢ cechge w postaci braku
porzadku sekwencyjnego wsrdd sktadnikow struktur glebokich liczebnikow. Aksjo-
mat (AL2) opisuje mechanizm, zgodnie z ktorym przestawienie szyku sktadnikow
w strukturze glebokiej liczebnika nie wytwarza réznej denotacyjnie struktury glebo-
kiej. A to z kolei przejawia si¢ empirycznie w tym, ze sposdb percepcji ztozonego
liczebnika cyfrowego nie wplywa na jego rozumienie w aspekcie denotacyjnym.

Latwo pokazaé, ze aksjomat (AL2) pozwala na udowodnienie twierdzenia,
w mysl ktorego relacja redukcji jest zwrotna:

(T20) Q1@

" Sakkadowosé procesu czytania polega na tym, ze odczytujac dowolny zrozumiaty tekst, pod-
legamy sekwencyjnie uporzadkowanym fiksacjom wzrokowym na jego elementach. Fiksacje te
moga trwac¢ dluzej lub krocej, a w czasie lektury jednej linijki tekstu liczba fiksacji moze by¢
zmienna. W wypadku dlugich napiséw mozemy zafiksowa¢ wzrok na dowolnym sktadniku liczeb-
nika. Stad na przyktad liczebnik ,,167542312” mozna zacza¢ czyta¢ od strony prawej do lewej
zgodnie ze schematem 167542-312. Oznaczaloby to, ze gldwna fiksacja w procesie odczytywania
tego liczebnika ogniskuje si¢ na cyfrze-napisie ,,3”. Oczywiscie, u innego uzytkownika proces czy-
tania moze przebiega¢ od lewej do prawej zgodnie ze schematem 1675-42312. W pierwszym wy-
padku struktura glgboka analizowanej cyfry bgdzie miata posta¢ P[O190(3), O1o(1), O:(2), ...]
W drugim wypadku sktadniki O;09(3), O10(1), O1(2) nie pojawia si¢ wsrod poczatkowych elemen-
tow struktury glebokiej. Na temat sakkadowosci procesu czytania — zob. Poppel 1989: 7-23.
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Skoro kazda operacja odwrocenia szyku sktadnikéw w dowolnej strukturze glebokie;j
jest odwracalna, to po zmianie szyku sktadnikow w dowolnej strukturze glebokiej
zawsze mozna powréci¢ do struktury wyjsciowej, ponownie odwracajac szyk. Prze-
chodnios¢ relacji redukcji gwarantuje zas, ze uzyskana struktura, ktora jest tozsama
ze struktura na wejsciu, jest wynikiem redukc;ji tej struktury.

Struktury glebokie liczebnikéw zachowuja si¢ ekstensjonalnie w procesach
przetwarzania. Oznacza to, ze podstawienie za dowolny funktor pozycji sktadniowe;j
w danej strukturze glgbokiej innego (pod wzgledem ksztattu sktadniowego) kode-
notacyjnego funktora nie zmienia denotacji danej struktury glebokiej. Innymi stowy,
struktury glebokie liczebnikow réwniez redukuja si¢ do struktur kodenotacyjnych
z uwagi na logiczng operacj¢ ekstensjonalnoéci wyznaczona przez klasyczny rachu-
nek predykatow.

Niech o, f beda zmiennymi przebiegajacymi uniwersum wszystkich dowolnie
zsyntetyzowanych funktoréw pozycji sktadniowych:

(AL3) (Do, B, ¢) [0=B — P[..., a(c), ...]F P[..., a(c)/B(c), ...]]

Na mocy schematu (AL3) relacja - oraz funktor P tworza wigc konteksty eksten-
sjonalne. Jezyk, w ktorym sformatowane sg reprezentacje umystowe liczebnikdéw, ma
charakter ekstensjonalny. Pod schemat (AL3) podpada na przyktad aksjomat: (JJO;,
0;, O, ¢) [0;= 0,0 - P[..., O{c), ...] = P[..., O{c)/O,0Kc), ...]. Zgodnie z (AL3)
struktury glebokie o postaci P[..., Ojgo(c), ...] redukuja si¢ kodenotacyjnie do
struktur o postaci P[..., O;00o(c), ...], poniewaz Oy = Oy9 Oyo. Zatem teza LL jest
P[ cey 0100(6), .. ] = P[ N 010010(0), .. ]

Kolejne aksjomaty logiki liczebnikow sa juz sformutowane w jezyku, w ktorym
formatuje si¢ struktury glebokie reprezentacji liczebnikéw (a wigc w jezyku przed-
miotowym):

(AL4) (0¢) P[..., Og(c), ...] - P[...., Oo(c)/D, ...]
(ALS) (Oc, ) P[..., Oy(c)/0, ...]F P[..., Oc(c), -..]

Aksjomat (AL4) opisuje mechanizm przetwarzania struktur glebokich liczebni-
kéw: kazda strukture gleboka, w ktorej wystepuje dowolne podstawienie statej cy-
frowej za wyrazenie Oy(c), mozna poprawnie zredukowaé do struktury glebokiej,
w ktdrej nie wystepuje ani wyrazenie Qy(c), ani jakiekolwiek jego podstawienie. Ina-
czej mowiac, (AL4) pozwala umystowi na wymazanie w dowolnej strukturze glebo-
kiej wyrazenia utworzonego za pomoca funktora zerowej pozycji. Z kolei aksjomat
(ALS) opisuje mechanizm odwrotny do mechanizmu opisywanego przez (AL4). Na
mocy (ALS) wolno do kazdej struktury glgbokiej dopisaé dowolne wyrazenie utwo-
rzone za pomoca funktora zerowej pozycji skladniowej. Oba aksjomaty ustalaja
zbednos¢ funktora pozycji zerowej w procesach przetwarzania struktur gl¢bokich
liczebnikow. Nastepujace twierdzenie wyraznie orzeka t¢ wlasnos¢ inferencyjna funk-
tora pozycji zerowej:
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(TZl) (DCl, C, Ck) P[, O()(Cl), ] = P[, 00(01)/(00(62), ey O()(Ck)), ]

Kolejne aksjomaty opisuja mechanizmy przetwarzania struktur gtgbokich liczeb-
nikow, w ktorych wystepuje cyfra elementarna zero:

(AL6) (00) P[...., 0A0), ...] - P[..., O(0)/0, ...]
(AL7) (00) P[...., 040)/0, ...] - P[..., O(0), ...]

Zgodnie z (AL6) kazda strukturg glgboka, w ktdrej wystepuje dowolne wyraze-
nie kategorii K — N z cyfra 0 jako argumentem funktora pozycji sktadniowej, mozna
poprawnie zredukowac do struktury glebokiej bez takiego wyrazenia. Aksjomat (AL7)
opisuje mechanizm operacji odwrotnej do opisanej w (AL6). Z dotychczas wymie-
nionych aksjomatéw wynikaja nastgpujace twierdzenia:

(T22) (0O, 0) P[...., 0s/0), ... ] F P[..., 0s(0)/0, ...]
(T23) (00, 0) P[...., 0;/0), .1+ P[..., 0:0)0, ...]
(T24) (00) P[..., 0/(0), ...]+P[..., 0;(0)/0, ...]
(T25) (00, 0) P[...., 0p (00, ... ] FP[..., 0p(0), ...]
(T26) (00, 0) P[...., 0;0)/0, .1 - P[..., 0,:(0), ...]
(T27) (00) P[..., 0700, ...]+P[..., 0/(0), ...]

Twierdzenia (T22)-(T27) opisuja mechanizmy przetwarzania struktur giebokich,
zgodnie z ktérymi eliminacja lub dolaczenie wyrazenia kategorii K — N z cyfra 0
jako argumentem funktora pozycji sktadniowej nie zalezy od konstrukcji sktadnio-
wej funktora pozycji, czyli od tego, czy jest on iteracja innych funktordéw, czy tez
zostat utworzony z innych funktoréw na mocy dowolnych operacji tworzenia funkto-
réw pozycji skladniowe;.

Zarowno aksjomaty (AL6), (AL7), jak 1 wyszczegdlnione twierdzenia wyjasniaja
zbednos¢ uzycia zera jako liczebnika stownego. Zwykle nie uzywamy takich liczeb-
nikow, jak zero tysiecy sto dwa, zero milionow sto tysiecy dwadziescia jeden: w stan-
dardowych sytuacjach komunikacyjnych postugujemy si¢ kodenotacyjnymi liczebni-
kami sto dwa oraz sto tysiecy dwadziescia jeden. Latwo zauwazy¢, ze struktura gle-
boka liczebnika zero tysiecy sto dwa jest przetwarzalna na strukturg gleboka liczeb-
nika sto dwa. Zachodzi bowiem P[O90(0), O100(1), O1(2)] F P[O100(1), O1(2)]. Co
wigcej, wypowiedzi w rodzaju: daj mi dwanascie jablek i zero gruszek, mimo ze sa
zrozumiate, w sytuacjach komunikacyjnych moga wywotywac¢ konsternacjg. Poczu-
cie ,,dziwacznosci” ztozonych liczebnikow stownych, w ktorych wystepuje liczebnik
zero, moze zostaé zinterpretowane jako przejaw procesu umystowego polegajacego
na aktywowaniu si¢ reprezentacji mentalnych liczebnikow, ktorych struktury glebo-
kie nie sa zlozone z wyrazen o postaci O(0). Gdy styszymy liczebnik zero tysiecy sto
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dwa, umyst syntetyzuje i aktywuje struktur¢ P[O0p0(0), O1p0(1), O1(2)], ktéra na-
tychmiast jest redukowana do krotszej struktury P[O00(1), O1(2)].

Kolejne aksjomaty LL dotycza mechanizmow przetwarzania struktur glebokich
— ze wzgledu na ich budowg — z funktoréow pozycji utworzonych za pomoca ope-
racji mnozenia funktoréw pozycji przez cyfry elementarne (jako elementy jezyka
struktur glebokich):

(ALS) (00, ¢) P[...., OAc), ...] F P[...., 04c)/On(1), ...]
(AL9) (00, ¢) P[...., Oue(1), ...]+ P[..., On(1)/O(c), ...]

Aksjomaty (AL8) i (AL9) opisuja mechanizm przetwarzania w obie strony do-
wolnych struktur glgbokich na kodenotacyjne struktury sformatowane (w aspekcie
cyfrowym) wylacznie za pomoca cyfry elementarnej 1. Na przyktad, strukture gteboka
P[O100(3), O10(3), O1(2)] umyst moze zredukowaé do struktury P[Osp(1), Os¢(1),
0,(1)] (zgodnie z inferencja P[O100(3), O10(3), 01(2)] - P[O300(1), O30(1), Ox(1)]).
Inferencja odwrotna, czyli P[O30(1), O30(1), O2(1)] - P[O100(3), O10(3), 0:1(2)] wy-
maga uiycia aksjomatéw (AL3) i (ALI) Skoro 03()() = 01()()x3, 03() = 01()><3, 01><2 = 02,
to zgodnie z (AL3) P[O300(1), O3(1), Ox(1)] = P[O}gpx3(1), O1ox3(1), O1x2(1)]. Na
mocy (AL9) zachodzi P[O1gpx3(1), O10x3(1), O1a(1)] = P[O100(3), O10(3), 01(2)]. Za-
tem na mocy (ALI) dostajemy P[Os300(1), O30(1), Ox(1)] F P[Oigpx3(1), O1ox3(1),
O12(1)] O P[O100x3(1), O10x3(1), Ora(1)] = P[O100(3), O10(3), 01(2)] — P[O300(1),
050(1), O,(1)] - P[O100(3), O19(3), O1(2)]. Ostatecznie, umyst wytwarza za pomoca
modus ponens P[O39(1), O3(1), Ox(1)] F P[O100(3), O10(3), 01(2)].

Aksjomat (AL8) wyjasnia fakt, ze kazdy liczebnik w dowolnym systemie zapisu
jest redukowalny do liczebnika w sensie powierzchniowym utworzonego wylacznie
z cyfry jeden oraz odpowiednich funktoréw pozycji sktadniowych. Innymi stowy,
kazdy liczebnik w dowolnym systemie zapisu jest redukowalny do kodenotacyjnego
liczebnika w dowolnym systemie binarnym, a w szczegdlnosci w wystandaryzowa-
nym systemie zero-jedynkowym.

Kolejne aksjomaty opisuja mechanizmy przetwarzania struktur gtgbokich liczeb-
nikow pozwalajace wytwarzaé kodenotacyjne struktury glebokie, ktore roznia si¢ od
wyjsciowej struktury dhugoscia pozycyjna, metryka lub stopniem glebokosci.

(AL10) (00, 0) P[...., 01/C), ... ] F P[...., 0:{)(OLc), O(c)), ...]
(AL11) (0O, 0) P[...., O(c), Ofc), ...1+P[..., (Oc), O(c))/Osc), ...]

Aksjomaty (AL10) i (AL8) wyjasniaja migdzy innymi fakt, ze kazdy liczebnik
mozna zapisaé w danym systemie zapisu liczebnikdw za pomoca karbow (czyli za
pomoca jedynek i funktora pozycji jednosci). Mechanizm przeksztatcania dowolnego
liczebnika na liczebnik o postaci jeden i jeden i jeden... przebiega nast¢pujaco: naj-
pierw dla kazdego O; w danej strukturze glgbokiej @, ¢ jest przetwarzane zgodnie
z (ALS8) na kodenotacyjna struktur¢ ¢*, w ktorej dla dowolnego ¢ zamiast O{(c) wy-
stepuje O (1). W drugiej fazie struktura @* jest rekurencyjnie przetwarzana na mocy



46 Wojciech Krysztofiak

mechanizmu opisanego w (AL10) do postaci, w ktorej kazde O;(1) w ¢* zostaje zre-
dukowane do odpowiedniego ciagu o postaci: Oy(1), ..., O;(1). Nastepujacy ciag infe-
rencji stanowi przyktad redukcji struktury glgbokiej P[O5(3), O3(2)] do struktury gle-
bokiej liczebnikow-karbow: P[04(3), O3(2)] - P[Ora(1), O3(2)] F P[O1x3(1), O3x0(1)]
F P[Oy(1), O4(1), O1(1), O1(1), O4(1), O1(1), Osa(D)] = P[O1(1), O4(1), O4(1), O1(1),
04(1), 0;(1), O4(1), O1(1), O1(1), Oy(1), O1(1), Oy(1)]. Ostatnia z wytworzonych
struktur jest struktura gleboka reprezentacji umystowych dowolnego liczebnika zbu-
dowanego z dwunastu karbow (kresek, nacig¢, kamykow, koralikow itp.).

Z kolei aksjomaty (All) i (A9) umozliwiaja proces odwrotny, polegajacy na
przetworzeniu dowolnej struktury glebokiej liczebnika-karbu na strukture wykorzy-
stujaca funktory pozycji sktadniowych rézne od O, oraz cyfry elementarne r6zne od
1. W szczegolnym wypadku dowolna strukture gleboka liczebnika-karbu mozna zre-
dukowac do struktury glebokiej zbudowanej z doktadnie jednego funktora pozycji
sktadniowej wedtug zasady: jesli w liczebniku wystepuje n karbow, to strukture gle-
boka liczebnika-karbu mozna zredukowaé¢ do kodenotacyjnej struktury glebokiej
o postaci P[O,(1)].

Na podstawie wprowadzonych dotychczas aksjomatéw mozna udowodnié twier-
dzenie:

(T28) (0O, ¢) [¢ # emax — P[..., O{Sq(c)), ...] = P[..., O«(Sq(c))/(Oc),
0(1)), ...1]

(T28) opisuje mechanizm przetwarzania struktur gigbokich liczebnikéw polega-
jacy na tym, ze dowolne wyrazenie z dowolnym funktorem pozycji sktadniowej oraz
dowolna cyfra elementarna mniejsza od cyfry maksymalnej mozna zredukowaé
w dowolnej strukturze glebokiej do sekwencji dwoch wyrazen: z tym samym funkto-
rem dziatajacym na cyfre poprzedzajaca dana cyfre w porzadku cyfr elementarnych
danego systemu oraz z tym samym funktorem dziatajacym na cyfre elementarna 1.
Na przyktad, w systemie zapisu liczebnikow, w ktorym cyfra 2 nie jest cyfra maksy-
malng, (T28) wyjasnia poprawnos¢ takiego oto ciagu inferencji liczebnikowych:
P[O,(3)] - P[O2(2), O,(1)] - P[O(1), Oy(1), Oy(1)]. Ten mechanizm przetwarzania
struktur glebokich pozwala wyjasni¢ m.in. brak konsternacji, gdy poprosiwszy ko-
go$: daj mi trzydziesci zlotych, otrzymujemy frzy banknoty po dziesie¢ ztotych.
Strukture gleboka liczebnika trzy po dziesie¢ mozna zrekonstruowaé jako strukture
o postaci P[O;y(1), O9(1), O;(1)]. Struktura ta jest kodenotacyjna ze struktura gle-
boka liczebnika trzydziesci P[O1o(3)].

Kolejne aksjomaty opisuja mechanizm przetwarzania struktur glgbokich liczeb-
nikow, w ktorych wystepuja wyrazenia z superpozycjami lub iteracjami funktorow
pozycji sktadniowych.

(Ale) (DO,', Oj, C) P[, O,‘Oj(C’), ] = P[, Oin(C)/OlX/'(C), ]
(AL13) (DO,‘, Oj, C) P[, O,X/(C), ] = P[, O,«x‘,»(c)/0,0j(c), ]
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Zgodnie z (AL12) liczebnik o postaci trzydziesci setek mozna przetworzy¢ na liczeb-
nik trzy tysiqce, poniewaz zachodzi P[010y010(3)] - P[O100x10(3)], a skoro Oyggx10 =
01000, to na mocy (AL3) dostajemy P[O;0001¢(3)] + P[O1000(3)].

Latwo wykaza¢, ze relacja redukcji struktur gigbokich liczebnikoéw - jest relacja
symetryczna.

(T29) Q1P — G2
Dowadd (T29) przebiega wedtug schematu:

(i) skoro jakiekolwiek przetwarzanie struktur glebokich liczebnikow polega na
zastosowaniu odpowiednio scharakteryzowanej przez aksjomaty operacji podstawia-
nia, to jesli @; - @,, to istnieja takie struktury glebokie @, ..., ¢, ktore tworza ciag
inferencji @1 - @, ..., Or1 - @k, O - @y, taki ze kazda inferencja w tym ciagu jest eg-
zemplifikacja typow wyznaczonych przez aksjomaty (AL2)-(AL13);

(i1) wszystkie typy inferencji wyznaczone przez aksjomaty (AL2)-(AL13) spet-
niaja warunek symetrycznos$ci, a wobec tego, skoro @; - @, ..., QOr1 F O @O - ¢, to
zachodzi @y - @, @i = Qp1s -5 Qi O15

(iii) zatem na mocy przechodniosci relacji - ustalonej przez aksjomat (ALIL)
wnioskujemy, ze @, - ;.

Skoro relacja redukcji struktur glgbokich liczebnikow jest zarazem zwrotna, sy-
metryczna i przechodnia, to jest rOwnowaznosciowa. Relacja - tworzy wige klasy
abstrakcji kodenotacyjnych'® struktur glebokich liczebnikow.

LL pozwala na wyjasnienie wielu faktow dotyczacych czynnos$ci obliczeniowych
umystu. Na przyktad, gdy wiemy, ze ekspedient w sklepie ma wyda¢ nam pieé zto-
tych reszty, to zdajemy sobie sprawe, ze w naszym systemie monetarnym (ztotowym)
moze to zrobi¢ na roézne sposoby. Moze wydaé nam jednq pieciozlotowke lub dwie
dwuzlotowki i jednq zlotowke czy tez piec¢ jednozlotowek. Wiedza, ze (i) pieé zlotych
jest kodenotacyjne z (ii) jednq pieciozlotowkq, (iii) dwiema dwuzlotowkami i jedng
zlotowkq, (iv) piecioma jednoztotowkami, jest wynikiem wykonywanych przez nas
operacji przetwarzania struktur glebokich liczebnikow. We frazach wymienionych
w (1)-(iv) wystepuja liczebniki stowne o nastgpujacych strukturach giebokich: (i)
P[O\(5)], (ii) P[Os(1)], (ifi) P[O:(2), O\(1)], (iv) P[Oy(1), Oy(1), Oy(1), O\(1),
0,(1)]. Wszystkie wyszczegolnione struktury glebokie naleza do tej samej klasy
abstrakcji relacji .

Aby zilustrowa¢ sposob, w jaki LL dziala w procesach przetwarzania struktur
glebokich liczebnikow, przedstawimy dowod inferencji P[O;(5)] - P[Ox(2), O;(1)]
(odpowiedzialnej za to, ze zazwyczaj nie awanturujemy si¢ ze sprzedawca, gdy wy-
dajac resztg pigciu ztotych, wrecza nam dwie dwuzlotowki i jedna ztotowke):

) P[O,(5)] zatozenie

14 - -~ - - s
Zostanie to wykazane w czgséci semantycznej teorii liczebnikow.
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2 P[Oyxs(1)] (1), (AL8)

3 P[Os(1)] (2), (Df. x)

“ P[O2:5(1)] (3), (AL3), 0243 =05
&) P[O,(1), O5(1)] (4), (AL10)

(6) P[O(1), O2:(1)] (5), (AL3), 0241 = 03
Q) P[O;(1), O5(1), 04(1)] (6), (AL10)

®) P[O1x(1), O1x(1), 01(1)]  (7), (AL3),01x, = O,
® P[04(2), O1x(1), Ox(1)] (8), (AL9)

(10) P[04(2), 04(2), 0:(1)] 9), (AL9)

(11) P[O1(2), O1(1)] (10), (AL11)

(12) P[Oy(2), 0,(1)] (11), (AL3), Oy, =0,

Zgodnie z (Df. TLL) sekwencja <(1), ..., (12)> stanowi wigc dowod liczebni-
kowy. Stad na mocy aksjomatu (AL1) wyprowadzamy P[O,(5)] - P[Ox(2), O,(1)].
W podobny sposéb mozna wykazaé, ze P[O(5)] + P[O(1), O(1), O(1), O(1),
0,(1)]i P[O(5)] - P[Os(1)].

Logika liczebnikow pozwala réwniez wyjasnia¢, dlaczego algorytm pisemnego
dodawania liczebnikéw cyfrowych jest poprawny. Wymaga to jednak wprowadzenia
do LL aksjomatéw opisujacych takie dziatania na strukturach glebokich liczebnikow,
jak dodawanie i mnozenie. Wczesniejsze aksjomaty opisuja jedynie dziatania na
wewngetrznych elementach struktur glebokich liczebnikéw. LL pozwala ponadto wy-
jasnic¢ fakt trafnych oszacowan liczebnikow pod wzgledem tego, ktory z liczebnikoéw
denotuje wigksza liczbe lub licznosé. To z kolei wymaga jednak wprowadzenia do
LL relacji wigkszo$ci migdzy strukturami glgbokimi.

2.4. Modul dzialan na liczebnikach i ich szacowania

W réznych sytuacjach obliczeniowych umyst przeprowadza rozmaite operacje na
liczebnikach. Przedstawi¢ teraz model przeprowadzania operacji dodawania liczeb-
nikow oraz ich poréwnywania z uwagi na relacj¢ wigkszosci. Na przyktad, gdy
sprawdzamy, czy wystarczy nam pienigdzy na zakup kilku produktow, dodajemy ich
ceny wyrazone w liczebnikach. Réwniez pisemny algorytm dodawania jest przykta-
dem operacji dodawania liczebnikow — w tym wypadku liczebnikéw cyfrowych.
Efektywne przeprowadzanie takich operacji nie musi wcale odwotywac si¢ do regut
wywiedzionych z arytmetyki Peana. Dodajac liczebniki w roéznych sytuacjach obli-
czeniowych, nie wykorzystujemy rekurencyjnej definicji dodawania z PA. Podobnie,
nie korzystamy z aksjomatow Peana, szacujac, ze kiedy otrzymuje si¢ 200 ztotych za



Logiczna skiadnia liczebnika 49

godzing pracy, to dostaje si¢ wigcej niz wowczas, gdy godzina pracy jest wyceniana
na 98 ztotych.

2.4.1. DODAWANIE

Reprezentacja umystowa dodawania liczebnikdéw jest operacja fuzji ich struktur
glebokich.

(Df. ) P[O; (cp), ..., Ofen)] U PLOL(c)),..., Oulca)] = PLO; (ci), ..., Ofcn),
On(cl)a ceey Om(cd)]

Operacja fuzji struktur glgbokich liczebnikow ,,zlewa” wigc w jedna strukture
wszystkie wyrazenia konstytuujace kazda strukture z osobna, np. P[O109(3), O10(3),
01(2)] U P[O2(2), O4(1)] = P[O100(3), O10(3), 01(2), 02(2), O1(1)]. Na podstawie
operacji [J mozna wyjasni¢ mechanizm kognitywny pisemnego dodawania. Zdefi-
niujmy funkcje odleglos$ci migdzy funktorami pozycji sktadniowych:

(Df. D) D(0;, 0)) = 0y =4 [0; = Seq"(0)) 0 0; = Seq(0))]

Odlegto$cia miedzy dwoma funktorami pozycji sktadniowych O; oraz O; jest
potgga operacji nastgpnika, na mocy ktorej z funktora O; umyst syntetyzuje funktor
O;, lub potega operacji nastgpnika, na mocy ktorej z funktora O; umyst syntetyzuje
funktor O,. Definicja (Df. D) dostarcza narzg¢dzia formalnego w postaci funkcji odle-
glosci potrzebnego do sformutowania w teorii LL jednego z twierdzen wyjasniaja-
cych kognitywny mechanizm algorytmu dodawania cyfr w dowolnym uktadzie cy-
frowym. Oto pierwsze z tych twierdzen:

(T30) (LO:, Oj, ¢4, ¢2) [0i Kan 0; T O; () Her*, ) - (LK) (P[...., Ofc),
Ofc2), -1+ PL..., (Ofc1), O(2))/O((Sq(cr)), -..] Der* = Seq(0y))]

Zgodnie z (T30), jesli funktor pozycji O; wyznacza funktor O; jako kanoniczny
i suma funktoréw pozycji skorelowanych na mocy funkcji odpowiedniosci z danymi
cyframi elementarnymi zwiazanymi w strukturze glebokiej przez funktor O, jest mniej-
sza od funktora wyznaczajacego funktory kanoniczne, to z kazdej struktury o postaci
P[..., Ofc1), Ofcy), ...] jest wyprowadzana struktura o postaci P[..., O,(qu(cl)), ol
gdzie potega nastepnikow cyfry elementarnej ¢; spetnia warunek ¢, * = Seq“(Oy). In-
nymi stowy, struktura o postaci P[..., Ofci), O/(c2), ...] redukuje si¢ do struktury
o postaci P[..., Ofc3), ...], takiej ze cyfra elementarna c; jest odpowiednio wigksza
od cyfry c;.

Podajmy przyktad pokazujacy, jak (T30) reguluje mechanizm pisemnego doda-
wania liczebnikoéw cyfrowych. Dodanie liczebnikow ,,234” oraz ,,325” przebiega
wedtug algorytmu dodania cyfr z tej samej kolumny. Struktury glgbokie obu cyfr
ztozonych maja posta¢ P[O10(2), O1¢(3), O1(4)], P[O100(3), O10(2), O1(5)]. Dodajac
obie cyfry, umyst dokonuje fuzji obu struktur giebokich P[O1¢y(2), O1¢(3), O1(4)] O
P[O100(3), 010(2), O1(5)] = P[O100(2), O10(3), O1(4), O100(3), O19(2), O1(5)]. Na mocy
wielokrotnego stosowania inferencji opisanej aksjomatem (AL2) P[..., a, ..., B, ...]
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~P[..., o/B, ..., B/a, ...], tworzona jest struktura glgboka P[O1¢y(2), O100(3), O10(3),
010(2), O,(4), O4(5)]. Wszystkie funktory pozycji syntaktycznych sa w niej wyzna-
czane jako kanoniczne przez funktor Oy: (i) Oy Kan Oy, (i) Oy Kan Oy, (iii) Oy
Kan Oyy. Co wigcej, dla wszystkich cyfr elementarnych w analizowanej strukturze
zachodzi warunek Oy (>) +(c1*, 2 *), czyli (i*) O (>) +(4%*, 5%), (ii*) Oy (>) +(3%,
2%), (iii) Oy (>) H(2%, 3%).

Dla przyktadu sprawdzmy, czy zachodzi (i*). Odpowiednikiem cyfry elementar-
nej 4 jest Oy, 4* = Q4. Analogicznie, 5* = Os. Stad +(4*, 5%) = +(0Q4, Os). Zgodnie
z (AOS5) zachodzi +(0,, Os) = Oy. Ostatecznie wyprowadzamy Oy (>) Oy. Na pod-
stawie (T30), dla dowolnych dwodch funktoréw pozycji sktadniowych o tym samym
indeksie, ze struktury P[..., Ofci), O{c,), ...] spelniajacej warunki wyznaczone
przez O; Kan O;, O; (>) +(c1*, c,*) mozna wyprowadzi¢ P[..., O,(Sq"(cl)), ...], oile
&* = Seq"(0y). Ze struktury P[O10o(2), O100(3), O19(3), O1(2), O1(4), O1(5)] jest
zatem wyprowadzana struktura o postaci P[Oj(2), O0100(3), O10(3), O10(2),
0,(S4“(4))], o ile 5* = Seq"(0,). Dla jakiego k zachodzi 5* = Seq’(0y)? Skoro 5% =
05, to O5 = SeqSeqSeqSeqSeq(0y). Na mocy definicji potegi funkcji nastgpnika dla
funktoréw pozycji sktadniowych wyprowadzamy Os = Seq’(O,). Stad k = 5. Jesli
tak, to ze wzgledu na warunek 5* = Seq"(0y) zachodzi S¢*(4) = Sq°(4). W systemie
dziesigtnym Sg°(4) = 9. Zatem P[O)09(2), O100(3), O10(3), 010(2), O1(4), O1(5)] +
P[O100(2), O100(3), 010(3), 010(2), 01(9)]. W analogiczny sposéb w wypadku (ii*)
otrzymujemy inferencj¢ P[O100(2), O100(3), 010(3), O010(2), 0:(9)] F P[O100(2),
0100(3), 019(5), 01(9)], a dla (iii*) — P[O40(2), O100(3), O10(5), O1(9)] F P[O190(5),
010(5), 01(9)]. Ostatecznie wigc, dodajac pisemnie ,,234” oraz ,,325”, otrzymuje si¢
w umysle wynik P[O10(2), O10(3), O1(4)] T P[O100(3), O10(2), O1(5)] - P[O100(5),
014(5), 0:(9)].

Nastepujacy przyklad ilustruje proces przetwarzania liczebnikéw podczas pi-
semnego dodawania w systemie czworkowym, czyli takim, w ktorym cyframi ele-
mentarnymi sg 0, 1, 2, 3. Dodajmy pisemnie dwa liczebniki cyfrowe zapisane
w systemie czworkowym — ,,11” 1 10”. Funktor pozycji O4 wyznacza kanoniczne
funktory pozycji sktadniowych; w naszym wypadku beda to zgodnie z (Df. Kan)
kolejno funktory: Oy, Oy, Oy, Oy, itd. Struktury glebokie ,,11” 1 ,,10” maja wigc po-
sta¢ P[O4(1), O1(1)], P[O4(1), O;(0)]. Zgodnie z aksjomatem (AL2) fuzja obu
struktur po przeksztatceniach przyjmuje formg P[O4(1), O;(1)] O P[O4(1), O1(0)] =
P[O4(1), O41), O;(1), O1(0)]. Poniewaz zachodzi (i) O4 (>) +(1*, 1*), (ii) O4 (>)
+(1*, 0%), operacja pisemnego dodawania obu cyfr jest regulowana przez mecha-
nizm opisany przez (T30): (i) P[O4(1), O4(1), O1(1), O1(0)] = P[O4(1), O4(1),
0,(S¢*(1))], o ile 0* = Seq"(0y). Zgodnie z (Df. Seq") oraz (Df. *) — k = 0. Zatem
Sq* (1) = 8¢°(1), czyli S¢*(1) = 1. Inferencja (i) przyjmuje wigc postaé P[O4(1), O4(1),
01(1), O1(0)] - P[O4(1), O4(1), O;(1)]. W podobny sposdb wyprowadzi¢ mozna in-
ferencjg (ii): P[O4(1), O4(1), O;(1)] - P[04(2), O;(1)]. Zatem wynik dodawania pi-
semnego w systemie czworkowym obu cyfr nalezy zapisaé jako 11 + 10 = 21.
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(T30) nie opisuje jednak algorytmu przenoszenia jednosci, dziesiatek, setek itd.
do nastepnej kolumny w procedurze dodawania pisemnego. Ten mechanizm jest re-
gulowany przez inne twierdzenie:

(T31) (00, 05, c1, ) [0; Kan O; O~ O; (>) Hcr %, e2*) - (LK) (P[..., Ofcy),
O((c2), ...+ P[..., (Ofc1), OLe2))/(Opi(1), O(Sg(0))), ...] OS¢"(0)* =
D(0;, H(c1*, e2™))]

Zilustrujmy mechanizm dodawania pisemnego w systemie dziesi¢tnym operacja
o postaci 27 + 26. Struktury glgbokie rozwazanych liczebnikow cyfrowych maja po-
sta¢ P[O010(2), O1(7)], P[010(2), O1(6)]. Dodajac ,,26” do ,,27”, dokonujemy fuzji
obu struktur glgbokich P[Oo(2), O1(7)] O P[O1x(2), 01(6)] = P[O1x(2), O1(7),
010(2), 0:1(6)]. Nastepnie przeprowadzamy inferencjg, opierajac si¢ na mechanizmie
opisanym w (AL2): P[O1o(2), Oi(7), 010(2), 0:(6)] - P[O19(2), O10(2), O:(6),
01(7)]. T¢ ostatnia struktur¢ umyst przetwarza dalej zgodnie z mechanizmem opisa-
nym w twierdzeniu (T31). Poniewaz zachodzi Oy Kan O, oraz ~ Oy (>) +(6*, 7%),
umyst przeprowadza inferencj¢ o postaci P[O19(2), O19(2), O1(6), O1(7)] - P[O4(2),
010(2), O10a(1), 01(S¢(0))], gdzie S¢°(0)* = D(Oro, +(6*, 7*)). Skoro D(O1o, +(6%,
7)) = D(Oy, O13), to Sg*(0)* = O3, a w konsekwencji Sg*(0) = 3. Inferencja
P[014(2), 010(2), 01(6), O1(7)] - P[01(2), O19(2), Oix1(1), 01(S¢'(0))] ma wige
postac P[O19(2), O19(2), 01(6), O1(7)] - P[O1¢(2), O10(2), O10x(1), O1(3)]. Na mocy
definicji (Df. x*) oraz (AL3) umyst przeprowadza inferencje¢ P[O;4(2), O;o(2),
O1x1(1), 0:(3)] - P[O10(2), O10(2), O14(1), O1(3)]. Nastepnie zgodnie z mechani-
zmem opisanym w (T30) dokonujemy inferencji P[O;¢(2), O10(2), O10(1), O:(3)] F
P[Oo(4), O19(1), 01(3)], P[O19(4), O19(1), O1(3)] + P[O1¢(5), O:(3)]. Ostatecznie
wigc umyst otrzymuje wynik obliczenia P[O;¢(2), O1(7)] O P[O;4(2), 0(6)] +
P[01((5), 0:(3)].

Podobne przyktady mozna podac dla operacji dodawania liczebnikéw cyfrowych
w systemie liczbowym innym niz dziesigtny. Przeprowadzmy wigc operacjg 22 + 22
w systemie trojkowym. W tym wypadku podczas wykonywania pisemnego dodawa-
nia obu liczebnikéw cyfrowych dokonujemy fuzji struktur gigbokich P[05(2), O1(2)]
0 P[05(2), O1(2)] = P[05(2), O3(2), O1(2), 0:(2)]. Tymczasem O3 Kan O; oraz ~ O,
(>) +(2*, 2*) (skoro 2* = O,, to +(2%, 2*) = O,), a wigc na mocy (T31) (k)
(P[05(2), 05(2), 01(2), 0:(2)] F P[03(2), 03(2),015(1), O1(Sq"(0))] D Sg(0)* =
D(0s, +(2%, 2%))). Skoro D(0s, +(2*, 2%)) = D(0s, Oy), to D(0s, +(2*, 2*)) = O,.
Zatem Sq*(0)* = O; i w konsekwencji umyst wytwarza k = 1, czyli 0,(S¢"(0)) =
0,(1). Na nastepnym etapie obliczeniowym na mocy definicji operacji mnozenia
funktorow pozycji sktadniowych (Df. x), (AO6) oraz (AL3), umyst przeprowadza
inferencje P[03(2), 05(2), O1x3(1), O1(1)] - P[O3(2), O3(2), O3(1), O(1)]. W kolej-
nej fazie na mocy (T31) dokonywana jest inferencja P[O;(2), 05(2), O3(1), O;(1)] —
P[O3(2), Oy(1), O5(0), O;(1)]. Oto jej mechanizm:
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Skoro zachodzi O3 Kan Qg oraz ~ O3 (>) +(2%*, 1%), to ([k) (P[05(2),
04(2), Ox(1), O1(1)] - P[05(2), Osxs(1), Ox(S4*(0)), O(1)] [ S¢*(0)*
= D(0s, +(2*, 1%¥)). Skoro za§ D(Os, +(2*, 1¥)) = D(0;, O3), to
Sq"(0)* = Oy, a zatem k = 0, a w konsekwencji O5(S¢*(0)) = 04(0). Po-
dobnie, na mocy (Df. X) oraz (AO6) umyst wytwarza Osx;(1) = Og(1).
Zgodnie z (AL3) przeprowadza inferencj¢ P[O3(2), Osx3(1), O3(0),
O,(1)] = P[O5(2), Os(1), O5(0), O1(1)].

W ostatniej fazie za pomocg mechanizmoéw opisywanych w (AL6) i (AL2) umyst
przeprowadza inferencje P[O5(2), Oy(1), O3(0), O,(1)] + P[Oy(1), O;3(2), O,(1)].
Ostatecznie wigc wyprowadza P[O5(2), O4(2)] O P[O3(2), O(2)] + P[Oy(1), O3(2),
0,(1)]. W systemie trojkowym zachodzi wige: 22 + 22 = 121.

2.4.2. 0SZACOWYWANIE RELACJI WIEKSZOSCI MIEDZY LICZEBNIKAMI

Porownanie dwoch dowolnych liczebnikéw pod wzgledem wigkszosci wymaga
ich zapisania w danym systemie zapisu zlozonych liczebnikow cyfrowych. Umysl,
ktory poréwnuje pod wzgledem relacji wigkszosci dwa ztozone liczebniki cyfrowe,
postepuje zwykle wedtug algorytmu:

(1) jesli pierwszy liczebnik jest dtuzszy od drugiego, to pierwszy jest wigkszy od
drugiego (i vice versa);

(i) jesli oba liczebniki maja t¢ sama dlugosé, to jesli pierwsza cyfra od lewej
strony wystepujaca w pierwszym liczebniku jest wigksza od pierwszej od lewej
w drugim liczebniku, to pierwszy z porownywanych liczebnikow jest wigkszy od
drugiego;

(iii) jesli poczatkowe cyfry sa identyczne w porownywanych liczebnikach, to
umyst porownuje z uwagi na relacje wigkszosci kolejne cyfry wystepujace w porow-
nywanych liczebnikach;

(iv) operacja ta trwa tak dlugo, az umyst trafi na taka par¢ kolejnych cyfr w po-
rownywanych liczebnikach, Ze jedna bedzie wigksza od drugiej;

(v) jesli umyst nie trafi na taka par¢ w swoich aktach poréwnywania, to porow-
nywane liczebniki uzna za identyczne.

Opisana praktyka odzwierciedla wykonywana przez umyst podczas rozmaitych
zadan obliczeniowych operacj¢ porownywania struktur glebokich liczebnikow.
Przedstawiona teoria jest w stanie opisa¢ mechanizm tych operacji. Porownujac dwie
struktury glebokie, umyst musi zredukowacé je do kodenotacyjnych i wystandaryzo-
wanych struktur glgbokich w danym systemie kanonicznym funktoréw pozycji skta-
dniowych. Sa to struktury utworzone wylacznie z funktoréw pozycji wyznaczanych
jako kanoniczne przez dany funktor okreslajacy system zapisu cyfrowego. Niech
formuta o postaci Stand(O,, P[w, ..., 04]) 0znacza, ze funktor pozycji sktadniowej O;
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wyznacza to, ze struktura glgboka P[ay, ..., o] jest strukturg standardowa wzgledem
funktora O;. Oto definicja relacji Stand:

(Df. Kan(0))  Stand(O,, Pla, ..., 0]) Zqr

(l) (Dl) [1 <i<k > ([Dj, C) ((l,' = Oj(C) 0 Oi Kan Oj 0 Ol‘ (>)
c®] 0

() (OL)[l<i<skO1<j<k0j#zi - (00, O ccp) (o=
O,(c) Ua;= Oy(cr) - O, % 0,)] U

(111) [(ll >/ 007} O... D(lk_l >/ (lk] 0
(v) (O)[l1<isk - (00) 0; % O(0)]

Dana struktura gleboka jest struktura standardowa wzgledem danego funktora
wtedy, gdy spelnione sa cztery warunki:

(i) dana struktura glgboka jest zbudowana wytacznie za pomoca funktoréw ka-
nonicznych (wraz z dowolnymi cyframi elementarnymi) wzgledem danego funktora,

(i1) kazdy funktor w danej strukturze glebokiej wystgpuje w niej tylko jeden raz,

(iii) poszczegolne sktadniki w danej strukturze glebokiej tworza liniowy porza-
dek z uwagi na relacj¢ wigkszoS$ci zachodzaca migdzy tymi sktadnikami,

(iv) zaden sktadnik standardowej struktury glebokiej nie jest ksztattu O,(0), czyli
nie jest zbudowany za pomoca cyfry elementarnej 0.

Oto przyktady standardowych wzgledem funktora Oj, struktur glebokich:
P[O]()()()(Z), 01()0(1), 010(5), 01(7)], P[Ol()()()(Z), 01(7)] Z kolei struktury (6] postaci (1)
P[01000(2), O100(1), O16(5), Os(D)], (ii) P[O10(2), O1o(2), OL(D)], (iii) P[O10o(2),
O1000(1), O1(5), 010(7)] oraz (iv) P[O1000(2), O100(0), O10(0), O1(7)] nie sa standar-
dowymi strukturami glebokimi wzgledem funktora O;y. Pierwsza z nich nie spetnia
warunku pierwszego (poniewaz funktor Os nie jest wyznaczony jako funktor kano-
niczny przez Oy), druga — drugiego, trzecia — trzeciego (jako zZe nie jest zachowany
porzadek okreslony relacja />/ migdzy kolejnymi sktadnikami struktury), a czwarta
— czwartego.

Definicja relacji wigkszosci dla standardowych struktur glebokich wzgledem
funktora pozycji sktadniowej O; ma charakter warunkowy i przyjmuje postac:

(Df. >) (00)) {Stand(O;, Pla, ..., o;]) O Stand(O,, PPy, ..., B,]) — [Plat, ...,
(lk] >P[B1, N Bn] Sir 0 />/ B] O {[l’l >10k2n > (~ Bl >/ o Da2/>/
By) O... O(~Bos /> s Doy >/ B Ok>10n>k — (~By /> o O
oy >/ Bo) U (= Brer /27 oy Doy >/ P13}

Oto przyktad mechanizmu obliczeniowego opisanego w (Df. >):
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(1) Porownujac ztozony liczebnik cyfrowy ,,10022” z ,,10200” (oba rozumiane
zgodnie z uktadem dziesi¢tnym), umyst koreluje oba liczebniki z ich standardowymi
strukturami gigbokimi P[O19000(1), O10(2), O1(2)], P[O10000(1), O100(2)]-

(2) Poniewaz nie zachodzi Ojgg0(1) />/ Ojg000(1), umyst podejmuje nastgpne
czynnosci obliczeniowe, w ktdrych pordwnuje z uwagi na relacje¢ />/ kolejne sktad-
niki obu struktur glgbokich. Poniewaz obie struktury glgbokie sa wielosktadnikowe,
a pierwsza jest dtuzsza od drugiej, umyst wybiera strategi¢ poréwnywania sktadni-
kéw analizowanych struktur odpowiadajaca sytuacji opisanej w (Df. >) przez klau-
zulg: n>1 Ok = n.

(3) Najpierw umyst formatuje zapis (~ Oigo00(1) />/ Oig000(1) O O19(2) />/
0100(2)), a nastgpnie ocenia go jako falsz. Ostatecznie uznaje za fatsz sformatowany
zapis o postaci Oig0(1) />/ O1000(1) U (~ Oi0000(1) />/ Org000(1) T O10(2) />/
0100(2)). Na tej podstawie wyprowadza ~ P[O1900(1), O10(2), O1(2)] > P[O10000(1),
0100(2)], czyli wnioskuje, ze liczebnik ,,10022” nie jest wigkszy od ,,10200”.

Z kolei poréwnujac ,,10200” z ,,10022”, umyst przeprowadza obliczenia zgodnie
z sytuacja wyznaczong w (Df. >) przez klauzulg: £ > 1 O n > k. Mianowicie forma-
tuje zapis Oigo0(1) />/ O10000(1) O (~ O10000(1) />/ O19000(1) 0 Oi00(2) />/ O16(2)).
Nastgpnie ocenia go jako prawdziwy i na tej podstawie wnioskuje, ze P[O;gpo(1),
0100(2)] > P[O10000(1), O10(2), O1(2)]-

Operacje obliczeniowe umystu majace na celu oszacowanie, ktory z dwoch do-
wolnych liczebnikoéw jest wigkszy, nie angazuja wigc teorii arytmetycznej. Jesli rela-
cja wigkszosci zachodzaca migdzy liczebnikami jest izomorficzna z relacja wigkszo-
$ci zachodzaca migdzy liczbami denotowanymi przez liczebniki, to w celu oszaco-
wania tego, ktora z dwoch liczb jest wigksza, umyst nie angazuje teorii arytmetycz-
nej i jej aparatu dedukcyjnego. Umyst nie musi zna¢ aksjomatow arytmetyki Peana,
aby stwierdzi¢, ze liczba denotowana przez liczebnik cyfrowy ,,12342” jest wigksza
od liczby denotowanej przez ,,12242”. W tego rodzaju zadaniach umyst postuguje
si¢ logika liczebnikow.

3. UWAGI KONCOWE

Dopehieniem przedstawionej teorii powinna by¢ konstrukcja modelu seman-
tycznego dla LL. Za pomoca liczebnikdéw (cyfrowych i stownych) umyst odnosi si¢
do rozmaitych obiektow liczbowych (ilosci, licznosci, wielkosci). Czynnos$¢ ta
(referencja liczebnikowa) jest modelowana jako proces rownoczesnej aktywacji (a)
struktury glebokiej reprezentacji umystowej liczebnika oraz (b) okre§lonej repre-
zentacji semantycznej obiektu liczbowego, do ktorego umyst odnosi si¢ za pomoca
danego liczebnika. Poczucie, ze wypowiadajac daj mi szes¢ jablek, odnosimy si¢ do
szedciu jabltek, wyjasniane jest tym, ze umyst aktywuje zardbwno reprezentacj¢ umy-
stowa wypowiedzi daj mi szes¢ jablek, jak i reprezentacje umystowa szesciu jabtek.
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Sktadowa tej drugiej reprezentacji jest reprezentacja semantyczna liczby szes$C. Li-
czebnik szes¢ jest wige semantycznie powiazany z obiektem liczbowym sze$¢. To
powiazanie jest wyznaczone przez odpowiednie reguly semantyczne korelujace
struktury glebokie reprezentacji umystowych liczebnikéw z reprezentacjami obiek-
tow liczbowych.

Celem semantyki liczebnikdw jest wige migdzy innymi udzielenie odpowiedzi na
nastgpujace pytania: w jaki sposob struktury giebokie liczebnikéw denotuja liczby
(licznosci, wielkosci); co jest odpowiednikiem semantycznym cyfr elementarnych
wystepujacych w strukturach gigbokich liczebnikéw; co jest korelatem semantycz-
nym funktoréw pozycji sktadniowych w tych strukturach; co jest odpowiednikiem
semantycznym funktora planu pozycyjnego; w jaki sposoéb operacja fuzji struktur
glebokich liczebnikéw odzwierciedla operacje dodawania na liczbach naturalnych.

Czg$¢ trzecia studium, przedstawiajaca model semantyczny logiki liczebnikdw,
bedzie proba odpowiedzi na te pytania. Za pomoca struktur glebokich liczebnikow
maja by¢ odwzorowywane reprezentacje liczbowe, do ktorych wytwarzania stuza
rozmaite operacje dokonywane na umystowych osiach liczbowych (sumacyjnych,
punktowo-miejscowych oraz doktadnych). Formalna teoria tych osi zostata przed-
stawiona w (Patro, Krysztofiak 2013), a w wersji rozbudowanej w (Krysztofiak
2015b). Okazuje sig, ze model semantyczny LL ma struktur¢ opisywana przez aryt-
metyke indeksowanych liczb naturalnych, ktora stanowi podstawowe narzedzie
kompetencji arytmetycznej umystu wymaganej przy rozwiazywaniu prostych zadan
matematycznych z tredcia (zob. Krysztofiak 2010, Krysztofiak 2012a).
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