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Dwa modele reprezentacji liczb
Umyslowa o§ liczbowa oraz umyslowa wigzka osi liczbowych*

Celem artykulu jest przedstawienie oraz poréwnanie dwoch epistemologicznych
modeli liczb naturalnych — modelu umystowej osi liczbowej (mental number line)
w wersji zaproponowanej przez Stanislasa Dehaene’a' oraz modelu umystowej
wiazki osi liczbowych (mental number cluster) Wojciecha Krysztofiaka. Oba funk-
cjonuja w obrgbie neokantyzmu. Dehaene (1997) przytacza argumenty wspierajace
intuicjonizm w matematyce oraz podkresla, ze arytmetyka powinna by¢ postrzegana
jako kolejna forma przystosowania mézgu do $rodowiska’, a liczby sa tworzonymi
przez umyst reprezentacjami:

Numbers, like other mathematical objects, are mental constructions whose roots are to be found
in the adaptation of the human brain to the regularities of the universe (Dehaene 1997: 252).

* Dzigkuje¢ anonimowemu recenzentowi oraz Radostawowi Placie za wnikliwa lekturg oraz
uwagi, ktore pozwolity udoskonali¢ artykut.

' Model umystowej osi liczbowej jest obecnie powszechnie przyjmowany w arytmetyce ko-
gnitywnej, lecz nadal trwa dyskusja na temat szczegétowych rozwiazan. Dla uproszczenia w arty-
kule zostanie omdwione ujgcie Dehaene’a.

? Podaje cztery argumenty na rzecz tego stanowiska. Po pierwsze, dzieci rodza si¢ z wewngtrz-
nymi mechanizmami umozliwiajacymi indywidualizacjg¢ obiektow oraz okreslanie liczebnosci zbio-
réow o matej liczbie obiektow. Po drugie, tego typu wewngtrzng intuicj¢ posiadaja rowniez zwierzg-
ta, a wigc jest ona niezalezna od jezyka i wptywow kulturowych. Po trzecie, dzieci potrafia sponta-
nicznie zacza¢ przybliza¢ liczby, porownywac je, zlicza¢, wykonywac proste operacje dodawania
i odejmowania, nawet jesli nie otrzymaly wczesniej bezposredniej instrukcji, jak to robi¢. Po
czwarte, dolne obszary ciemieniowe obu potkul mézgowych zawieraja neurony, ktore uaktywniaja
si¢ tylko podczas manipulowania przez umyst liczbami (Dehaene 1997: 244-245).
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Z kolei Krysztofiak formutuje swoj model na gruncie tzw. kognitywnego kanty-
zmu, taczac problem powstawania poje¢ matematycznych z problemem postrzegania
czasu. W artykule Indexed Natural Numbers in Mind (2011) zauwaza, ze struktura
arytmetyki Peana moze by¢ interpretowana jako umystowa reprezentacja dyskretne-
go czasu. Zgodnie z takim rozumieniem zakodowana apriorycznie forma czasu ma
posta¢ pojedynczej dyskretnej potprostej. Model ten zakltada istnienie wielu takich
polprostych, a jako podstawe formalng przyjmuje arytmetyke indeksowanych liczb
naturalnych®.

Mimo Ze oba modele osadzone sa w podobnych teoriach filozoficznych, to zostaty
opisane z punktu widzenia odmiennych perspektyw badawczych. Dehaene koncen-
truje si¢ na neurobiologicznym aspekcie problemu. Powotuje si¢ na wiele neurobio-
logicznych do$wiadczen przeprowadzonych na zwierzetach, dzieciach i dorostych®.
Szczegdlowo opisuje, jak na postugiwanie si¢ reprezentacjami liczbowymi wptywaja
réznego rodzaju zaburzenia pracy mozgu spowodowane chorobami lub wypadkami
(Dehaene 1997: 175-206). Czysto biologiczne podejscie uzupetnia analiza rozwoju
poj¢¢ matematycznych na przestrzeni wiekéw oraz opisem kompetencji matema-
tycznych czlonkow plemion, w ktorych jezykach brak liczebnikow ztozonych (np.
plemi¢ Mundurucu, por. Pica i in. 2004, Izard i in. 2008). Z kolei Krysztofiak przed-
stawia formalno-logiczny opis reprezentacji matematycznych, koncentrujac si¢ na
wyjasnieniu, w jaki sposob siedmioletnie dzieci rozwiazuja proste zadania matema-
tyczne z trescig oraz w jaki sposdb odczytujemy zlozone liczby (takie jak np. 3467)
i wykonujemy na nich operacje arytmetyczne. Szczegoétowo bada tez akty referencji
liczebnikowej, wystepujace migdzy innymi w codziennych sytuacjach konwersacyj-
nych (Krysztofiak 2012, 2015).

Celem artykutu jest przedstawienie pogladow obu autorow z uwzglgdnieniem
przyjmowanej przez nich perspektywy badawczej oraz proba porownania propono-
wanych przez nich modeli. Oba modele maja wiele cech wspolnych, a ich osadzenie
w odmiennym kontek$cie badawczym sprawia, ze mimo wyraznych réznic sa pod
pewnymi wzgledami komplementarne’. Artykul podzielony jest na trzy czesci.

* Arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych po raz pierwszy sformulowana zostata przez
Harmana (1974). Nie byla jednak rozwijana do czasu ukazania si¢ w 2008 r. artykutu Krysztofiaka,
ktory przedstawil migdzy innymi aksjomaty oraz podstawowe wlasnosci arytmetyki indeksowanych
liczb naturalnych.

* Badania te mozna podzieli¢ na dwie grupy. W pierwszej nacisk kladzie si¢ na pomiar czasu
reakcji podczas porownywania liczb lub licznosci (np. badajac mate dzieci, mierzy sig czas, po kto-
rym dziecko przestaje si¢ wpatrywa¢ w pokazany mu obraz zbioru kropek lub przedmiotow).
W drugiej grupie za pomoca metod takich jak obrazowanie rezonansem magnetycznym analizie
poddaje si¢ pracg moézgu podczas wykonywania zadan arytmetycznych.

5 Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze proponowany przez Krysztofiaka model wiazki osi obli-
czeniowych ma odwzorowywaé¢ dojrzalg kompetencj¢ arytmetyczna. Jednoczesnie Krysztofiak
przyjmuje zatozenie, ze punktem wyjscia do uformowania si¢ tej wieloosiowej struktury jest model
pojedynczej osi obliczeniowej. W tym sensie Krysztofiak nie odrzuca modelu Dehaene’a.
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W pierwszej zostaje opisany opierajacy si¢ na pierwotnym ,,zmysle liczb” (number
sense) model umystowej osi liczbowej Dehaene’a. W drugiej przedstawiam postulo-
wany przez Krysztofiaka model nabywania arytmetycznego systemu kompetencyj-
nego. W trzeciej poréwnuje te dwie koncepcje. Pragng zastrzec, ze moim celem nie
jest rozstrzygnigcie, ktory z tych modeli jest lepszy. Najprawdopodobniej bedzie to
mozliwe dopiero w przysztosci po skonstruowaniu i przeprowadzeniu eksperymen-
tow, ktore wykluczalyby jeden z nich, a pokazywaty poprawnos¢ drugiego.

1. MODEL DEHAENE’A

Zdaniem Dehaene’a podstawa rozwoju kompetencji arytmetycznych jest posia-
danie pierwotnej intuicji matematycznej, czyli tzw. zmyshu liczb. Intuicja ta dyspo-
nuja zaré6wno niektore zwierzeta, jak i ludzie. Dzigki niej juz noworodki sa w stanie
odrézni¢ zbior dwuelementowy od zbioru tréjelementowego (Starkey, Cooper 1980,
Strauss, Curtis 1981). Kilkumiesigczne dzieci potrafia dodawac do siebie dwa obiekty
Iub je odejmowaé (Wynn 1992). Operacje te sa jednak ograniczone do kilku pierw-
szych liczb, a wigkszo$¢ eksperymentéw pozwala przypuszczaé, ze reprezentacja
liczbowa, ktora jest dostgpna dzieciom oraz przynajmniej niektorym zwierz¢tom, ma
charakter przyblizony i ciagly. Pierwotna intuicja matematyczna pozwala na wy-
ksztatcenie si¢ w trakcie rozwoju dyskretnej reprezentacji liczb naturalnych:

In essence, the number sense that we inherit from our evolutionary history plays the role of
a germ favoring the emergence of more advanced mathematical abilities (Dehaene 1997: 40).

Dehaene zauwaza tez, ze u podstaw wykonywania prostych operacji arytmetycz-
nych przez dzieci lezy zalozenie, zgodnie z ktérym §wiat sktada si¢ z przedmiotow
dyskretnych i umiejscowionych w przestrzeni fizycznej: ,,The maxim »Number is
a property of sets of discrete physical objects« is deeply embedded in their brains”
(Dehaene 1997: 61)°. W tym kontekscie mozna powiedzie¢, ze operacje na zbiorach
sa jednymi z pierwszych czynnos$ci arytmetycznych dzieci. Najprawdopodobniej to
wlasnie te operacje leza u podstaw wyksztalcania sig intuicji liczb naturalnych.

Zdaniem Dehaene’a proces powstawania w umysle bardziej ztozonej reprezenta-
cji liczbowej zachodzi spontanicznie, a przej$cie od pierwotnej, ciaglej reprezentacji
liczb do dyskretnej reprezentacji liczb naturalnych jest widoczne migdzy innymi
w zapisie liczb. W wielu kulturach trzy pierwsze liczby oddawane sa przez zastoso-
wanie serii identycznych znakdéw, dopiero wigksze liczby zapisywane sa w bardziej
skomplikowany symbolicznie sposoéb (Dehaene 1997: 64-66). Ponadto réwniez
struktura wigkszosci jezykow odzwierciedla szczegdlna rolg poczatkowych liczebni-
koéw: pierwszy, drugi, trzeci.

® Poglad ten podziela m.in. Carey (2009). Choé w przeciwienstwie do Dehaene’a wyroznia nie
jeden, lecz dwa systemy poznania rdzennego liczb, podkresla, Ze oba zaleza od reprezentacji zbio-
row (2009: 150).
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Kolejnych argumentdéw na rzecz istnienia zwiazku migdzy pierwotng reprezenta-
cja liczbowa a nabyta w trakcie rozwoju osobniczego wtdrna reprezentacja liczb na-
turalnych dostarczaja obserwacje kompetencji obliczeniowych dorostych (Mandler,
Shebo 1982, Dehaene, Dupoux, Mehler 1990). Po pierwsze, juz pod koniec XIX
wieku eksperyment przeprowadzony przez Jamesa McKeena Cattela pokazat, ze do-
ro$li potrafia bardzo szybko okresli¢ liczno$¢ zbiorow sktadajacych si¢ z maksimum
trzech elementdw, a powyzej tej liczby i wraz ze wzrostem liczby elementow predkosé
ich odpowiedzi drastycznie spada (Dehaene 1997: 66-67). Dehaene zauwaza, ze:

It takes an adult about 200 or 300 milliseconds to identify each dot beyond three. This slope of
200 to 300 milliseconds corresponds roughly to the time it takes an adult to recite numbers
when counting aloud as fast as possible. [...] But then why is the enumeration of numbers 1, 2
and 3 so fast? The flattening of the response time curve within this region suggests that the first
three dots do not have to be counted one by one. The numbers 1, 2 and 3 seem to be recognized
without any appearance of counting (Dehaene 1997: 68).

Po drugie, badania te wykazaly, ze w wypadku percepcji liczebnosci istnieje
wiele podobienstw miedzy dorostymi a dzieémi i zwierzetami’. Co wiecej, okazato
sig, ze rowniez zdolno$¢ ludzi do porownywania liczb zapisanych w postaci symbo-
licznej jest ograniczona przez te same czynniki®. Pierwszy z nich zwiazany jest z tzw.
efektem odlegtosci (distance effect): dwie liczby, ktore sa od siebie odlegte, jak np.
201 60, sg szybciej porownywane niz dwie bliskie liczby np. 54 1 55. Drugi ujmowa-
ny jest przez tzw. efekt wielkosci (magnitude effect): jesli odlegtos¢ miedzy porow-
nywanymi liczbami jest taka sama, to trudniej poréwnac liczby, ktore sa wigksze np.
czas poréwnania 110 i 130 jest dtuzszy niz 10 i 30. Przy operacjach wykonywanych
na liczbach ujawnia si¢ tez tzw. efekt skali (compression effect): mniejsze liczby sa
dla ludzi mniej ,,podejrzane”. Wida¢ to na przyktad, gdy poprosi si¢ dorostych
o utworzenie ciagu losowych liczb z przedzialu 1-50. Okazuje sig, ze za kazdym ra-
zem osoby takie wybieraja wigcej malych liczb niz duzych. Otrzymane wyniki
wspieraja hipotezg, ze reprezentacje liczb, ktore powstaja na skutek percepcji cyft, sa
powiazane z pierwotnie zakodowana w mozgu ciagla reprezentacja przyblizonych
wartoS$ci liczb. Wedhug Dehaene’a powiazanie to polega na przetozeniu reprezentacji
doktadnej liczby na jej wartos¢ przyblizona:

The only explanation I can come up with is that our brain apprehends a two-digit numeral as

a whole and transforms it mentally into an internal quantity or magnitude. At this stage, it

forgets about the precise digits that led to this quantity. The comparison operation is concerned

only with numerical quantities, not the symbols that convey them (Dehaene 1997: 76).

7'W tym celu badano, w jaki sposob dorogli okreslaja licznosé zbioréw ztozonych z kropek.
Przede wszystkim mierzono przy tym czas potrzebny na poréwnanie dwoch zbiorow.

¥ Jedno z zadan polegato na jak najszybszym okresleniu, czy wyswietlona dwucyfrowa liczba
jest wigksza, czy mniejsza od liczby 65. Mierzono czas reakcji oraz trafno$¢ udzielanych odpowie-
dzi (Dehaene, Dupoux, Mehler 1990).
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Przeprowadzone eksperymenty pokazaly istnienie jeszcze jednej zaleznosci, na-
zwanej efektem SNARC (Spatial-Numerical Association of Response Codes): przy
poréownywaniu liczb, im wigksze liczby, tym szybsza okazuje si¢ reakcja osoby, kto-
ra uzywa prawej reki do udzielenia odpowiedzi, w porownaniu z reakcja osoby uzy-
wajacej lewej reki, a im mniejsze liczby, tym szybsza jest reakcja lewej reki od reak-
cji reki prawej. Wyniki te mozna wyjasnié, przyjmujac zatozenie, ze w jakis sposob
utozsamiamy mate liczby z lewa strona przestrzeni, a duze z prawa. W pdzniejszych
doswiadczeniach zaobserwowano kolejny efekt nazwany SOAR (Space-Operation
Association of Responses), ktory polega na tym, ze podczas dodawania ludzie maja
tendencj¢ do przeszacowywania wyniku wykonywanej operacji, a podczas okresla-
nia wyniku odejmowania udzielane odpowiedzi sa regularnie zanizane (Knops,
Viarouge, Dehaene 2009, McKrink, Dehaene, Dehaene-Lambertz 2007).

Wedhug Dehaene’a zaobserwowany zwiazek migdzy liczbami i przestrzenia jest
argumentem za rozumieniem umystowej reprezentacji liczb za pomoca metafory li-
nii. Linia ta moze by¢ przedstawiona jako potprosta, ktora ma poczatek skrajnie po
lewej stronie i rozciaga si¢ w prawa strong, gdzie znajduja si¢ coraz wigksze liczby.
Wartoécia poczatkowa tej potprostej jest zero. Badania poréwnawcze osob wycho-
wanych w réznych kulturach wykazaty, ze zwrot potprostej jest uwarunkowany kul-
turowo i odzwierciedla sposob zapisu liczb w danym jezyku: w wigkszosci jezykow
europejskich wzrastajacy ciag liczbowy zapisuje si¢ od strony lewej do prawej np. 2,
4,6, 8,10, 12, 14, 16 itd., ale np. w Iraku liczby zapisuje si¢ odwrotnie, czyli 16, 14,
12,10, 8, 6, 4, 2.

Reprezentacja umystowej osi liczbowej wyksztatcona na bazie najbardziej pier-
wotnej intuicji liczbowej rowniez podlega istotnym ograniczeniom: reprezentuje jedy-
nie dodatnie liczby naturalne oraz proste relacje migdzy nimi. Nie pozwala natomiast
w zaden sposob wyjasnié, jak powstaja bardziej ztozone pojecia matematyczne, takie
jak utamki, liczby niewymierne czy liczby urojone. Wedlug Dehaene’a to ogranicze-
nie najprawdopodobniej zwiazane jest bezposrednio z budowa ludzkiego mozgu:

I would like to suggest that these mathematical entities are so difficult for us to accept and so
defy intuition because they do not correspond to any preexisting category in our brain. Positive
integers naturally find an echo in the innate mental representation of numerosity; hence a four-
year-old can understand them. Other sorts of numbers, however, do not have any direct
analogue in the brain. To really understand them, one must piece together a novel mental model
that provides for intuitive understanding (Dehaene 1997: 87-88).

Wedhug Dehaene’a powstawanie zlozonych kompetencji obliczeniowych jest
nierozerwalnie zwiazane z rozwijaniem kompetencji j¢zykowych oraz z zapamigty-
waniem wynikow pewnych operacji symbolicznych, np. tabliczki mnozenia. Wiele
0s6b potrafi bardzo szybko liczy¢ dzigki opanowaniu pewnych sztuczek matema-
tycznych. Dehaene podkresla tez istotng rol¢ emocjonalnego zaangazowania w pro-
ces rozwijania kompetencji arytmetycznych’. Na przyktad, opanowanie rachunku

? Por. spostrzezenia Damasia (2005) na temat roli emocji w procesie decyzyjnym.



112 Karolina Rozko

roézniczkowego wymaga wspoltpracy wielu osrodkow w mozgu i jest nierozerwalnie
zwigzane z umiej¢tnoscia poshugiwania si¢ symbolami.

Na koniec warto podkresli¢ roznice migdzy zmystem liczby a umystowa osia
liczbowa. Ten pierwszy dostgpny jest zarowno dorostym, jak i noworodkom oraz
przynajmniej niektorym zwierzetom. Ta druga najprawdopodobniej dostepna jest jedy-
nie ludziom i wyksztaltca si¢ w trakcie rozwoju osobniczego. Zmyst liczby moze by¢
opisany przez potprosta, ktorej wartosci sa tylko przyblizone i przechodza ptynnie
jedne w drugie. Wyniki wielu badan wspieraja hipoteze, ze wartosci na tej potprostej
wzrastaja logarytmicznie (Dehaene 2003, 2007, 2009)'°. Jest to wynik zgodny z tzw.
prawem Webera-Fechnera, zgodnie z ktorym wszystkie jakosci fizyczne, takie jak
dzwigk, jasno$é¢ czy rozmiar reprezentowane sa w umysle w skali logarytmicznej'.
Z kolei reprezentacja umystowej osi liczbowej zawiera doktadne wartosci liczb natu-
ralnych i najprawdopodobniej uporzadkowana jest w sposob liniowy, a nie logaryt-
miczny. Podsumowujac badania neurobiologiczne, Dehaene (2001) dochodzi do
wniosku, ze przejsScie od skali logarytmicznej do liniowej najprawdopodobniej za-
chodzi w trakcie edukacji dzieci, migdzy pierwsza a czwarta klasa szkoty podstawo-
wej (Dehaene 2009). Nie dochodzi do niego spontanicznie wérdd plemion takich jak
wspomniane wczesniej plemi¢ Munduructl. Ponadto otrzymywane wyniki wspieraja
hipotezg, ze do przejscia migdzy tymi dwiema reprezentacjami na poziomie biolo-
gicznym dochodzi w lewym dolnym obszarze ciemieniowym mozgu, a w prawym
dolnym obszarze ciemieniowym proces ten nie zachodzi (Dehaene 2009: 252).
Zgodnie z ta hipoteza w mozgu dorostego cztowieka logarytmiczna oraz liniowa re-
prezentacja liczb wspotistnieja ze soba. Zaproponowana przez Dehaene’a hipoteza
wyjasnia migedzy innymi zachodzenie wspomnianych efektow, takich jak efekt skali.

Podsumowujac perspektywe neurobiologiczna — istnieja obszary mozgu, ktore
uaktywniaja si¢ w trakcie wykonywania najbardziej podstawowych operacji mate-
matycznych, takich jak poréwnywanie dwoch liczb czy dodawanie lub odejmowanie
liczb naturalnych; z kolei postugiwanie si¢ zlozonymi pojeciami matematycznymi
wymaga wspoélpracy wielu obszaré6w mozgu. Liczby towarzysza nam w wielu co-
dziennych sytuacjach zyciowych: odczytujemy godzing, date, odliczamy reszte w skle-
pie, kupujemy okreslona ilo$¢ towaru. Najprawdopodobniej rowniez w tych wypad-
kach umiejgtnosci arytmetyczne lacza si¢ z innymi kompetencjami umyshu.

' W $wietle najnowszych badan skalowanie logarytmiczne bywa kwestionowane. Problem ten
jest szczegdtowo opisany migdzy innymi w pracy (Stapel, Hunnius, Bekkering, Lindemann 2015
oraz referencje tamze). Autorzy tego artykutu, powotujac si¢ na najnowsze wyniki badan nad kom-
petencjami arytmetycznymi 5 i 8-letnich dzieci, przedstawiaja argumenty na rzecz tezy, ze w trakcie
rozwoju kompetencji arytmetycznych dzieci nie dochodzi do przejscia od logarytmicznej do linio-
wej osi liczbowej, lecz raczej wartosci liczb od poczatku sa reprezentowane przez umyst na osi li-
niowej, a z czasem zakres tej osi ulega coraz wigkszemu rozszerzeniu.

" Prawo to znajduje odzwierciedlenie migdzy innymi w skali wielkosci gwiazdowych uzywanej
w astronomii, gdzie réznica migdzy jasnoscia dwoch gwiazd moze by¢ zdefiniowana jako 2.5
log(Li/L,), a L; oznacza dzielno$¢ promieniowania.



Dwa modele reprezentacji liczb 113

Czy jednak zebrane dane empiryczne rzeczywiscie pozwalaja opisa¢ umystowa
reprezentacj¢ liczb jako umystowa o$ liczbowa? Dehaene przedstawia nastgpujace
argumenty na rzecz swojego modelu:

The number line metaphor is appropriate, however, because the spatial concepts of distance and
proximity readily apply to the metric structure of semantic similarities between numbers;
because multidimensional scaling shows that this similarity matrix is best captured by a one-
dimensional line [(Shepard, Kilpatrick, Cunningham 1975)]; because naive subjects as well as
professional mathematicians spontaneously use spatial words when speaking about numbers;
because a few subjects even claim to experience ‘number forms’, spatial images of number
lines that have no obvious cultural origins [(Galton 1880, Seron, Pesenti, Noél, Deloche, Cornet
1992)]; and because, as discussed by Giaquinto as well as by Pesenti and Seron, the SNARC
effect reveals that Arabic numeral automatically evoke a spatial left-to-right bias congruent
with their quantity [(Dehaene, Bossini, Giraux 1993)] (Dehaene 2001: 3).

2. MODEL KRYSZTOFIAKA

Krysztofiak odrzuca przyjmowany powszechnie schemat rozwoju kompetencji
arytmetycznej, zgodnie z ktérym w pierwszej fazie tego procesu dochodzi do zako-
dowania zintegrowanej pojedynczej listy liczebnikow, a w drugiej — z jej elemen-
tow konstruowane sg rekurencyjnie ztozone liczebniki i techniki obliczeniowe.
W zamian przedstawia konkurencyjna hipoteze, zgodnie z ktora ,,punktem wyjscia
w rekurencyjnym generowaniu wyrafinowanych algorytméw obliczeniowych przez
»dojrzaty« umyst jest akwizycja przezen systemu zintegrowanego peku list liczebni-
koéw (a nie: jednej listy)” (Krysztofiak 2010: 26). System ten mozna opisa¢ za pomo-
cq arytmetyki indeksowanych liczb naturalnych (INA), bedacej uogolnieniem aryt-
metyki Peana (Krysztofiak 2008).

Pod wzgledem graficznym przedstawiona przez Krysztofiaka podstawowa repre-
zentacja liczbowa ma posta¢ wiazki polprostych (osi) o wspdlnym poczatku, w kto-
rym reprezentowana jest liczba zero. Jedna z osi jest wyrozniona, jest to o$ liczebni-
kéw: zero, jeden, dwa itd. Na pozostatych osiach reprezentowane sa kategorie
obiektow, ktore umyst moze liczy¢. W czasie wykonywania prostych zadan arytme-
tycznych — np. dodawania dwoch zajaczkow do trzech misiéw, aby otrzymac liczbe
zwierzatek — w umysle dziecka aktywowane sa odpowiednio: 0§ wyrdzniona, o$
uszeregowane]j kategorii zajaczkow, o§ uszeregowanej kategorii misidw oraz o$
uszeregowanej kategorii zwierzatek. Nastgpnie umyst sprawdza relacje dostgpnosci
miegdzy tymi osiami oraz wykonuje operacje arytmetyczne polegajace na odlozeniu
na osi zwierzatek liczby zajaczkéw 1 misidw, a nastgpnie podania otrzymanej w ten
sposob sumy. W modelu tym postugiwanie si¢ wylacznie jednoosiowa reprezentacja
jest szczegblnym przypadkiem, ktory zachodzi np. podczas wykonywania operacji
czysto formalnych, takich jak symboliczne dodawanie 2+7, co wymaga jedynie ak-
tywacji wyréznionej osi liczebnikow.
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Omawiana struktura moze zosta¢ formalnie zapisana w nast¢pujacej postaci:
<INA, U, 1, Acc, COR>, gdzie INA jest semantycznym modelem arytmetyki indek-
sowanych liczb naturalnych, U jest zbiorem pewnych osi nalezacych do INA, I jest
osig wyrozniona, nazwang ,,jezykowa linig liczb”, Acc jest relacja dostgpnosci mig-
dzy elementami U, a COR jest zbiorem wszystkich funkcji zaleznoséci migdzy indek-
sowanymi liczbami na osiach nalezacych do U (por. Krysztofiak 2008, 2011).

Krysztofiak podkresla, ze w proponowanym przez niego modelu mozna wyja-
$ni¢, bez odwotywania si¢ do operacji teoriomnogo$ciowych, w jaki sposob sied-
mioletnie dzieci rozwiazuja nastepujace zadania z trescia'*:

€)) Ja$ miat trzy jabtka, przyszta mama z pracy i data mu dwie gruszki. Ile
Ja$ ma owocow?

2) Jas mial dwie sliwki. Przyszedt tata z pracy i dat mu dwa jabtka. Potem
mama data mu jeszcze trzy cukierki. Ile Ja§ ma owocow?

3) Ja$ miat dwa jabtka. Mama data mu trzy cukierki. Przyszedt tata i dat
mu jeszcze dwa batony. Malgosia, siostra Jasia, miata dwie gruszki
i dwa cukierki. Ile owocoéw razem mieli Jas i Matgosia? (Krysztofiak
2010: 28)

4) Ja$ miat trzy jabtka, przyszta mama z pracy i data mu dwa jabika. Ile
Jas$ ma jabtek? (Krysztofiak 2010: 32)

5) Jas$ miat trzy jabtka, przyszta mama z pracy i data Jasiowi dwa jabika.
Ile Jag ma cukierkow? (Krysztofiak 2010: 37)

Co wigcej, w modelu tym mozna okresli¢ tempo rozwiazywania takich zadan:
najszybciej powinno zosta¢ rozwigzane zadanie (4), nastgpnie zadania (5) i (1), po-
tem zadanie (2), a najwolniej zadanie (3). Przewidywania te pozwalaja sprawdzaé
eksperymentalnie poprawno$¢ zaproponowanego modelu.

"2 Krzysztofiak czesto podkresla, ze w jego modelu reprezentacja liczb naturalnych oraz opera-
cje dodawania, odejmowania i mnozenia nie wymagaja odwotania do operacji teoriomnogoscio-
wych. Tymczasem wielu badaczy, na przyklad Dehaene i Carey, wskazuje, ze u podtoza wyksztat-
cenia si¢ w umysle dziecka pierwotnej reprezentacji liczb znajduje si¢ migdzy innymi pojgcie zbio-
ru. Krysztofiak odrzuca jednak ten poglad, argumentujac, ze gdyby zdolno$¢ operowania na zbio-
rach nalezata do jakiego$ rodzaju wiedzy rdzennej, to pézniejsze nauczanie teorii mnogosci stano-
witoby jedynie ,,wydobywanie” tej nieuswiadomionej wiedzy. Tymczasem praktyka dydaktyczna
pokazuje, ze studenci z trudem opanowuja wiedzg z zakresu teorii mnogosci. W tym miejscu mozna
mie¢ jednak dwa zastrzezenia. Po pierwsze, czy pojgcie zbioru u dziecka jest tozsame z formalnym
pojeciem zbioru? Carey (2009) zwraca uwagg, ze na przykltad pojecie liczby zmienia dla dziecka
znaczenie, gdy zaczyna ono rozumieé, czym sg liczby rzeczywiste. Po drugie, warto si¢ zastanowic,
czy problem nie jest zwigzany z tym, ze uczacy si¢ teorii mnogosci nie sa przyzwyczajeni na wcze-
$niejszym etapie edukacji do rozumienia jezyka formalnego. Wowczas prawdziwym problemem
przy nauce nie byloby rozumienie pojgcia zbioru i operacji na nim, lecz postugiwanie si¢ jezykiem
formalnym, co nalezy do szerszych kompetencji niz kompetencje matematyczne.
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Z kolei w artykutach poswigconych logicznej sktadni liczebnika Krysztofiak, na-
wiazujac do gramatyki generatywnej Chomsky’ego, analizuje przetwarzanie struktur
glebokich liczebnikéw w celu wyjasnienia, na czym polegaja akty referencji liczebni-
kowej (Krysztofiak 2012, 2015)". Przebieg tych proceséw regulowany jest przez dwa
moduty: modut cyfrowy oraz modut liczebnikow werbalnych, dlatego tez Krysztofiak
proponuje odrézni¢ dwa typy struktur powierzchniowych liczebnikéw: struktury po-
wierzchniowe cyfr oraz struktury powierzchniowe liczebnikow w sensie werbalnym.

Aby wyjasni¢, w jaki sposob umyst ujmuje cyfry, Krysztofiak proponuje przyjecie
hipotezy, zgodnie z ktora jezyki cyfrowe sa jezykami typu Jumblese, tzn. sa jezykami,
w ktorych funktory stanowia jedynie przestrzenna aranzacj¢ nazw-napisow (czyli nie
sq explicite wyrazone za pomoca stow-napiséw)'*. Oznacza to, ze na przyktad w wy-
padku cyfry ztozonej 583 funktor nie wystepuje jako osobny znak (jak jest w jezyku
naturalnym, gdzie rol¢ funktoréw petnia konkretne wyrazy w zdaniu), lecz jest on
zwiazany z pozycja kazdej z cyfr elementarnych: 5 jest zwiazane z pozycja ,,setek”,
8 jest zwiazane z pozycja ,,dziesiatek”, a 3 jest zwiazane z pozycja ,,jednosci”.

W percepcyjnym ujeciu cyfry umyst najpierw rozpoznaje struktur¢ powierzch-
niowa, nast¢pnie oblicza liczbg cyfr elementarnych, ktore sktadaja si¢ na percypo-
wana liczbe (w wypadku 583 — 5, 8 i 3). Nastgpnie umyst wykonuje pewne opera-
cje na strukturze glebokiej liczby (czyli okresla pozycje kazdej z cyfr elementarnych,
przyporzadkowujac je do odpowiedniego rzedu wielkosci), a w koncu dochodzi do
syntezy struktury glebokiej reprezentacji umystowej danej cyfry ztozonej, dzigki cze-
mu umyst ,,czyta cyfr¢ na papierze” — w wypadku liczby 583 rozpoznaje liczbg
,»pi¢cset osiemdziesiat trzy” (Krysztofiak 2012: 70-71).

Podsumowujac, percepcja cyfr wymaga aktywacji oraz syntezy w umysle okreslonych repre-
zentacji mentalnych. [...] Ponadto, w umys$le musza by¢ zakodowane reprezentacje funktorow
pozycji cyfrowych w postaci wielu mentalnych linii (osi) liczbowych (mental number lines)
[...]. Z reprezentacji leksykalnych oraz reprezentacji funktoréw pozycji cyfrowych (czyli men-
talnych osi liczbowych) umyst w procesie ujgcia cyfry syntetyzuje — przy pomocy pewnego
mechanizmu, reprezentujacego plan pozycyjny cyfry — reprezentacjg danej cyfry o okreslone;j
strukturze glgbokiej (Krysztofiak 2012: 73-74).

Zaproponowana przez Krysztofiaka logika liczebnikow pozwala wyjasni¢ wiele
codziennych czynnosci obliczeniowych umyshu. Na przyktad, gdy ekspedientka ma
wydaé pig¢ zlotych reszty, moze to zrobi¢ na bardzo wiele sposobow: mozemy
otrzymac pie¢ jednoztotowek, dwie dwuztotowki i jedna jednoztotowke itd. Jest to
zwiazane z faktem, ze danej liczbie mozna przypisa¢ wiele struktur glebokich, np.
liczba 24 moze by¢ reprezentowana jako dwa tuziny lub jako dwie dziesiatki i 4 jed-

'3 Chomsky przez strukture gleboka rozumial zbior warunkéw, ktére musza zostaé spetnione,
aby dane zdanie byto poprawnie zbudowane pod wzgledem gramatycznym. Jest to formalna struk-
tura, ktora dzigki transformacji przeksztatcana jest w strukturg powierzchniowa zdania rozumiana
w kategoriach fonologicznych. Zob. np. Chomsky 1965: 128-147.

" Jezyk Jumblese jest jezykiem, w ktorym nie wystepuja predykaty (Sellars 1963).
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nosci. W takich wypadkach to, do jakiej struktury glgbokiej odniesie si¢ umyst, zale-
zy najczesciej od sytuaciji komunikacyijnej'’. Model Krysztofiaka do$¢ dobrze ujmuje
dynamiczny charakter powstawania reprezentacji liczbowych. Jednocze$nie, wpro-
wadzajac do logiki liczebnikow aksjomaty opisujace dodawanie oraz mnozenie na
strukturach glebokich liczebnikow oraz relacje wigkszosci zachodzaca migdzy
strukturami glebokimi, Krysztofiak pokazuje, jak wyjasni¢ poprawnos$¢ algorytmu
pisemnego dodawania liczebnikow zapisywanych za pomoca cyfr oraz fakt trafnego
poréwnywania dwoch liczebnikow ze wzgledu na to, ktdry z nich denotuje wigksza
liczbg lub liczno$¢ (Krysztofiak 2015).

Pokazano tez, jak za pomoca omoéwionego modelu formalnego mozna wyjasniaé
wyksztatcanie si¢ dojrzatej kompetencji arytmetycznej (Patro, Krysztofiak 2013).
Przedstawiony model ma strukture hierarchiczna, na ktora sktadaja sig, po pierwsze,
analogowe (akumulatorowe) umystowe osie liczbowe bedace podstawa wyksztatce-
nia si¢ punktowo-miejscowych umystowych osi liczb'®. Po drugie, w trakcie
doskonalenia kompetencji arytmetycznych wyksztatcane sa coraz bardziej ztozone
i doktadne (rozpatrujace coraz mniejsze otoczenie punktu odnoszacego si¢ do warto-
§ci danej liczby) punktowo-miejscowe osie liczb, az w koncu wyksztalcaja si¢
»precyzyjne” (tzn. takie, w ktorych otoczenie punktu sprowadza si¢ do samego
punktu) punktowo-osiowe umystowe osie liczb. Zdaniem Patro i Krysztofiaka to
wlasnie one stanowia podstawg do wyksztalcenia si¢ eksperckiej kompetencji aryt-
metycznej, ktora charakteryzuje si¢ migdzy innymi przeksztatceniem nieliniowej
umystowej skali liczb na skalg liniowa. W tym procesie bardzo istotna rolg ma od-
grywaé nabywana przez dzieci umiejetnos$¢ postugiwania si¢ liczebnikami, dzigki
czemu reprezentacje liczb zostaja powiazane ze znacznikami lingwistycznymi (Patro,
Krysztofiak 2013).

Podsumowujac, zaproponowany przez Krysztofiaka model w formalny sposob
poprawnie wyjasnia wykonywanie takich operacji, jak rozwiazywanie prostych za-
dan z trescia oraz ujmowanie i operowanie liczebnikami. Warto jednak zauwazyc¢, ze
rozwiazywanie zadan z treScia wymaga rowniez aktywowania w umysle pewnych
kompetencji jezykowych. Przed wykonaniem operacji matematycznych umyst musi
odczytac i zrozumie¢ tre$¢ zadania. Rowniez wigkszo$¢é aktow referencji liczebni-
kowej osadzonych jest w sytuacjach konwersacyjnych, przez co zwiazane sa z akty-
wowaniem pewnych kompetencji jezykowych. Krysztofiak wskazuje jednak, ze jego

'> Dynamiczny charakter aktywowania osi liczbowych jest tez bardzo dobrze przedstawiony
w pracy (Patro, Krysztofiak 2013), gdzie przytoczono szereg argumentdw na rzecz tezy, ze efekt
SNARC nie jest stabilny i moze podlega¢ manipulacji.

' Analogowa 0§ liczb charakteryzuje si¢ tym, ze kolejne liczby reprezentowane sa przez doda-
nie dalszego odcinka na umystowej osi liczb. Reprezentacja ta ma najprawdopodobniej charakter cia-
gly (od zera do reprezentowanej liczby) i czgsto jedynie przyblizony. Z kolei punktowo-miejscowa
0§ liczb charakteryzuje si¢ tym, ze umyst odnosi si¢ do danego punktu na osi liczbowej i do jej naj-
blizszego otoczenia. Dlatego tez, w przeciwienstwie do modelu analogowego w tym wypadku re-
prezentacja mniejszej liczby nie stanowi czgsci reprezentacji liczby wigksze;.
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model, w przeciwienstwie do klasycznych rozwiazan, $ci§le wyznacza granicg mig-
dzy analiza semantyczng tresci zadania a procesem obliczeniowym. Ponadto opiera
swoj model na arytmetyce indeksowanych liczb naturalnych, dzigki czemu wyjasnia
proces rozwiazywania zadan z trescig bez odwotywania si¢ do operacji teoriomnogo-
sciowych.

3. POROWNANIE MODELI

Model zaproponowany przez Dehaene’a jest spdjny z powszechnie przyjmowa-
nymi twierdzeniami kognitywistyki, do ktorych nalezy miedzy innymi przeswiad-
czenie, ze podstawowa reprezentacj¢ liczbowa mozna adekwatnie przedstawié za
pomoca metafory pojedynczej linii liczb.

Model umystowej osi liczbowej jest zgodny z wynikami wielu do§wiadczen neu-
robiologicznych. Zazwyczaj do§wiadczenia te skonstruowane sa w taki sposob, aby
bada¢ mozliwie najprostsze operacje, poniewaz badanie zlozonych proceséw umy-
stowych utrudnia okreslenie, ktore struktury mézgowe staja si¢ aktywne podczas
wykonywania konkretnych operacji. Badania pokazuja, ze nawet w trakcie wykony-
wania podstawowych operacji matematycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie
czy porownywanie liczb lub liczno$ci, w mozgu aktywne sa rozmaite obszary. Ozna-
cza to, ze przeprowadzanie tych operacji nie tylko wymaga aktywnos$ci podstawo-
wego zmystu liczby, lecz takze konieczne jest posiadanie szerszych kompetenciji.

Model Dehaene’a nie odgranicza jednak wyraznie kompetencji arytmetycznych
od innych. Dehaene postanowit przyjaé hipoteze pojedynczej linii liczb gltdwnie ze
wzgledu na metodologiczny postulat prostoty, zgodnie z ktérym, jezeli wyniki do-
$wiadczen nie wymagaja skonstruowania bardziej skomplikowanego modelu, to le-
piej przyjac ten prostszy. Dotychczas nie zostal przeprowadzony zaden eksperyment,
ktory obalatby model umystowej osi liczbowej. Co jednak réwnie znaczace, nie zo-
stal tez przeprowadzony zaden eksperyment, ktory ostatecznie potwierdzilby stusz-
no$¢ tego modelu, wykluczajac tym samym hipotezy alternatywne.

Krysztofiak koncentruje si¢ na formalno-logicznych cechach modelu nabywania
arytmetycznego systemu kompetencyjnego. Z formalnego punktu widzenia zapropo-
nowany model, zgodnie z ktérym podstawowa reprezentacja arytmetyczna ma postaé
wiazki osi 0 wspdlnym poczatku, poprawnie wyjasnia wykonywanie takich operacji,
jak rozwiazywanie zadan tekstowych czy odczytywanie oraz poshugiwanie si¢ li-
czebnikami. Model ten opisuje kompetencje szersze od tych uwzglednionych w mo-
delu Dehaene’a. I w tym wypadku brak jednak empirycznego potwierdzenia.

Opisane modele zostaly skonstruowane w odmiennych paradygmatach badaw-
czych. Dehaene opart swdj model przede wszystkim na wynikach doswiadczen doty-
czacych postrzegania liczb i wykonywania na nich prostych operacji. Wyszedt przy
tym z zalozenia, ze liczby naturalne naleza do pierwotnej reprezentacji liczbowej
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i w tym sensie sa nam ,,dane przez ewolucje”'’. Za sprawa znacznego uogolnienia
faktow empirycznych propozycja Dehaene’a ma dosé¢ abstrakcyjny charakter. Z kolei
Krysztofiak jako punkt wyjscia przyjat badania formalno-logiczne, w ktorych starat
si¢ uja¢ model reprezentacji osi liczbowych za pomoca aksjomatéw oraz twierdzen.
Rozwazania zilustrowat przy tym licznymi przyktadami oraz opisat mozliwe spraw-
dziany empiryczne poprawnosci proponowanego modelu. Te dwa fakty — abstrakcyj-
ny charakter modelu Dehaene’a oraz empiryczne przewidywania modelu Krysztofiaka
— umozliwiaja ich poréwnywanie.

Warto wspomnie¢ o jeszcze jednej roznicy w podejsciu badawczym obu autorow.
Dehaene wiaze problem powstawania pojg¢ matematycznych z kategoria przestrzeni.
Zwraca uwagg na to, ze okoto 10% Iludzi nie tylko postrzega liczby jako utozone
w jednej linii, lecz takze przypisuje konkretnym liczbom pewne barwy (Dehaene
2009). Fakt ten moze by¢ wyjasniony neurobiologicznie: obszar mézgu, ktory jest
aktywny podczas wykonywania operacji arytmetycznych, potozony jest w poblizu ob-
szaru odpowiedzialnego za percepcj¢ przestrzeni oraz barw. Tymczasem Krysztofiak,
przyjmujac koncepcjg arytmetyki Kanta, koncentruje si¢ na kategorii czasu. Zgodnie
z ta interpretacja umystowa linia liczb moze by¢ interpretowana jako reprezentacja
dyskretnego czasu. Przyjmujac model umystowej wiazki osi liczbowych, mozna
migdzy innymi wyjasni¢ zjawisko uzywania przez ludzi metafory ,,podwojnego zy-
cia” podczas opisywania codziennych doswiadczen (Krysztofiak 2011)"®. Oczywi-
Scie, wiazka osi obliczeniowych rowniez wyraza pewien porzadek przestrzenny.

Porownujac obie koncepcje, nalezy przede wszystkim rozwazyé, czy model
Krysztofiaka mozna traktowac jako rozszerzenie modelu Dehaene’a. Istnieje szereg
argumentow za taka interpretacja. Po pierwsze, w szczegolnym wypadku model
Krysztofiaka przewiduje, ze umyst aktywuje jedynie jedna potos. Dzieje sig¢ tak na
przyktad podczas symbolicznego dodawania cyfr. Po drugie, w sytuacji analizy
struktur glebokich tzw. duzych liczb, takich jak 1539, kazdy rzad wielkosci jest ko-
dowany niejako niezaleznie od pozostatych: jest to 1 tysiac, 5 setek, 3 dziesiatki i 9
jednosci. Propozycja Krysztofiaka nie wyklucza, ze podczas analizy danego rzgdu
wielkos$ci aktywowana jest pojedyncza o$. Dopiero ujgcie tego zestawu cyfr w catos§é
wymaga potaczenia czterech reprezentacji pojedynczych osi liczbowych. Po trzecie,
rowniez model przedstawiony przez Patro i Krysztofiaka (2013) zawiera pewien
szczegolny wypadek aktywowania tylko jednej osi. Po czwarte, Krysztofiak czgsto
odwotuje si¢ do sytuacji, w ktorych kompetencje arytmetyczne sa silnie zalezne od
takiego kontekstu jezykowego, jak rozwigzywanie zadan z trescia czy badanie liczb
w sytuacjach komunikacyjnych (np. wydawanie reszty w sklepie). Pozwala to przy-

'7 Z tym stwierdzeniem nie zgadza si¢ na przyklad Carey, ktora stara sie pokaza¢, ze przejscie
od najbardziej pierwotnej reprezentacji liczb do umystowej reprezentacji liczb naturalnych jest pro-
cesem nieciggtym (Carey 2009).

'® Tej metafory czasami uzywaja ludzie, ktorzy inaczej odczuwaja uplyw czasu w zaleznosci od
tego, czy spedzili go w domu, czy w pracy.
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puszczaé, ze Krysztofiak ujmuje w swoim modelu szerszy zakres kompetencji umy-
shu niz Dehaene.

Istnieja jednak co najmniej dwie rdznice, ktore sprawiaja, ze model Krysztofiaka
nie moze by¢ traktowany jako proste rozszerzenie modelu Dehaene’a. Po pierwsze,
model Dehaene’a zaktada, ze kolejne liczby konstruowane sa rekurencyjnie (np. re-
prezentacja liczby 56 podczas zliczania zbioru kropek). Tymczasem Krysztofiak,
wprowadzajac relacj¢ dostgpnoséci migdzy osiami liczbowymi, odrzuca rekurencje
w tym procesie. Po drugie, w propozycji Dehaene’a umystowa o$ liczbowa nie jest
aksjomatyzowalna. Krysztofiak podaje za$ pelna aksjomatyzacj¢ umystowej wiazki
osi liczbowych'’.

Warto tez przyjrze¢ si¢ zakresom poréwnywanych modeli. Dehaene stara sig
wyjasni¢ kompetencje matematyczne niemowlat i niektérych gatunkow zwierzat
(przez odniesienie do zmyshu liczby) oraz kompetencje matematyczne dzieci i doro-
stych zwiazane z percepcja liczb i wykonywaniem takich prostych operacji na licz-
bach naturalnych, jak dodawanie czy porownywanie liczb (przez odniesienie do
umystowej osi liczb). Probuje rowniez podda¢ analizie szczegodlne przypadki wyste-
powania dysfunkcji mézgu (w wyniku chorob lub urazéow) zwiazanych ze strata
pewnego rodzaju kompetencji arytmetycznych, np. utrata umiejetnosci postugiwania
si¢ doktadnymi warto$ciami liczb. Patro i Krysztofiak staraja si¢ wyjasni¢ rozwdj
kompetencji matematycznych od okresu niemowlgcego do nabycia przez dzieci tzw.
dojrzatej kompetencji arytmetycznej. W pozostatych tekstach Krysztofiak koncen-
truje si¢ na opisaniu dojrzatej kompetencji arytmetycznej, do ktdrej naleza migdzy
innymi umiejgtno$¢ rozwigzywania prostych zadan z tre$cig oraz pisemne dodawanie
i odejmowanie duzych liczb. Wida¢ ponownie, ze zakres modelu Krysztofiaka jest
znacznie szerszy od modelu Dehaene’a.

Warto jeszcze rozwazy¢ pytanie, czy oméwione modele mozna poréwnaé empi-
rycznie. Innymi stowy, czy mozna skonstruowac taki eksperyment, ktorego wynik
pozwoli rozstrzygnaé, czy umyst aktywuje tylko jedna oS, czy tez wiazke potosi? Ze
wzgledu na omoéwione réznice w zakresie obu modeli, aby skonstruowanie takiego
eksperymentu bylo w ogdle mozliwe, najpierw powinno zosta¢ wprowadzone jedno
z dwodch rozwiazan:

) Uzupehienie modelu Dehaene’a o analiz¢ roli kompetencji jezykowych,
na przyktad podczas rozwiazywania prostych zadan z trescia.

) Uproszczenie modelu Krysztofiaka w taki sposob, aby sprawdzié, jak
radzi sobie w sytuacjach, w ktorych rola jgzyka jest ograniczona, na
przyktad podczas percepcji zliczanych obiektow.

Pierwsze rozwiazanie wykracza poza ramy artykulu. Drugie zostanie poddane
krotkiej analizie.

' Uwagi te zawdzigczam Michatowi Jarmocowi i Wojciechowi Krysztofiakowi.
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Aby przekona¢ sig, czy w czasie percepcyjnego ujmowania zliczanych przed-
miotow uaktywnia si¢ tylko jedna o§ umystowa, czy wiele, mozna pomysle¢ o naste-
pujacym doswiadczeniu. Zalozmy, ze mamy pomieszczenie, w ktorym jest 11 drzew
oraz 58 kwiatow nalezacych do réznych gatunkow, np. 12 kwiatéw nalezy do jedne-
go gatunku, 8 do drugiego itd. Nast¢pnie prosimy botanika zafascynowanego kwia-
tami, aby policzyl jak najszybciej liczbg roslin w pomieszczeniu. O wykonanie tej
samej operacji nalezy prosi¢ réwniez laika, dla ktorego wszystkie kwiaty wygladaja
tak samo, a nastepnie zmierzy¢ czas, ktory zajeto im liczenie rolin®’. Gdyby czas
zliczania roélin przez botanika byt dluzszy od czasu laika, mogloby to przemawiaé
za modelem umystowej wiazki osi liczbowych. Jesli jednak czasy zliczania beda ta-
kie same, to nie bgdzie to argument na rzecz modelu pojedynczej osi liczbowej, po-
niewaz mozna zasadnie zada¢ pytanie, w ktorym momencie umyst aktywuje nowa
p6tos. Problem ten nie jest banalny. Rozpatrzmy na przyktad sytuacj¢, w ktorej za-
danie polega na policzeniu liczby krolikow. Zatdézmy, ze mamy 20 krolikow, z kto-
rych 10 jest czarnych, a 10 biatych, 6 ma krotka siers¢, a 14 dtuga, 8 jest bardzo du-
zych, a 12 malutkich. Czy podczas liczenia krolikow umyst dokona jakiejkolwiek
kategoryzacji zliczanych obiektow? Teoretycznie nie powinien, poniewaz w takiej
sytuacji niepotrzebnie zuzywatoby to tylko energi¢ moézgu. Przyjmijmy jednak, ze
nalezy policzy¢ czarne kroliki z dluga sierscia. Czy wowczas umyst dokonuje tylko
jednej kategoryzacji: czarne kroliki z dtuga sierScia, czy dwoch — czarne kroliki
oraz kroliki z dtugg sierScia i bada relacje migdzy nimi?

Przyktad ten pokazuje rowniez, ze ze wzgledu na dynamiczny charakter akty-
wowania umystowych osi liczbowych badanie empiryczne modelu Krysztofiaka na-
trafia na wiele trudnosci. Kolejna z nich jest rozwiazywanie zadan z trescia, w kto-
rych wystepuja wyrazenia bgdace synonimami. Rozwazmy zadanie:

Na stole lezy 6 ziemniakéw i 12 kartofli. Ile pyr lezy na stole?

Skoro stowa ,,ziemniaki”, ,kartofle” i ,,pyry” sa synonimami, to czy oznacza to,
ze umyst aktywuje tylko jedna o$ odpowiadajaca kategorii ziemniak-kartofel-pyra,
czy trzy osobne osie (poniewaz sa to trzy rozne stowa)? W tym wypadku mozna
sprawdzi¢ czas rozwiazywania takiego zadania i pordéwnaé go z czasem wykonywa-
nia innych zadan z tre$cia. Mozna tez sprobowaé znalez¢ kogo$, kto nie wie, ze sto-
wa ,,ziemniak”, ,.kartofel” i ,,pyra” sgq synonimami i sprawdzi¢ czas rozwigzywania
przez niego przedstawionego zadania.

Przedstawione przyktadowe zadania pokazuja, ze badanie empiryczne dojrzalej
kompetencji arytmetycznej nie jest proste. Jest to gtdwnie spowodowane uwiktaniem
poj¢¢ matematycznych w jezyk oraz dynamicznym charakterem aktywowania potosi.
W teoretycznych rozwazaniach nad praca umystu najsensowniej jest przyjac¢ hipote-
zg, ze umyst postuguje si¢ taka reprezentacja umystowa, ktora w danej sytuacji gwa-

? Dla poprawnosci badania nalezaloby rowniez sprawdzié czas liczenia przez botanika i laika
jakich$ neutralnych obiektow, np. jednolitych kropek.
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rantuje jak najmniejsze zuzycie energii przez mozg. Przyjmujac to zatozenie, nalezy
spodziewac sig¢, ze umyst bedzie dazyt do tego, aby operowac na jak najmniejszej
liczbie osi liczbowych.

4. PODSUMOWANIE

Oba przedstawione modele sa w stanie wyjasni¢, w jaki sposob w umysle zako-
dowana zostaje reprezentacja liczb naturalnych, na ktorej nastgpnie oparte sa bar-
dziej ztozone pojecia i operacje matematyczne. Model Dehaene’a opiera si¢ przede
wszystkim na wynikach eksperymentow neurobiologicznych, ktérych celem byto
badanie pracy mézgu podczas percepcji oraz postugiwania si¢ liczbami Iub liczno-
sciami. Model Krysztofiaka skonstruowany zostat w wyniku formalno-logiczne;j
analizy operacji, ktore mogly zosta¢ wykonane w umysle w trakcie percepcji oraz
odnoszenia si¢ do liczebnikow, a takze w trakcie rozwiazywania prostych zadan z
trescig przez siedmioletnie dzieci. Mimo wyraznych réznic oba modele stanowig
istotny wktad do teorii opisujacych rozwoj kompetencji arytmetycznych w trakcie
rozwoju osobniczego. Wydaje si¢ jednak, ze dopiero polaczenie obu perspektyw ba-
dawczych, neurobiologicznej oraz formalno-logicznej, pozwoli w pelni zrozumieé
problem powstawania poje¢ matematycznych oraz wskazaé, w jaki sposdb skonstru-
owac¢ optymalny model nabywania arytmetycznego systemu kompetencyjnego.
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