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Powstanie i ewolucja rachunkéw sekwentowych'

W (Indrzejczak 2014) przypomnielismy o wkladzie Jaskowskiego i Gentzena
w powstanie i rozwdj systemow dedukcji naturalnej. Przy okazji napomknelismy
o innym wynalazku Gentzena, ktdry odnidst potem ogromny sukces w teorii dowo-
du. Rachunki sekwentowe — bo o nich mowa — to pot¢zne narzedzie, ktore po-
zwala w przejrzysty sposob ukaza¢ wiele interesujacych wlasnosci systeméw for-
malnych. Niestety znajomos$¢ tych rachunkéw w Polsce, kraju o wielkich tradycjach
logicznych, jest niewystarczajaca. Artykut ma na celu elementarne i nieformalne
wprowadzenie do teorii i zastosowan rachunkow sekwentowych. Mijajaca wlasnie
osiemdziesiata rocznica publikacji pracy Gentzena jest dobra okazji, by przypomnieé¢
podstawowe fakty zwigzane z zastosowaniami jego wynalazku.

Okreslenie ,,rachunek sekwentow” (RS) wspodtczesnie stosowane jest w odnie-
sieniu do obszernej grupy systeméw dedukcyjnych o zblizonym charakterze. Syste-
my takie czegsto okresla si¢ tez ze wzgledu na nazwisko autora systemami Gentzena.
Chociaz w konkretnych przypadkach moga pojawi¢ si¢ watpliwosci natury klasyfi-
kacyjnej, to systemy RS, zwlaszcza w klasycznej postaci, wyraznie odr6zniaja si¢ od
systemow aksjomatycznych czy dedukcji naturalnej. Maja tez znacznie dluzsza hi-
stori¢ niz tak popularne wspodlczesnie rodzaje formalizacji, jak systemy rezolucji lub
systemy tablicowe. RS pozostaje zreszta w $cistym zwiazku z tymi rodzajami syste-
méw dedukeyjnych, co pokazemy w paragrafie 6.

! Praca zostata wykonana w ramach realizacji projektu 2011/03/B/HS1/04366 finansowanego
przez Narodowe Centrum Nauki.
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1. UWAGI HISTORYCZNE

Systemy RS wywodza si¢ z badan Gentzena nad stworzeniem formalizméw in-
nego typu niz systemy aksjomatyczne, stanowiace na poczatku lat trzydziestych je-
dyna znana formg przedstawiania logiki (Gentzen 1934-1935). Badania te zaowoco-
waty powstaniem dwoch rodzajow takich systemoéw — dedukcji naturalnej (DN)
i rachunku sekwentow. Poszukiwanie pierwszego byto wiasciwym celem Gentzena,
natomiast drugi zostat wprowadzony jako pomocniczy i czysto techniczny $rodek do
udowodnienia pewnych wlasnosci systemu DN (m.in. rownowazno$ci z systemem
aksjomatycznym logiki intuicjonistycznej i klasycznej, a przede wszystkim istnienia
dowodoéw o szczegolnej postaci, zwanych dowodami normalnymi). Mimo tej z zato-
zenia stuzebnej roli to wlasnie rachunek sekwentow i udowodnione przez Gentzena
tzw. glowne twierdzenie (Hauptsatz), zwane pozniej zazwyczaj twierdzeniem o eli-
minacji cigcia, otworzyly droge zaréwno do konstrukcji pierwszych systemow auto-
matycznego dowodzenia twierdzen (m.in. Hintikka 1955, Beth 1955, Kanger 1957,
Wang 1960), jak i do rozwoju nowoczesnej teorii dowodu. O wybranych konse-
kwencjach tego twierdzenia powiemy w paragrafie 3.

Nazwa RS pochodzi od sekwentéw — podstawowych jednostek, ktorych doty-
cza reguly, na ktorych zdefiniowane sa reguly. Gentzen zapozyczyt to pojecie od
Hertza (1929) (ktory postugiwat sig¢ okresleniem ,,zdanie”, a nie ,,sekwent”), lecz do-
konat daleko idacej modyfikacji. Prace Hertza podejmowaty problem ustalenia ogol-
nych wilasnosci strukturalnych dowodu. Sekwent (zdanie) Hertza to obiekt postaci
A4, ..., A, = B, gdzie A; i B oznaczaja formuly ustalonego jezyka. Zgodnie z intu-
icja sekwent Hertza wyrazatl inferencj¢ (wnioskowanie) z przestanek Ay, ..., A, do
wniosku B. Hertz nie zdefiniowat rachunku w sensie zbioru regul, a w istocie nie
podat Zadnej reguly dla jakiejkolwiek statej logicznej. Gentzen poszedt dalej, przed-
stawiajac pelne zestawy regut dla logiki pierwszego rzgedu — intuicjonistyczne;j
i klasycznej. W celu formalizacji tej ostatniej uogoélnit tez pojecie sekwentu do po-
staci X = Y, gdzie X i Y to skonczone, potencjalnie puste ciagi formut ustalonego
jezyka, zwane odpowiednio poprzednikiem (ciag X) i nastgpnikiem (ciag Y) se-
kwentu. Nieco pdzniej (Gentzen 1936) wprowadzit tez system dedukcji naturalnej
o charakterze sekwentowym, ktory oméwilismy w (Indrzejczak 2014). Sam Gentzen
(1938) wykorzystal swoje rachunki m.in. do udowodnienia niesprzecznosci arytme-
tyki pierwszego rzedu bez reguty indukcji.

Kolejne modyfikacje systemu Gentzenowskiego przyniosly lata czterdzieste
i pig¢dziesiate. Do wazniejszych zaliczy¢ mozna pewne uproszczenia formalizmu
Gentzena, np. przez zastapienie ciagdw jako elementow sekwentu multizbiorami,
czyli zbiorami z powtdrzeniami elementdow, lecz bez ustalania kolejnosci (Ono
1938). Pdzniej popularne stato si¢ definiowanie sekwentow jako par zbiorow formut
(np. Smullyan 1968). Inne uproszczenia, ktére omoéwimy nizej, osiagnigto na drodze
modyfikacji pewnych regut, np. w (Ketonen 1944) i (Kleene 1952). Bardzo wczesnie
zaczgly tez powstawaé rozne warianty rachunkow sekwentowych nastawione bar-
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dziej na praktyczna stosowalno$é w konstrukcji dowodow? niz zastosowania teore-
tyczne, ktore byly celem Gentzena.

Przyktadéw zaawansowanych zastosowan teorii dowodu z uzyciem rachunkéw
sekwentowych dostarczaja klasyczne juz prace: (Takeuti 1987), (Schiitte 1977) i
(Troelstra, Schwichtenberg 1996). Rachunki sekwentowe wykorzystywane sa w nich
m.in. jako narzedzie dowodzenia twierdzen o niesprzeczno$ci teorii matematycz-
nych. Od lat dziewigédziesiatych mozna odnotowac znaczacy rozwdj tzw. struktural-
nej teorii dowodu, ktorej przystepne przedstawienie znajduje si¢ w (Negri, von Plato
2001 12011). Glownym celem tego podejscia jest analiza wlasnos$ci dowodow w teo-
riach matematycznych.

Niezaleznie od wielkiego sukcesu rachunkow sekwentowych w teorii dowodu
znalazly one réwniez zastosowania w roznego rodzaju analizach filozoficznych,
zwlaszcza w teoretycznych badaniach nad problemem relacji konsekwencji o og6l-
niejszym charakterze niz operacje konsekwencji Tarskiego. Omowimy je pokrotce w
paragrafie 7.

Warto tez zauwazy¢, ze juz od lat pigédziesiatych pojawity si¢ zastosowania ra-
chunkow sekwentowych w logikach nieklasycznych innych niz logika intuicjoni-
styczna, ktora zostala sformalizowana juz w (Gentzen 1934-1935). Jednak na przy-
ktad prace dotyczace rachunkow sekwentowych dla logik modalnych (np. Ohnishi,
Matsumoto 1957) i logik relewantnych (np. Anderson, Belnap 1975) ujawnity pewne
ograniczenia standardowego aparatu Gentzena. Przede wszystkim regulty wielu z
tych rachunkéw nie mogty realizowac ustalonego schematu regut, ktory wprowadzit
Gentzen, co w rezultacie prowadzito do utraty waznych wilasnosci rachunkow se-
kwentowych, w szczegdlnosci do braku eliminacji cigcia. Proby ominigcia tych trud-
nosci doprowadzity do rozwoju uogdlnionych form RS, ktére oméwimy w paragra-
fie 5. Niezaleznie od tego poglebiona analiza standardowego rachunku Gentzena, a
zwlaszcza tzw. regul strukturalnych, doprowadzita do rozwoju badan nad logikami
podstrukturalnymi. Oméwimy je w paragrafie 8.

2. SYSTEM GENTZENA

Przedstawimy teraz oryginalny RS Gentzena dla logiki klasycznej, nazwany
przez niego LK (Logistische Kalkiil). Sktada si¢ on z nast¢pujacych (schematow) re-
gul, w ktorych A i B oznaczaja dowolne formuly, a X, Y, Z, W — skonczone ciagi
formut:

(Ax) A=A (Cut) X=>Y,A A Z=SW
X, Z=Y, W

% Naleza do nich np. systemy przedstawione w (Hermes 1963) i (Hasenjaeger 1962); oméwili-
$my je w (Indrzejczak 2014), poniewaz naleza raczej do grupy systemow dedukcji naturalne;.
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(P=) X,A,B,Y=>Z (=P) X=Y,A,B,Z
X,B,A,Y=>Z X=Y,B,AZ
W=) X=Y =wW) X=Y
AX=Y X=Y,A
(C=) AAX=Y =0) X=>Y,AA
A X=Y X=Y,A
(O=) X=YA =D AX>Y
A X=>Y X=Y, A
(=) AX=>Y , B, X=>Y =D X=Y,A X=Y,B
AlB,X=Y AlB,X=Y X=Y,AlB
=) AX=>Y B, X=Y =D X=YA , X=Y,B
AB,X=Y X =Y, AB X=Y,AB
(-=) X=Y,A B,Z=>W (=-) AX=Y,B
A-B, X, Z=Y,W X=Y,A-B
O0=) AN, X=>Y =0 X =Y, A(x/a)
OxA, X=Y X =Y, OxA
(0=) A®x/a), X =Y =D X =Y, Ax/t)
kA, X =Y X =Y, kA

W czterech ostatnich regulach A(x/t) oznacza operacje poprawnego podstawienia
dowolnego termu t za wszystkie wolne wystapienia zmiennej X, natomiast A(x/a)
operacj¢ poprawnego podstawienia takiej zmiennej a, ktora nie wystgpuje w calym
sekwencie.

Dowdd sekwentu S jest definiowany jako drzewo, ktérego liscie sa sekwentami
aksjomatycznymi, a pozostate wezly sa wydedukowane z pomoca podanych wyzej
regut, przy czym korzeniem drzewa jest S. Odpowiednikiem tez sa sekwenty postaci
= A, czyli z pustym poprzednikiem i jedng formula w nast¢pniku. Dla ilustracji po-
dajemy dowdd prawa wytaczonego $rodka:

p=p
p=pWp =D
= pp, b =0
= pllp, plip =D
= pp (=0)

Zauwazmy, ze jesli na reguty LK natozymy warunek, zgodnie z ktérym w na-
stepniku sekwentu moze wystapi¢ co najwyzej jedna formula (zatem Y jest pustym
ciagiem, a reguly kontrakcji i permutacji w nastgpniku staja si¢ zbgdne), to otrzy-
mamy rachunek LJ, ktory stanowi formalizacjg logiki intuicjonistycznej. Na przy-
ktadzie przedstawionego dowodu widzimy, dlaczego takie ograniczenie uniemozli-
wia dowod prawa wylaczonego srodka w systemie LJ: w trzecim i czwartym wierszu
wystapity dwie formuty w nastgpniku sekwentu.
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Aby doktadnie zrozumie¢ przydatno$¢ RS jako narzedzia nowoczesnej teorii
dowodu, warto przyjrze¢ si¢ blizej konstrukcji regut i ich wiasnoSci. Zauwazmy na
poczatku, ze w RS wystepuja dwa rodzaje regut:

Reguly strukturalne’, w ktorych schematach nie wystepuja w ogole
state logiczne. Reguly te dotycza jedynie najogdlniejszych operacji
dokonywanych na elementach sekwentow, ktore sa niezalezne od
ksztattu formut. Inaczej méwiac, reguly strukturalne tworza teori¢ =.
W regutach strukturalnych W oznacza ostabianie (od weakening), C —
kontrakcje, a P — permutacj¢. Nazwa reguly cigcia, (Cut), wywodzi
si¢ stad, ze formuta A wyst¢pujaca w obu przestankach ulega niejako
wycigciu w sekwencie-wniosku.

Reguly logiczne podaja warunki wprowadzania do sekwentu stalych
logicznych, a dokladniej — formut z taka stala. Tworza one teorig
rozwazanych stalych logicznych. Reguly logiczne pozwalaja na wpro-
wadzenie statej zardbwno do poprzednika, jak i do nastgpnika sekwen-
tu. Nazwy regut odzwierciedlajg ich funkcje.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli = rozumie¢ jako symbol inferencji, to reguly struktu-
ralne odpowiadaja warunkom naktadanym na relacj¢ konsekwencji; aksjomaty wy-
razaja zwrotno$¢ tej relacji, natomiast ostabianie odpowiada monotoniczno$ci
(powrocimy do tej kwestii w paragrafie 7). Reguly kontrakcji i permutacji nie maja
takich odpowiednikow, poniewaz standardowe operacje konsekwencji w sensie Tar-
skiego sg definiowane na zbiorach formut, czyli nie rozr6zniaja ani liczby wystapien,
ani kolejnosci. Obecnos$é tych regut redukuje w istocie skonczone ciagi w poprzed-
niku 1 nastgpniku sekwentu do zbioréw. Gentzen potrzebowat ciagdéw i tych regut,
poniewaz traktowat dowody jako rodzaj konkretnych skonczonych struktur i byt za-
interesowany pokazaniem pewnych kombinatorycznych przeksztalcen dowodow.
Dla jego nastgpcow byto jednak jasne, ze w kontekscie innych metodologii i zasto-
sowan mozna pozby¢ si¢ tych regut i potraktowaé sekwenty jako uporzadkowane
pary skonczonych zbiorow. Takie rozwiazanie bardzo upraszcza przedstawianie sys-
temu w wypadku logiki klasycznej, intuicjonistycznej i pewnych logik nieklasycz-
nych nadbudowanych nad logika klasyczna®. Jednak w wypadku formalizowania lo-
gik stabszych od klasycznej zastgpowanie ciagéw zbiorami niekoniecznie daje dobre
rezultaty. Wrécimy do tej kwestii w paragrafie 8.

* Wszystkie reguly sa strukturalne w sensie domknigcia na podstawianie, co uzasadnia ich przed-
stawienie w postaci schematow metajezykowych. W Gentzenowskiej teorii dowodu termin ,,struk-
turalne” ma zatem inne znaczenie niz w teorii konsekwencji wywodzacej sig z tradycji Tarskiego.

* Warto jednak zauwazy¢, ze zamiana ciagow i multizbioréw na zbiory formut w sekwentach
nie jest az tak niewinnym zabiegiem, poniewaz nawet przy formalizacji logiki klasycznej moze
prowadzi¢ do pewnych trudnosci formalnych (por. Negri, von Plato 2011).
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Porownujac reguty dla implikacji z regutami dla koniunkcji i alternatywy, mo-
zemy zauwazy¢ interesujaca roznicg. Z jednej strony dwuprzestankowe reguly dla
koniunkcji i alternatywy mozna okresli¢ jako kontekstowo zalezne, poniewaz w obu
przestankach mamy identyczne konteksty, tj. ciagi formut X, Y. W przeciwienstwie
do nich (Cut) i dwuprzestankowa reguta dla implikacji sa kontekstowo niezalezne.
Z drugiej strony jednoprzestankowe reguty dla koniunkcji i alternatywy maja w prze-
stankach tylko jeden sktadnik formuty z wniosku (dlatego mamy po parze takich re-
gul), podczas gdy reguta dla implikacji zawiera oba sktadniki. Oczywiscie, mozna
zdefiniowa¢ reguty dla koniunkcji i alternatywy analogiczne do tych dla implikacji
i odwrotnie — dla implikacji podac takie reguty, jakie Gentzen przewidziat dla ko-
niunkcji i alternatywy:

(= A B, X=>Y (=0 X=Y,A Z=W,B
AB,X=Y X,Z=Y,W,Al[B
(=" AX=>Y B,Z=>W (=0 X=Y,AB
AB,X,Z=Y,W X=Y,AB
(-=") X=Y,A B, X=Y (=-") A, X=>Y X=Y,B
A-B,X=Y X=Y,A-B X=Y,A-B

Odpowiednie warianty (="), (=0), (- ="') po raz pierwszy wprowadzil Ketonen
(1944)°.

Oczywiscie, gdy mamy do dyspozycji wszystkie reguty strukturalne, to obie wersje
regut logicznych sa rownowazne i definiuja dokladnie te same spojniki. Jednak po
usunigciu niektdrych regul strukturalnych réwnowazno$¢ juz nie zachodzi i otrzy-
mujemy charakterystyke innych statych. Mianowicie, dwuprzestankowe reguly kon-
tekstowo zalezne i jednoprzestankowe regulty z jednym skladnikiem w przestance
definiuja tzw. spojniki addytywne, podczas gdy dwuprzestankowe reguty konteksto-
wo niezalezne i jednoprzestankowe z oboma sktadnikami definiuja spojniki multipli-
katywne. Zostalo to zauwazone i wykorzystane przez Girarda (1987) przy konstruk-
cji logiki linearnej, w ktorej nie obowiazuja reguty kontrakcji i ostabiania, a wyste-
puja oba typy regul logicznych. W rzeczywisto$ci rozroznienie tych stalych byto
znane juz wczesniej na gruncie badan nad logikami relewantnymi, gdzie addytywne
spojniki byly okreslane jako ekstensjonalne, a multiplikatywne jako intensjonalne.

Zatem w oryginalnym systemie Gentzena reguly dla koniunkc;ji i alternatywy defi-
niuja spojniki addytywne, a dla implikacji — spdjnik multiplikatywny. Jezeli poszu-
kujemy jednak wersji RS, ktdra jest optymalna ze wzgledu na tatwe poszukiwanie
dowodu, to najlepiej uzy¢ dwuprzestankowych regut addytywnych i jednoprzestan-
kowych multiplikatywnych (wariant Ketonena). Co wigcej, jezeli uzyjemy sekwen-
tow zlozonych ze zbiorow, to pozbywamy si¢ regul permutacji i kontrakcji, a jesli

* Oczywiscie takie rozwiazanie jest nie do przyjecia dla alternatywy w LJ, poniewaz mieliby-
$my w nastgpniku przestanki wigcej niz jedna formule.
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dodatkowo wprowadzimy uogdlnione aksjomaty o postaci A, X = Y, A, to mozemy
pozby¢ si¢ rowniez regut ostabiania. Jedyna trudno$¢ moze nam sprawic regula cigcia.

3. ELIMINACJA CIECIA

Oprocz (Cut) wszystkie reguty zdaniowe Gentzena spetniaja tzw. wlasnos$¢ pod-
formut, zgodnie z ktdéra kazda formuta pojawiajaca si¢ w przestankach wystepuje ja-
ko (pod)formuta rowniez we wniosku. W wypadku regut dla kwantyfikatorow wta-
snos¢ ta ma uogodlniony charakter, poniewaz formuta z przestanki nie jest bezposred-
nio uzyta jako podformuta formuty skwantyfikowanej we wniosku, lecz podlega
podstawieniu. Wtasnos¢ podformut ma szereg waznych konsekwencji, totez wyka-
zywanie, ze regul¢ cigcia mozna z dowoddéw wyeliminowac, jest bardzo waznym
osiggnigciem. Dla ilustracji oméwimy krotko dwie konsekwencje eliminacji (Cut);
jedna o charakterze formalno-logicznym i jedna o charakterze filozoficznym®.

1. Kazdy rachunek sekwentow, ktorego wszystkie reguly spetniaja wtasnosé¢ pod-
formut 1 ktéry jest adekwatny wzgledem pewnej logiki, mozna wykorzysta¢ do do-
wodu rozstrzygalnosci tej logiki. Innymi stowy, mozemy zdefiniowa¢ automatyczng
procedurg budowy drzewa dla sekwentu S, ktora w wypadku rachunku zdan w skon-
czonej liczbie krokéw dostarczy odpowiedzi na pytanie, czy sekwent ten jest dowie-
dlny (tzn. zbuduje jego dowodd). W tym celu zaczynamy konstrukcj¢ drzewa od
sprawdzanego sekwentu S (korzenia) i systematycznie stosujemy do niego reguly
wstecz, czyli dodajemy sekwenty-przestanki. Wiasnos¢ podformut gwarantuje, ze na
kazdym etapie mamy skonczona liczbg mozliwych ruchéw, a kazda gataz musi za-
konczy¢ si¢ sekwentem zawierajacym tylko zmienne zdaniowe. Oczywiscie, w wy-
padku logiki pierwszego rzedu, ktora jak wiadomo jest nierozstrzygalna, nie jest to
mozliwe, ale jej reguty (nawet bez (Cut)) nie posiadaja wlasnosci podformut w sen-
sie Scistym. Niemniej, nawet w tym wypadku mozemy zdefiniowa¢ przydatna proce-
durg, ktora pozwoli zawsze znalez¢ dowod dla sekwentu dowiedlnego (w wypadku
sekwentu niedowiedInego proces konstrukcji drzewa moze si¢ nigdy nie zakonczyc¢).

Pierwszy dowod rozstrzygalnosci zdaniowej czgsci logiki klasycznej 1 intuicjoni-
stycznej zostal przedstawiony juz przez Gentzena, ale LK i LJ nie byly najlepszymi
narzedziami do tego celu. Trudno$¢ polega na braku zbieznosci LK (i LJ), ktory
utrudnia konstrukcje prostej procedury szukania dowodu. Wiasnos$¢ zbieznosci RS
sprowadza si¢ do tego, ze dowolne drzewo dla sekwentu dowiedlnego mozna posze-
rzy¢ w taki sposob, aby otrzymac jego dowod. Zatem w systemie zbieznym kazda
proba poszukiwania dowodu sekwentu dowiedlnego musi zakonczy¢ si¢ sukcesem
bez wzgledu na zastosowana kolejnos¢ wyboru regut. Oczywiscie, jesli nie dyspo-

® Mozna wymieni¢ wiele innych konsekwencji eliminacji cigcia, np. syntaktyczne dowody nie-
sprzecznosci i dowody twierdzen o interpolacji (por. Takeuti 1987).
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nujemy przemyslanymi strategiami wyboru kolejnosci stosowanych regul, to nasz
dowo6d moze by¢ wysoce nieekonomiczny, ale w koncu uda si¢ go skonstruowac.

Latwo zauwazy¢, ze LK i L] nie sg zbiezne: ze wzgledu na multiplikatywna re-
gule (- =) i addytywne jednoprzestankowe reguty dla koniunkc;ji i alternatywy mo-
zemy by¢ zmuszeni do konstrukcji wielu drzew. Przyktadowo, stosujac (=) wstecz,
musimy zadecydowac, czy w sekwencie-przestance umiescimy lewy, czy prawy argu-
ment koniunkcji. Zty wybor moze doprowadzi¢ do konstrukcji drzewa, ktore ma
przynajmniej jedna gataz niezaczynajaca si¢ sekwentem aksjomatycznym, ale to nie
musi oznaczac¢, ze wyjsciowy sekwent jest niedowiedlny. Wybdr drugiej mozliwosci
moze bowiem doprowadzi¢ do konstrukcji dowodu. To oznacza, ze w procesie kon-
strukcji drzewa musimy wroci¢ do etapu zastosowania tej reguly i wyprobowaé dru-
ga mozliwos¢.

2. Wiasnos¢ podformut ma tez zwiazek z programem inferencjalizmu, w ktorym
reguly logiczne sa traktowane jako rodzaj operacyjnych definicji statych logicznych
(por. Indrzejczak 2014: 15). Jeden z warunkéw naktadanych na takie reguty to ich
konserwatywnos$¢, czyli wymog, aby zadna teza niezawierajaca danej statej nie byta
dowiedlna z wykorzystaniem regut dla tej statej. Poggiolesi (2011) definiuje ten wa-
runek ogolnie dla dowolnego rachunku sekwentowego w nastepujacy sposob: rachu-
nek R' otrzymany z rachunku R przez dodanie regut charakteryzujacych co najmniej
jedna nowa stala rozszerza konserwatywnie rachunek R wtedy i tylko wtedy, gdy w R’
nie mozna dowie$¢ zadnego sekwentu, ktory zawiera tylko stale z R i nie jest w R
dowiedlny. Oczywiscie, jezeli wszystkie reguly spetniaja wlasnos¢ podformut, to ra-
chunek jest w tym sensie konserwatywny.

Omoéwione zyski ptynace z eliminacji cigcia thumacza czg$ciowo, dlaczego Gent-
zen nazwat ten wynik twierdzeniem gltéwnym (Hauptsatz). Jego dowodd pokazuje
w dos¢ skomplikowany sposob, przez podwdjna (a wlasciwie potrojna) indukcje, jak
dowolne drzewo zawierajace zastosowanie (Cut) przeksztatci¢ w takie drzewo, ktore
tej reguty nie wykorzystuje. Oprdcz oryginalnego dowodu Gentzena zaproponowano
potem wiele innych metod, m.in. w (Curry 1963), (Schiitte 1977) i (Dragalin 1988)’.
Wszystkie te dowody sa konstruktywne w tym sensie, ze pokazuja krok po kroku,
jak przeksztatca¢ dowod zawierajacy zastosowanie cigcia w taki, ktory go nie posia-
da. Nie pokazuja jednak, w jaki sposob konstruowaé od poczatku dowod bez cigceia.
Totez w badaniach nad automatyzacja dowodzenia stosujemy inne podejscie: zaczy-
namy od systemu, ktory reguly cigcia nie posiada, i bezposrednio wykazujemy jego
petnos¢ przez zdefiniowanie odpowiedniej procedury poszukiwania dowodu, ktoéra
albo daje gwarancje jego zbudowania, albo zapewnia materiat do zbudowania mo-
delu falsyfikujacego dla sekwentu niedowiedlnego. Przy takim podejs$ciu jako pro-
dukt uboczny otrzymujemy niekonstruktywny semantyczny dowdd eliminacji cigcia.

7 Analize r6znych metod dowodzenia eliminacji cigeia znalezé mozna w (Indrzejezak 2013).
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Systemy RS, w ktorych obowiazuje twierdzenie o eliminacji cigcia, sa okre§lane
jako cut-free lub analityczne. Ten drugi termin ma wiele réznych znaczen. W szcze-
gblnosci rachunek analityczny jest niekiedy definiowany jako taki, w ktérym to nie
same reguly, lecz ich dopuszczalne zastosowania speiniaja wiasno$¢ podformut.
W tym sensie mozemy np. moéwic¢ o analitycznym cigciu, jezeli natozymy na (Cut)
warunek, zgodnie z ktorym A to podformuta dowodzonego sekwentu. Takie anali-
tyczne RS zostaly skonstruowane dla wielu logik modalnych, m.in. przez Takano
(1992, por tez. Fitting 1983, Goré 1999). Warto rowniez zauwazy¢, ze nie zawsze
eliminacja cigcia gwarantuje analityczno$¢ rachunku, poniewaz moze on zawieraé
inne klopotliwe reguly, ktore nie spetniaja wtasnosci podformut.

4. CECHY REGUL

Wtasnos$¢ podformut nie jest jedyna wazna cecha przy konstruowaniu dobrego
systemu dowodzenia. W szczegdlnosci mozna wspomnie¢ o nastgpujacych cechach
(por. Avron 1996, Wansing 1998, Poggiolesi 2011, Indrzejczak 2013):

— eksplicytnos¢: stata logiczna wystgpuje tylko we wniosku; ponadto jezeli wy-
stepuje tam tylko raz, to jest to eksplicytno$¢ mocna;

— separowalnos$¢: schemat reguty dla danej statej nie zawiera innych statych lo-
gicznych;

— symetria: kazda stata ma tylko reguly wprowadzania formuly z ta stata do na-
stepnika lub poprzednika sekwentu; jezeli ma obie, to jest to symetria mocna;

— niezalezno$¢: na zastosowanie reguty nie sa natozone zadne warunki ograni-
czajace.

Latwo sprawdzi¢, ze reguly zdaniowe LK (i L)) maja wszystkie te cechy. W wy-
padku regut dla kwantyfikatorow dwie z nich nie spetniaja warunku niezalezno$ci
z racji ograniczenia dotyczacego podstawiania nowej zmiennej za zmienng kwanty-
fikowana. Przy formalizacji sekwentowych dla wielu logik nieklasycznych jest jesz-
cze gorzej. Typowych przyktadow dostarczaja systemy RS dla logik modalnych. Na
przyktad, regula wprowadzania funktora mozliwosci ¢ do poprzednika dla logiki
modalnej S4 nie jest ani eksplicytna, ani separowalna, poniewaz ma nastgpujaca po-
staé:

©=) A, OX=0Y
0A, OX = 0Y

gdzie OX oznacza, ze wszystkie elementy X sa poprzedzone funktorem koniecznosci
0, a Y, ze wszystkie elementy Y sg poprzedzone funktorem mozliwosci 9.

Wiele z tych wlasnosci jest pozadanych z czysto technicznego punktu widzenia,
poniewaz utatwiaja dowody duzej liczby waznych twierdzen, np. eliminacji cigcia.
Wprawdzie brak pewnych wymienionych wyzej cech nie zawsze uniemozliwia do-
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wod tego twierdzenia, moze go jednak znacznie komplikowaé. Np. sekwentowa
formalizacja logiki modalnej S4 mimo wskazanych uchybien w konstrukeji regut po-
zwala na eliminacj¢ cigcia, ale juz w wypadku mocniejszego systemu S5 jest to nie-
wykonalne.

Niektére z omawianych cech sa mocno zwiazane z antyrealistyczng teoria zna-
czenia, omawiang doktadniej w (Indrzejczak 2014). Wyzej wspomnieli$my w tym
konteks$cie o zwiazku wilasnosci podformut z konserwatywnoscia. Przy syntaktycz-
nym definiowaniu statych za pomoca odpowiednio dobranych regut czgsto pojawia
si¢ wymog zachodzenia harmonii w obrgbie regut systemu. Trudno$¢ polega na pre-
cyzyjnym ustaleniu warunkéw, ktore muszg by¢ spelnione, aby mozna bylo uznaé
reguly za definicje stalych logicznych i unikna¢ postawionego przez Priora tzw. pro-
blemu spdjnika ,,tonk” (por. Indrzejczak 2014: 16-17). W jednej z ciekawszych propo-
zycji korzysta si¢ z pojgcia reguty kanonicznej i kryterium koherencji (Avron 2001).

5. UOGOLNIONE RS

Ze wzgledu na trudnosci z otrzymaniem zadowalajacych formalizacji wielu logik
nieklasycznych stosunkowo szybko zaczgto poszukiwaé uogolnionych form rachun-
kéw sekwentowych. Scharakteryzujmy dwie najwazniejsze propozycje.

1. Rachunki ekspozycyjne (Display Calculi), wprowadzone przez Belnapa
(1982) i rozwinig¢te m.in. w (Wansing 1998) i (Kracht 1996), wykorzystuja dwa po-
ziomy organizacji sekwentu i zwigzanych z tym regut. W rachunkach takich mamy
(staly) zbior regut logicznych oraz (zmienny) zbidr regut dla ré6znego rodzaju opera-
cji strukturalnych. Te ostatnie pozwalaja wykonywac¢ rozmaite dziatania na struktu-
rach danych w poprzedniku i nastgpniku. W wyniku tych manipulacji mozemy zaw-
sze umiesci¢ interesujaca nas formulg jako jedyny element poprzednika lub nastep-
nika, czyli ja wyeksponowac (stad nazwa). Jest to niezbedne do stosowania regut lo-
gicznych, poniewaz ich schematy zawsze wymagaja, aby stosowna formuta-wniosek
i jej przestanki wystepowaly w izolacji. Przyktadowo, reguly dla implikacji wygla-
daja nastgpujaco:

(-=>) X=A B=Y (=-) X0A =B
A-B = (*Y0X) X=>A-B

gdzie 0 oznacza dwuargumentowq strukturalng stata komponowania struktur, a * jed-
noargumentowsq stalg strukturalna przestawiania struktur (z poprzednika do nastgp-
nika i odwrotnie). Zauwazmy, ze X, Y nie oznaczaja tu (multi)zbioréw lub ciagéow
formut, lecz struktury budowane z formut przy uzyciu stalych strukturalnych (A i B
oznaczaja formuty). Dla przyktadu podajemy jeszcze trzy reguly strukturalne (a wia-
Sciwie sze§¢, poniewaz wszystkie sa obustronnie poprawne):
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*X=>Y X = *¥*Y X0Y = Z
Y =X X=Y X = Z0*Y

Ta wlasno$¢ ekspozycji regut logicznych pozwala na bardzo zgrabny i ogélny
dowod eliminacji cigcia. Niestety rachunki tego typu gorzej wypadaja w roli narze-
dzi faktycznego szukania dowodu. Jest tak dlatego, ze z powodu zazwyczaj znaczne;j
liczby regut charakteryzujacych operacje strukturalne rachunki te nie spetniaja wita-
snos$ci podstruktur, czyli odpowiednika wlasnosci podformul, ale dla operacji struk-
turalnych.

2. Rachunki hipersekwentowe, wprowadzone przez Pottingera w krétkiej nocie
(Pottinger 1983), zostaly rozwinigte przez Avrona (1987) dla wielu logik nieklasycz-
nych (por. zwlaszcza Avron 1996). Oparte sa na prostej idei uzywania skonczonych
zbiorow sekwentéw (ew. multizbioréw lub ciagéw) zamiast pojedynczych sekwen-
tow. Hipersekwent ma zatem posta¢ X1 = Y1 | .... | Xn = Yn, gdzie sktadnikami sa
sekwenty oddzielone za pomoca |. Uogodlnienie to pozwala na wprowadzenie dodat-
kowych regul, za pomoca ktorych mozna np. taczy¢ lub roztaczaé sekwenty, ewentu-
alnie przenosi¢ w ramach hipersekwentu pewne formuty z jednego sekwentu do dru-
giego. Takie rozwiazanie okazalo si¢ niezwykle skuteczne przy formalizowaniu
wielu logik nieklasycznych, ktore w ogdéle nie mialy standardowej formalizacji se-
kwentowej (jak niektore logiki implikacji relewantnej) lub ich standardowe formali-
zacje nie spelniaty pozadanych wtasnosci, zwlaszcza eliminacji cigcia. Przyktadowo,
logika modalna S5, ktéra w standardowej formalizacji sekwentowej nie dopuszcza
eliminacji cigcia, w hipersekwentowej wersji Avrona ma te¢ wlasnos$¢ dzigki zastoso-
waniu reguly modalnego separowania o postaci:

G|oX,Y=>0Z,W|H
G|IX=0Z|Y=W|H

gdzie G i H oznaczaja (potencjalnie puste) ciagi sekwentow wystepujacych po obu
stronach sekwentu-przestanki, ktory zostaje we wniosku rozbity na sekwent modalny
(wszystkie formuty poprzedzone funktorem koniecznosci) i niemodalny.

Dwie oméwione niestandardowe formy RS nie wyczerpuja oczywiscie bogactwa
propozycji. Np. w celu formalizowania logik wielowartosciowych wprowadzono se-
kwenty o liczbie argumentow wigkszej od dwoch (Rousseau 1967, Carnielli 1991).
Podstawowa idea jest taka, ze dla logiki o » warto$ciach logicznych budujemy sys-
tem, w ktorym reguly sa zdefiniowane na sekwentach bedacych uporzadkowanymi
n-tkami (multi)zbiorow formut, gdzie kazdy argument odpowiada jednej z wartoSci
logicznych. Takie rozwiazanie stosowano tez do formalizowania logik temporalnych
(por. Nishimura 1980), w ktorych wprowadzono sekwenty zlozone z sze$ciu argu-
mentow (odpowiednio formuly prawdziwe lub falszywe w przesztosci, terazniejszo-
$ci lub przysztoscei).
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Innym rozwiazaniem jest pochodzacy od Curry’ego (1963) pomyst, by uzywaé
RS, w ktérych wystepuje wigcej niz jeden rodzaj sekwentu. Przyktadowo, w logice
modalnej mozna uzywac sekwentow klasycznych oraz modalnych réznego typu (por.
Indrzejczak 1997). Ciekawym podej$ciem jest tez postugiwanie si¢ sekwentami
o strukturze hierarchicznej, tzn. takimi, ktore w poprzedniku lub nast¢pniku moga
oprocz formut zawiera¢ inne sekwenty (a te z kolei jeszcze inne). Uzywanie tego ty-
pu zagniezdzonych struktur okazato sig skutecznym sposobem formalizacji np. logik
temporalnych (por. Kashima 1994, Poggiolesi 2011). Jednak najpopularniejszym
obecnie podej$ciem uogdlniajacym na gruncie RS jest stosowanie sekwentow, w kto-
rych formuly sa etykietowane. Jest to metoda kontrolowanego uzycia wybranych
elementdw semantyki zakodowanych w syntaktyczny sposob. Etykietowane RS dla
logik wielowarto§ciowych omawia Héhnle (1994), a dla modalnych Negri (2005).

6. INTERPRETACJE SEKWENTOW

Sita i bogactwo zastosowan rachunkéw sekwentowych w duzej mierze zalezy od
mozliwo$ci rozmaitego interpretowania samego pojgcia sekwentu. Rozwazymy tu
kilka z nich.

1. Oryginalna interpretacja Gentzena polegata na traktowaniu sekwentu postaci
Ay, ..., Ax = By,...., B, jako formuty postaci A; O ... Ay - B; O... OB,.
W przypadku k = 0 mamy po prostu alternatywe By O ... O B,; w przypadku n = 0
mamy A; ... DAy - Olub LA, O... OAy). Ten sposdb interpretacji trywializuje
pojgcie sekwentu, ale przydaje si¢ w dowodach rownowaznosci rachunkow sekwen-
towych z systemami aksjomatycznymi.

2. Pamigtac nalezy o oryginalnej motywacji Gentzena, ktoéry wprowadzit rachun-
ki sekwentowe jako systemy pomocnicze w celu udowodnienia, ze dowody w syste-
mie dedukcji naturalnej mozna budowa¢ w postaci normalnej (por. Indrzejczak
2014). W tym ujeciu strzatka sekwentu odpowiada relacji dowiedlnosci w systemie
dedukcji naturalnej. Pozwala to na dwie interpretacje sekwentu:

1) (Co najmniej jedna) formuta z nastgpnika zalezy dedukcyjne od wszyst-
kich formut w poprzedniku jako od jej (aktywnych) zatozen.

) Sekwent reprezentuje regule inferencji z wszystkimi przestankami
w poprzedniku i wnioskiem jako jedna z formut w nastgpniku.

3. Jedna z popularniejszych interpretacji sekwentéw mozna nazwac falsyfikacjoni-
styczna. Jest ona blisko zwiazana z uzyciem rachunkéw sekwentowych jako procedur
poszukiwania dowodu. W takim ujeciu wszystkie elementy poprzednika traktujemy
jako prawdziwe, a wszystkie elementy nastgpnika jako falszywe — przy pewnej inter-
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pretacji. Aksjomaty wyrazaja za$ sprzeczno$¢. Cata procedura szukania dowodu staje
si¢ tu raczej proba wykazania falszywosci sekwentu dowodzonego, ktora jest udana,
jezeli przynajmniej jedna gataz konczy si¢ sekwentem nieaksjomatycznym. W wypad-
ku klasycznej logiki zdan otrzymane w ten sposob drzewa dostarczaja alternatywnej
postaci normalnej dla sekwentu wyjSciowego, w tym sensie, ze kazdy sekwent koncza-
cy jedna z galezi odpowiada elementarnej koniunkcji (zmienne z poprzednika i negacje
zmiennych z nastegpnika), a ich zbior traktujemy jako alternatywe. Taka interpretacja
sekwentow w naturalny sposob doprowadzila do powstania systemdéw tablicowych
w stylu Hintikki (1955), uproszczonych (Beth 1955) i (Smullyan 1968).

4. Mozna tez interpretowac¢ sekwenty w sposob dualny do omdéwionego wyzej, tj.
jako wyrazajace falszywos¢ elementéw poprzednika i prawdziwos$¢ elementow nastep-
nika. W syntaktycznym ujeciu sekwenty wyrazaja wtedy alternatywe zanegowanych
elementéw poprzednika i elementéw nastgpnika, a aksjomaty odpowiadaja prawu wy-
faczonego $rodka. Mozna nazwac taka interpretacje weryfikacjonistyczng. Wprowadzili
ja niezaleznie Schiitte (1977) oraz Rasiowa i Sikorski (1963), konstruujac dualne sys-
temy tablicowe dla logiki klasycznej, rozciagnigte potem na wiele logik nieklasycznych
przez Ortowska (Ortowska, Golinska-Pilarek 2011). W wypadku klasycznego rachun-
ku zdan skonczone drzewa odpowiadaja koniunkcyjnym postaciom normalnym se-
kwentu wyjsciowego®, doktadnie tak jak w dowodzie petnosci metoda Posta.

Warto zauwazy¢, ze taka interpretacja dostarcza tez teoretycznego uzasadnienia
klasycznej rezolucji. Zaczynamy od wstepnego kroku generujacego dla sprawdzanej
formuty/sekwentu skonczony zbiér klauzul (atomowych sekwentéw), a nastgpnie
kolejno stosujemy do nich specjalna forme (Cut), zwana regula rezolucji, tak dtugo,
az otrzymamy pusta klauzulg (wyrazajaca sprzecznos¢) w wypadku dowiedlnego se-
kwentu’. Automatyczna dedukcja oparta na tzw. metodzie koneksji (zob. Bibel 1993)
jest w zasadzie w takiej samej relacji do systeméw tablicowych omawianych
w punkcie 3 jak rezolucja do dualnych systemoéw tablicowych.

7. RS A TEORIA KONSEKWENCJI

Interpretacja sekwentow oméwiona w punkcie 2 prowadzi do pytan o zwiazki
migdzy rachunkiem sekwentow a klasyczna teoria (operacji) konsekwencji (Tarski
1930). W tej ostatniej analizuje si¢ wlasnosci operacji Cn, ktéra zbiorom formut
przyporzadkowuje zbiory formut (ich konsekwencji); zatem dla dowolnego zbioru X
i operacji Cn, przez Cn(X) rozumiemy zbior Y, ktorego kazdy element jest konse-
kwencja X (wynika, jest dedukowalny z X).

¥ Sa to sekwenty rozpoczynajace galezie jako elementarne alternatywy (klauzule) wzigte w ko-
niunkcji.

° Inne interesujace powiazania miedzy rezolucja, systemami tablicowymi a rachunkami se-
kwentowymi omawia Avron (1993).
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Aby bezposrednio scharakteryzowa¢ zwiazki zachodzace migdzy operacjami
konsekwencji w sensie Tarskiego a relacjami konsekwencji generowanymi przez ra-
chunki sekwentowe, wygodnie ograniczy¢ si¢ do sekwentdw intuicjonistycznych,
czyli z (co najwyzej) jedna formuta w nastepniku. Wtedy sekwent X = A, w ktorym
= zinterpretujemy jako pewna relacje konsekwencji +— odpowiada stwierdzeniu, ze
A 0 Cn(X) (przy zatozeniu, ze X to zbior formut). Sekwent X = Y nie jest bowiem
odpowiednikiem zapisu Y [0 Cn(X): elementy nastepnika w sekwencie rozumiemy
alternatywnie, a nie jako koniunkcje¢. Jak pokazemy, ma to okre$lone nastgpstwa.

Dwie cechy sekwentéw Gentzena wskazuja, Ze na podstawie RS mozna rozwinaé
teorig relacji konsekwencji bogatsza od teorii Tarskiego. Po pierwsze, zamiast zbio-
row w sekwentach mozna uzy¢ multizbioréw lub ciagéw. Po drugie, sekwenty do-
puszczaja wigcej niz jedna formulg w nastgpniku. Mozliwe zyski zwiazane z pierw-
sza mozliwo$cia omowimy w nastgpnym paragrafie, obecnie skupimy si¢ na drugiej
kwestii. Scott (1974) jako pierwszy podjat problem poréwnania teorii konsekwencji
Tarskiego z relacjami konsekwencji powstatymi na gruncie rachunkéw sekwento-
wych (z sekwentami jako parami zbioréw). Jego teori¢ rozwijato wielu autorow, ktorzy
uzywali tez rozmaitych nazw dla takich relacji: m.in. Shoesmith i Smiley (1978) (pod
nazwa multiple conclusion relations), Zygmunt (1979), Czelakowski (1975) (pod na-
zwa entailment relations), Avron (1991) (Scott relations), Dunn i Hardegree (2001)
(relacje symetryczne; Tarskiego — niesymetryczne). Scott (1974) zauwazyt, Ze:

1. Kazda relacja + wyznaczona przez rachunek sekwentéw, ktéra spetnia wa-
runki natozone przez (Ax) (czyli zwrotno$¢), (Cut) (czyli przechodnio$¢) oraz (W)
(czyli monotoniczno$¢) wyznacza operacje konsekwencji Cn(X) = {A: Y + A},
gdzie Y to dowolny skonczony podzbior X.

2. Kazda operacja konsekwencji Cn w sensie Tarskiego wyznacza klasg relacji
konsekwencji +, posrdd ktdérych mozna scharakteryzowaé relacje minimalna +min
i maksymalna Fmax. X Fmin Y zachodzi, gdy dla pewnego A ' Y mamy A [ Cn(X),
czyli gdy Cn(X)nY # O. Z kolei X Fmax Y, gdy alternatywa (potencjalnie nieskon-
czona) elementéw Y O Cn(X).

Ustalenia Scotta pokazuja, Ze aparat teorii relacji konsekwencji Gentzenowskich
moze by¢ bardziej subtelnym narzedziem badawczym niz teoria operacji konse-
kwencji Tarskiego, nawet jezeli w tej pierwszej zastapimy multizbiory czy ciagi
zbiorami. Dunn i Hardegree (2001) podaja tez inne interesujace wzmocnienia rezul-
tatow uzyskanych w wypadku operacji konsekwencji Tarskiego, a dotyczacych gene-
rowania semantyk dla takich relacji. Kazda relacja w sensie Tarskiego wyznacza se-
mantyke, ale niekoniecznie jedna (por. Wojcicki 1988), podczas gdy z kazdej relacji
Scotta mozna wyprowadzi¢ doktadnie jedna semantyke. Avron (1991) podaje naste-
pujaca klasyfikacjg relacji konsekwencji:

— Dowolna relacja + na skonczonych multizbiorach formut spelniajaca warunki
zwrotnosci i przechodnio$ci jest prosta relacja konsekwencji.
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— Prosta relacja konsekwencji spelniajaca warunek kontrakcji i jego konwers
(czyli zdefiniowana na zbiorach) jest regularna relacja konsekwencji.

— Regularna relacja konsekwencji spetniajaca warunek monotonicznosci jest
relacja konsekwencji w sensie Scotta.

— Regularna relacja konsekwencji spetniajaca warunek monotonicznosci, ale co
najwyzej z jedna formula w nastepniku, jest relacja konsekwencji w sensie Tarskiego.

Przechodzac od ogolnej teorii relacji konsekwencji do konkretnych logik, tatwo
zauwazy¢, ze aparat relacji konsekwencji Scotta pozwala tez na bardzo naturalna
i przejrzysta charakterystyke stalych logicznych. Np. podstawowe spdjniki logiki
klasycznej (w wersji multiplikatywnej) mozna scharakteryzowac tak:

X,AFY wtw X - ~A, Y

X,A,B+Y wtw X,ADB Y
X +A,B,Y wtw X + ACB, Y
X,AFB,Y wtw X +A-B,Y

Niezaleznie od relacji konsekwencji generowanych przez rachunki sekwentowe
mozna analizowac tez relacje konsekwencji zachodzace migdzy sekwentami. Innymi
stowy, interesuja nas relacje wyznaczane nie przez =, lecz przez kreskg utamkowa
oddzielajaca sekwenty-przestanki od sekwentow-wnioskéw w regulach danego ra-
chunku. Takie podejscie zostato rozwinigte przez logikéw hiszpanskich (m.in. Font
i Jansana 1996) reprezentujacych tzw. Szkolg Barcelonska.

8. LOGIKI PODSTRUKTURALNE

Chociaz w obrgbie logiki klasycznej i jej rozszerzen postugiwanie si¢ zbiorami
jako argumentami sekwentow pozwala upraszczac¢ formalizacjg, to w wypadku logik
nieklasycznych uzywanie ciagow — albo przynajmniej multizbiorow (ktére sa wy-
starczajace do wigkszoS$ci zastosowan) — daje wiele korzysci. Okazato sig, ze dzigki
odrzuceniu niektorych regut strukturalnych mozna uzyska¢ sekwentowe formalizacje
wielu interesujacych logik nieklasycznych. Od lat dziewigédziesiatych zwykto sig je
zbiorczo okre$la¢ mianem logik podstrukturalnych, a intensywne badania nad nimi
z wykorzystaniem rachunkow sekwentowych przyniosty interesujace wyniki (por.
Dosen, Schroeder-Heister 1993, Paoli 2002). Co prawda wiele z tych logik, np. logiki
relewantne, bylo znanych juz wczesniej, ale uzycie rachunkéw sekwentowych otwo-
rzyto nowe perspektywy w ich badaniach.

Zauwazmy, ze juz w wypadku logiki intuicjonistycznej, jak réwniez rozmaitych
logik posrednich (migdzy intuicjonizmem a logika klasycznag), jak np. logika Godla—
Dummetta, mamy do czynienia ze strukturalnym ograniczeniem. Dopuszczenie co
najwyzej jednej formuly w nastgpniku powoduje catkowite odrzucenie reguty kontr-
akcji w nastgpniku, a reguta ostabiania jest tam dopuszczalna tylko w przypadku pu-
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stego nastepnika. W logikach implikacji relewantnej reguly ostabiania sa catkowicie
odrzucone, tatwo wskaza¢ dlaczego. Przyktadowo, prawo poprzedzania p - (q - p),
ktore — jako standardowy przyktad braku relewancji — jest pomijane we wszystkich
logikach implikacji relewantnej, jest tatwo dowiedIne przy uzyciu ostabiania; wystarczy
do aksjomatu p = p dotaczy¢ przez (W=>) q w poprzedniku i dwukrotnie uzy¢ (= - ).
Z kolei ograniczajac stosowalnos$¢ regut kontrakcji, mozna otrzymac¢ formalizacje
wielu logik wielowarto$ciowych (por. Avron 1996, Prijatelj 1996). Catkowite odrzu-
cenie kontrakcji daje nam formalizacjg tzw. logiki BCK. Jedna z najbardziej znanych
logik podstrukturalnych — logika linearna, skonstruowana przez Girarda (1987) w celu
analizowania zagadnien zwiazanych z przetwarzaniem danych, nie zawiera ani regut
ostabiania, ani kontrakcji. Dla tych logik podstrukturalnych sekwenty zbudowane
z multizbioréow (a w niektorych przypadkach nawet ze zbiorow) sa wystarczajace.
Formalizacje sekwentowe sg rowniez z powodzeniem stosowane w jgzykoznaw-
stwie matematycznym w celu modelowania réznych wariantow gramatyki katego-
rialnej wynalezionej przez Ajdukiewicza (1936). W rachunku kategorii syntaktycz-
nych Lambeka (1993) potrzebne sa sekwenty zbudowane z ciaggéw i zabroniona jest
permutacja elementow. Co wigcej, w stabszym wariancie nawet ciagi sa zbyt mocne,
poniewaz implicite zaktadaja tacznos$¢ elementéw (tzn. nie jest istotne, w jaki sposob
zastosujemy nawiasy), a w rezultacie trzeba uzywac¢ sekwentéw budowanych z innych
struktur. Mamy tu faktycznie do czynienia z sekwentami podobnymi do uzywanych
w rachunkach ekspozycyjnych oméwionych w paragrafie 5. Dobry przeglad sekwen-
towych formalizacji rozmaitych logik podstrukturalnych zawiera (Paoli 2002).

* * *

W krétkim szkicu osiemdziesigeioletniej historii rachunku sekwentéw trudno
nawet pobieznie omowié wszystkie ich zastosowania. W szczegblnosci programowo
pomingliSmy bardzo zaawansowane galezie teorii dowodu. Zainteresowany czytelnik
powinien zajrze¢ do takich prac, jak (Pohlers 2009).
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