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Niedefiniowalno$¢ funktora zmiany na gruncie
rachunkow logiki temporalnej

W koicu pierwszej polowy naszego stulecia nastapit renesans zainteresowan prob-
lematyka logicznych aspektdw opisu zréznicowania rzeczywistosci, rozpatrywanych w
aspekcie czasowym. Zagadnienia z tego krggu problemowego absorbowaly filozofow
od zarania dziejéw filozofii, by wspomnie¢ o subtelnych analizach opisu zjawiska
zmiany zawartych w eleackich aporiach ruchu czy zaczatkach systemdéw logiki modal-
nej jako teorii kategorii koniecznodci i mozliwosci interpretowanych czasowo, dajacych
si¢ odnalezé w rozwazaniach filozoféw ze Szkoty Megarejskiej, u stoikéw czy u Ary-
stotelesa. Na przyktad w rozumowaniu znanym pod nazwa Argumentu Nauczyciela,
pochodzacym od stoika Diodorosa Cronosa, zawarta jest wnikliwa analiza zwigzkéw
znaczeniowych zachodzacych migdzy kategoriami modalnymi interpretowanymi cza-
sowo. Pokrewne problemy dyskutowali §redniowieczni filozofowie arabscy oraz nie-
ktérzy scholastycy. W pdznych latach 40-tych naszego stulecia nastapito — jak
wspomniano — istotne odrodzenie zainteresowan ta problematyka. Wybitny znawca
przedmiotu N. Rescher (patrz {5], s. 12) dopatruje si¢ trzech Zrodet tego odrodzenia. Sa
to: (1) studia nad materiatem historycznym (gldwnie nad logika stoikéw i logika Sre-
dniowieczna), (2) logiczna analiza czaséw gramatycznych dokonana przez H. Reichen-
bacha ([4]) oraz (3) préby stworzenia przez polskiego logika J. Losia formalnego
systemu logiki temporalnej ([1]). Idee Losia byly rozwijane przez A.N. Priora (uwaza-
nego za glownego tworce logik temporalnych), N. Reschera, E.J. Lemmona, B.
Cocchiarellg, D. Scotta, R.A. Bella i innych. Efektem rozwoju tego nurtu zainteresowan
Jjest wiele systeméw tzw. logiki temporalnej, integrujacych badania nad logiczna struk-
turg czasOw gramatycznych z logiczna analiza zwiazkow czasowych podejmowang na
gruncie filozofii nauki. Integracja ta jest o tyle naturalna, ze analiza czasu gramatyczne-
go implikuje przyjecie jakiego§ modelu czasu fizykalnego. Niejako na poboczu tego
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nurtu badaii sytuuja si¢ rozne préby konstruowania rachunkéw zdaniowych tzw. logiki
zmiany, jak np. system G.H. von Wrighta, nazywany Logic of Change ([7]) lub And
Next ([6]) czy logika kierunkowa L. S. Rogowskiego ([3]).

Celem tego artykutu jest wykazanie, ze zwiazki temporalne wyrazalne przy pomocy
specyficznego dla logik zmiany funktora zmiany T (zmienia sie 1o, ze ...) nie sa wyrazal-
ne przy pomocy spOjnikéw logik temporalnych, a sam funktor zmiany nie jest definio-
walny na gruncie rachunkéw logiki temporalnej.

* % 3k

Niech Ji oznacza jezyk klasycznego rachunku zda# rozumiany jako algebra formut
zbudowana nad alfabetem Ay = V U F U P, gdzie V jest identyczne ze zbiorem
(przeliczalnym) symboli zmiennych zdaniowych {p, g, r, ...}, F jest zbiorem symboli
klasycznych sp6jnikéw zdaniowych {~, A, v, =, &3}, a P jest zbiorem znak6w pomoc-
niczych (nawiaséw) — {(, ), [, I, {, }}. Zbiory V, F, P sa przy tym wzajemnie rozlaczne.
Jx jest przeto utozsamiany ze struktura (Jx, ~, A, v, =, ¢3), gdzie J, jest zbiorem formut
poprawnie zbudowanych nad alfabetem Ay, czyli najmniejszym ze zbioréw Z takich,
ze:

1° Ve

2° jezelio, Be Z,to: ,~0”, .0 A", ,avp” ,aop", 0B €
za§ ~ , A, V, =, ¢ s3 interpretowane jako dzialania okre§lone na zbiorze Jx w taki
sposéb, ze dla a, P € Jx wynikiem dziatania A(, B) jest wyrazenie ,,0t A B itp.

Klasyczny rachunek zdafi (KRZ) to rachunek zdaniowy, rozumiany jako para
{Jk> Cny), gdzie Cny jest operatorem konsekwencji rozumianej klasycznie, okreslonej na
zbiorze 2™, Operator Cny moze byé przy tym charakteryzowany syntaktycznie (przez
taka czy inng aksjomatyke) lub semantycznie, jako tzw. konsekwencja matrycowa
wzgledem znanej matrycy dwuwartoSciowej. Formuly nalezace do Ji reprezentuja zda-
nia w sensie logiki pewnego j¢zyka (naturalnego, jak np. jezyk polski, czy sztucznego,
jak np. jezyk pewnej sformalizowanej teorii naukowej), tzn. takie wypowiedzi tego
jezyka, ktérym przystuguje doktadnie jedna z dwéch wartosci logicznych: prawda albo
fatsz. Wér6d zdan jezyka naturalnego (oraz pewnych jezykow sztucznych) znajduja sie
rowniez wypowiedzi opisujace pewne zwiazki czasowe — w tym takie, ktbre opisuja
zachodzenie zmian. Istnieje wiele termindéw i zwrotow jezyka naturalnego, stuzacych
do opisania zwiazkéw temporalnych czy dynamicznych jak np: zawsze; niekiedy; teraz;
kiedys w przeszlosci; kiedys w przyszlosci; zawsze w przysztosci; od kiedy; do czasu gdy;
nastepnie; poprzednio; juz, jeszcze; zaczyna byé tak, Ze; przestaje byc tak, ze; zanika to,
Ze; staje sig to, ze; mienia sig to, Ze itp. Te i tym podobne terminy nie sg odzwierciedio-
ne w leksykonie jezyka klasycznego rachunku zdai i «z punktu widzenia» tego jezyka
sa terminami pozalogicznymi. Prawa KRZ nie odzwierciedlaja zadnych specyficznych
zwiazk6éw formalnych zachodzacych migdzy wyrazeniami zawierajagcymi takie zwroty.
Prdba systematycznego ujgcia zwiazkéw tego rodzaju wymaga rozszerzenia jezyka Jy



Niedefiniowalno$¢ funktora zmiany 59

poprzez dolaczenie do komponenty F alfabetu Ay symboli pewnych specyficznych
termindw temporalno-dynamicznych.

Niech A = A U {G, H, P, F} stanowi alfabet jezyka J;. W jezyku tym jednoargu-
mentowe funktory: G, H, P, F maja taka zamierzona interpretacje, przy ktorej:

Go to tyle co zawsze bedzie tak, ze o,

Ha to tyle co zawsze byto tak, ze a,

Fo to tyle co kiedys bedzie tak, ze a,

Pat to tyle co kiedys byto tak, ze o.
Istnieje cata klasa rachunkéw zdaniowych wyrazonych w je¢zyku J,, zwanych rachunka-
mi Tense Logic czy Temporal Logic, pomySlanych jako systemy kodyfikujace rozumo-
wania, w ktdrych wystgpuja odpowiednie zwroty temporalne. R6zne rachunki tego
rodzaju odpowiadaja réznym wiasnoSciom formalnym, charakteryzujacym relacj¢ po-
rzadku czasowego wczesniej-pézniej. W jezyku J,, rozumianym jako algebra formut
(o ~, A, V, >, &, G, H, F, P), gdzie J; jest zbiorem formul nad alfabetem A,, czyli
najmniejszym ze zbiorow § takich, ze:

1°vVcs,

2° jezelia, B € §, to: ,~ a”, .G, , HO”, ,,Fa”, ,,P”, .o A B, v B”, .00 = B7,

woerfres,
a~,A,V, >, &, G, H F P s interpretowane jako odpowiednie dzialania na J, sa
definiowalne zwroty modalne rozumiane czasowo zgodnie zaréwno ze stoicka jak i

megarejsko-arystotelesowska tradycja. Pojeciom ,koniecznosci” i ,,mozliwosci” inter-
pretowanym w stylu stoickim odpowiadaja definicje:
@O, A Ga,

do Zs ~@~a=avFa
(Funktor F jest w omawianych rachunkach definiowalny poprzez rownowaznosé: Fa
Fof ™ G~

Tym samym pojgciom modalnym interpretowanym w stylu megarejsko-arystotele-
sowskim odpowiadaja definicje:

Oo % Ho A a A Go,

da a=2,f~cl~a-=-PavavFa
(Funktor P jest definiowalny nast¢pujaco: Po ™ H~ o).

W klasie rachunkéw logiki temporalnej podstawowym jest system E. J. Lemmona,
zwany ,,minimalna logika czasu”, i oznaczany przez K. Jest to rachunek nadbudowany
nad klasycznym rachunkiem zdan. Jego aksjomatykg stanowia:

(1) wszystkie wyrazenia jgzyka J, bedace podstawieniami dowolnych tez KRZ w
jezyku Jy;

(2) wszystkie wyrazenia jezyka J. bedace uszczegbtowieniami jednego z
nast¢pujacych schematéw:

Al G(a — B) — (Ga — Gp),
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A2.H(o - B) - (Ho — HB),
A3.PGa — q,
A4.FHo — «a.

Regutami inferencji w K, sa:

RO: (X,(l-—)@
: B ,

Lo
RG: G’

o

RH: Ha '
Modalnym @&-fragmentem K jest (patrz [2]) rachunek modalny Feysa - von Wrighta T o
specyficznych aksjomatach:

Ml.a(a - B) - (@a > ap),

M2.pa— o,
i specyficznej regule inferenciji:

R@: > .

o

O-fragmentem K; jest rachunek modalny S. Kripkego B (patrz [2]) o specyficznych
aksjomatach:

M1". O0(a — B) = Co — 0f),

M2 oo — a,

M3 oo - a
i specyficznej regule inferencji:

RO: %,

. Oo

K, byt pomyslany jako system formalny kodyfikujacy rozumowania dotyczace dys-
kursu temporalnego w kategoriach funktoréw: G, H, E P, dotyczacego dowolnych
struktur czasowych, tzn. niezaleznie od jakichkolwiek zalozefi, dotyczacych wlasnosci
formalnych relacji porzadku czasowego: wcze$niej-pdZniej. Prawa rachunku K; nie
wyrdzniaja zadnych struktur czasowych; sa obowiazujace w dowolnych takich struktu-
rach. Zadne specyficzne wlasnosci relacji wcze$niej-p6zniej nie sa odzwierciedlone w
prawach K,. Jednakze w jezyku J; istnieja pewne formuly nie bgdace tezami K,, ktére
wydaja si¢ (przynajmniej «na pierwszy rzut oka») prawdziwe logicznie. Rozwazmy, dla
przyktadu, wyrazenie: Gp — Fp, gloszace, ze jezeli zawsze w przyszlosci bedzie tak, ze
p, to kiedy§ w przyszlosci bedzie tak, ze p. Wyrazenie to nie jest teza K. Sktonnos¢ do
uznawania go za prawde logiczna bierze si¢ z milczaco przyjmowanego zalozenia, ze
istnieja momenty pdzniejsze od momentu obecnego, inaczej, ze terazniejszo$¢ nie jest
momentem ostatnim. Zatozenie to ma jednak wyraZnie pozalogiczna tre$¢ i odpowiada
pewnemu wyobrazeniu o naturze czasu. R6zne (cho¢ nie wszystkie!) zalozenia doty-
czace formalnych wlasnosci relacji wczesniej-p6zniej sa — jak si¢ okazuje (patrz [5])
— wyrazalne w jezyku J, a zwiazki logiczne zachodzace migdzy wyrazeniami tempo-
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ralnymi, odpowiadajace takim czy innym zatozeniom dotyczacym wilasnosci formal-
nych tej relacji, moga by¢ ujmowane w jgzyku J; w spos6b systematyczny. Niech @
bedzie zmienng przebiegajaca zbiér wiasno$ci formalnych relacji wcze$niej-p6zniej
(oznaczanej od tego miejsca przez <) okre§lonej na zbiorze momentdw czasowych
(oznaczanym od tego miejsca przez T). Do zbioru tego naleza takie wiasnosci jak:
zwrotno$¢, przechodnio$é, gestosé itp. Do sprecyzowania znaczenia zwrotu ,,wlasno$é
o relacji < jest wyrazalna w jgzyku J;” bgdzie potrzebne przedstawienie pewnej seman-
tyki algebraicznej dla jezyka J,.

Niech (T, <) oznacza (jak dotychczas) strukture, na ktéra sktadaja si¢ niepusty zbior
momentéw czasowych T oraz okreSlona na nim relacja binarna wcze$niej-pozniej <
(< = T?. Niech dalej O = {ay, ay, a3, ...} oznacza niepusty, lecz co najwyzej przeliczal-
ny zbior obiektow istniejacych w czasie (T, <). Zaktadamy przy tym, ze zbiory O i T sa
roztgczne (T N O = @). Poza tym zatozeniem dotyczacym stosunku zbioréw T i O nie
bedziemy przyjmowali zadnych dodatkowych zatozef, chociaz zdajemy sobie sprawe z
istnienia egzystencjalnych zalezno$ci migdzy zbiorem momentdéw czasowych a zbio-
rem obiektoéw istniejacych w czasie. Analiza tych zalezno$ci wydaje si¢ nie mieé
znaczenia dla badania logicznych aspektéw opisu zmiany. Okoliczno$é, ze obiekty g;
istnieja w czasie (T, <) uzyskuje w naszej konstrukcji taki wyraz, ze z kazdym obiektem
a; kojarzymy konstrukt a; = {a;} X T = {{a;, #): t € T}, ktérego elementy bedziemy
nazywali ,,przekrojami czasowymi obiektu a;”. Relacja < indukuje odpowiednie relacje
<; okres§lone na zbiorach a; w taki sposob, ze dla kazdego i = 1, 2, 3, ... i dla dowolnych
t,/eT

{a;, t) <i{a;, ") FALAS r.
Z definicji tej wynika wprost, ze struktury (T, <) oraz {a;, <;) sa izomorficzne.

Niech W;, W3, ..., W, oznaczaja pewne proste wlasnosci obiektdw ze zbioru O. Z
teoriomnogo$ciowego punktu widzenia wlasnosci te mozna utozsamia¢ z funkcjami

charakterystycznymi okre§lonymi na zbiorze O a; . Dokladniej dla kazdegoj=1, 2, ..,
i=1

n, W; jest funkcja U a; —> {0, 1}. Réwnanie Wia;, ) = 1 opisuje przystugiwanie
i=1

obiektowi a; wlasnosci W; w momencie ¢, za§ rownanie Wya;, ) = O opisuje nieprzy-
stugiwanie obiektowi a; wlasnosci W; w momencie ¢. Oznaczmy przez W, funkcje W;
ograniczona do zbioru a; (W;; = Wia;). Zbior funkcji {W;: j = 1, ..., n} mozna rozlozy¢
nazbior {W;;:j=1,2,..,ni=1,2,..}. Wobec izomorfizmu struktur (T, <) oraz {(a;, <)
funkcje W;,; mozna sprowadzi¢ do pewnych funkcji okreslonych nie na zbiorach 4;, lecz
wprost na zbiorze T. Dowolnej funkcji charakterystycznej W;; odpowiada pewna fun-
kcja ¢: T — {0,1}, okreslona jak nastepuje:

01 Zop Wiiai 0.

Dzieki temu, modelami fragmentéw rzeczywisto$ci, w ktdrych maja miejsce r6zni-
ce standw rzeczy w czasie, moga by¢ struktury typu (A, D), gdzie A jest podzbiorem
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zbioru A = {¢: T — {0, 1}}, domknigtym ze wzgledu na operacje ze zbioru D. Zbiér D
Jest przy tym zbiorem operacji okreslonych na zbiorze A, stanowigcych w zamierzeniu
semantyczne korelaty funktoréw logicznych jezyka J..
Definicja 1. ~
»Algebra temporalng” nazywamy kazda strukture A = (A, —, N, G, H), gdzie A jest
dowolnym podzbiorem zbioru A = {¢: T — {0, 1}} domkni¢tym ze wzglgdu na

operacje: —, N, G, H, okre§lone jak nastgpuje ((‘}’ czytamy — jedyne V takie, ze):
dla dowolnych ¢, |1 € A:
—0 % (‘41, [dla dowolnego t € T: y(t) = 1-¢(r)]

oNp Zof (“l’ {dla dowolnego t € T: W(#) = min[¢(5), L(H]],
G¢7ef (\311 [dla dowolnego t € T: y(r) = | <> dla dowolnego ¢': jezeli t < ¢ to ¢() =11,

H¢ %o (“ll [dla dowolnego t € T: yw(t) = 1 & dla dowolnego ¢": jezeli ¥ < tto ¢() =1].

Klas¢ wszystkich algebr temporalnych oznaczymy przez KAT. Jest widoczne, ze do
dziedziny kazdej algebry temporalnej naleza funkcje charakterystyczne 1, 0, okreslone
jak nastgpuje:

1 %of (‘lv {dla dowolnego t € T: y(¢) = 1],

0 Tof (‘Il, [dla dowolnego t € T: y(r) = O].

Relatywnie do kazdej formalnej wlasnoéci o relacji < okre§lamy klas¢ w-algebr
temporalnych K, jako podklas¢ KAT zlozona z wszystkich i tylko tych algebr tempo-
ralnych, ktdrych dziedziny stanowia zbiory funkcji charakterystycznych okre$lonych na
zbiorach T, na ktorych relacja < posiada whasnos¢ . Symbolicznie:

Kﬁ’i&f{A e KAT: o{<, T(A))}

gdzie w(<, T(A)) czytamy — < ma wlasno$¢ w na zbiorze T stanowiacym dziedzing
funkcji charakterystycznych ¢ ze zbioru A.

Dla dowolnej algebry temporalnej A ,,warto§ciowaniem zmiennych zdaniowych w
A” nazwiemy dowolng funkcje v: V — A. Kazda funkcj¢ wartoSciowania v w algebrze
A mozna przedtuzy¢ jednoznacznie do homomorfizmu h”: J, — A w taki sposéb, ze:

h*(pi) = v(pi)
oraz

h’(~ o) = —h*(o),

h'(c A B) = h'(e) N h'(B),

h"(Ga) = G(h"()),

h*(Ho) = H(h"(00)
dia dowolnych o, B € J..
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Relatywnie do ustalonej wilasnosci formalnej ® relacji < definiujemy ®-tautologie
Jezyka J.

Definicja 2.

Dowolne wyrazenie & € J; nazywamy ,,(-tautologia jezyka Ji” zawsze i tylko wtedy,

gdy dla dowolnej w-algebry temporalnej A i dla dowolnego wartoSciowania v w tej

algebrze: h*(a) = 1. Symbolicznie:
- \4 -
'i) ¢ a—éfA/e\ Ky v:l/’\—)A hey=1

Mozemy teraz juz uscisli¢ znaczenie zwrotu ,,wlasno$¢ ® relacji < jest wyrazalna w
jezyku J,”.

Definicja 3.

Wiasno$¢ formalna o relacji < jest wyrazalna w jezyku J; zawsze i tylko wtedy, gdy

istnieje taka formuta o € J, ktéra jest w-tautologia jezyka J;, oraz dla dowolne;j

struktury (T, <), w ktorej < nie ma wlasnosci , istnieje taka algebra temporalna

Ae Knono i takie wartosciowanie v w tej algebrze, ze h'(a) # 1.

Ro6zne wiasnodci formalne relacji < sg wyrazalne w jezyku J; (patrz [5]). Na
przyktad przechodnio$¢ < jest wyrazana formuly: FFp — Fp. Ponadto wyrazalne sa:
zwrotno$§é, symetryczno$é, gesto§é, brak poczatku, brak kofica, linearno$¢ wsteczna,
linearno$¢ przyszla. Natomiast nie jest wyrazalna niesymetryczno§¢ relacji <. Istnieje
scisly zwiazek migdzy zagadnieniem wyrazalnosci wlasnosci formalnych relacji < a
kwestia syntaktycznej charakterystyki rachunkéw logiki temporalnej adekwatnych
wzgledem okreSlonych struktur czasowych.

Niech PL oznacza koniunkcje nastgpujacych wiasnosci formalnych relacji <: prze-
chodnio$é, gesto$¢, wsteczna linearno$¢ (z dowolnych dwéch réznych momentéw
przeszlych jeden jest wczesniejszy od drugiego), przyszla linearnos¢, brak poczatku
oraz brak kofica. Adekwatnym wzgledem takiej struktury (T, <) (inaczej méwiac
wzgledem klasy Kpp, algebr temporalnych jest rachunek Tense Logic A.N. Priora, ozna-
czany przez PL. Aksjomatyke tego rachunku stanowi uklad aksjomatéw dla K, wzbo-
gacony o nastepujace schematy aksjomatow:

AS. FFo - Fa.,

A6. (Po. A PB) = [P(a A B) v P(ax A PB) v P(Pa A B)],

A7. (Fo AFB) = [F(a A B) v F(a A FB) v F(Fou A B)],

A8. Ga — Fo,

A9. Ha —Pa,

A10. Fo — FFo.

AS wyraza przechodnio$é, A6 — wsteczng lineamos¢, A7 — przyszia linearno$¢, A8
— brak kofica, A9 — brak poczatku, A 10 — gesto$¢ relacji < na zbiorze T.

Modalnymi fragmentami PL sa odpowiednio: S43 (styl stoicki) oraz S5 (styl mega-
rejski).

Aksjomatyke S, 3 stanowia: M1, M2 oraz

M3. ao > @aweo.,
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M4. [&(a v B) Ac v 28) AR (aa v B)] — (@a v 2P).
Specyficznymi schematami aksjomatéw S5 sa:

M1’.0 (x> B) — (Co — OB),

M2’ oo - a,

M4’. o — 0o,

M5’. ¢ oo — Do

Warto zauwazyé, ze interpretacja specyficznych funktor6w jezyka J; wiaze je zna-
czeniowo z «cala przeszioScig» badz «cala przyszlo$cia» — zrelatywizowanymi do
danej «terazniejszosci». W przeciwiefistwie do tych funktor6w — znaczenia terminéw
dynamicznych, takich jak: zmienia sig to, ze; zaczyna by¢ tak, e, przestaje by¢ tak, ze;
staje sig to, te; zanika to, Ze itp. sa takie, ze do ich okreSlenia nie jest potrzebny wglad w
«cala przeszto$§é» czy «cata przyszlo§é» lecz jedynie w «najblizsze otoczenie terazniej-
szoéci», na ktore skitadaja si¢ trzy komponenty: «najblizsza przeszto$é», «terazniej-
szo§é» oraz «najblizsza przyszto§é». Funktory jezyka J, pozwalaja na opis rdznic
standw rzeczy w czasie ujmowanych z perspektywy «teraZniejszoSci». Jednak zaintere-
sowanie roznorodnoscia §wiata zwiazana z uplywem czasu nie ogranicza si¢ do konsta-
towania faktu, ze w rdoznych momentach czasu obiektom przystuguja badZ nie
przystuguja pewne wiasnosci, czy zachodza migdzy nimi badz nie zachodza pewne
relacje, lecz moze si¢ tez skupia¢ na tym, co mozna nazwac ,aktualnym aspektem
roéznicowania”. Obiekty nie tylko bywaja rézne w réznych momentach lecz takze
zmieniaja si¢ w poszczegdlnych momentach. Niech zapis ,, 'IVV(a)” bedzie symbolicz-

nym odpowiednikiem zwrotu ,,obiekt a zmienia si¢ w momencie ¢ pod wzgledem
wtasnosci W”. Jakie jest znaczenie zwrotu ,, ;NV(a) w odniesieniu do struktury czaso-

wej (T, <), dla ktérej zaktadamy, ze relacja < posiada koniunkcje wlasnosci oznaczona
symbolem .PL i czy zwrot ten jest definiowalny za pomoca terminéw: G, H, F, P?
Gtéwnym zamierzeniem tego artykulu jest wykazanie, ze funktor T nie jest definiowal-
ny przy pomocy funktor6w jezyka J; na gruncie rachunku PL. Rozumowanie, ktére
zostanie tu przedstawione, pragniemy poprzedzi¢ zwréceniem uwagi Czytelnika na to,
ze istnienie roznic w czasie nie musi oznaczaé faktu zachodzenia zmian w jakimkol-
wiek momencie. Konstatacja réznic w czasie pewnego obiektu a (identycznego co do
swojej tozsamosci jednostkowej) pod wzgledem pewnej wiasnosci W nie jest réwno-
wazna stwierdzeniu zachodzenia zmiany w pewnym momencie. Inaczej méwigc wyra-
zenie:

{y W(a, 1) A Y~ W(a, 1)] Hy IW(a)

nie jest prawdziwe przy wszystkich wyobrazalnych sposobach zréznicowania stanow
rzeczy w czasie w PL-strukturach. Jezeli powyzsza réwnowazno$¢ rozbijemy na dwie
implikacje, jedna z nich, mianowicie

Y'IW(a) >{ YW(a, HA Y~ W(a, 1)]
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jest niewatpliwie prawdziwa w kazdej PL-strukturze. Zalézmy bowiem, e jej
nastepnik jest fatlszywy. Znaczy to, ze w kazdym momencie ¢ € T obiekt a jest taki sam
pod wzgledem wtasnosci W. To za§ wyklucza, by obiekt ten zmienial si¢ pod wzglgdem
tej wlasnosci w jakimkolwiek momencie ¢ € T. Implikacja odwrotna:

[y W(a, ) A \/~ W(a, 1] - \'/;WV(a)

wydaje si¢ rowniez prawdziwa «na pierwszy rzut oka». Jej tre$¢ jest nastgpujaca: jezeli
obiekt a jest rozny pod wzglgdem wiasnosci W w pewnych dwéch momentach, to
obiekt ten zmienia si¢ pod wzgledem tej wlasnosci w pewnym momencie. Przekonanie
o prawdziwosci powyzszego twierdzenia bierze si¢ z milczaco przyjmowanego
zalozenia, ze tezy: ,,obiekt jest rozny pod danym wzglgdem w pewnych dwéch momen-
tach” oraz ,,obiekt nigdy si¢ nie zmienia” — wykluczaja si¢ logicznie. Zalozenie to nie
zawsze jest jednak prawdziwe, a jego warto§¢ logiczna moze zaleze¢ od specyficznych
(nie objetych warunkami PL) wlasnosci struktury (T, <) oraz sposobu rozkladu w czasie
przystugiwania obiektowi a wlasnosci W. To, ze jest mozliwa do pomyslenia sytuacja,
w ktérej mamy do czynienia z r6znicami w czasie mimo niezachodzenia zmiany w
zadnym momencie, pokazuje nastgpujacy przyklad. Niech relacja < wyznacza na zbio-
rze T porzadek liniowy (jest asymetryczna, przechodnia i spdjna), gesty oraz z luka.
Struktura (T, <) jest PL-struktura, gdyz warunek sp6jnosci implikuje zaréwno warunek
linearnosci wstecznej, jak i warunek linearnosci przyszlej. Poniewaz jest to porzadek z
luka, zbiér T mozna podzieli¢ na dwa podzbiory T)i To(Ty# @# T iTiNT,=@i T,
U Tz = T) w taki sposdb, ze kazdy moment nalezacy do T, jest wcze$niejszy od
kazdego momentu nalezacego do T oraz, ze w T nie istnieje moment najpézniejszy, a
w T, nie istnieje moment najwcze$niejszy. Zatézmy dalej, ze w kazdym momencie
nalezacym do T, obiekt a nie posiada wlasnosci W, a w kazdym momencie nalezacym
do T, obiekt posiada wtasno§¢ W. W tym modelowym wypadku maja miejsce réznice w
czasie i nie zachodza zmiany w zadnym momencie. Rozwazana implikacja nie jest wiec
prawdziwa w kazdym wypadku. Istnienie réznic w czasie jest warunkiem koniecznym,
ale nie jest warunkiem wystarczajacym zachodzenia zmian. Jaka zatem powinna byé
poprawna definicja zwrotu "WV(a)?

Sadzimy, ze w odniesieniu do PL-struktur mozna stwierdzi¢, ze w pewnym momen-
cie tp € T obiekt a zmienia si¢ pod wzglgdem wlasnosci W zawsze i tylko wtedy, gdy w
dowolnie matym otoczeniu f istnieje taki moment, w ktoérym obiekt a jest r6zny niz w
momencie fo pod wzglgdem wlasnosci W. Symbolicznie:

MW@z, Ai<woat<n-oVti<tat<ta~Wa, 1) o W, )]
o f n !

Znaczenia funktoréw G, H, F, P, precyzuja za$ nastgpujace definicje:

G, W(a) g, {\ [to <t — W(a, 1)],

HW@z, Ni<to— W),
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FW@)z " Vit <t AW(a, b)),
t

P, W(a) %f Y [t<to A W(a, D]

W jezyku J; mozna wyrazi¢ my§l o zr6znicowaniu stanéw rzeczy w ré6znych mo-
mentach, ujmowanym z perspektywy przeszto$é-terazniejszo§é-przysztosé. Przykla-
dowo formuty: P~p A Ep, PPp A ~p, F~p A FFEp wyrazaja takie zr6znicowania. Jednak
— co juz podkre$laliSmy — stwierdzenie roznicy stanéw rzeczy w ré6znych momentach
nie jest rGwnoznaczne ze stwierdzeniem zachodzenia zmiany w jakim§ momencie. Na
przyktad wyrazenie P~p A Fp opisuje prawdziwie kazdy z czterech przypadkdéw przed-
stawionych na rys. 1.

14 P p p
-p ~p ~p ~P
- I — ——
luk; 7 n n n
(teraz) (teraz) (teraz) (teraz)
(a) () Rys. 1 ©) ()

Jednak w wypadku (a) (p stale nie zachodzi przed luka i stale zachodzi po luce)
zmiana nie zachodzi w zadnym momencie, w wypadku (b) zmiana zaszla kiedy$ w
przeszlosci, w wypadku (c) zmiana zachodzi aktualnie, a w wypadku (d) zmiana zajdzie
kiedy§ w przysztosci. Stwierdzenie réznic w czasie ani nie przesadza czy zmiana ma
miejsce, ani (w wypadku, gdy zmiana ma miejsce) nie wskazuje na moment, w ktérym
zachodzi.

Czy zwrot Tp jest definiowalny w jezyku J; na gruncie rachunku PL? Pozytywna
odpowiedz na to pytanie oznaczataby mozliwo$¢ ugruntowania rachunku logiki zmiany
na bazie rachunku PL. OdpowiedZ negatywna sugerowalaby, ze proby konstrukcji
logiki zmiany winny by¢ prowadzone niezaleznie od tego rachunku. Warto zauwazy¢,
ze wprowadzenie do rachunku PL funktora zmiany T WypOsazonego w znaczenie
zgodne z wcze$niej proponowanym sprawitoby, ze w tak rozszerzonym rachunku teza-
mi powinny by¢ wszystkie wymienione wyzej wyrazenia:

Tp = [p A ®P-p v F-p)l v ~p A (Pp v Fp)],

(@ AG~p) > Tp,

(H-p ~p) > Tp,

[pA(H-p v G~p)l v [~p A (Hp v Gp)] - Tp
itp.

Implikacje odwrotne do powyzszych nie powinny by¢ tezami takiego rachunku,
bowiem nie bytyby one PL-tautologiami. Wyzej wymienione formuly mozna by uznaé
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za pewne postulaty wiazace znaczenia wystgpujacych w nich funktoré6w temporalnych
z funktorem zmiany jedynie w spos6b czastkowy.

Obecnie pokazemy, ze zwrot Tp nie jest definiowalny w J, na gruncie rachunku PL.
Gdyby byt definiowalny, to istnialoby pewne wyrazenie definicyjne postaci:

To 7 @),
gdzie £(p) oznacza pewna formul¢ definiujaca, zbudowana jedynie ze zmiennej p i
funktoréw nalezacych do zestawu: ~ , A, G, H (pozostate funktory jezyka J; sg definio-
walne przy ich pomocy). Gdyby tak byto, to dla kazdej PL-algebry temporalnej A, dla
kazdego warto§ciowania v w tej algebrze i dla kazdego 7o € T zachodzitaby zalezno$¢:

(*) h’(e(p)) = 1 & dla dowolnego otoczenia fo istnieje takie ¢ nalezace do niego, ze

vP)(t0) # v(p)I(®)

Pokazemy obecnie, ze istnieje taka PL-algebra temporalna, ze dla dowolnego wyra-
zenia o0 € J; o postaci €(p) istnieje warto§ciowanie v w tej algebrze, dla ktérego
zalezno$¢ (*) nie zachodzi. Niech (T, <) bgdzie struktura, w ktérej < jest porzadkiem
liniowym, gestym oraz bez elementéw koiicowych (jest to tez PL-struktura). Niech A
bgdzie zbiorem identycznym ze zbiorem wszystkich funkcji charakterystycznych
okreslonych na zbiorze T. W zbiorze T wyrézniamy podzbiory Tc, Ty, Trp, izomorficzne
odpowiednio ze zbiorami: liczb catkowitych, liczb parzystych oraz liczb nieparzystych.
Okreslamy funkcje ¢p € A jak nastgpuje:

1 dlag, <<y,

Bolt) = {0 dla tz,, <t<g tz,
gdzie (tp, twy), {tnp, 1,) OzNaczaja pary momentoéw catkowitych, w ktérych drugi element
Jjest bezposrednim nastgpnikiem pierwszego. Wykres funkcji ¢po wyglada nastgpujaco:

Ip ‘np Ip lnp lp tnp lp tnp t
Rys. 2

Niech A bedzie PL-algebra temporalna, kt6rej dziedzing jest zbiér A, a vo takim
warto§ciowaniem w tej algebrze, dla ktérego vo(p) = ¢¢. Spelnienie warunku (*)
oznaczaloby, ze h* (Tp) =h" (e(p)) = d*, gdzie

. dlare T ‘

¢ (’)={(1) dlare T,

Ot6z réwnosé h” (€(p)) = ¢* nie zachodzi dla zadnego wyrazenia je¢zyka J; o postaci
&(p). Zachodzi bowiem twierdzenie:

Dla dowolnego wyrazenia jezyka J, o postaci €(p): h” (e(p)) € {0, 1, ¢y, — )
Dowéd twierdzenia jest stosunkowo prosty, chociaz — §ciSle rzecz biorac — powinien
by¢ przeprowadzony indukcyjnie ze wzgledu na struktur¢ wyrazenia (p). Sprowadza
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si¢ on do spostrzezenia, ze jesli zmienna p w kazdym wystgpowaniu w wyrazeniu €(p)
jest objeta jednym z funktoréw temporalnych G lub H, to h’ (&(p)) € {0, 1}. Jezeli za$
w £(p) wystepuje zmienna p nie objeta zadnym funktorem temporalnym, to h” (€(p)) jest
identyczne z ¢y, —¢o, 0 lub 1. Poniewaz ¢* jest rozne od kazdej z tych czterech funkc;ji,
zadne wyrazenie j¢zyka J; nie moze definiowaé funktora T.Cbd.o.
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