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Powstanie i ewolucja dedukcji naturalne;j'

WSTEP

W 1934 r. ukazaly si¢ dwie przelomowe prace poswigcone nowym sposobom
formalizacji logiki: Stanistawa Jaskowskiego On the Rules of Suppositions in Formal
Logic (Jaskowski 1934) i Gerharda Gentzena Untersuchungen tiber das Logische
Schlieffen (Gentzen 1934-1935). Cho¢ doszli do swoich wynikow niezaleznie,
a systemy, ktore przedstawili, sg istotnie rézne, nie ulega watpliwosci, ze obu przy-
$wiecata ta sama idea stworzenia systemu dedukcji, ktory w formalnie poprawny
sposOb rekonstruuje stosowane w matematyce od wiekow sposoby dowodzenia
twierdzen. Poniewaz w systemach Jaskowskiego i Gentzena — w przeciwienstwie
do ,sztucznego” z punktu widzenia matematyka sposobu konstrukcji dowodu
w systemie aksjomatycznym — nacisk byt potozony na naturalne sposoby wniosko-
wania, powszechnie okresla si¢ je mianem systemow dedukcji naturalnej (DN)?.

Niestety, w literaturze $wiatowej pos§wigconej historii dedukcji naturalnej w ra-
zacy sposOb pomijane sa dokonania Jaskowskiego. Czgsto odnotowuje si¢ Gentzena
jako jedynego jej tworce i nawet jezeli pojawia si¢ nazwisko Jaskowskiego, to jego
sposob podejscia do tej problematyki zazwyczaj mylnie przypisywany jest Gentze-
nowi. Nieznane szerzej sa tez dokonania w tej dziedzinie innych polskich badaczy,
np. Suszki (por. Indrzejczak 2009). Rewizja stanu wiedzy, wyjasnienie nieporozu-
mien i doktadne scharakteryzowanie roznic w podej$ciach Jaskowskiego i Gentzena
jest zatem waznym zadaniem.

! Praca zostala wykonana w ramach realizacji projektu 2011/03/B/HS1/04366 finansowanego
przez Narodowe Centrum Nauki.

? Nazwa pochodzi od Gentzena, Jaskowski stosowal okre$lenie ,,systemy zlozone”, w przeci-
wienstwie do aksjomatycznych ,,systemow prostych”.
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Dysproporcja w znajomo$ci wynikow Gentzena i Jaskowskiego wynika w duzej
mierze stad, ze Gentzen w swej pracy wprowadzil tez rachunki sekwentowe jako do-
godny sposéb prezentacji metalogicznych wynikow badan nad dowodami w syste-
mach dedukcji naturalnej. Chociaz sam Gentzen wprowadzit je jako pomocniczy
w stosunku do dedukcji naturalnej rodzaj formalizacji, to szybko staly si¢ popularne.
Rozwdj badan nad rachunkami sekwentowymi gruntownie zmienit charakter teorii
dowodu pierwotnie sformutowanej przez Hilberta na bazie systemow aksjomatycz-
nych. Przyjecie rachunkéow sekwentowych jako podstawy badan pozwolito uzyskaé
znacznie doktadniejsze wyniki dotyczace m.in. struktury dowodu, procesu jego po-
szukiwania czy znaczenia statych logicznych. Metody dowodzenia twierdzen o nie-
sprzecznosci, pelnosci, rozstrzygalnosSci, interpolacji czy eliminacji reguly cigcia
uzyskane na gruncie badan nad rachunkami sekwentowymi naleza do najbardziej
eleganckich, efektywnych i ogolnych rezultatdéw tego rodzaju. Aparat formalny
Gentzena byl wielokrotnie z powodzeniem stosowany w badaniach nad rozmaitymi
typami logik, a nawet doprowadzit do ukonstytuowania klasy tzw. logik podstruktu-
ralnych oraz osobnej gatezi teorii dowodu, tzw. strukturalnej teorii dowodu (Negri,
von Plato 2001). Warto tez podkresli¢, ze teoriodowodowe rezultaty otrzymane
w badaniach nad rachunkami sekwentowymi sa od lat stosowane w badaniach nad
automatyzacja dowodzenia twierdzen, co znajduje m.in. wyraz w implementacji licz-
nych programéw opartych na wariantach rachunku sekwentow dla rozmaitych logik
oraz teorii.

Osiagnigcia zwiazane z wykorzystaniem rachunkow sekwentowych nie przekre-
$laja jednak waznosci systeméw dedukcji naturalnej, a raczej je dopetniaja. W ciagu
ostatnich osiemdziesigciu lat rezultaty Jaskowskiego i Gentzena byly wielokrotnie wy-
korzystywane, doczekaly si¢ tez daleko idacych rozwinig¢ i przerdbek. Mozemy wy-
r6zni€ tu co najmniej trzy plaszczyzny badan: praktyczna, teoretyczng i filozoficzna:

1. Upowszechnienie po II wojnie $wiatowej wynikow dotyczacych dedukcji na-
turalnej radykalnie wptyne¢to na sposob nauczania logiki. Kolejne wersje tych syste-
méw zdominowaly, przynajmniej w literaturze anglosaskiej, sposob prezentacji sys-
teméw formalnych, zblizajac praktyke dowodowa do wykorzystywanych od staro-
zytno$ci naturalnych sposobéw wnioskowania, doprowadzity tez posrednio do po-
wstania innych rodzajow systemow formalnych, takich jak systemy tablicowe, rezo-
lucyjne czy odrzuceniowe.

2. W latach sze$édziesiatych ubieglego wieku prace Prawitza (1965) dotyczace
normalizacji dowodéw w DN zapoczatkowaly nowy etap w rozwoju teorii dowodu.
Podstawowymi obiektami badan staly si¢ dowody i ich wtasnos$ci, a nie teorie czy
relacje konsekwencji.

3. Blisko z poprzednim punktem zwiazany jest tez filozoficzny problem definio-
wania znaczenia statych logicznych. Charakterystyczny dla Gentzena sposob patrzenia
na reguly inferencji doczekat si¢ rozwinigcia (np. Dummett 1991, Brandom 2000),
doszto tez do rozpowszechnienia terminu ,,semantyka teoriodowodowa”, wprowadzo-
nego w latach osiemdziesiatych ubiegtego wieku przez Schroedera-Heistera (1991).
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W dalszej czg$ci pracy rozwiniemy te trzy punkty. Zaczniemy od pewnych uwag
natury historycznej oraz proby okreslenia, czym wtasciwie jest dedukcja naturalna.
Nastgpnie omoéwimy podobienistwa i roznice migdzy systemami Jaskowskiego
i Gentzena oraz scharakteryzujemy inne warianty DN. Dwie ostatnie sekcje poswig-
cimy najwazniejszym teoretycznym i filozoficznym aspektom dedukcji naturalne;j.

1. PREHISTORIA DEDUKCJI NATURALNEJ

Genezy naturalnej dedukcji jako sposobu formalizacji logiki mozna dopatrywaé
si¢ juz w starozytnosci. Np. Corcoran (1972) w polemice z Lukasiewiczem, ktory
zrekonstruowal sylogistyke Arystotelesa jako system aksjomatyczny (Lukasiewicz
1951), proponuje takie jej rozumienie, przy ktorym podstawowa rolg odgrywa do-
wod z zatozen, a tryby sylogistyczne traktowane sa jako reguty. Podobnie, wiclu ba-
daczy (np. Mates 1971) uwaza, ze logicy stoiccy postugiwali si¢ twierdzeniem o de-
dukcji oraz innymi regutami charakterystycznymi dla systeméw DN. Mamy rowniez
wiele przyktadow stosowania dowodu nie wprost przez greckich matematykow (por.
analizy Kneale, Kneale 1962). Przyktady te mozna mnozy¢, ale nawet jezeli zgodzi-
my si¢ z argumentami takich historykow logiki, jak Corcoran czy Mates, to sa to je-
dynie przyktady uzywania technik dowodowych charakterystycznych dla DN, nie
towarzyszg im jednak badania nad ich uzasadnieniem czy systematycznym ujgciem.

To, ze Jaskowski i Gentzen niezaleznie i w tym samym czasie skonstruowali
pierwsze systemy DN, nie powinno dziwi¢. Od dawna istniata potrzeba formalizacji
stosowanych przez matematykow naturalnych sposobow dowodzenia. Za pierwszy
krok w tym kierunku mozna uzna¢ udowodnienie przez Herbranda twierdzenia o de-
dukcji dla systemu aksjomatycznego (Herbrand 1930)°. W tym samym czasie Tarski
wprowadzit twierdzenie o dedukcji jako jeden z aksjomatow teorii konsekwencji
(Tarski 1930); w praktyce uzywat go jednak juz od 1921 r., podobnie zreszta jak Le-
$niewski, Salamucha i inni logicy z kregu szkoty lwowsko-warszawskiej.

Historycznie rzecz ujmujac, propozycja Jaskowskiego byla wczesniejsza od tej
przedstawionej przez Gentzena. W 1926 r. Lukasiewicz na prowadzonym przez sie-
bie seminarium postawit problem, jak formalnie poprawnie opisa¢ metody dowodze-
nia w praktyce uzywane przez matematykow. Rok pozniej Jaskowski rozwinat te su-
gestie, a swoje wyniki przedstawit w 1927 r. na Pierwszym Polskim Kongresic Ma-
tematykow we Lwowie (por. Jaskowski 1929), nie zadbat jednak o ich rozpowszech-
nienie. Artykuty Jaskowskiego i Gentzena ukazaty si¢ w tym samym 1934 r., zwigzta
praca Jaskowskiego On the Rules of Suppositions in Formal Logic w pierwszym
numerze ,,Studia Logica”, natomiast obszerne studium Gentzena Untersuchungen
tiber das Logische Schliefien, bedace jego habilitacja, w dwoch czgéciach w ,,Mathe-
matische Zeitschrift”.

* Bez dowodu twierdzenie o dedukcji podane bylo juz w (Herbrand 1928).
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2. OGOLNA CHARAKTERYSTYKA DN

Sprobujmy ustali¢, czym wiasciwie sa systemy dedukcji naturalnej. Niestety nie
istnieje precyzyjna i powszechnie akceptowana definicja. Bogactwo rozwiazan sto-
sowanych w roznych systemach okre§lanych mianem DN prowadzi do powaznych
probleméw teoretycznych przy probach ustalania zakresu tego terminu. Problem de-
markacyjny byt omawiany przez wielu autorow (por. Barth, Krabbe 1982, Pelletier
1999, Anellis 1991), ktorzy starali si¢ podac kryteria ustalania, czym jest DN. Ter-
min ten jest czasem uzywany w bardzo szerokim sensie, tak ze w jego zakres wcho-
dza prawie wszystkie rodzaje formalizacji nieb¢dace systemami aksjomatycznymi
w stylu Hilberta. Przy takim rozumieniu zaréwno rachunki sekwentowe, jak i syste-
my tablicowe zaliczane bywaja do DN*. Mimo bliskich zwiazkéw miedzy tymi sys-
temami takie rozwiazanie jest niestuszne przynajmniej z trzech powodow:

1. Historycznego: Gentzen wyraznie odroznia swoj system DN od rachunku se-
kwentowego, ktory traktuje jako wariant systemu aksjomatycznego.

2. Etymologicznego: DN ma by¢ rachunkiem formalizujacym tradycyjne sposo-
by wnioskowania. Nawet jezeli istniejace systemy nie spelniaja tego wymogu w za-
dowalajacy sposob (por. Anellis 1991), to systemy tablicowe i rachunki sekwentowe
sa jeszcze dalszym od niego odstgpstwem.

3. Praktycznego: uzywanie terminu DN w zbyt szerokim sensie stanowi zabieg
klasyfikacyjny o watpliwej przydatnosci.

Rowniez rozwiazania oparte na podaniu duzej liczby kryteriow napotykaja po-
wazne trudnosci. Zazwyczaj wylaczaja z zakresu DN wiele systemow, ktore sa po-
wszechnie uznawane za dedukcje naturalna. Wydaje sig, ze rozsadnym posunig¢ciem
jest uznanie terminu DN za tzw. termin rodzinny w sensie Wittgensteina i rezygnacja
z prob jego Scistego zdefiniowania. Na pojgcie takie sktada sig zespot wielu cech,
czgsto stopniowalnych, 1 moze si¢ zdarzy¢, ze rozmaite desygnaty bardzo si¢ rdznia,
poniewaz nie dziela wielu cech (czasem zadnej), a nawet te whasnosci, ktore przystu-
guja im obu, wystgpuja w innym nasileniu.

W naszym przekonaniu, zeby system mogt zosta¢ uznany za DN, powinien spel-
niaé trzy warunki:

1. Gwarantowa¢ mozliwo$¢ wprowadzania i eliminowania dodatkowych zatozen
w trakcie konstruowania dowodu.

2. Charakteryzowac state logiczne raczej za pomoca regut niz aksjomatow.

3. Charakteryzowac¢ si¢ bogactwem stosowanych form konstrukcji dowodu.

Charakterystyke t¢ spelniaja zardwno oryginalne systemy Jaskowskiego i Gent-
zena, jak i wiele ich nasladownictw i rozwinig¢. Punkt pierwszy oznacza, ze w sys-

* Takie szerokie ujecie wystepuje np. w (Marciszewski 1987); sam Beth (1962) traktuje swoj
wariant metody tablicowej jako system DN.
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temie DN mozemy w obr¢bie dowodu nadrzednego otwiera¢ dowody podporzadko-
wane (poddowody), oparte na dodatkowych zatozeniach. Ze wzglgdu na t¢ wlasnos¢
systemy DN bywaja tez okreslane mianem rachunkow zatozeniowych (np. Stupecki,
Borkowski 1958). Oczywiscie, wprowadzanie w obr¢b danego dowodu dodatko-
wych zalozen wymaga stosowania technik, ktére umozliwiaja pdzniej zamknigcie
odpowiedniego poddowodu. Typowym przyktadem takiego postgpowania jest do-
wodzenie nie wprost, w ktorym dojscie do sprzecznosci w poddowodzie opartym na
dodatkowym zatozeniu A pozwala dotaczy¢ do dowodu nadrzednego negacjg A,
przy jednoczesnym zamknigciu tego poddowodu.

Punkt drugi odréznia DN od systemoéw aksjomatycznych, nie wyklucza jednak
sytuacji, ze oprocz regul do pierwotnych elementow systemu zalicza si¢ pewne ak-
sjomaty. Gdyby$smy zakazali uzywania aksjomatéw w systemach DN, to — paradok-
salnie — nawet oryginalny system DN Gentzena dla logiki klasycznej nie bylby
systemem DN, poniewaz powstaje przez dotaczenie prawa wylaczonego $rodka do
systemu DN dla logiki intuicjonistycznej. Zazwyczaj w systemach DN dla logiki
pierwszego rzedu z identycznos$cia uzywa si¢ przynajmniej aksjomatu wyrazajacego
zwrotno$¢ identycznoS$ci, poniewaz jest to najprostsze rozwiazanie, a prostotg syste-
mu traktuje si¢ czgsto jako wazna wiasno$¢ DN. Rowniez definiowanie regut jako
regul wprowadzania i eliminacji stalych logicznych, cho¢ niekonieczne, jest dos¢
charakterystycznym wyréznikiem DN; o wadze tej cechy powiemy wigcej w konco-
wej czesei artykutu.

Punkt trzeci jest blisko zwiazany z pierwszym w tym sensie, ze formalne ujgcie
tradycyjnych technik dowodzenia warunkowego, nie wprost i przez przypadki wigze
si¢ z wprowadzaniem i eliminacja zalozen (poddowodéw). Ponadto, wyklucza on poza
zakres DN wiele innych rodzajow formalizacji, takich jak rachunki sekwentowe czy
tablicowe, poniewaz oparte sa one na zastosowaniu jednej formy dowodu. Ta swo-
boda w konstrukcji dowodu jest, w naszym przekonaniu, najistotniejsza cecha DN.

Ogodlna charakterystyka DN ograniczona do spetniania tych trzech kryteriow jest
na tyle pojemna, ze pokrywa mnogo$¢ systemow na pozér bardzo rézniacych sig
w takich szczegotach, jak format dowodu (ciag, drzewo itp.), rodzaj obiektow (struktur
danych), z ktorych buduje si¢ dowody (formuty, sekwenty, zbiory formut itp.), czy
graficzne $rodki wykorzystywane do reprezentacji hierarchii poddowodow (prefiksy,
linie, prostokaty itp.).

3. JASKOWSKI I GENTZEN: PODOBIENSTWA

Poréwnanie propozycji Jaskowskiego i Gentzena pokazuje istotne podobienstwo
charakteru regul systemu oraz istotna réznicg w definicji dowodu.

Zarowno Jaskowski, jak i Gentzen wykorzystuja dwa rodzaje regut — reguly infe-
rencji oraz reguly konstrukcji dowodu. Reguty inferencji stuza przeksztatcaniu jed-
nych formut (przestanek) w drugie (wnioski) i mozna je wygodnie reprezentowac jako
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sekwenty o postaci: X - A, gdzie X jest skonczonym zbiorem przestanek, a A wnio-
skiem. Oto lista regut inferencji systemu Gentzena dla logiki intuicjonistyczne;j:

(E)A, A+-O oraz O-A

(CE) AB+A oraz ACB+~B

(OD) A, B+ AB

(-E)A-B,A+B

(OD) A+ AB oraz B+ AIB

(0E) OxA = A(x/t)

(D) A(x/t) - kKA

gdzie A(x/t) to rezultat poprawnego podstawienia termu t za zmienna wolna X.

Reguty konstrukcji dowodu pozwalaja na wprowadzanie zatozen i charaktery-
zuja warunki, ktore musza by¢ spetnione, aby czeéci dowodu zalezne od dodatko-
wych zalozen (dowody podporzadkowane) mogly by¢ zamknigte. Sa to w istocie
metareguly postaci: jezeli Xy - Ay, ..., X, - A, to Y -+ B, gdzie ciag dowodow X,
Ay, ..., X, F A, odpowiada dowodom podporzadkowanym, a Y - B dowodowi nad-
rzgdnemu, ktory otrzymujmy w wyniku zastosowania odpowiedniej reguty konstruk-
cji dowodu.

W systemie Gentzena dla logiki intuicjonistycznej mamy nastgpujace reguly:

(D) Jezeli X, A+, to X A

(-D)JezeliX, A-B,to X-A-B

(CE) Jezeli X, AFBiY,CFB,toX,Y,AOC+B
(OD) Jezeli X - A(x/a), to X + UxA

(CE) Jezeli X, A(x/a) B, to X, [(XKA+-B

gdzie a jest zmienng wolna niewystepujaca w X i w B.

Aby scharakteryzowac logik¢ klasyczna, Gentzen dodaje jako aksjomat prawo
wylaczonego $rodka lub regule inferencji [ A + A. Charakterystycznym rozwiaza-
niem wprowadzonym przez Gentzena i akceptowanym w ogromnej liczbie systemow
DN jest podziat regut na reguty eliminacji i dotaczania; o jego teoretycznym znacze-
niu powiemy w dwoch ostatnich paragrafach. Jaskowski uzywa jezyka implikacyjno-
negacyjnego i jedynie kwantyfikatora ogdlnego, chociaz w dodatkowej uwadze po-
daje rowniez reguty dla koniunkcji — takie same jak u Gentzena, co wskazywatoby,
ze idea uzywania par regul dotaczania i eliminacji dla kazdej stalej nie byta mu obca.
Na poziomie zdaniowym charakteryzuje implikacje takimi samymi regutami jak
Gentzen, natomiast dla uzyskania logiki klasycznej wprowadza mocna regute dowo-
du nie wprost:

(CE) Jezeli X, A+ [, to X - A

Reguty Jaskowskiego dla 0 sa innego rodzaju, poniewaz charakteryzuja logike
pierwszego rzgdu stabsza od klasycznej, tzw. logike inkluzywna.
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4. JASKOWSKI I GENTZEN: ROZNICE

Najpowazniejsza roznica migdzy systemami Gentzena i Jaskowskiego dotyczyta
sposobu reprezentacji dowodu. Gentzen zapisywat dowody w postaci drzew (D-do-
wody), Jaskowski natomiast jako ciagi formut (L-dowody). Zapoczatkowali w ten
sposob dwa istotnie rozniace si¢ od siebie typy DN.

W D-dowodach korzeniem drzewa jest dowodzona teza, liscie to zatozenia, na-
tomiast pozostate wezly drzewa zawieraja formuly wydedukowane za pomoca regut
systemu. Drzewo stanowi idealng reprezentacj¢ gotowego dowodu, dobrze ukazujaca
dedukcyjne zaleznosci migdzy formutami. Jezeli rozpatrujemy jednak DN jako sys-
tem praktycznego poszukiwania dowodu, to taka forma reprezentacji jest niewygod-
na. W szczegblnosci czesto jesteSmy zmuszeni do powtarzania identycznych albo
bardzo podobnych cz¢$ci dowodu, poniewaz w D-dowodach inferencje sa wykony-
wane na konkretnych wystapieniach formut; np. jezeli ACB jest zatozeniem, z ktore-
go mamy wydedukowa¢ zaréwno A, jak i B, to odpowiednia gataz dowodu zaczy-
najaca si¢ od A[B musi by¢ zastosowana przynajmniej dwukrotnie. Gentzen byt
swiadom tych trudnosci, lecz taka reprezentacja dowodu byla uzyteczna w jego teo-
retycznych rozwazaniach. Dlatego tez D-dowody sa nadal z powodzeniem wykorzy-
stywane w badaniach teoriodowodowych z uzyciem DN (por. np. Prawitz 1965, Negri,
von Plato 2001).

System Jaskowskiego byt natomiast od poczatku pomyslany jako praktyczne na-
rzgdzie przeprowadzania dowoddow, dlatego tez linearna reprezentacja dowodu byta
naturalnym rozwigzaniem. W L-dowodzie inferencje sa przeprowadzane przy wyko-
rzystaniu formul, a nie ich konkretnych wystapien: aby wydedukowa¢ A i B z A[B,
wystarczy tylko raz tg¢ ostatnia wprowadzi¢ jako zalozenie. Oczywiscie, za to
uproszczenie trzeba zaplaci¢ pewna ceng. Jezeli stosujemy regute konstrukcji dowo-
du, np. (- D), musimy explicite zaznaczy¢, ze dowod podporzadkowany oparty na
dodatkowym zatozeniu jest zamknigty: zadna formuta, ktéora w nim si¢ pojawita, nie
moze by¢ dalej uzywana w dowodzie (nadrzgdnym). W D-dowodzie sprawa jest pro-
sta, poniewaz aby uzy¢ formuly jako przestanki do zastosowania reguly, musimy ja
(i cate drzewo dowodowe, ktore do niej prowadzilo) umiesci¢ bezposrednio nad
wnioskiem. W L-dowodzie musimy uzy¢ dodatkowych technik, aby wykluczy¢ z dal-
szego uzycia zawarto$¢ zamknigtych poddowodow. Jaskowski wprowadzit dwa roz-
wiazania tego problemu: graficzne i z uzyciem tzw. prefiksow. W pierwszym z nich
dowod podporzadkowany po jego zakonczeniu (tzn. zastosowaniu ktorej$ z regut
konstrukcji dowodu) zamykany byt w prostokacie i odtad nie mozna bylo juz dalej
uzywaé znajdujacych si¢ w nim formut. W drugim rozwiazaniu formuty w dowodzie
poprzedzone byty prefiksami w postaci skonczonych ciagow liczb naturalnych;
wprowadzenie nowego zatozenia zwigzane bylo z dotaczeniem kolejnej liczby do
prefiksu, a zastosowanie reguly konstrukcji dowodu ze skasowaniem ostatniej liczby
w prefiksie. Setki podrecznikow logiki stosuja do dzi§ warianty tych rozwiazan, np.
prostokaty (Kalish, Montague 1964), pionowe linie (Fitch 1952), prefiksy (Stupecki,
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Borkowski 1958). Zazwyczaj systemy tego typu okre§lane sa mianem DN w stylu
Fitcha, cho¢ wtasciwsze byloby okreslenie w stylu Jaskowskiego.

L-dowody w systemach w stylu Jaskowskiego nie sa linearne w $cistym tego
stowa znaczeniu; dowody te sa raczej hierarchicznie uporzadkowanymi strukturami,
w ktorych poddowody zawieraja si¢ w dowodzie nadrzgdnym, ale same tez moga
zawiera¢ poddowody.

5. SYSTEMY SEKWENTOWE DN

Trzeba podkresli¢, ze wigkszo$¢ uzywanych dzi§ systemow DN nasladuje roz-
wiazania Jaskowskiego i Gentzena, totez mozna je okresli¢ jako tzw. F-systemy,
czyli systemy, w ktorych formuly sa podstawowymi jednostkami budowy dowodow.
Nie wszystkie systemy DN sa jednak F-systemami. Gentzen (1936) wprowadzit
jeszcze inng form¢ DN, ktdra moze by¢ postrzegana jako forma kompromisu migdzy
jego systemem DN a rachunkiem sekwentéow z (Gentzen 1934-1935). Jednostkami,
na ktorych zdefiniowane sa reguty inferencji, nie sa w niej formutly, lecz sekwenty,
totez stosujace ja systemy mozna nazwac¢ S-systemami DN (systemami sekwento-
wymi DN). W takim systemie np. obie reguly dla koniunkcji przybieraja nast¢pujacy
ksztalt:

(CE’) Jezeli X - ADB, to X + A oraz Jezeli X - AB, to X - B
(D) Jezeli X - AiY B, to X, Y FALB
gdzie X, Y sa po prostu zbiorami (u Gentzena ciagami) aktywnych zatozen.

Podane przyktady regut pokazuja, ze w kontekscie S-systemow roznica migdzy
regutami inferencji i konstrukcji dowodu przestaje istnie¢, poniewaz sprowadza si¢
do tego, ze w regutach inferencji wszystkie operacje sa przeprowadzone na nastgpni-
kach sekwentow, a w wypadku regut konstrukcji dowodu wystepuja tez pewne ope-
racje (mianowicie odejmowanie formul) na poprzednikach. Odréznia to S-system
DN Gentzena od jego rachunku sekwentéw, w ktorym mamy reguty wprowadzania
statych réwniez do poprzednika, tzn. zamiast regut eliminacji, takich jak (CE’),
przyjmujemy:

(DO) Jezeli X, A,B-C, to X, AB+C

Pozniej pojawily si¢ S-systemy DN, w ktorych takie reguty tez byly dopuszczone
(np. Hermes 1963). Podobne systemy zapewniaja wigksza elastyczno$¢ konstrukcji
dowodow niz oryginalny S-system Gentzena. Jezeli jednak zachowamy ograniczenie
regut do tych, ktore dziataja zasadniczo tylko na nastgpnikach, to mozemy uzyskaé
daleko idace uproszczenie, spopularyzowane przez Suppesa (1957). Jego DN wydaje
si¢ pozornie F-systemem, poniewaz formuly w poprzednikach sekwentow sa zasta-
pione przez numery wierszy, w ktorych po raz pierwszy pojawily si¢ odpowiednie
zatozenia. Unikamy w ten sposob konieczno$ci mozolnego przepisywania wszyst-
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kich zatozen, na ktorych oparta jest formuta z nastgpnika. S-systemy w takiej postaci
dla logiki klasycznej spopularyzowatl Lemmon (1965). Rowniez systemy DN dla lo-
gik implikacji relewantnej (Anderson, Belnap 1975) stosuja takie (ukryte) sekwenty.

We wszystkich wspomnianych wyzej S-systemach jedyne sekwenty, ktére moga
rozpocza¢ dowdd, maja postaé A - A lub X + A, gdzie A nalezy do X. Odpowiadaja
one operacji wprowadzania zalozen w F-systemach. Zamiast odpowiednich regut
mozliwe jest jednak réwniez wprowadzenie do S-systemoéw sekwentéw o innej po-
staci, np. zamiast regut (CE”) i ([ID”) mozemy do charakteryzacji koniunkcji uzy¢
sekwentéw ([CIE) i (D). Roznica wzgledem F-systemoéw polega na sposobie ich za-
stosowania. W F-systemie z pomoca ([IE) wyprowadzamy z koniunkcji, ktoéra wy-
stepuje jako samodzielny element dowodu, jeden z jej sktadnikéw. W S-systemie zas
caly sekwent reprezentujacy tg regule inferencji moze by¢ wprowadzony do dowodu
jako jego niezalezny element. Systemy tego typu mozna znalezé np. w (Suszko
1948), (Rieger 1967) i (Hasenjaeger 1962).

Zauwazmy tez, ze stosowanie rozroznienia mi¢dzy L- i D-dowodami w odnie-
sieniu do S-systemow nie ma znaczenia. Wprawdzie S-system Gentzena wykorzy-
stywal drzewa, ale uzycie L-dowodéw w tym wypadku nie wymaga stosowania zad-
nych dodatkowych §rodkow dla zaznaczenia aktualnej zaleznosci od takich czy in-
nych zalozen, poniewaz kazda formuta ma zapis wszystkich zalozen w poprzedniku
sekwentu, ktorego jest nastgpnikiem. S-system z linearnymi dowodami jest zatem
linearny w sensie $cistym, nie jest bowiem podzielony na poddowody. Oczywiscie,
inne formy reprezentacji dowodu, jak np. sieci dowodowe Girarda (1987), moga by¢
tez brane pod uwagg.

Wreszcie, oprocz F- 1 S-systemow pojawily si¢ tez, zwlaszcza dla potrzeb for-
malizacji rozmaitych logik nieklasycznych, inne warianty DN, w ktorych reguty zde-
finiowane s3 na innego rodzaju obiektach niz formuly czy sekwenty, np. systemy
etykietowane lub systemy uzywajace zbiorow formut (zob. Indrzejczak 2010).

6. NORMALIZACJA I ANALITYCZNOSC

Praca Gentzena lezy rdwniez u podstaw nowoczesnej teorii dowodu, ktora bada
strukturalne wtlasnosci dowodéw. Prawitz (1971), rozwijajac intuicje Gentzena,
okreslit ja mianem ogdlnej teorii dowodu, lecz obecnie zyskuje popularnos¢ okresle-
nie ,,strukturalna teoria dowodu” (Negri, von Plato 2001).

Podstawowym wynikiem dla systeméw DN uzyskiwanym w ramach tej teorii sa
twierdzenia o normalizacji dowodow. Intuicyjnie rzecz ujmujac, dowodd powinien
by¢ mozliwie najekonomiczniejszy w tym sensie, ze powinno si¢ unika¢ w nim
zbednych z punktu widzenia jego celu krokéw inferencyjnych. Dowody takie sa
analityczne w tym sensie, ze jak to wyrazit Gentzen: ,,zadne pojgcie nie pojawia si¢
w dowodzie poza tymi, ktore sg zawarte w koncowym rezultacie, a ich uzycie byto
w zwiazku z tym istotne dla osiagnigcia tego rezultatu” (Gentzen 1934-1935, 1969:
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289). Innymi stowy, dowody normalne spetniaja pewna wersj¢ wtasnosci podformut,
w jednym ze znaczen tego stlowa. Przyktadowo dla pewnych systeméw DN ade-
kwatnych wzgledem zdaniowej logiki klasycznej lub intiucjonistycznej sprowadza
si¢ to do tego, ze w dowodzie normalnym X FA kazda formuta jest podformuta lub
negacja podformuty A lub jakiego$ elementu X°.

W systemie Gentzena uzyskanie tego efektu zwigzane jest z natozeniem warun-
kéw na kolejnos$é stosowania regut inferencji. Intuicyjnie rzecz ujmujac, najpierw
nalezy stosowac reguly eliminacji do zatozen dowodu, a nastgpnie reguly dotaczania
tak, aby wydedukowa¢ wniosek. Chodzi o uniknigcie w dowodzie takich sytuacji,
w ktorych najpierw dedukujemy formule z uzyciem reguty dotaczania dla statej c,
a nastgpnie uzywamy jej jako przestanki dla zastosowania reguly eliminacji dla c.
Np. najpierw z A i B dedukujemy A[B, a nastgpnie z A[IB ponownie dedukujemy
A. Takie nastgpstwo krokow inferencyjnych, chociaz dopuszczalne i poprawne,
z pewnoscia wprowadza do dowodu zbedne elementy i zwigksza jego zlozonos$é.
Oczywiscie, ten prosty przepis komplikuje si¢ ze wzgledu na korzystanie z regut
konstrukcji dowodu (zwlaszcza nie wprost). W przypadku systemu bez negacji, np.
z i - jako jedynymi stalymi, dowod w postaci normalnej mozna zdefiniowac jako
taki, w ktorym Zadna formuta nie jest tzw. formuta maksymalna, czyli zarazem wnio-
skiem z reguly dotaczania i przestanka reguly eliminacji dla tej samej statej.

Dowody twierdzen o normalizacji sa do$¢ skomplikowane. Pokazuja, jak z do-
wolnego dowodu za pomoca szeregu transformacji dokona¢ systematycznej elimina-
cji formut maksymalnych. Gentzenowi udato si¢ to przeprowadzi¢ jedynie dla logiki
intuicjonistycznej. Poniewaz nie byt w stanie skonstruowaé¢ dowodu analogicznego
rezultatu dla logiki klasycznej, zrezygnowat z zamieszczenia w (Gentzen 1934-1935)
nawet dowodu dla intuicjonizmu. Zamiast bezposredniego dowodu twierdzenia o nor-
malizacji dla DN dla obu logik Gentzen wykazal go droga posrednia. Skonstruowat
rachunek sekwentow, w ktérym odpowiednikiem dowodéw normalnych w DN sg do-
wody bez zastosowan reguly cigcia, i pokazat, ze kazdy dowdéd w DN mozna prze-
ksztalci¢ na dowod w tym rachunku. Nast¢pnie wykazat, ze kazdy dowdd w rachunku
sekwentéw mozna przeksztatci¢ na taki dowod, w ktoérym reguta cigcia nie wysteg-
puje (twierdzenie o eliminacji cigcia). Na koniec wykazat, ze kazdy dowod w rachunku
sekwentoéw bez uzycia cigcia mozna przeksztatci¢ na dowod normalny w DN.

W latach szescdziesiatych XX wieku bezposrednie dowody o normalizacji za-
prezentowali Raggio (1965) i Prawitz (1965), ten ostatni rowniez dla systeméw DN
adekwatnych wzgledem wielu logik nieklasycznych. Niemniej nawet w wypadku
logiki klasycznej wyniki te mozna bylo uzna¢ za niezadowalajace, poniewaz dowod
Prawitza jest przeprowadzony dla systemu DN z regutami dla [0, —, O i [J Biorac
pod uwage definiowalno$¢ pozostatych stalych, mozna to rozwiazanie zaakcepto-
wac, proby poszukiwania dowodu dla pelnego jezyka trwaty jednak dalej i zostaty

> W wypadku logik nieklasycznych, np. modalnych, definicja wlasnosci podformut czesto
przybiera bardziej skomplikowana postac.
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uwienczone sukcesem dopiero w pracach (Seldin 1989) i (Stalmarck 1991). Podob-
nie wygladala sytuacja w wypadku wielu logik nieklasycznych.

Procedury normalizacji proponowane w dowodach omawianych wyzej twier-
dzen, chociaz teoretycznie niezmiernie wazne, z praktycznego punktu widzenia
(problem poszukiwania dowodow) sa niezadowalajace. Pokazuja, jak gotowy dowod
przeksztatci¢ w dowdd normalny, nie pokazuja jednak, w jaki sposéb konstruowaé
dowod tak, aby od poczatku byt dowodem normalnym. Wyjatkowa propozycja sa
tutaj badania Siega (Sieg, Byrnes 1998) nad programem CMU Proof Tutor, ktory
pomaga konstruowaé¢ dowody w postaci normalne;.

Nalezy tez podkresli¢, ze dowody normalne niekoniecznie sa dowodami najkrot-
szymi; na gruncie rachunkoéw sekwentowych bez reguly cigcia odnotowat ten feno-
men Boolos (1984), ale znajduje on naturalne przetozenie na grunt DN. Poszukiwa-
nie systemow dajacych , krotkie” dowody, nawet kosztem skomplikowania procedu-
ry ich poszukiwania, doprowadzito do powstania systemow taczacych wtasnosci DN
i systemow tablicowych, takich jak KE Mondadoriego (por. D’Agostino 1999). Wy-
daje sig, ze najwazniejsza wlasnoscia ,,dobrego” systemu DN jest to, aby zachowat
jaka$ forme wlasnosci podformut; normalizacja jest zazwyczaj warunkiem wystar-
czajacym, ale nie jest konieczna do otrzymania systemu analitycznego w tym sensie
(por. Indrzejczak 2010).

7. FILOZOFIA ZNACZENIA

Rozroznienie migdzy regutami dotaczania i eliminacji dla kazdej stalej logicznej,
wprowadzone przez Gentzena, miato shuzy¢ nie tylko nadaniu systemowi eleganc-
kiego wygladu, lecz takze realizowaniu pewnych glgbszych intuicji filozoficznych.
Jezeli reguly takie rzeczywiScie sa intuicyjne i wystarczajace dla petnego scharakte-
ryzowania danej stalej, to naturalne wydaje si¢ przypuszczenie, ze wyrazaja one nasz
sposob rozumienia tej stalej. Ponadto ze wzgledu na zwiazek regul z praktyka
(w tym wypadku dowodzenia) mozna powiazac taki sposob ich postrzegania z bar-
dziej fundamentalnym programem semantycznym, wywodzacym si¢ od Wittgensteina,
w ktérym znaczenie wyrazen sprowadza si¢ do sposobu ich uzycia. W szczego6lnosci,
jak glosi inferencjalizm (Brandom 2000), znaczenie stalych logicznych jest zdefi-
niowane przez reguly dedukcyjne kierujace ich uzyciem. Teorie tego typu sa rowniez
mocno powigzane ze stanowiskiem antyrealistycznym w teorii znaczenia, poniewaz
obicktywne pojgcie prawdy jest tutaj zastgpowane pojeciem dowodu (Dummett
1991). Obecnie rézne podej$cia tego typu okresla si¢ zbiorczo mianem semantyki
teoriodowodowe;j.

Chociaz sam termin ,,semantyka teoriodowodowa” pojawit si¢ stosunkowo p6z-
no (Schroeder-Heister 1991), to zrédel tego podejScia mozna poszukiwaé juz
u Gentzena (1934). Sam Gentzen faworyzowat reguly dotaczania, ktore w jego prze-
konaniu byty rodzajem definicji statych logicznych. Reguly eliminacji byly jedynie
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konsekwencjami tych definicji, w tym sensie, ze ich zastosowanie jest niejako od-
wroceniem (inwersja) regul dotaczania. Nie chodzi tutaj o to, ze reguly eliminacji
dadza si¢ wyprowadzi¢ w sensie dedukowalno$ci z regut dotaczania, ale ze te ostat-
nie dostarczaja im w jakims sensie uzasadnienia. Intuicje Gentzena zostaty technicz-
nie sprecyzowane przez Prawitza (1965) w pojeciu zasady inwersji, ktora glosi, ze
jezeli w wyniku zastosowania reguly eliminacji r otrzymamy A, to dowody spetnia-
jace warunki wystarczajace do dedukcji przestanek r juz zawieraja dedukcje A. Za-
tem mozna bezposrednio otrzyma¢ A na podstawie tych dowodow bez udziatu r. Te
wystarczajace warunki dowodu przestanek sa oczywiscie podane przez reguly dota-
czania. Innymi stowy, dowod konkluzji zastosowania reguly eliminacji r dla statej ¢
moze by¢ otrzymany bez jej zastosowania, jesli przestanka r zostala wydedukowana
za pomoca reguly dotaczania dla c. Przyktadowo, jezeli B zostalo wydedukowane za
pomoca (-E) z A-B i A, ale A-B otrzymaliSmy przez zastosowanie (- D), to
wczesnie] B bylo juz wydedukowane z zatozenia dodatkowego A, zatem mozna
z dowodu pozby¢ si¢ zarowno dedukcji A, jak i koncowego zastosowania (- E).
Nietrudno zauwazy¢ zwiazek zasady inwersji z omawianymi wyzej dowodami twier-
dzen o normalizacji; zasada inwersji uzasadnia kroki redukcyjne stuzace do elimina-
cji formut maksymalnych.

Nie wszyscy autorzy rozwijajacy jakie$ wersje semantyki teoriodowodowej na-
sladowali Gentzena w jego konkretnych rozwiazaniach. Np. Popper (1947) jako
pierwszy probowat skonstruowaé systemy dedukcji, ktorych reguly tacznie dawaty
definicj¢ znaczenia statych logicznych. Dla odmiany w niektorych podejéciach (np.
Dummett 1991: rozdz. 13) lub pozniejszych pracach Prawitza (np. 1971) za podsta-
wowe sposoby definiowania statych traktuje si¢ reguty eliminacji.

Bez wzgledu na to, ktdre rodzaje regut uznamy za najwazniejsze dla wyrazenia
znaczenia statych logicznych, musimy zaznaczy¢, ze nie kazdy zestaw regut nadaje
sig, zeby potraktowac go jako forme definicji stalej logicznej. Na problem ten jako
pierwszy zwrocit uwagg Prior (1960), przytaczajac stynny przyktad spojnika ,,tonk”.
Przede wszystkim reguty takie musza spetnia¢ wlasno$¢ separacji, tzn. w schematach
regut wystepuje tylko dana stata logiczna. Spehienie tego warunku jednak nie wy-
starczy. Priorowski ,,tonk” scharakteryzowany jest za pomoca reguly dotaczania dla
alternatywy oraz eliminacji dla koniunkcji, zatem speinia warunek separacji. Jednak
uzycie tych regut prowadzi do dedukcji dowolnej formuty B z dowolnej formuty A
(z A dedukujemy A tonk B, z ktérego dedukujemy B).

Przyktad podany przez Priora nie zniechgcit zwolennikow semantyki teoriodo-
wodowej, ale pokazal, ze nalezy starannie okresli¢ warunki poprawnosci dla regut,
ktore maja aspirowac¢ do miana definicji statych logicznych. Jedna z pierwszych od-
powiedzi na problem Priora pochodzi od Belnapa (1962), ktory zwrdcit uwagg, ze
reguly musza by¢, podobnie jak definicje, nietworcze w tym sensie, ze ich dotacze-
nie do danego systemu daje jego konserwatywne poszerzenie. Innymi stowy, jezeli
jaka$ formuta nieposiadajaca nowej stalej nie byla teza, to nie powinna dac si¢ wy-
dedukowaé¢ z pomoca nowych regut. Reguly dla ,tonk” w oczywisty sposdb nie
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spetniaja tego warunku. Rozwiazanie Belnapa okazalo si¢ wprawdzie niewystarcza-
jace, lecz otworzyto droge do dalszych poszukiwan. Wspodtczes$nie czgsto stosuje sig
okre§lenie ,,harmonia (teoriodowodowa)”® w odniesieniu do warunkéw, ktore po-
winny spetnia¢ poprawnie skonstruowane reguly. Niestety termin ten bywa definio-
wany w rézny i nie zawsze precyzyjny sposob.

ZAKONCZENIE

Trudno w krétkim szkicu wyczerpujaco omowié bogata problematyke, ktora roz-
wingta si¢ po publikacji przetomowych prac Jaskowskiego i Gentzena. Omawiajac
problematyke teoretyczna, nalezaloby wskaza¢ na powiazania teorii dowodéw DN
z rachunkiem lambda za pomoca tzw. izomorfizmu Curry’ego—Howarda. Z kolei
praktyczne zastosowania DN doprowadzity do skonstruowania wielu programoéw
automatycznego dowodzenia (tzw. provery) i wspierajacych w poszukiwaniu dowo-
du (typu checker lub proof assistant), ktére znakomicie sprawdzaja si¢ jako pomoc
dydaktyczna w nauczaniu logiki. Wspomnie¢ tu mozna chociazby o rodzimym pro-
gramie MIZAR stworzonym przez Andrzeja Trybulca, cieszacym si¢ duzym uzna-
niem w Srodowisku migdzynarodowym. Dokladniejsze omoéwienie problematyki DN
znalez¢ mozna m.in. w (Pelletier, Hazen 2013) oraz (Indrzejczak 2010). Podsumo-
wujac, w wielkim uproszczeniu mozemy powiedzie¢, ze praca Jaskowskiego wy-
warta ogromny wplyw na rozwoj praktycznie stosowanych systemoéw DN, natomiast
praca Gentzena przede wszystkim na rozwoj badan teoretycznych z zakresu nowo-
czesnej teorii dowodu.
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