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1. Wprowadzenie

W literaturze popularnonaukowej, a takze w wielu artykutach filozoficznych, roi si¢
od nonsenséw na temat poczatkowej osobliwosci w dziejach wszech§wiata. Czeg$é tych
nonsenséw wynika z nazbyt czgstego podporzadkowywania naukowej $cistosci celom
popularyzacji, cz¢§¢ natomiast po prostu z ignorancji. Najczestszym bledem jest utoz-
samianie poczatkowej osobliwosci z «punktem», od ktérego rozpoczely si¢ dzieje
wszech§wiata, lub z «zerowa objetoscia czasoprzestrzeni», dajaca poczatek kosmicznej
ekspansji. Niekiedy réwniez poczatkowa osobliwo$¢ utozsamia sie z Wielkim Wybu-
chem. Tymczasem poczatkowa osobliwo$¢ nie jest ani punktem, ani czgécia (choéby o
«zerowych rozmiarach») czasoprzestrzeni, ani Wielkim Wybuchem (chociaz przy pew-
nych zastrzezeniach Wielki Wybuch mozna traktowaé jako specjalny typ osobliwosci).
Zagadnienie zdefiniowania osobliwosci (nie tylko poczatkowej) jest trudnym proble-
mem z pogranicza nowoczesnej geometrii rézniczkowej i matematycznych metod fizy-
ki relatywistycznej. Zagadnieniu temu po§wigcitem oddzielng monograﬁg;I i nie jest
moim zamiarem powtarzanie zamieszczonych tam analiz. W niniejszym artykule
pragn¢ — oczywiScie w nawigzaniu do moich poprzednich rozwazan — krétko przed-
stawi¢ pewne aspekty najnowszych wynikéw osiagnigtych w tej dziedzinie juz po
napisaniu tamtej monografii. Wyniki te dotycza przede wszystkim $ciSle «technicznej»
strony zagadnienia: zastosowanie nowych metod matematycznych pozwolilo na
zupetnie odmienne podejscie do problematyki. Okazalo si¢ rowniez, ze podejscie to ma

! Osobliwy wszechswiat, PWN, Warszawa 1991.
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interesujacy aspekt metodologiczny, a osiagnigte rezultaty prowokuja do filozoficznych
refleksji.

2. Osobliwe brzegi czasoprzestrzeni

W og6lne;j teorii wzglednosci czasoprzestrzefi jest modelowana przez czterowymia-
rowa (odpowiednio gtadka) rozmaito$¢ rézniczkowa, na ktérej zdefiniowana jest (réw-
niez odpowiednio gladka) metryka Lorentza. Dzigki strukturze czterowymiarowej
rozmaito$ci rézniczkowej, zdarzenia w czasoprzestrzeni mozna identyfikowaé za po-
moca czwdrek liczb rzeczywistych, natomiast dzigki metryce Lorentza, kazda
czasorzestrzefi lokalnie posiada wlasnosci czasoprzestrzeni Minkowskiego, tzn. czaso-
przestrzeni szczeg6lnej teorii wzgle;dnoéci.2 Warto podkreslic, ze taki model czasoprze-
strzeni posiada bardzo dobre potwierdzenie empiryczne.

Obecny poglad na nature klasycznej osobliwosci (tzn. gdy nie bierze si¢ pod uwage
efektow zwiazanych z kwantowym charakterem pola grawitacyjnego) ustalil si¢ w
wyniku prac Penrose’a, Hawkinga, Geroch i innych, ktérych uwieficzeniem byto udo-
wodnienie znanych twierdze o wystgpowaniu osobliwosci w r6znych modelach kos-
mologicznych i astrofizycznych (w sytuacji kolapsu grawitacyjnego).3 Zgodnie z tym
paradygmatem osobliwo$¢ nie nalezy do czasoprzestrzeni, nie mozna jej wiec uwazaé
za zdarzenie (nawet za zdarzenie «wyjatkowe»), ktére datoby si¢ identyfikowaé za
pomoca jakiego$ ukiadu liczb. Standardowa procedura polega na tym, by za pomoca
zdarzefi, nalezacych do czasoprzestrzeni, zdefiniowaé osobliwo$¢, ktéra do czasoprze-
strzeni nie nalezy. W ten sposob zdefiniowana osobliwo$¢ nazywa si¢ punktem ideal-
nym czasoprzestrzeni. Punkty idealne (osobliwosci moze byé wigcej) tworzg osobliwy
brzeg czasoprzestrzeni. PodkreSlmy jeszcze raz — punkty idealne czasoprzestrzeni,
czyli punkty jej osobliwego brzegu, sa osiagalne z czasoprzestrzeni, ale same do czaso-
przestrzeni nie naleza.

Znanych jest kilka rownowaznych sobie konstrukcji, ktére prowadza do réznych
osobliwych brzegéw czasoprzestrzeni. Ta r6znorodno$é odzwierciedla niejednoznacz-
nosci, w jakie uwiklany jest problem zdefiniowania osobliwosci.

W praktyce najskuteczniejszy okazat si¢ tzw. geodezyjny (osobliwy) brzeg czaso-
preestrzeni, skrétowo zwany g-brzegiem. W czasoprzestrzeni istniejg krzywe, ktére
reprezentuja ruch fotonéw (geodetyki zerowe), i krzywe, ktére reprezentujg swobodny
spadek czastek obdarzonych masa (geodetyki czasopodobne). Jezeli ktéras z takich
krzywych urywa si¢ (nie moze by¢ dalej przedluzana), to znaczy, ze napotkata na
osobliwo$¢. Ale na osobliwosci moze urywac si¢ wigcej niz jedna krzywa (geodetyka) i
nie jest wcale rzecza oczywista, czy dwie urywajace si¢ krzywe napotkaly te samg

2po doktadne definicje tych pojec odsytam Czytelnika do odpowiedniej literatury. Zob. np.: W. Kopczynski,
A. Trautman, Czasoprzestrzen i grawitacja, PWN, Warszawa 1981.

3Klasycznz; monografia dotyczaca tych zagadnien jest ksigzka: S. W. Hawking, G. F.R. Ellis, The Large
Scale Structure of Space-Time, Cambridge University Press, Cambridge 1973.
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osobliwo$¢, czy dwie rézne osobliwosci. Podanie kryterium rozstrzygajacego te
kwesti¢ stanowito istotng czg$¢ definicji g-brzegu czasoprzestrzeni.

Definicja osobliwosci jako elementéw g-brzegu czasoprzestrzeni zostata wykorzy-
stana w dowodach twierdzefi o istnieniu osobliwosci; stad jej praktyczna popularnos¢.
Jednakze od samego poczatku zdawano sobie sprawe z pewnego rodzaju prowizorycz-
nosci tej definicji. Mowi si¢ w niej o urywaniu si¢ krzywych przedstawiajacych swo-
bodne spadki czastek obdarzonych masa i ruchy fotonéw, a z fizycznego punktu
widzenia nie mozna wykluczyé urywania si¢ krzywych przedstawiajacych masywne
czastki poruszajace si¢ z przyspieszeniami (byle tylko ograniczonymi). Jednakze
uwzglednienie takich krzywych w definicji brzegu osobliwego prowadzito do bardzo
powaznych trudnosci teoretycznych.

3. Brzeg Schmidta

Trudnosci te przezwycigzyl — jak si¢ wydawalo — Bernard Schmidt* w swojej
konstrukcji tzw. b-brzegu czasoprzestrzeni (b — od angielskiego wyrazu bundle). Kon-
strukcja ta od samego poczatku zostala uznana za bardzo elegancka i posiadajaca
glebokie znaczenie fizyczne. Przyjrzyjmy si¢ jej nieco doktadnie;.

Zwb6Emy uwage na fakt, ze podrecznikowy wyklad szczegdlnej teorii wzglednosci
nie zaczyna si¢ od skonstruowania geometrii czasoprzestrzeni, lecz od rozwazenia
inercjalnych uktadéw odniesienia poruszajacych si¢ wzgledem siebie, i przeksztalcen
Lorentza pomigdzy tymi ukladami. Jezeli mamy do czynienia z czasoprzestrzenia za-
krzywiona, to rozwazamy lokalne uktady odniesienia, tzw. repery. Reper sklada si¢ z
czterech liniowo niezaleznych (w szczegdlnoSci ortogonalnych) wektoréw i punktu
czasoprzestrzeni, w ktdrym te wektory sa zaczepione. Jezeli rozwazymy wszystkie
mozliwe repery zaczepione we wszystkich mozliwych punktach czasoprzestrzeni,
otrzymamy konstrukcje zwana wigzkq reperéw nad czasoprzestrzeniq.

Wiazce reperdw nad czasoprzestrzenia mozna nada¢ struktur¢ rozmaitosci. Punkt p
w tej rozmaito§ci jest opisywany 20-stoma wspOlrzgdnymi: 4 wspdirzedne — to
wspdtrzedne punktu zaczepienia, a pozostate 16 wspolrzednych — to 4 x 4 skladowe
wektordéw reperu. Punkt p mozna oczywiScie zrzutowa¢ na punkt zaczepienia x (por.
rys. 1).

Dla uproszczenia dalszych wywodéw wprowadZmy teraz oznaczenia. Niech M
bedzie czasoprzestrzenia, F(M) -— wiazka reper6w (czasem méwimy réwniez o prze-
strzeni wiqzki F(M)), a n: F(M) - M — wspomnianym wyzej rzutowaniem. Zbiér
wszystkich reperdw zaczepionych w punkcie x czasoprzestrzeni M nazywa si¢
,wléknem nad punktem x” (wldkno to mozna wigc zapisaé jako n'](x)). Od jednego
reperu, nalezacego do widkna, do drugiego reperu, nalezacego do tego samego widkna,

4, A New Definition of Singular Points in General Relativity”, General Relativity and Gravitation, 1, 1971,
269-280.
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przechodzi si¢ za pomoca przeksztalcenia Lorentza; grupg przeksztalcefi Lorentza
oznaczmy przez L. MOwimy, ze grupa Lorentza L dziata na wi6knach. Nazywamy ja
takze grupq strukturalng wiqzki reperow.

Widzimy wiec, ze wiazka reperéw nad czasoprzestrzenia jest bogata struktura —
bogata i umozliwiajaca ciekawe rozumowania (ktére oczywiscie zawsze mozna ubraé
w postaé¢ odpowiednich rachunkéw).

Wiekszo§¢ klopotéw ze zdefiniowaniem osobliwoS$ci wynika stad, Zze na czasoprze-
strzeni nie da si¢ w spos6b naturalny okresli¢ funkcji odlegtosci (metryka Lorentza nie
jest metryka w sensie topologicznym). Ale w czasoprzestrzeni jest zdefiniowane prze-
niesienie rownolegle wzdtuz krzywych. Wykorzystamy t¢ okolicznoéé, by zdefiniowaé
metryke w przestrzeni wiazki F(M).

Jezeli przeniesiemy réwnolegle reper wzdhuz dowolnej krzywej w czasoprzestrzeni,
to punkt odpowiadajacy temu reperowi w przestrzeni wiazki F(M) zakre§li pewna
krzywa w F(M); nazwijmy ja krzywq horyzontalng. Kat zawarty pomiedzy dowolnym
wiéknem wiazki, przecinajacym krzywa horyzontalna, a sama krzywa horyzontalna
mozemy, z definicji, uznaé¢ za kat prosty. Zabieg ten wyznacza pewna metryke w
przestrzeni wiazki F(M).5 Jest to metryka Riemanna (dodatnio okre§lona), czyli metry-
ka w sensie topologicznym, a wigc okre§la ona funkcj¢ odleglosci w F(M).

Dysponujac funkcja odleglo$ci, mozemy w F(M) konstruowaé ciagi Cauchy’ego,
tzn. takie ciagi, w ktérych odlegto§¢ pomigdzy kolejnymi sasiednimi wyrazami zdaza
do zera® Jezeli granica jakiego$ ciggu Cauchy’ego nie nalezy do przestrzeni wiazki
F(M), to mozna ja do F(M) dolaczy¢, czyli jezeli F(M) jest przestrzenia niezupeina, to
mozna ja uzupetnié. Uzupelniong przestrzei F(M) oznaczmy przez F(M). F(M) — F(M)
Jjest wigc brzegiem Cauchy’ego przestrzeni F(M).

Dziatanie grupy Lorentza w naturalny sposdb mozna rozciagnaé z F(M) na_m.
Jednakze szczeg6léw tego zabigu nie bedziemy tu przedstawiad.

Latwo si¢ przekonaé, ze jezeli utworzymy relacje ilorazowa F(M)/L, to b¢dzie ona
izomorficzna z czasoprzestrzenia M. Jezeli natomiast utworzymy relacj¢ ilorazowa
F(—AT)/L, to bedzie ona izomorficzna z czasoprzestrzenia M, do ktorej dotaczono pewien
brzeg. Brzeg ten nazywa si¢ b-brzegiem lub brzegiem Schmidta.”

Warto zwrdcié uwage na fakt, ze g-brzeg jest czeScia b-brzegu, a wigc definicja
Schmidta obejmuje osobliwo$ci rozumiane jako «kofice» czasopodobnych i zerowych

SNie jest to jednoznaczny przepis na wprowadzenie metyki w F(M). Mozna wszakze pokaza¢, ze dalsza
konstrukcja nie zalezy od konkretnej definicji tego typu metryki w F(M). Szczegbty — por. w cytowanej pracy
Schmidta (1971).

6Uwaga\! Nie jest to §cista definicja ciagu Cauchy’ego. Scista definicj¢ mozna znalezé w podrecznikach
topologii lub analizy matematyczne;j.

7Nale2y przy tym zalozy¢, ze czasoprzestrzen M jest nieprzediuzalna. Jest to szczegoét techniczny, ktory w
dalszych rozwazaniach nie bedzie odgrywat zadnej roli.
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geodetyk. Definicja ta obejmuje réwniez i inne sytuacje, ktore intuicja nakazuje uznaé
za osobliwe.

4. Patologie b-brzegu czasoprzestrzeni

Konstrukcja Schmidta zostata — wkrbétce po jej ogloszeniu drukiem — uznana za
najelegantsza i najogdlniejsza definicja osobliwosci. Miata ona wszakze jedna wade.
Policzenie b-brzegéw dla znanych rozwiazan réwnan Einsteina bylo tak trudne, ze
Schmidt w swojej oryginalnej pracy podat konstrukcj¢ b-brzegéw jedynie dla kilku
najprostszych, bardzo sztucznych czasoprzestrzeni, spetniajacych rolg testdw popraw-
nosci nowej definicji. Dopiero kilka lat pozniej Bosshard® i Johnson® zdotali policzy¢
pewne wilasno$ci b-brzegéw zamknietego modelu kosmologicznego Friedmana i czaso-
przestrzeni Schwarzschilda. Ich wyniki byty zaskakujace. Okazato si¢ mianowicie, ze
b-brzeg zamknig¢tego modelu kosmologicznego Friedmana sktada sig tylko z jednego
punktu. Jak wiadomo, model ten ma dwie osobliwosci: poczatkowa i koficowa. A wiec
utozsamiaja si¢ one, tworzac jeden punkt b-brzegu (rys. 2). Bosshard i Johnson wykaza-
li to, konstruujac krzywa w przestrzeni wiazki F(M), taczaca wi6kno nad poczatkows
osobliwoscia z widknem nad koficowa osobliwoscia, i dowodzac, ze dtugosc¢ tej krzy-
wej jest réwna zeru. A wigc obydwie osobliwosci s3 tym samym punktem b-brzegu.

Nie koniec na tym. We wszystkich czasoprzestrzeniach, rozwazanych w teorii
wzglednosci, obowiazuje tzw. aksjomat Hausdorffa, stwierdzajacy, ze kazde dwa pun-
kty czasoprzestrzeni maja roztaczne otoczenia. Johnson pokazal, ze aksjomat ten nie
“jest spetniony w wypadku zamknigtego modelu Friedmana i w wypadku czasoprzes-
trzeni Schwarzschilda. Jak wiadomo, oba te rozwiazania zajmuja wazng pozycje —
pierwsze w kosmologii relatywistycznej (jako model wszech§wiata), drugie w astrofi-
zyce relatywistycznej (jako model kolapsujacej gwiazdy). Niespetnienie aksjomatu
Hausdorffa w tych czasoprzestrzeniach znaczy, ze kazdy ich punkt jest, w pewnym
sensie, blisko osobliwosci. Jaskrawo sprzeciwia sig to naszej intuicji.

Te patologie — a stalo si¢ jasnym, ze podobnych patologii nalezy oczekiwaé w
wiely innych rozwiazaniach réwnaii Einsteina — odwrdcily uwage teoretykdw od
konstrukcji Schmidta. Prébowano jeszcze szukaé §rodkéw zaradczych; zaproponowano
kilka modyfikacji konstrukcji Schmidta; przedyskutowano to wszystko na specjalnie
zorganizowanym sympozjum'’, ale w nastepnych latach prace dotyczace b-brzegu
czasoprzestrzeni stopniowo zaczely znika¢ z czasopism naukowych.

8B. Bosshard, ,,On the b-Boundary of the Closed Friedman-Model”, Communications in Mathematical
Physics, 46, 1976, 263-268.

9R.A. Johnson, . The Bundle Boundary in Some Special Cases”, Journal of Mathematical Physics, 18, 1977,
898-902.

IOOdbylo si¢ ono w Waterloo, w Kanadzie. Wygtoszone na sympozjum referaty zostaty opublikowane w
sierpniowym numerze czasopisma General Relativity and Gravitation z roku 1979, 10.
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5. Przestrzenie ustrukturalizowane

W niektérych publikacjach z tego okresu dawalo si¢ wyczué jakby nutg zalu, ze
konstrukcja tak elegancka i tak pasujaca do ogdlnej teorii wzglednosci (wszystko
«dzialo sig» w przestrzeni lokalnych ukladéw odniesienia, reperéw), zawiodta oczeki-
wania. Od poczatku jednak wiadomym bylo (przynajmniej dobrze znajacym geometri¢
rézniczkowy), ze na eleganckiej konstrukcji Schmidta jest powazna skaza. I czasoprze-
strzenie, i wigzki reperdw nad nimi, naleza do kategorii gtadkich rozmaitosci (Scislej: i
czasoprzestrzenie, i wigzki reperéw nad nimi, sa obiektami tej kategorii). Tymczasem
osobliwo$ci tamig struktur¢ rozmaito§ci. Mimo to Schmidt usitowat wttoczy¢ je do
kategorii, do ktdrych one z natury nie naleza. Wyniki uzyskane przez Bossharda i
Johnsona pokazaly, ze zabieg ten si¢ nie udal. Nasuwa si¢ przypuszczenie, ze aby
uratowac konstukcje Schmidta, trzeba od poczatku rozwazaé jg w kategorii szerszej niz
kategoria gtadkich rozmaitosci. _

W fizyce teoretycznej od dluzszego czasu daje si¢ odczué potrzebe wyjscia poza
gladkie rozmaitosci. Proby kwantowania pola grawitacyjnego w wielu swoich wersjach
s probami kwantowania czasoprzestrzeni, a trudno si¢ spodziewaé, by konsekwentnie
skwantowana czasoprzestrzein zachowata strukture gtadkiej rozmaitosci.

Jedna z préb wyjscia poza zbyt ciasny paradygmat gladkich rozmaitosci jest teoria.
przestrzeni ustrukturalizowanych, zaproponowana przez W. Sasina i autora niniejszych
stow.!! Teoria ta wyrosta z wczesniejszych prob uogodlnienia pojecia rozmaitosci do
tzw. przestrzeni r(')Zniczkowych.12 Idea przestrzeni rozniczkowych wywodzi si¢ z
nastgpujacego faktu.

Wiadomo, ze cata informacja o strukturze gtadkiej rozmaito$ci miesci si¢ w zbiorze
wszystkich gladkich funkcji (rzeczywistych) zdefiniowanych na tej rozmaitosci.
Gladka rozmaito$¢ mozna wrecz zdefiniowaé za pomoca z gory zadanej rodziny funkcji
C na danym zbiorze M, spelniajacej pewne warunki."? Okazuje sig, ze jezeli sposrod
tych warunkéw odrzuci¢ jeden (postulujacy lokalny dyfeomorfizm z R"), pozostaje
bogata struktura, na ktérej ciagle jeszcze mozna uprawiaé geometri¢ rézniczkows.
Strukture te nazwano przestrzeniq rézniczkowq. Przestrzen rozniczkowg mozna wiec
zdefiniowa¢ jako parg (M,C), gdzie M jest niepustym zbiorem, a C rodzina rzeczywis-
tych funkcji zdefiniowanych na M, spetniajacych odpowiednie postulaty (postulaty te
gwarantuja, ze rodzina C jest algebra liniowa; jezeli do tych postulatow dodac postulat

1T M. Heller, W. Sasin, ,.,The Structure of the b-Completion of Space-Time”, General Relativity and
Gravitation, 26, 1994, 797-811.

12por. R. Sikorski, Wstep do geometrii rézniczkowej, PWN, Warszawa 1972. Przeglad roznych teorii
przestrzeni rézniczkowych i ich pordbwnanie mozna znalezé w: M. Heller, P. Multarzynski, W. Sasin, Z.
Zekanowski, ,,On Some Generalizations of the Manifold Concept”, Acta Cosmologica, 18, 1992, 31-44.

l3Taka definicja rozmaitoSci postuzyli si¢ w swojej monografii R. Penrose i W. Rindler, Spinors and
Space-Time, tom |: Two-Spinor Calculus and Relativistic Fields, Cambridge University Press, Cambridge 1984,
ss. 179 1 nast.
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o istnieniu lokalnego dyfeomorfizmu pomigdzy M i R", to przestrzef rézniczkowa staje
sie gladka rozmaitoscia).

Wkrétce podjeto proby zastosowania przestrzeni rézniczkowych do fizyki relaty-
wistycznej , a w szczeg6lnoéci do zagadnienia osobliwosci w kosmologii i astrofizy-
ce. Koncepcja przetrzeni rézniczkowych ofiarowata zupelnie nowa mozliwosé
podejscia do zagadnienia osobliwosci. O ile w paradygmacie tradycyjnym osobliwosci
same do czasoprzestrzeni nie nalezg i mogg by¢ osiaganie jedynie z wnetrza czasoprze-
strzeni (por. wyzej § 2), o tyle przestrzei rézniczkowa w zasadzie modeluje
czasoprzestrzefi wraz z osobliwoSciami; osobliwosci s3 czgScia modelu czasoprzestrze-
ni. Blizsze badania wykazaty jednak, ze dotyczy to tylko osobliwosci stabszego typu.
Na przyklad osobliwosci krzywizny (ktére w kosmologii odgrywaja wazng rolg) nie
daja si¢ przedstawié jako czgSci czasoprzestrzeni modelowanej przez przestrzef rézni-
czkowa. Powstata wigc konieczno$¢ uogélnienia przestrzeni rézniczkowej. W odpowie-
dzi na t¢ konieczno$¢ powstata koncepcja przestrzeni ustrukturalizowanych.

Przejscie od przestrzeni rézniczkowych do przestrzeni ustrukturalizowanych polega
na tym, ze zamiast rodziny C funkcji (spetniajacych odpowiednie postulaty) na zbiorze
M, rozwaza si¢ snop C rodzin funkgji (algebr funkcyjnych) na przestrzeni topologicznej
M, spelniajacy pewien dodatkowy postulat. Snop C nazywa sie strukturg rézniczkowq
przestrzeni ustrukturalizowanej. Przestrzed ustrukturalizowana oznacza si¢ przez
(M, C). Pojecie snopa jest znane od do§¢ dawna w matematyce (np. w geometrii alge-
braicznej). Mowi si¢ o snopie grup, pierScieni i innych struktur algebraicznych. Ko-
nieczno$¢ zastosowania snopéw pojawila si¢ juz w teorii przestrzeni roézniczkowych
przy prébie ich uogdlnienia na przypadek, gdy rodzina funkcji C sklada si¢ z analitycz-
nych funkcji zespolonych.]6

Pojecie przestrzeni ustrukturalizowanej jest znacznie ogélniejsze od pojecia prze-
strzeni rézniczkowej. Aksjomaty, jakie musi spetnia¢ kazdy snop, gwarantuja, ze gdy
rozwazamy coraz mniejsze otoczenie dowolnego punktu p nalezacego do przestrzeni
topologicznej M, wlasnosci struktury rézniczkowej C zostaja zachowane. Co wiecej,
wlasnoSci te zachowuja si¢ takze w granicy doktadnie nad punktem p (méwi si¢ wtedy
o Zdible snopa nad punktem p). I odwrotnie, ze struktury w matym otoczeniu punktu p
mozna 6dtworzyé struktur¢ na dowolnych zbiorach otwartych przestrzeni M. Dodatko-
wy aksjomat przestrzeni ustrukturalizowanych zapewnia mozliwo$¢ wykonywania wie-
lu operacji rdzniczkowych na tych przestrzeniach. W szczegdlnosci definiuje si¢

14por. np.: J. Gruszczak, M. Heller, P. Multarzyfiski, ,,A Generalization of Manifolds as Space-Time Models”,
Journal of Mathematical Physics, 29. 1988,2576-2580; M. Heller, ,.Geometry of Transition to Quantum Gravity
Regime”, Acta Physica Polonica, 24, 1933, 911-926.

15por. np.: W. Sasin, ,,Differential Spaces and Singularities in Differential Space-Times”, Demonstratio
Mathematica, 24, 1991, 601-634; J. Gruszczak, M. Heller, ,Differential Structure of Space-Time and Its
Prolongations to Singular Boundaries”, International Journal of Theoretical Physics, 32, 1993, 625-648.

16por. M. Heller, ~Algebraic Foundations of the Theory of Differential Spaces”, Demonstratio Mathematica,
24, 1991, 349-364.
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przestrzefi styczna do przestrzeni ustrukturalizowanej w dowolnym jej punkcie, pola
wektorowe, formy rézniczkowe, koneksje.

Gladkie rozmaito$ci sa szczegblnym przypadkiem przestrzeni rézniczkowych,_a
przestrzenie rézniczkowe sa szczegdlnym przypadkiem przestrzeni ustrukturalizowa-
nych. Okazuje si¢, ze przy pomocy tych ostatnich mozna modelowaé czasoprzestrzenie
z dowolnymi osobliwo$ciami."”

6. B-brzeg w kategorii przestrzeni ustrukturalizowanych

W kategorii przestrzeni ustrukturalizowanych mozna réwniez konstruowaé b-brzeg
dowolnej czasoprzestrzeni. Konstrukcja wyglada zupelnie analogicznie do oryginalne;j
konstrukcji zaproponowanej przez Schmidta, z tym jednak, ze metody przestrzeni
ustrukturalizowanych sg w t¢ konstrukcje «zainwestowane» od samego poczatku. Do-
wodzi si¢ takze, ze dowolna czasoprzestrzefi z b-brzegiem jest przestrzenia ustrukturali-
zowang.'®

A jak radza sobie metody przestrzeni ustrukturalizowanych z patologiami, jakie
pojawiaja si¢ w konstrukcji b-brzegu dla czasoprzestrzeni zamknigtego modelu Fried-
mana? Radzg sobie bardzo skutecznie, wyjasniajac zarazem zZrédto dotychczasowych
klopotow. ¥ Niech (M, C) bedzie przestrzenia ustrukturalizowana modelujaca czaso-
przestrzefi zamknigtego modelu Friedmana (bez osobliwosci, a wigc w istocie (M, €)
jest gladka rozmaito$cia). Czasoprzestrzeh (M, O nie ma zadnych patologii; jest
czasoprzestrzenia doskonale znang z kazdego elementarnego kursu kosmologii. Staraj-
my si¢ teraz uzupelnic t¢ czasoprzestrzen o jej b-brzeg, a wigc skonstruowac przestrzed
ustrukturalizowana (M, <), gdzie M=MuU b-brzeg, a C powstaje przez przedluzenie
struktury réniczkowej C na M. Z konstrukcja b-brzegu nie ma klopotéw; stosuje si¢ tu
takie same metody jak przy konstrukcji b-brzegu kazdej innej czasoprzestrzeni. Prob-
lem tkwi w przedluzeniu struktury rézniczkowej z M na M.

Struktura rézniczkowa C na M jest odpowiednio bogata: zawiera ona wszystkie
funkcje gladkie, jakie istnieja na czasoprzestrzeni zamknigtego modelu Friedmana.
Funkcji tych jest oczywiscie «bardzo duzo»; wsrdd nich istnieja takze funkcje stale.
Do$§¢ zmudnym rozumowaniem dowodzi si¢ , ze z M na M mozna przedtuzyé tylko
funkcje stale. Jest to wynik zaskakujacy: struktura rézniczkowa CnaM jest silnie
zdegenerowana!

Tym razem do$¢ tatwo udowodni¢ (jest to bowiem prosta konsekwencja powyzsze-
£0), ze jedynymi krzywymi w przestrzeni wiazki reperéw F(M), faczacymi wi6kno nad
poczatkowa osobliwoscia z wibknem nad koficowa osobliwoscia, sa krzywe o zerowej

17por. M. Heller, ,.Scheaves of Einstein Algebras”, w przygotowaniu.

1870stato to pokazane w pracy cytowanej w przypisie 11.

ngagadnienie to réwniez zostato rozwigzane w pracy cytowanej w przypisie 11.

20l’opciniamy tu pewng niedbato$¢ jezykowa, méwiac zamiennie o czasoprzestrzeni i jej modelu. Jest to
zwyczaj do§é powszechny wérdd fizykéw-teoretykow; na og6t nie prowadzi on do nieporozumiei.
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dlugoéci.21 Co wiecej, jezeli struktura rézniczkowa zawiera tylko funkcje stale, to
chociaz zbiér M z punktu widzenia teoriomnogos$ciowego sktada si¢ z wielu punktéw,
struktura rézniczkowa tych punktéw nie rozréznia (a zatem aksjomat Hausdorffa jest w
sposéb oczywisty niespetniony). R6zniczkowo mamy wigc do czynienia z przestrzenia
sktadajaca si¢ z jednego punktu. A co za tym idzie osobliwo$¢ poczatkowa i koficowa
sg dla struktury r6zniczkowej tym samym punktem.

A wiec jednak patologie czasoprzestrzeni zamknigtego modelu Friedmana z b-brze-
giem, odkryte przez Bossharda i Johnsona, pozostaja w mocy! Otéz w tym sek, Ze nie.
Metody snopéw pozwalajg rozwazaé strukturg rézniczkowa niekoniecznie nad cata
przestrzenig M (tzn. czasoprzestrzenig z osobliwoSciami), lecz takze nad dowolnym
podzbiorem otwartym U przestrzeni M. Poniewaz M jest podzbiorem otwartym w M,
ma sens struktura rézniczkowa C(M) nad czasoprzestrzenia (bez osobliwosci)
zamknigtego modelu Friedmana. Co wigcej, przestrzefi ustrukturalizowana (M, (M)
jest catkiem zwyczajng czasoprzestrzenig bez zadnych patologii.

Sytuacja jest zatem nastgpujaca. Jak dlugo pozostajemy wewnatrz czasoprzestrzeni,
wszystko jest w porzadku, zadne patologie nie wystgpuja, mamy do czynienia ze
zwykla czasoprzestrzenia zamknigtego modelu kosmologicznego Friedmana. Ale z
chwilg, gdy tylko usilujemy przedtuzy¢ jaka$ strukture (struktur¢ rézniczkowa, pole
wektorowe, krzywa, ...) z wnetrza czasoprzestrzeni na jej b-brzeg, aksjomat Hausdorffa
zostaje ztamany, a poczatkowa i koficowa osobliwo$¢ utozsamiaja sie.

Widzimy wigc, Ze jezeli rozwazac b-brzeg w kategorii przestrzeni ustrukturalizowa-
nych, to moze on by¢ traktowany jako dobra definicja osobliwosci. Konstrukcja
Schmidta zostaje wigc zrehabilitowana. Patologie odkryte przez Bossharda i Johnsona
nie kompromitujg jej, jak to miato miejsce w kategorii gtadkich rozmaitosci, gdzie
pozostawaly bez wyjasmema lecz tylko ukazuja «zlo§liwy» charakter niekt6rych osob-
liwosci.

Warto jeszcze dodaé, ze podobna analiza, jaka przeprowadziliS§my dla czasoprze-
strzeni zamknigtego modelu Friedmana z b-brzegiem, stosuje si¢ do czasoprzestrzeni
Schwarzschilda z b-brzegiem: i w tym wypadku struktur¢ r6zniczkowa mozna roz-
ciagnaé z czasoprzestrzeni na jej b-brzeg, ale wtedy przestaje ona rozrézniaé poszcze-
g6lne: punkty. Co wigcej, stuszne jest twierdzenie, ktére moéwi, ze taka sama sytuacja
ma miejsce we wszystkich wypadkach, w ktérych wiékna w wiazce reper6w nad
osobliwos$cia redukuje si¢ do punktu.22

2 wektor styczny (do krzywej) jest w istocie derywacjq struktury rézniczkowej. Jezeli strukturardzniczkowa
zawiera tylko funkcje stale, to derywacja jest rowna zeru.

22M. Heller, W. Sasin, ,, Sheaves of Einstein Algebras”, International Journal of Theoretical Physics, 34,
1995, 387-398.
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7. Demiurg Platona i zamknigty §wiat Friedmana

Powr6émy jeszcze do zamknigtego modelu kosmologicznego Friedmana. W §wietle
wynikoéw zreferowanych w poprzednim paragrafie mozna na ten model patrze¢ z dwu
punktéw widzenia. Z punktu widzenia obserwatora mieszkajacego w $wiecie Friedma-
na wszystko jest tak, jak byé powinno w «porzadnym» relatywistycznym modelu
wszech§wiata. Obserwator ten, uprawiajac kosmologig, stwierdzi, ze w jego skoficzonej
przeszto§ci mial miejsce Wielki Wybuch, a w skoficzonej przyszto$ci nastapi Wielki
Koniec. Obserwatorowi nie wolno jednak «dotknaé» zadnej z tych dwu osobliwosci. A
«dotknaé» ja moze, przedtuzajac na przyklad pole wektorowe zdefiniowane na swojej
czasoprzestrzeni do jej b-brzegu, czyli do osobliwosci. Z chwila, gdy to uczyni, osobli-
woSci natychmiast si¢ zlepia i wszystkie punkty czasoprzestrzeni stana si¢ rézniczkowo
nierozréznialne. Obserwator zyjacy w zamknigtym $wiecie Friedmana nie moze wiec,
pod groza swojego unicestwienia, « dotknaé» zadnej z dwu osobliwosci.

Ale mozna tez rozwaza¢ zamknigty §wiat Friedmana z punktu widzenia «obserwa-
tora zewngtrznego», na przykiad z punktu widzenia Demiurga, ktdry ten $wiat stworzyt.
Oczywiscie Demiurg w swojej stworczej dziatalno§ci musi jako$§ «dotykaé» osobli-
wosci. Przeciez spowodowat on, ze w poczatkowej osobliwosci §wiat rozpoczal swoja
ewolucje. Demon musi wigc w jakim§ sensie operowaé struktura rézniczkowa €
rozciagnigta na czasoprzestrzeii M z b-brzegiem, ale wéwczas z jego perspektywy
poczatek i koniec §wiata sa ta sama chwila. OczywiScie Demiurg moze zacie$nié sie do
rozpatrywania struktury rézniczkowej <) zawgzonej do podzbioru otwartego U cza-
soprzestrzeni M (w szczeg6lnosci do U = M) i wéwczas moze on obserwowaé, co dzieje
si¢ w danej czgéci zamknigtego §wiata Friedmana (ewentualnie w catym §wiecie Fried-
mana, ale bez osobliwo§ci). Przyjmuje on wéwczas niejako perspektywe obserwatora
WeWngEtrznego.

Jest to catkowicie nowa sytuacja w kosmologii, ktéra mogtaby dostarczy¢ filozofo-
wi materiatu do refleksji. Oczywiscie nie mam na mysli refleksji typu eschatologiczne-
go. Rozwazany tu model kosmologiczny (podobnie jak i inne modele wspoélczesnej
kosmologii) opiera si¢ na zbyt wielu idealizacjach i uproszczeniach, by mégt pretendo-
waé do modelowania rzeczywistego §wiata we wszystkich jego, nawet tylko wielkoska-
lowych, szczegbtach, a tym bardziej, by na jego podstawie wysnuwaé wnioski
teologiczne. Rozwazany tu model kosmologiczny Friedmana nie moze pretendowaé do
wiernego opisywania rzeczywistego $wiata, chocby tylko z tego wzgledu, ze nie bierze
on pod uwage kwantowych wilasno§ci pola grawitacyjnego. Tymczasem wszystko
wskazuje na to, ze nie mozna zbudowaé konsystentnej teorii «poczatku» i «kofca»
$wiata poza kosmologia kwantowa. Jezeli jednak nawet uproszczony model prowadzi
do tak zaskakujacych wnioskdw, jak mozliwo§¢ utozsamienia poczatkowej i koficowej
osobliwosci, przy réwnoczesnym zachowaniu integralnosci calej historii §wiata w oce-
nie uczestniczacego w niej obserwatora, to na jakie zaskoczenia intelektualne powin-
niSmy by¢ gotowi w kontakcie z rzeczywistoscia (gdyby$my mieli do niej dostep) lub z
doktadniejszymi jej modelami? Wprawdzie do rzeczywisto$ci nie mamy bezpoSrednie-
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go dostepu, ale w filozoficznych spekulacjach warto sobie czasem pozwalaé na tego
rodzaju epistemologiczna fikcjg.

Wezwanie do intelektualnej pokory jest jedna z najbardziej filozoficznych lekcji,
Jjakie ptyna ze wspblczesnej nauki. Lekcji tej mozna nauczy¢ si¢ z wielu fizycznych
teorii, ale zagadnienia, chocby luzno zwigzane z poczatkiem i koficem kosmicznej
historii, dodaja tej lekcji specyficznych akcentow.

R A — osobliwosé poczatkowa
€ — osobliwo$¢ koficowa
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