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Kilka uwag o dowodzie w matematyce'

Na ogo6t przyjmuje sig, ze podstawowg metode uzasadniania w matematyce sta-
nowi dowod. Kazde twierdzenie powinno zosta¢ udowodnione, dowod jest wiasci-
wie jedyna uzywana i akceptowana metoda przekonania innych, czy to stuchaczy,
czy czytelnikow o prawdziwosci danej tezy. Tylko stwierdzenia zaopatrzone w do-
wod moga by¢ zaliczone do korpusu wiedzy matematycznej. Ani autorytet, ani eks-
peryment nie sg tu dopuszczalne czy akceptowalne — przynajmniej teoretycznie.
Czym wlasciwie jest jednak dowdd w matematyce? Co znaczy udowodnié jakie$
twierdzenie? Czy znaczy to przekona¢ specjalistdw w danej dziedzinie o prawdziwo-
$ci rozwazanego stwierdzenia, czy moze chodzi o podanie dowodu w sensie, w ja-
kim pojecie to funkcjonuje w logice matematycznej?

Zauwazmy, ze model uprawiania matematyki, w ktorym kazda gloszona teze na-
lezy zaopatrzy¢ w dowdd, pojawit si¢ dopiero okoto IV wieku p.n.e. w starozytne;j
Grecji. Ani w starozytnym Egipcie, ani w starozytnej Babilonii nie wymagano do-
wodow. W zadnej z tych kultur, w ktérych przeciez matematyka byta na stosunkowo
wysokim poziomie (zwlaszcza w Babilonii), nie odczuwano potrzeby uzasadniania
prawd. W istocie nie bylo w nich zadnych tez ogélnych, nie bylo tez prob wyprowa-
dzania jednych zdan z innych czy wyjasniania, dlaczego sa one prawdziwe. Podob-
nie bylo tez w matematyce chinskiej.

Dowdd jako dedukcja z pewnych wyraznie sformutowanych zalozen to dzieto
Grekow. Wiazalo sig to z metoda aksjomatyczng. Od Platona, Arystotelesa i Euklide-
sa metoda aksjomatyczna uwazana byla za najlepsza metode¢ uzasadniania i porzad-
kowania wiedzy matematycznej. Pierwszym dojrzatym i najbardziej dla matematyki
greckiej reprezentatywnym przyktadem zastosowania tej metody sa Elementy Eukli-

! Praca powstata w ramach programu badawczego Narodowego Centrum Nauki (Grant N N101
136940).



8 Roman Murawski

desa. Ustanowily one pewien wzorzec teorii naukowej i paradygmat matematyki. Od
czasow Euklidesa az do konca XIX wieku matematyka byla w zasadzie uprawiana
i przedstawiana w postaci teorii aksjomatycznej (w praktyce raczej quasi-aksjomaty-
cznej) opartej na — zgodnie z zasadami metodologicznymi wypracowanymi przez
Arystotelesa — aksjomatach, postulatach i definicjach.

Przypomnijmy, ze jako aksjomaty traktowano wspdlne wszystkim naukom pew-
ne ogolne zasady, niezaleznie od tego, o czym one traktuja (odpowiadaly one w zasa-
dzie temu, co dzi$ nazywa si¢ aksjomatami logicznymi i aksjomatami identycznosci).
Postulaty byly to swoiste zasady méwiace o zaktadanych wiasnosciach specyficznych
obiektow badanych przez dana teori¢ — na przyktad swoiste whasnosci liczb natu-
ralnych w przypadku arytmetyki czy wlasnosci tworé6w geometrycznych w geometrii.
Definicje z kolei miaty ustala¢ znaczenie uzywanych termindw — w praktyce byly to
wyjasnienia poj¢é, a nie definicje w $cistym sensie, co wigcej, wyjasnienia te byly
formutowane w nieprecyzyjnym jezyku potocznym. Nie wyodrebniano zadnych ter-
mindéw pierwotnych, a jezyk teorii nie byt w zaden sposdb oddzielony od jezyka po-
tocznego. W praktyce budowane dowody zawieraly rozmaite luki: listy aksjomatow
czy postulatéw nie byly kompletne, swobodnie uzywano w dowodach réznych
,,oczywistych” prawd lub tez odwotywano si¢ do intuicji. W konsekwencji dowody
byly tylko czgsciowo oparte na aksjomatach i postulatach. Byly nieformalne i intu-
icyjne, byly raczej argumentacjami za shuszno$cia gloszonej tezy, a samo pojgcie
dowodu miato charakter psychologiczny i socjologiczny, a nie (czysto) logiczny.

Nalezy wyraznie zauwazy¢, ze nie podejmowano zadnych prob precyzacji i spe-
cyfikacji jezyka teorii — jak powiedziano wyzej, teorie formutowano w zwyklym
jezyku potocznym z wszystkimi jego utomnosciami. Co wigcej, az po wiek XIX
matematycy byli przekonani, ze aksjomaty i postulaty teorii matematycznych winny
by¢ zdaniami prawdziwymi, tzn. winny doktadnie opisywac rzeczywisty stan rzeczy
w $wiecie matematycznym. Wydaje sig, ze przekonanie to wiazalo si¢ z Arystotele-
sowskim pogladem, iz udowodni¢ zdanie, czyli wykazaé, ze jest prawdziwe, to tyle
co pokazaé, ze jest ono logiczna konsekwencja zdan uznanych juz wczesniej za
prawdziwe. Udowodnienie zdania pojmowano wigc jako wydedukowanie go z pew-
nych przestanek, o ktérych wiadomo, ze sa prawdziwe, sama za$ dedukcje pojmo-
wano jako ciag bezposrednich inferencji.

Trzeba jednak zauwazy¢, ze opisane podejscie Euklidesa (zwiazane z idealizmem
Platona i z metodologia Arystotelesa) do kwestii rozwijania i budowania matematyki
jako nauki oraz do uzasadniania jej tez, tzn. uzasadniania przez dedukcj¢ (za pomoca
dowodoéw), opierajac si¢ na wyraznie sformutowanych aksjomatach i postulatach nie
bylto jedynym podejsSciem i jedyna metoda funkcjonujaca w starozytnej matematyce
greckiej (i pozniej). Inne podejscie — nazwijmy je heurystycznym — zwiazane byto
z materializmem demokrytejskim. Stosowal go na przyktad Archimedes — w istocie
uzywat on nie tylko dedukcji, lecz takze wszelkich metod takich jak intuicja czy na-
wet eksperyment (i to nie tylko eksperyment mys$lowy) w rozwiazywaniu proble-
méw. Mozna to dostrzec choéby w jego rozwazaniach zwiazanych z obliczaniem
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objetosci kuli za pomoca walca z dwoma wydrazonymi stozkami czy w kwadraturze
paraboli.?

Cho¢ podejscie Euklidesowe zwyciezylo i przyjeto role dominujaca w historii
matematyki, trzeba wyraznie powiedzie¢, ze stanowito ono raczej pewien ideat, do
ktorego dazono, a nie rzeczywista praktyke naukowa matematykow. Scista matema-
tyka dedukcyjna byta czyms raczej rzadkim. Przeciwnie, to intuicja i rozumowania
heurystyczne stanowily sit¢ napedowa matematycznej praktyki badawczej. Ta ener-
giczna, ale rzadko wystarczajaco Scista aktywno$¢é matematyczna prowadzita niejed-
nokrotnie do kryzysoéw — wystarczy wspomnie¢ odkrycie przez Pitagorejczykow
wielko$ci niewspotmiernych (co wstrzasnglo nie tylko 6wczesna matematyka, lecz
takze catym Pitagorejskim spojrzeniem i pojmowaniem $wiata), trudnosci Leibniza
i Newtona z wyjasnieniem natury wielkos$ci infinitezymalnych, ,,dowo6d” Fouriera, ze
kazda funkcja moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu Fouriera czy wreszcie an-
tynomie w teorii mnogosci opartej tylko na nieprecyzyjnym i intuicyjnym Cantorow-
skim pojgciu zbioru.

Nowe elementy pojawity sig¢ w XIX wieku wraz z pradem, ktory stawiat sobie za
cel wyjasnienie podstawowych poje¢ matematyki, a zwlaszcza pojeé analizy matema-
tycznej — badania idace w tym kierunku podjeli w szczegdlnosci Cauchy, Weierstrass,
Bolzano, Dedekind. Nurt ten nazywa si¢ w literaturze arytmetyzacja analizy, ponie-
waz chodzito w nim przede wszystkim o wyjasnienie fundamentalnych pojg¢ analizy
matematycznej przez sprowadzenie ich do arytmetyki liczb naturalnych, ktoéra wyda-
wala si¢ prostsza i lepiej ugruntowana. Innym czynnikiem stymulujacym poszukiwa-
nia bylo wykrycie antynomii, szczeg6lnie na gruncie teorii mnogosci (Burali-Forte,
Cantor, Russell) oraz odkrycie antynomii semantycznych (Berry, Grelling). Odkrycia
te wymusity rewizj¢ pewnych podstawowych idei matematyki. Wsr6d zapropono-
wanych rozwiazan trudnosci i probleméw byt m.in. program formalistyczny Davida
Hilberta i zwiazana z nim teoria dowodu (Beweistheorie). Nalezy wyraznie podkre-
$li¢ przy okazji, ze ,,program ten nie byl nigdy pomyslany jako calosciowa filozofia
matematyki; jego celem byto usankcjonowanie i uzasadnienie calego korpusu wie-
dzy matematycznej” (por. Rowe 1989, s. 200).

Gtowna role w programie Hilberta odgrywalo pojecie dowodu formalnego.
Wprowadzenie go byto mozliwe dzigki logice matematycznej zbudowanej i rozwi-
nigtej w XIX wieku w szczegblnosci przez Gottloba Fregego, ktory skonstruowat
pierwszy sformalizowany system aksjomatyczny — byl to implikacyjno-negacyjny
system rachunku zdan. Badania zapoczatkowane przez Hilberta, a prowadzone dalej
przez niego samego i jego uczniow doprowadzity do stworzenia nowej dyscypliny

2 Zagadnieniem obliczania objetosci kuli zajmowat si¢ Archimedes w pracy O kuli i walcu.
Kwadraturg paraboli rozwazal natomiast w pracy Kwadratura paraboli. To ostatnie zagadnienie
polega na zmierzeniu pola odcinka paraboli, czyli figury ograniczonej przez parabolg i jej cigciwg.
Wigcej informacji na temat stosowanych przez Archimedesa metod w obu tych zagadnieniach zna-
lez¢ mozna na przyktad w ksiazce Kordosa (1994). Zob. tez paragraf 3.3 ksiagzki Bediirftiga i Mu-
rawskiego (2012).
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zwanej metamatematyka. Jej celem bylo badanie teorii matematycznych i ich wila-
snosci metodami matematycznymi.

Zauwazmy, ze pojecie dowodu formalnego musi by¢ zrelatywizowane do danej
teorii. Aby moc taka teori¢ zbudowaé, nalezy najpierw ustali¢ jej jezyk. Przy tym
reguly konstrukcji wyrazen takiego jezyka musza mie¢ charakter $cisle formalny
i syntaktyczny, tzn. moga odwotywac si¢ jedynie do ksztattu i formy symboli przy
catkowitym abstrahowaniu od ich znaczenia czy interpretacji. Nast¢pnie nalezy usta-
li¢ aksjomaty (logiczne, pozalogiczne i zwykle takze aksjomaty identycznosci) oraz
reguly wnioskowania. Te ostatnie musza mie¢ znéw w pelni charakter syntaktyczny
i formalny. Dowod formalny formuty ¢ definiuje sig teraz jako skonczony taki ciag
formut wyrazonych w jezyku rozwazanej teorii ¢y, s, ..., ¢,, Z¢ ostatni element tego
ciagu jest identyczny z formuta dowodzona ¢, wszystkie za$ jego wyrazy albo naleza
do ustalonego na poczatku zbioru aksjomatow, albo sa konsekwencjami wyrazoéw
wcezesniejszych zgodnie z ktéras z przyjetych na poczatku regul wnioskowania. Za-
uwazmy, ze takie pojecie dowodu formalnego ma w pehi charakter syntaktyczny
i nie odwotuje si¢ do zadnych poje¢ semantycznych takich, jak znaczenie czy inter-
pretacja.

Wynikiem opisanych procesow jest m.in. to, ze dzi§ w matematyce mamy do
czynienia z co najmniej dwoma pojeciami dowodu: z jednej strony z dowodami for-
malnymi stosowanymi gtownie w logice i podstawach matematyki oraz ,,normalny-
mi”, ,,zwyktymi” dowodami stosowanymi w praktyce badawczej. Mozna wigc za-
pytac o to, jakie sa zwiazki i relacje migdzy nimi. W szczeg6lnos$ci zapytacé nalezy,
czy logiczne pojecie dowodu formalnego jest precyzacja ,,zwyklego”, niesformali-
zowanego pojecia dowodu, ktorym postuguja si¢ matematycy? Czy pelnia one po-
dobne role w matematyce? W jakim stopniu pojecie dowodu sformalizowanego od-
zwierciedla zasadnicze cechy i natur¢ dowodu nieformalnego stosowanego przez
matematykoéw w ich praktyce badawczej?

Zauwazmy przede wszystkim, ze pojecie dowodu formalnego, po jego pojawie-
niu si¢ w logice i podstawach matematyki, nie zastapito dowodow nieformalnych —
te ostatnie nie znikngly przeciez z matematyki. Istotnie, matematyka jak byla, tak
nadal jest rozwijana i budowana w sposob niesformalizowany z uzyciem intuicji i ro-
zumowan heurystycznych — jest dalej rozwijana w istocie w duchu Euklidesa (cza-
sami w duchu Archimedesa) w sposdb quasi-aksjomatyczny. Co wigcej, rozumowa-
nia nieformalne wystgpuja nie tylko w kontekscie odkrycia, ale takze w kontekscie
uzasadnienia. Kazda poprawna metoda moze by¢ uzyta, by uzasadni¢ rozwazana te-
zg. Co to jednak znaczy ,,metoda poprawna”? W praktyce badawczej decyduje o tym
spoteczno$¢ matematykow. Zauwazmy jednak, ze kryteria poprawnos$ci zmienialy si¢
w historii matematyki. Zasadniczym celem ,,normalnych” matematykow jest przeko-
nanie shuchaczy, czytelnikow i specjalistow w danej dziedzinie, Ze rozwazany wynik
jest uzasadniony, poprawny i prawdziwy (te cechy rozumiane sa w sposob intuicyjny
i nie do konca $cisle sprecyzowany), a nie odpowiedz na pytanie, czy dana teza moze
by¢ wydedukowana z przyjetych aksjomatéw. Ostatecznym celem matematyki jest
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,dostarczy¢ poprawnych dowodow prawdziwych twierdzen” (Avigad 2006, s. 105).
W praktyce badawczej matematykdéw nie rozroznia si¢ zwykle pojec ,,prawdziwy”
i,,dowodliwy” — sg one czgsto wzajemnie zastgpowane. Matematycy zwykli ma-
wiac, ze dane twierdzenie zachodzi albo Ze jest prawdziwe, a nie, ze jest dowodliwe
w takiej to a takiej teorii. Aksjomaty rozwinigtych teorii matematycznych nie zawsze
sa precyzyjnie sformutowane, a dopuszczalne metody doktadnie opisane.

Dowody odgrywaja rozmaite role w praktyce badawczej w matematyce. Mozna
wyrdzni¢ nastgpujace role: (1) weryfikacja, (2) wyjasnianie, (3) systematyzacja, (4)
odkrywanie, (5) wyzwanie intelektualne, (6) komunikowanie, (7) uzasadnianie defi-
nicji (por. de Villiers 1999 i CadwalladerOlsker 2011). Najblizsza matematykom-ba-
daczom jest oczywiscie weryfikacja — dane stwierdzenie moze zosta¢ zaliczone do
korpusu wiedzy matematycznej jedynie wtedy, gdy zostato zweryfikowane. Dowdd
powinien przy tym nie tylko pokazac, ze rozwazane zdanie jest prawdziwe i zacho-
dzi, lecz takze powinien wyjasni¢, dlaczego jest ono prawdziwe i zachodzi. To thu-
maczy, dlaczego matematycy czg¢sto szukaja nowych dowoddéw znanych juz twier-
dzen — nowe dowody powinny mie¢ wigksza moc wyjasniajaca. Rola dowodow
polegajaca na systematyzacji wiedzy widoczna jest juz w Elementach Euklidesa.
W dziele tym przeciez zgromadzono wiele twierdzen znanych Grekom, uporzadko-
wano je i usystematyzowano w taki sposob, ze wynikaly z aksjomatow, postulatow
i definicji oraz twierdzen wczesniej juz udowodnionych. Pokazano w ten sposob, ze
przyjete aksjomaty, postulaty i definicje tworza wystarczajaca podstawe, na ktorej
mozna rozwina¢ caly gmach matematyki.

Zauwazmy, ze cho¢ rzadko przypisuje si¢ dowodom rolg odkrywania, to jednak
pelnia one i taka rolg. Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze na przyklad geometrie nieeu-
klidesowe zbudowane w XIX wieku powstaly w wyniku nieudanych préob wydedu-
kowania piatego postulatu Euklidesa z pozostatych aksjomatow i postulatow I Ksiggi
Elementow. Zagadnienie to nurtowalo matematykow od starozytnosci greckie;j.
W koncu udato si¢ pokazaé, ze mozliwe sa niesprzeczne systemy geometrii przyj-
mujace negacje piatego postulatu.

Szukanie dowodow stanowi z pewnos$cia wezwanie intelektualne dla matematy-
kéw: oto jest twierdzenie — chcemy je udowodnié. Dowody stuza w spotecznosci
matematykow takze jako $rodek komunikacji. Pozwalaja one nie tylko przekazac racje,
dla ktorych dane stwierdzenie moze by¢ traktowane jako prawdziwa teza, lecz takze
metody, ktore by¢ moze moga zosta¢ zastosowane w innych kontekstach i w innych
dziedzinach. Dowody moga stanowic¢ takze uzasadnienie trafnosci definicji.

Najwazniejszymi w praktyce badawczej matematykow funkcjami pelnionymi
przez dowody sa oczywiscie weryfikacja i wyjasnianie. Zauwazmy, ze dowdd, ktory
weryfikuje dane twierdzenie, nie musi koniecznie wyjasnia¢, dlaczego ono zachodzi.
Nalezy odrozni¢ dowody, ktore przekonuja, ze dana teza zachodzi czy Ze jest praw-
dziwa i w zwiazku z tym moze zosta¢ zaakceptowana, od dowodow, ktore wyjasnia-
ja, dlaczego tak jest. Sa rzecz jasna takze dowody, ktére jednoczesnie przekonuja
i wyjasniaja. Dowod, ktory wyjasnia, powinien da¢ wglad w istote rzeczy, podczas
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gdy dowad, ktory ma przekonaé stuchacza czy czytelnika, powinien by¢ zwigzty lub
og6lny. Nalezy tez odr6ézni¢ wyjasnienie, dlaczego rozwazana teza zachodzi, od zro-
zumienia, dlaczego tak jest. Matematycy czgsto traktuja prostote jako cechg istotna
potrzebna do zrozumienia. Zauwazmy, ze jak pisze Rota w (1997, s. 192):

jest wlasciwie artykutem wiary wéréd matematykow, ze po odkryciu nowego twierdzenia, po-
jawi si¢ inny, prostszy jego dowod az ostateczny dowdd nie zostanie znaleziony.

Mozna przytoczy¢ wiele przykladow z historii matematyki na poparcie tej tezy. W tym
kontekscie warto wspomnie¢ Paula Erddsa i jego idee dowodow z Ksiegi, w ktorej
Bog umiescil doskonate dowody twierdzen matematycznych. Erdds nawiazuje tu do
dictum Hardy’ego, ktory twierdzit, ze w matematyce nie ma zadnego stalego miejsca
dla brzydkich dowoddéw. Erdés podkreslat przy tym, ze niekoniecznie trzeba wierzy¢
w Boga, ale matematyk powinien wierzyé w Ksiege.”

Zauwazmy, ze dowod, ktory przekonuje stuchaczy czy czytelnikow o stuszno$ci
danej tezy, moze by¢ mniej lub bardziej formalny. Dowody wyjasniajace nie moga
by¢ natomiast $cisle formalne. Matematycy cenig i przywiazuja duze znaczenie do
dowodow wyjasniajacych.* Dowdd taki jest bardziej ceniony wtedy, gdy ,,pokazuje
metody, ktdre sa silne i niosa duzo informacji” (por. Avigad 2006, s. 106). Hersh pi-
sze w (1997, s. 60), ze ,,dowdd stanowi narzedzie w stuzbie badan a nie jarzmo
[naktadane] na wyobrazni¢ matematyka”.

Mozna zweryfikowa¢ twierdzenie dzigki rozwazeniu i sprawdzeniu wszystkich
poszczegodlnych przypadkow — to jednak nie daje na ogodt wyjasnienia, dlaczego
ono zachodzi. Wyjasnienie powinno da¢ ogolna zasade, na mocy ktorej dane twier-
dzenie jest prawdziwe. Jednym z przykladéw twierdzenia sprawdzonego przez roz-
wazenie i zweryfikowanie przypadkow jest stynne twierdzenie o czterech barwach
udowodnione przez Appela i Hakena, a gloszace, ze kazdy graf planarny daje sig¢ po-
kolorowac czterema barwami, tzn. ze cztery barwy wystarcza, by pokolorowaé kazda
mape na plaszczyznie w taki sposob, by dwa kraje sasiadujace z soba zostaly poma-
lowane na inne kolory. Przyktad tego twierdzenia wskazuje takze inne cechy dowo-
doéw w matematyce. Zauwazmy, ze pierwszy sensowny dowdd tego twierdzenia po-
dany w roku 1879 przez Kempe’ego byl akceptowany przez cala dekade, dopdki nie
odkryto, ze jest niepoprawny. Nie byt to ani pierwszy, ani ostatni taki wypadek w hi-
storii matematyki. Pokazuje to, ze spoteczno§¢ matematykdéw moze si¢ myli¢ w oce-
nie poprawnosci dowodow.

Twierdzenie o czterech barwach zwraca tez uwagg na inna jeszcze sprawe, a mia-
nowicie na kwesti¢ akceptowalnych i dopuszczalnych metod dowodowych czy me-
tod stosowanych w weryfikacji poszczegdlnych przypadkéow. Jedyny znany do dzi$

* W 1998 roku Springer Verlag opublikowat ksiazke Proofs From The Book autorstwa Aignera
1 Zieglera. Autorzy przyznaja we Wstepie, ze traktuja ja jako ,,pierwsze (i bardzo skromne) przybli-
zenie Ksiggi”.

* Na temat wyjasniania w matematyce zob. na przyklad Steiner (1978) czy Mancosu (2000)
oraz (2001).
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dowdd tego twierdzenia — dowdd Appela i Hakena — zostat otrzymany przy uzyciu
komputera. Nie znamy dotad Zadnego dowodu tradycyjnego, tzn. niestosujacego kom-
putera. Co wigcej, dowod Appela i Hakena nie moglby zosta¢ przeprowadzony przez
czlowieka, poniewaz istotna jego czg$¢ stanowia obliczenia, na ktdrych wykonanie
potrzeba okoto 1200 godzin pracy komputera, co jest poza zasiggiem jakiegokolwiek
matematyka. Fakt ten zapoczatkowal dyskusj¢ dotyczaca dopuszczalnosci metod
eksperymentalnych w dowodach matematycznych. Sformutowano szereg argumentoéw
za i przeciw — nie mozemy tu wchodzi¢ w szczegdly tych rozwazan (zob. w tej
sprawie Bondecka-Krzykowska 1999). Powiedzmy wigc tylko, ze stosowanie narze-
dzi technicznych — takich jak dla przyktadu komputer — w dowodzeniu twierdzen
matematycznych wydaje si¢ podwazac akceptowana powszechnie tez¢ o apriorycz-
no$ci wiedzy matematycznej. Powstaje wigc problem, czy dowdd wspomagany
komputerowo jest (czy moze by¢) traktowany jako dowdd matematyczny i w konse-
kwencji, czy nalezy mowi¢ o twierdzeniu o czterech barwach czy tez tylko o (mniej
czy bardziej zweryfikowanej) hipotezie o czterech barwach.

W dyskusji na temat dopuszczalnosci komputeréow w dowodzeniu twierdzen ma-
tematycznych zainicjowanej artykutem Tymoczki (1979) postawiono pytanie o istotne
cechy ,,normalnego” dowodu matematycznego. Tymoczko twierdzi, ze dowod ma-
tematyczny powinien byé¢: (1) przekonujacy spotecznosé matematykow, (2) powinien
dac¢ si¢ przejrze¢ i sprawdzi¢, (3) powinien dac si¢ sformalizowaé. Pierwszy wymog
ma charakter ,,antropologiczny”, jak pisze Tymoczko, pozostate dwa traktuje on jako
cechy istotne i gigbokie. Twierdzi, ze

mozno$¢ przejrzenia i sprawdzenia oraz to, ze [dowod] daje sig sformalizowa¢ moga by¢ trak-
towane jako dwie strony tej samej monety (1979, s. 61).

Cecha poddawania si¢ formalizacji jest ,,idealizacja cechy drugiej, sprowadza ja do
skonczonej liczby prostych przejrzystych krokow” (ibidem). Mozna zatozy¢, ze kazdy
dowdd, ktory daje si¢ przejrzec i sprawdzié, moze tez zosta¢ sformalizowany. Ale czy
wszystkie dowody dajace si¢ sformalizowac¢ daja si¢ przejrze¢ i sprawdzi¢? Tymocz-
ko odpowiada na to pytanie negatywnie, piszac:

Wiadomo, Ze muszg istnie¢ dowody formalne, ktore nie daja si¢ przejrze¢ i sprawdzi¢ choéby
z tego powodu, ze sa zbyt dlugie lub tez zawieraja zbyt dlugie formuly. Zwrot ,,zbyt dhugi”
znaczy tu: ,,nie dajacy si¢ przeczyta¢ przez matematyka w ciagu catego jego zycia” (ibidem).
Z drugiej strony nalezy zauwazyc¢, ze
nie jest wcale oczywiste, iz matematycy moga mowi¢ o dowodach formalnych i rozpoznawaé
je jako takie, nie bedac jednoczesnie w stanie przejrzec ich i sprawdzi¢ (Tymoczko 1979, s. 62).
Mowiac o tym, ze dowod da sig przejrzec i sprawdzié, nalezy odrozni¢ lokalng
i globalna mozno$¢ przejrzenia. Bassler w (2006) charakteryzuje je nastgpujaco:
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lokalna mozno$¢ przejrzenia i sprawdzenia wymaga podania kazdego pojedynczego kroku
w dowodzie w pewnym porzadku, podczas gdy globalna przegladalno$¢ i sprawdzalnos¢ wy-
maga podania catego dowodu jako pewnej dajacej si¢ ogarnac i poja¢ calosci. (s. 100).

Zatem lokalna przegladalno$¢ i sprawdzalno$¢ nie oznacza, ze dowod moze by¢ prak-
tycznie przejrzany i sprawdzony. Mozna powiedzie¢, ze dowdd twierdzenia o czte-
rech barwach daje si¢ globalnie przejrzec i sprawdzic, ale nie lokalnie (przy zatoze-
niu, ze jest si¢ sktfonnym zaakceptowac rozrdznienie dowodu i obliczenia). Z drugiej
strony, jesli przyjaé, ze globalna przegladalno$¢ i sprawdzalnosc¢ jest ugruntowana na
lokalnej przegladalnosci i sprawdzalnosci, to stwierdzenie to staje si¢ falszywe. Do-
dajmy, Ze nalezy takze rozroznic z jednej strony to, ze dowod moze by¢ przejrzany
i formalne sprawdzony, a z drugiej strony fakt, ze dowdd daje zrozumienie, dlaczego
rozwazane stwierdzenie zachodzi, i ze ujawnia giebokie racje jego prawdziwosci.

Warunek, zgodnie z ktorym dowod daje sig przejrze¢ i sprawdzié, nie jest wha-
Sciwie wystarczajaco precyzyjnie okreslony. W wieku XX panowata tendencja, by
taczy¢ go z rozwojem metod formalnych i szukaniem zupetnych podstaw matematy-
ki. Formalizacja traktowana byla jako metoda zapewniajaca lokalna przegladalnosé
i sprawdzalnosc¢. Prace Fregego, Russella i innych, zwtaszcza Hilberta, miaty na celu
znalezienie jasnej 1 wyraznej reprezentacji syntaktycznej relacji semantycznych za-
chodzacych w obrebie zdania.

Komputery i zwigzane z nimi metody znalazly zastosowanie w matematyce nie
tylko w dowodzie twierdzenia o czterech barwach. Stosuje si¢ je w rozmaitych kon-
tekstach, w szczegolnosci: (1) do przeprowadzania obliczen numerycznych, (2) do
znajdowania (na ogot przyblizonych) rozwiazan rownan i uktadow rownan algebra-
icznych i rézniczkowych, (3) w automatycznym dowodzeniu twierdzen, (4) w spraw-
dzaniu poprawno$ci dowodoéw matematycznych, (5) w dowodzeniu twierdzen (mowi
si¢ tu o0 dowodach wspomaganych komputerowo), (6) w rozmaitych eksperymentach
z obiektami matematycznymi (na przyklad w teorii fraktali). Z naszego punktu wi-
dzenia najwazniejsze sa zastosowania typu (3) oraz (4) — zastosowania typu (5)
rozwazaliSmy wyzej w zwiazku z twierdzeniem o czterech barwach.

Automatyczne dowodzenie twierdzen zwiazane jest z pomystem Leibniza me-
chanizacji i automatyzacji rozumowan (por. Marciszewski i Murawski 1995). Idea ta
byla jednym z czynnikdw, ktore przyczynity si¢ do rozwoju logiki formalnej i w kon-
sekwencji wprowadzenia pojecia dowodu formalnego.

Pojecie dowodu formalnego zostato wprowadzone m.in. po to, by objasnié nie-
formalne, potoczne pojecie dowodu funkcjonujace w praktyce badawczej. Miato ono
wyjasni¢ te wlasnosci zwyktych dowodow, dzigki ktorym dowody stosowane przez
matematykow uwazane sa za poprawne. Mialy tez pomdc zrozumie¢, co to znaczy,
ze dane zdanie jest konsekwencja logiczng i daje si¢ wydedukowac z przyjetych za-
lozen. Zauwazmy, ze pojecie dowodu formalnego zostato wprowadzone w atmosfe-
rze kryzysu w podstawach matematyki i byto rezultatem prob znalezienia rozwigza-
nia tej sytuacji. Dla Fregego i Russella, tworcow logicyzmu redukujacego cata ma-



Kilka uwag o dowodzie w matematyce 15

tematyke do logiki, byt to cel sam w sobie — chodzito o wyodrgbnienie dopuszczal-
nych metod dowodowych i1 zapewnienie w ten sposob, ze kazde uzycie aksjomatu
stanie si¢ jawne i1 wyrazne. Z drugiej strony zauwazmy, ze Hilbert, tworca formali-
zmu, nie byt zainteresowany formalizacja calej matematyki i faktycznym zastapie-
niem zwyktych dowodéw matematycznych dowodami formalnymi — byt to dla nie-
go tylko srodek i narzg¢dzie majace pomoc w wykazaniu, ze rzeczywiscie uprawiana
matematyka jest niesprzeczna i bezpieczna. Dowody sformalizowane miaty w jego
ujeciu stuzy¢ celom teoretycznym — w szczegdlnosci dowodzeniu pewnych rezul-
tatow o samej matematyce, a zatem rezultatow metamatematycznych.

Istotnie, rozwdj logiki 1 pojgcia dowodu formalnego opartego catkowicie 1 wytacz-
nie na wilasno$ciach syntaktycznych umozliwil powstanie i rozwdj metamatematyki.
Otrzymano tu wiele interesujacych wynikéw. Przede wszystkim sprecyzowano stary,
funkcjonujacy od czaséw Euklidesa paradygmat matematyki — zastapiony on zostat
nowym paradygmatem, ktdry nazwaé mozna logiczno-teoriomnogosciowym (por.
Batog 1996). Jego gtéwne cechy mozna scharakteryzowac nastgpujaco: (1) teoria
mnogosci stata si¢ podstawowa dyscypling matematyczng — oznacza to w szczegol-
no$ci, ze pewne poj¢cia i metody teorii mnogosci sa obecne w kazdej teorii mate-
matycznej oraz ze teoria mnogosci wraz z logika stanowia baz¢ i fundament catej
matematyki, tzn. wszystkie pojgcia matematyczne mozna zdefiniowa¢ w terminach
poj¢¢ teorii mnogosci, a wszystkie twierdzenia matematyki moga by¢ wydedukowa-
ne z aksjomatow teorii mnogosci i praw logiki, (2) jezyki teorii matematycznych zo-
staty Scisle oddzielone od jgzyka naturalnego — teorie matematyczne sa formutowane
w jezykach sztucznych (na ogdt symbolicznych), a znaczenie wystepujacych w nich
poj¢c jest opisane wylacznie przez aksjomaty; w kazdej teorii wyodrgbnia si¢ pewne
pojgcia pierwotne i wszystkie inne pojecia sa definiowane w terminach pojeé pier-
wotnych zgodnie z przyjetymi, precyzyjnie okreslonymi regutami, (3) teorie mate-
matyczne zostaty w wigkszo$ci zaksjomatyzowane, (4) teoria matematyczna i jej je-
ski). Zauwazmy tez, ze dwa pojecia istotne dla matematyki, a mianowicie pojgcie
konsekwencji syntaktycznej (bycie dowodliwym) oraz pojecie konsekwencji se-
mantycznej zostaly $cisle zdefiniowane i1 rozréznione. Odrézniono tez dokladnie
dowodliwo$¢ od bycia prawdziwym. Jak pisaliSmy wyzej, w zwyklej praktyce ba-
dawczej w matematyce pojeé tych zwykle nie odrdznia si¢ w zadowalajacy sposob,
co wigcej, czesto sa one utozsamiane — mowi sig, ze twierdzenie zachodzi, tzn. zostato
udowodnione lub Ze jest prawdziwe i traktuje si¢ obie te wypowiedzi jako rownowazne
czy synonimiczne. Sam proces prowadzacy do rozroznienia dowodliwosci 1 praw-
dziwosci byt dtugi i skomplikowany — por. Murawski (2002a) i (2002b). Kluczowa
rolg w tym procesie odegraty twierdzenia Godla o niezupetlnoscei.

Wspomniane twierdzenia Godla o niezupelnosci pokazaly, Ze istnieja zdania,
ktore sa prawdziwe (w modelu zamierzonym teorii), ale ani ich, ani ich negacji nie
mozna udowodnic, tzn. Ze sa one nierozstrzygalne w danej teorii. Przed Gédlem wie-
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rzono, ze dowodliwo$¢ formalna jest analiza pojgcia prawdziwos$ci matematyczne;.
W liscie do Hao Wanga z 7 marca 1968 roku Godel pisat (por. Wang 1974, s. 10):

[...] formalisci uwazali, ze formalna dowodliwo$¢ jest analizq pojgcia prawdy matematycznej
i dlatego nie byli oczywiscie w stanie odroznic¢ obu tych pojec.

Istotnie, w tym okresie nieformalne i intuicyjne pojgcie prawdy nie bylo powszech-
nie akceptowane jako pojecie matematyczne.” W wykreslonym fragmencie brudno-
pisu odpowiedzi na list studenta Yossefa Balasa Gddel pisat:

[...] pojecie obiektywnej prawdy matematycznej przeciwstawionej dowodliwosci bylo traktowane
z najwigksza podejrzliwoscia i szeroko odrzucane jako bezsensowne (por. Wang 1987, s. 84-85).

Warto to porownac ze stowami Carnapa. Pisat on w swym dzienniku, ze gdy zapra-
szal Tarskiego do wygloszenia wyktadu o pojgciu prawdy na Migdzynarodowym
Kongresie Filozofii Naukowej we wrzesniu 1935 roku,

Tarski byt bardzo sceptyczny. Uwazal, ze wigkszos¢ filozoféw, nawet tych pracujacych w logi-
ce wspoélczesnej, bedzie nie tylko obojetnie, ale nawet wrogo nastawiona do wyjasniania poje-
cia prawdy.

I rzeczywiscie, na kongresie ,,[...] byl silny opor nawet ze strony naszych filozoficz-
nych przyjaciol” (por. Carnap 1963, s. 61-62).

Wszystko to wyjasnia w pewnym sensie, dlaczego Hilbert wolat w swojej meta-
matematyce odwotywac si¢ wylacznie do ksztattu i formy wyrazen oraz stosowac
tylko rozumowania finitystyczne uwazane za bezpieczne, w przeciwienstwie do ro-
zumowan semantycznych, ktore nie sa na ogot finitystyczne i w konsekwencji cat-
kowicie bezpieczne. Rozumowania infinitystyczne byty uwazane za sensowne tylko
o tyle, o ile mogly by¢ zinterpretowane czy ugruntowane w terminach metamatema-
tyki finitystycznej.®

Zauwazy¢ jednak trzeba, ze w rozwazanym okresie nie bylo jasnego i precyzyj-
nego odrdznienia syntaksy i semantyki. Systemy aksjomatyczne, ktore rozwazat Hil-
bert, mialy czgsto wbudowana od poczatku interpretacj¢. Hilbert nie dysponowat
jeszcze pojeciami niezbednymi do wiasciwego wyrazenia rdznic migdzy syntaksg
i semantyka.

Twierdzenia Godla o niezupetnosci pokazaly, ze prawdy nie mozna w sposob
adekwatny osiagnaé i wyrazi¢ za pomoca poj¢cia dowodliwosci, Ze nie mozna catej
matematyki (ani nawet jej czgsci) zawrze¢ w zadnym sformalizowanym systemie ak-
sjomatycznym. To wskazywalo na pewna ograniczonos$¢ pojecia dowodu formalne-
go. Twierdzenia Godla pokazaly tez, ze nie mozna ogranicza¢ tworczej inwencji
matematykow. W ramach wyznaczonych przez sformalizowane systemy aksjoma-
tyczne mozna rozszerzaC ,,inwencj¢ tworcza” przez dofaczanie nowych aksjomatow

> Zauwazmy, ze nie bylo wtedy jeszcze Scistej definicji prawdy, ktora podana zostala dopiero
przez Tarskiego w roku 1933 — por. Tarski (1933).
¢ Por. list Gdla do Hao Wanga z 7 grudnia 1967 roku — zob. Wang (1974), s. 8.
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albo przez dopuszczanie nowych regut wnioskowania. Ta druga mozliwo$¢ oznacza
akceptacjg regut infinitystycznych — to jednak zmienia caty obraz matematyki i jest
niezgodne z funkcjonujacym paradygmatem. Z drugiej strony mozna zapytaé, czy
dotaczanie nowych aksjomatow, niezbedne, by rozwiaza¢ problemy dotad nieroz-
strzygalne, wystarczy. Czy to wystarczy, by w sposob peilny i adekwatny wyrazic¢
kreatywno$¢ umystu matematycznego, kreatywno$¢ matematyka?

Wyniki Godla dotyczace niezupetnosci zalicza si¢ do tzw. twierdzen limitacyj-
nych. Sa to wyniki gloszace, ze pewne wlasnosci istotne i pozadane z punktu widze-
nia metamatematyki (ale takze z punktu widzenia ,,normalnego” matematyka prowa-
dzacego badania) sa nicosiagalne. Nalezy do nich twierdzenie Tarskiego o niedefi-
niowalnos$ci pojecia prawdy gloszace, ze pojgcia prawdy dla danego jezyka L nie
mozna zdefiniowa¢ w tym jezyku, mozna to zrobi¢ jedynie w jezyku szerszym i bo-
gatszym. Nalezy do nich takze twierdzenie Skolema—Léwenheima, zgodnie z ktorym
zadna struktura matematyczna nie moze by¢ adekwatnie i jednoznacznie opisana
przez system sformalizowany — istotnie, kazda teoria majaca cho¢ jeden model, ma
wiele roznych modeli. Tarski pisat w (1969, s. 74):

Zastapienie dawnego, psychologicznego pojgcia dowodu, ktore nigdy chyba nie datoby sig cat-
kowicie wyjasni¢ i uscisli¢, przez nowe, proste pojecie o charakterze czysto formalnym, byto
niewatpliwie jednym z wielkich osiagnig¢ wspotczesnej logiki. Ten tryumf metody formalnej
niost jednak w sobie zalazek przysztej klgski.

Badania dotyczace dowodow formalnych ukazaly takze rolg, jaka nieskonczonosé
pelni w matematyce, w szczegdlnosci w procesie dowodzenia. Wyniki Godla poka-
zaly, ze finitystyczne metody syntaktycznej dowodliwosci formalnej nie wyczerpuja
calej rozmaitosci kryjacej si¢ w pojeciu prawdy matematycznej. Istotnie, gdy chce
si¢ otrzymac teorig zupetna, to konieczne sa pewne reguly infinitystyczne, takie na
przyktad jak o-reguta. Przypomnijmy, ze o-regula to reguta wnioskowania o nie-
skonczenie wielu przestankach, doktadniej jest to reguta nastgpujaca:

9(0), (1), 9(2), ..., ¢(n), ... (n € N)
Y x o(x).

W praktyce badawczej zaden matematyk nie ogranicza si¢ do metod skonczonych,
przeciwnie, stosuje si¢ dowolne poprawne metody, wsérdd nich zas metody nieskon-
czone (w szczegdlnosci teoriomnogosciowe czy semantyczne).

Cho¢ okazato si¢, ze dowody formalne nie sa takim idealnym narze¢dziem, jak
oczekiwano, odgrywaja one jednak bardzo istotna i wazna rolg¢ w metamatematyce,
tzn. w badaniu teorii matematycznych czy kolekcji takich teorii, chociaz nie tylko
tam. Umozliwiaja one bowiem takze automatyzacje i mechanizacj¢ dowodow
w matematyce — pozwalaja w szczeg6lnosci na budowanie dowodow automatycz-
nych i na komputerowa weryfikacje dowoddéw. Automatyczna i komputerowa wery-
fikacja dowodow formalnych jest mozliwa, poniewaz relacja ,,x jest dowodem y” jest
— jak pokazano w logice matematycznej — rekurencyjna, a wigc efektywnie obli-
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czalna. Z drugiej strony samo konstruowanie czy znajdowanie dowodow nie jest
procedura efektywna (nie jest rekurencyjne) — jest jedynie rekurencyjnie przeliczal-
ne. Mozna wigc powiedzieé, ze ,,formalizacja dotyczy sprawdzania, a nie odkry-
wania” (por. Wiedijk 2008, s. 1414). Wyniki Turinga, Churcha i Gddla pokazaly, ze
nie istnieje zadna uniwersalna metoda znajdowania czy budowania dowodow
(formalnych). Kazdy zatem dowo6d formalny (i nie tylko formalny!) jest rezultatem
tworczej inwencji umystu ludzkiego.

Zauwazmy, ze pojecie dowodu formalnego jest ogolne i takie samo dla wszyst-
kich teorii (modulo przyjmowany zbior aksjomatow). Jest ono niezalezne od czynni-
kéw i1 elementow subiektywnych, kulturowych czy socjologicznych. Co wigcej,
twierdzenie Gddla o pelnosci stwierdza, ze logika pierwszego rzgdu (rachunek pre-
dykatow pierwszego rzgdu) jest wystarczajacym narzedziem (w wypadku logiki dru-
giego rzedu sytuacja jest inna — nie zachodzi tu bowiem fenomen petnosci). Pojgcie
dowodu formalnego pozwala wigc uczynié¢ pojecie dowodu bardziej obiektywnym.
Umozliwia takze precyzyjne i $ciste badanie wtasnosci dowodliwosci w matematy-
ce.” Mozemy wiec dowodzié¢ §cisle wynikow mowiacych, ze dane stwierdzenie nie
jest twierdzeniem danej teorii, tzn. ze nie istnieje dowod tego stwierdzenia czy tez ze
dane stwierdzenie jest nierozstrzygalne w rozwazanej teorii. Pozwala to takze na bada-
nie waznych wlasno$ci teorii matematycznych takich jak niesprzecznos¢, zupetnosc,
niezalezno$¢ aksjomatow badz aksjomatyzowalno$¢ teorii w okreslony sposob itd.

Pojecie dowodu formalnego okazuje si¢ uzyteczne takze w filozofii matematyki.
Wykorzystywane jest w poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie o istnienie i charakter
przedmiotow matematyki, jak réwniez w rozwazaniach epistemologicznych nad
matematyka. Z drugiej strony wszelkie koncepcje w filozofii matematyki sprowa-
dzajace matematyke do sformalizowanych teorii aksjomatycznych (wsrod nich logi-
cyzm i formalizm) maja charakter redukcjonistyczny i nie biora pod uwage rzeczy-
wiste] praktyki badawczej matematykow. Ich celem jest ugruntowanie i usprawie-
dliwienie matematyki jako takiej, a nie wyjasnienie rzeczywistej praktyki badawczej.
Zauwazmy jednak, ze w ostatnich latach pojawity si¢ w filozofii matematyki nowe
prady, ktore stawiaja sobie za cel wlasnie takie wyjasnienie i koncentruja si¢ na ba-
daniu tego, co matematycy rzeczywiscie robia w swoich badaniach. Uwzglednia sig
przy tym rozmaite czynniki socjologiczne, psychologiczne i kulturowe. Niestety sa
to na ogot tylko analizy poszczegolnych odkry¢ czy dokonan, a wigc tzw. case stu-
dies. Nie ma jak dotad zadnych ogdlnych koncepcji. Ale czy stworzenie takich ogol-
nych koncepcji jest w ogole mozliwe?

Dowody formalne sa zwiazane raczej z badaniami w zakresie logiki i podstaw
matematyki, a nie bezposrednio z praktyka badawcza matematykdéw. Zauwazmy, ze
dowdd formalny nie daje na ogo6t zrozumienia, nie wyjasnia tez glgbokich racji za-

7 Przy zatozeniu oczywiscie, ze logiczne pojecie dowodu (czyli pojecie dowodu formalnego)
odzwierciedla wszystkie wazne i istotne cechy dowodow pojawiajacych si¢ w praktyce badawczej
matematykow (a to, czy tak istotnie jest, to problem, do ktorego wrocimy ponizej).
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chodzenia danego twierdzenia. Dowody takie nie sg tez odpowiednie do praktyki ba-
dawczej — sa po prostu za dlugie, zbyt nudne i uciazliwe. Czgsto ginie lezaca u ich
podstaw intuicja. Matematyka sformalizowana moze by¢ tez bardziej niz zwykta na-
razona na bledy — manipulacje formalne moga by¢ bardzo skomplikowane. Jak pi-
sat Bourbaki (por. Bourbaki 1968):

Gdyby matematyka sformalizowana byta tak prosta jak gra w szachy, to z chwila opisania jgzy-
ka sformalizowanego pozostatoby tylko zadanie pisania dowodéw w tym jezyku [...]. Rzecz
jest jednak nie tak prosta i nie potrzeba duzego doswiadczenia by zauwazy¢, ze projekt taki jest
absolutnie nie do zrealizowania: najdrobniejszy dowdd z poczatkéw teorii mnogos$ci wymagat-
by juz wielu setek znakéw do pelnej formalizacji. [...] matematyka sformalizowana nie da sig¢
praktycznie w sposOb pelny zapisaé, [...]. Dlatego tez szybko opuscimy teren matematyki
sformalizowanej [...].

CadwalladerOlsker pisze w (2011, s. 42):

Dowadd czysto formalny [...] nie moze by¢ bardzo ztozony, o ile nie ma sig sta¢ tak diugi, ze az
nie do pojecia przez cztowieka. Taki dowodd rzadko moze pehi¢ rolg wyjasniajaca i moze by¢
przekonujacy tylko w takim stopniu, w jakim moze zosta¢ przeczytany i zrozumiany przez
czytelnika albo sprawdzony przez komputer.

Dodajmy, ze transkrypcja pojedynczego dowodu tradycyjnego (zatem niesfor-
malizowanego) na dowod formalny bywa zadaniem niebanalnym.

* * *

Pokazalismy, ze w matematyce mamy do czynienia z dwoma pojeciami dowodu:
dowodem nieformalnym, stosowanym przez matematykéw w ich praktyce badaw-
czej i z dowodem formalnym (albo sformalizowanym), pojawiajacym si¢ przede
wszystkim w logice i w podstawach matematyki. To pierwsze pojgcie nie jest zdefi-
niowane precyzyjnie, a wszelkie proby takiej definicji sa daremne. Jest to pojecie
natury praktycznej okre§lane za pomoca przyktadow jego stosowania przez mate-
matykoéw. Ma ono w istocie charakter psychologiczny, socjologiczny i kulturowy. To
drugie pojecie — pojecie dowodu formalnego — ma charakter raczej teoretyczny niz
praktyczny. Pierwsze ma — przynajmniej w cze$ci — charakter semantyczny, drugie
za$ jest w pelni natury syntaktyczne;j.

Mamy wigc tu do czynienia z sytuacja w pewnym sensie analogiczna do sytuacji
zwiazanej z tezg Turinga—Churcha. Glosi ona rownowazno$¢ dwoch pojec: pojecia
efektywnej obliczalno$ci (w sensie intuicyjnym) i pojgcia rekurencyjnosci. Jak wia-
domo, rownowaznosci tej nie mozna dowies¢ z takim stopniem precyzji i Scistoscei,
jaki wiazemy i jakiego oczekujemy od dowodéw w matematyce. Powodem tego jest
fakt, iz jedna ze stron tej rownowaznosci zawiera niesciste pojgcie intuicyjne wyra-
zone w nieprecyzyjnym jezyku potocznym, a druga Sciste pojecie zdefiniowane
w jezyku matematyki (por. na ten temat Murawski 2004 oraz Murawski i Wolenski
2006). Z sytuacjami tego typu spotykamy si¢ czgsto w matematyce. Wystarczy wymie-
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ni¢ choéby pojecie funkcji, pojecie prawdy, prawdziwosci logicznej czy pojecie gra-
nicy (por. Mendelson 1990). Istotnie, az do konca XIX wieku pojgcie funkcji byto
wiazane z jaka$ regula obliczania jej warto$ci wyrazona na ogot przez formule-wzor.
W XIX i XX wieku, wykorzystujac stworzona wlasnie teori¢ mnogosci, zaczgto defi-
niowa¢ funkcj¢ jako zbidr par uporzadkowanych spetniajacy odpowiednie warunki.
Zdanie gloszace, ze oba te podej$cia sa rOwnowazne, nazywa si¢ w literaturze teza
Peana. Podobnie teza Tarskiego mozna nazwac zdanie gloszace identyczno$¢ intuicyj-
nego pojecia prawdy i precyzyjnie zdefiniowanego pojgcia prawdziwosci w sensie
Tarskiego. Intuicyjne pojgcie granicy szeroko wykorzystywane w analizie matema-
tycznej w XVIII wieku, a nastgpnie w wieku XIX wykorzystane przez Cauchy’ego
do zdefiniowania podstawowych poje¢é rachunku rézniczkowego i catkowego zostato
precyzyjnie okre$lone przez Weierstrassa w jezyku €-0. Mozna by przytoczy¢ wiele
innych jeszcze takich przykladéw, chocby pojgcie miary jako eksplikacje pojecia
pola powierzchni i1 objgtosci, topologiczna definicj¢ wymiaru czy definicje predkosci
jako pochodnej itd.

Wzorujac si¢ na powyzszych przyktadach, mozna pokusi¢ si¢ o sformutowanie
tezy gloszacej rownowazno$¢ obu poje¢ dowodu w matematyce — mozna by na-
zwac takie zdanie teza teoriodowodowa. Podobnie jak w wypadku tezy Turinga—
Churcha nie mozna oczekiwaé precyzyjnego i Scistego jej dowodu. Mozna co naj-
wyzej probowaé formutowaé argumenty za jej stusznos$cia (czy ewentualnie podwa-
zajace jej shusznoséc). Podstawowym argumentem za taka teza jest — popularne
wsérod matematykow 1 logikow — przekonanie, ze kazdy ,,normalny” dowod mate-
matyczny mozna sformalizowac, tzn. ze moze on by¢ przeksztatcony w dowod for-
malny na gruncie stosownej teorii aksjomatycznej. Nie istnicja oczywiscie zadne
ogoélne reguly czy zasady, ktore mowityby, jak to zrobi¢. Formalizacja dowodu jest
na ogo6t zadaniem niebanalnym i wymaga zwykle jakiego$ oryginalnego i nie zawsze
oczywistego pomyshu.

Dochodzimy wigc w ten sposéb do nastepujacej konkluzji koncowej: w mate-
matyce funkcjonuja dwa pojecia dowodu. Petnia one rézne, ale komplementarne ro-
le: dowody formalne sa stosowane gtéwnie w metamatematyce i w rozwazaniach lo-
gicznych, podczas gdy ,,normalne” dowody nieformalne uzywane sa w praktyce ba-
dawczej matematykow.
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