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SamozwrotnoS¢ i odrzucanie

§1. Odrzucanie i Prawdoméwca

Najbardziej znana wersja paradoksu Ktamcy jest nastgpujaca. Rozwazamy zdanie:
(1) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (1) jest fatszywe.
Oznaczamy to zdanie symbolem b. Mamy zatem:
(2) b=(bjestfalszywe).
Przyjmujemy, ze schemat (,,wtw” jest skrotem dla ,,wtedy i tylko wtedy™):
(T) zdanie A jest prawdziwe wtw A
zachodzi dla zdania oznaczonego symbolem b. Tak wigc:
(3) b jest prawdziwe wtw b.
Zastosowanie umowy (2) do (3) natychmiast daje:
(4) b jest prawdziwe wtw b jest falszywe.
Ta ostatnia réwnowazno$¢ stanowi paradoks Ktamcy.

Uwaga 1. Przedstawiona wyzej wersja paradoksu Ktamcy pochodzi od Lukasiewi-
cza [Lukasiewicz 1915]. Zostata spopularyzowana przez Tarskiego (z powotaniem si¢
na Lukasiewicza, ale bez szczegbtéw bibliograficznych) w jego monografii o pojgciu
prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych [Tarski 1933]. Artykul Lukasiewicza z 1915-r.
jest rozszerzona wersjg jego popularnego i waznego w historii filozofii polskiej eseju o
twoérczosci w nauce [Lukasiewicz 1912], rozszerzona m.in. o sformutowanie paradoksu
Ktamcy (por. [Woleiiski 1990] w sprawie dalszych uwag historycznych). Dalej bede
mowit o Tarskiego rozwigzaniu paradoksu Klamcy, chociaz jest to uproszczenie history-
cznie takze i z uwagi na rolg LeSniewskiego w tym wzgledzie.
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Uwaga 2. Wyraz ,Klamca” zastosowany do paradoksu Ktamcy w wersji (1)-(T)-(4)
nie jest catkowicie whasciwy. Historyczny paradoks Ktamcy zostat sformutowany w taki
sposdb, ze wyraz ,,Klamca” dotyczyt osoby wypowiadajacej zdanie ,.Ja teraz klamig”.
Nazywanie zdania (1) ,,Kltamcg” stanowi niewatpliwe rozszerzenie uzycia tej nazwy.
Scisle biorac, powinno si¢ uzywaé okreslenia ,,paradoks zdania stwierdzajacego swa
wlasng falszywo$¢”. Uwaga ta stosuje sig mutatis mutandis do wyrazu ,,Prawdoméwca”
(termin ten podsunat mi Zdzistaw Augustynek).

Rozwiazanie paradoksu Klamcy zaproponowane przez Tarskiego polega na
uznaniu, ze zdanie (1) narusza reguty gramatyki logicznej. Owo naruszenie polega na
pomieszaniu stopni je¢zyka; jeSli bowiem uznamy, ze kazde zdanie nalezy do jezyka
okre§lonego stopnia, a ponadto, ze Zadne zdanie nie moze naleze¢ do jezykéw dwdéch
réznych stopni, to zadne zdanie nie moze orzeka¢ swej whasnej falszywosci. Gdy
zdanie A nalezy do jezyka stopnia n, to jego falszywoS¢ jest orzekana w zdaniu ,,A jest
falszem”, ktére nalezy do jezyka stopnia n + 1. Ostatecznie wigc zdanie (1) jest
niegramatyczne (tj. nonsensowne) z punktu widzenia zasad gramatyki logiczne;j.

Uwaga 3. Mogloby si¢ wydawadé, ze stwierdzenie, iz Zadne zdanie nie moze naleze¢
do jezykéw dwéch réznych stopni jest nietrafne wobec semantycznych konstrukcji
Tarskiego, skoro mozna z nich wyprowadzi¢ wniosek, ze jezyki zawierajg si¢ w swych
metajezykach i, a fortiori, w jgzykach wyzszych stopni. W istocie rzeczy owo «zawiera-
nie sig» polega na tym, ze zdania jezykOw nizszych stopni maja swe przeklady w
jezykach wyzszych stopni.

Uwaga 4. Wystowienie niektérych tez sprawia pewne trudnosci. Oto np. powiada
si¢, ze zdanie (1) jest niegramatyczne (nonsensowne). Wszelako je§li co§ jest niegra-
matyczne, to nie moze by¢ zdaniem. Nalezatoby w tym wypadku méwi¢ albo o wyraze-
niach albo tez o wyrazeniach zdanioksztattnych. W pewnych wypadkach bede
posfugiwat si¢ takim bardziej pedantycznym sposobem wypowiadania si¢, aczkolwiek
zasadniczo stosuj¢ bardziej swobodny jezyk, ktdry na szczeécie nie prowadzi do
nieporozumien.

Rozwiazanie odwolujace si¢ do stopni jezyka i niegramatyczno$ci Klamcy budzi
szereg opordw. Wskazuje sig np. [Kripke 1976], ze (1) jest najzupetniej poprawnym
zdaniem jgzyka potocznego, a ponadto, ze jgzyk ten nie wyrdznia stopni. Chociaz
krytyka ta na pewno ma jakie§ podstawy, to ignoruje ona fakt, ze kazde rozwigzanie
paradoksu Ktamcy ma swa cene.' Analiza Tarskiego doprowadzila do pewnej diagnozy
rozwazanej antynomii. Pojawia si¢ ona, gdy (a) uznajemy schemat (T), (b) uznajemy
logike klasyczna, oraz (c) dopuszczamy jezyki zamknigte, tj. takie, ktére zawieraja
swoje wlasne metajgzyki. Rozwigzanie Tarskiego polega na przyjeciu (a) i (b), a odrzu-
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ceniu (c). Dalsza historia zagadnienia pokazala, ze akceptacja (c) wymaga ograniczenia
logiki klasycznej. Tak czy inaczej jaka$ ceng trzeba zaplaci¢ za rozwigzanie Ktamcy.
Nie bede tego watku dalej rozwijat, chociaz dla porzadku wyznam, ze modytikacja
logiki klasycznej wydaje mi si¢ wyZzsza ceng od wykluczenia jgzykéw zamknigtych.

Rozwiazanie Tarskiego budzi jeszcze inne zastrzezenie. Otéz, wydaje sig, ze niegra-
matyczno$é podlega pewnej zasadzie symetrii, mianowicie

(5) jesli wyrazenie zdanioksztaltne A jest niegramatyczne, to wyrazenie —A jest

réwniez nicgramatyczne.

Zasada (5), ktora powiada, ze niegramatyczno$¢ jest zachowywana przez operacj¢
negacji zdaniowej wymaga, aby zdanie:

(6) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (6) jest prawdziwe,
bylo niegramatyczne, jesli niegramatyczne jest zdanie (1). Zdanie (6), ktére mozna
okresli¢ jako ,Prawdoméwca”, jest bowiem negacja (1). Wszelako Prawdomoéwca nie
prowadzi do paradoksu. Oznaczmy to zdanie literg c. Mamy

(7) c¢=(c jest prawdziwe),
ale rozumowania prowadzacego do paradoksu Ktamcy nie mozemy powtérzy¢. Mozna
oczywiScie umowic sig, ze je§li wyrazenie zdanioksztaltne A jest niegramatyczne, to
jego negacja podziela ten sam los, ale umowa taka wyglada na rozwiazanie ad hoc.
Znacznie lepiej byloby, gdyby niegramatyczno$¢ (6) przejawita si¢ bezposrednio, na
jego wiasny rachunek. Otéz, zamierzam pokazaC, ze i Prawdoméwca prowadzi do
paradoksu samozwrotnosci.

Paradoks Prawdoméwcy mozemy uzyskaé negujac schemat (T) dla zdania (6).
Zabieg taki, chociaz nieintuicyjny, jest mozliwy, gdyz (T) nie jest tautologia logiczng.
Odrzuémy wigc:

(8) ¢ jest prawdziwe wtw c,
co jest rOwnowazne uznaniu:

9) (c jest prawdziwe A —c) lub [—( ¢ jest prawdziwe) A c].

Stosujac (7) otrzymujemy:

(10) (c A=) lub [c jest prawdziwe A —(c jest prawdziwe)].

Oba skladniki alternatywy (10) sa wewngtrznie sprzeczne, a wigc i cala ta alterna-
tywa jest antynomiorodna. I to jest wiasnie paradoks Prawdoméwcy zwigzany z odrzu-
ceniem schematu (T).

Uwaga 5. Gabriel Sandu z Uniwersytetu w Helsinkach podniést (komunikat prywat;
ny) pewien zarzut przeciwko powyZzszemu rozumowaniu. Powiada on, ze (7) implikuje
zachodzenie (T) dla zdania (6), gdyz zdania identyczne sa eo ipso rownowazne. Jednak-
ze znak rownosci w (7) (a takze w (2)) nie jest spdjnikiem zdaniowym. Jest on traktowa-
ny jako wyrazajacy to, iz znak c jest skrétem typograficznym dla ,,c jest prawdziwe”.
Zaktada sig tylko tyle, ze obie strony (7) mozna wymienia¢ w kontekstach, ktore s dalej
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stosowane. Nie musimy nawet zakladaé, ze owa wymienialno$¢ dotyczy dowolnych
kontekstéw. Odnotujmy jeszcze, ze wyrazenie —c znaczy ,,negacja zdania, dia ktérego
litera ¢ jest skrotem”. W zwigzku z wyjasnionym sensem symbolu ¢ pojawia si¢ jednak
problem jak rozumie¢ pewne wyrazenia, np. ,,c A —¢”, skoro litera ¢ nie jest zmienng
zdaniowg. Otdéz, wyrazenie ¢ A—c rozumiem jako skrét dla zwrotu ,koniunkcja
skiadajaca si¢ ze zdania ¢ jako pierwszego argumentu, symbolu spdjnika koniunkcji
oraz zdania oznaczonego symbolem —c¢ jako drugiego argumentu”. Watpliwosci moze
tez budzi¢ brak cudzystow6éw w wigkszosci kontekstéw niniejszego artykutu, w ktérych
méwi si¢ o wyrazeniach. Ot6z przyjmujg, ze terminy ,,wyrazenie”, , litera”, ,,symbol”
itp. zastgpuja cudzystowy, jeSli stoja przed literami uzywanymi jako symbole.
Cudzystowy stosuje, gdy takie zastgpniki nie wystepuja, lub tez wyrazenia, o ktérych
mowa zawieraja stowa potoczne. Ten drugi wypadek dotyczy np. zdania ,,c jest prawdzi-
we”. Uwazam, ze pedantyczne stosowanie cudzystowOéw w prezentacji wywodu, w
ktérym stopnie jezyka i tak sa pomieszane (tj. wywodu prowadzacego do Ktamcy)
byloby przesada.

Analizujac Klamce i Prawdomdwce odkrywamy jeszcze jedng ukryta przestanke,
mianowicie, ze uzyta jest nie tylko logika klasyczna, ale takze i operacja konsekwencji
logicznej Cn. W istocie rzeczy, odpowiednie paradoksy sg uktadami ((—T) =— (T)):

(11) (a) Ktamca = (b, (T), Cn{b, (T)}),

(b) Prawdoméwea = {c, (—T), Cn{c, (=T)}),

przy czym (J - jezyk):

(12) Cn{b, (D} =Cn{c, (=D} =1,
co pokazuje, ze mamy do czynienia z argumentacjami prowadzacymi do sprzecz.ao$ci.
W (11) nie figuruja (2) i (7), poniewaz sa traktowane jako metajezykowe (w stosunku
do rozwazanego j¢zyka) skroty terminologiczne (typograficzne).

Operacja Cn nie jest jednak jedyna konsekwencjg logiczng zwigzang z logika kla-
syczna. Inna, ktéra oznaczymy symbolem o i nazwiemy ,konsekwencjg nega-
tywna”, jest zdefiniowana przez:

(13) Ae Ci X witw—A e Cn XN,

Okreslenie to prowadzi do kwadratu logicznego (K):

a Y
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gdzie fitery o, B, ¥ i & oznaczaja odpowiednio zdania A € Cn X, (A ecnN x), Ae
e CnNX i —(A € Cn X). Latwo sprawdzi¢, ze kwadrat (K) ujmuje zwigzki opozyciji
zachodzace pomig¢dzy zdaniami o, B, ¥ i 9, ktére sq zupetnie analogiczne do znanych
zaleznoSci wérdd zdait kategorycznych. W szczegdino$ci mamy:

(14) (@) ~(oA),

() (o = 3),
©-Bey),
@a=8,
ONEZA
HPvs.

Zdanie B znaczy ,,A jest niesprzeczne ze zbiorem zdaii X”. Dalej mozemy przyjaé:

(15) (a) zdanie A jest zalezne od zbioru zdai X wtw A € cnNXlubAe Cn X;

(b) zdanie A jest niezalezne od zbioru zdafi X wtw A nie jest zalezne od
zbioru X, tj. A¢ Cn Xoraz A & CnN X,

(c) zbiér zdah X jest zupelny wtw kazde zdanie nalezace do jezyka J jest
zalezne od X;

(d) zbidr zdafi X jest niezupelny wtw zbidr zdan X nie jest zupelny, tj. gdy
przynajmniej jedno zdanie jest od nicgo zalezne.

Konsekwencja negatywna nalczy do rodziny konsekwencji zwigzanych z pojg¢ciem
odrzucania wraz z konsekwencja Cn’! {Stupecki, Bryll, Wybraniec-Skardowska 1971] i
konsekwentjg dualna dCn [Wojcicki 1973, Spasowski 1983]. W gruncie rzeczy, jest to
moze najprostsza z konsekwencji odrzuceniowych zdefiniowana przez «modulo
negacjg» konsekwencji Cn. Jest ona motywowana przez dazenie do ujgcia odrzucania
jako doskonale symetrycznego wobec uznawania oraz uzyskania kwadratu logicznego,
w ktérym obecna jest Cn.

Uwaga 6. Pojgcie dualnoéci nie jest definiowane jednolicie w logice. Na og6l
powiada sig, ze zmienne zdaniowe sg dualne wzgledem siebie, tak samo negacje formut,
a koniunkcja — wzgledem alternatywy i na odwrdt. Czasem jednak dualno$é jest
okreslana tak, ze zmienne sa dualne wzglgdem swych negacji. Konsekwencja dCn jest
dualna wobec Cn przy pierwszym rozumieniu dualnosci, a N — przy drugim.

Uwaga 7. Konsekwencje odrzuceniowe maja pewne znaczenie w analizie filozoficz-
nej, np. w analizie logiki pojecia ,.zakazu” czy tez tredci teorii [Wolefiski 1985, 1989 i
1992].

,JKonsekwencja logiczna” jest pojeciem zasadniczo syntaktycznym. Ma jednak swe
aspekty semantyczne i pragmatyczne. Konsekwencja zwykla jest skorelowana z pra-
wdziwoscig, gdyz opisuje inferencje zachowujace prawdziwosc. To jest jej aspekt se-
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mantyczny. Jest tez skorelowana z procesami uznawania zdan, gdyz jesli A jest uznane i
B e Cn A, toi B jest uznane. To jest aspekt pragmatyczny Cn. Pojecie uznania jest przy
tym traktowane tutaj jako logiczne, a nie psychologiczne, co umozliwia pominigcie
drazliwego pytania, czy zbiér zdaii uznanych zawsze jest domknigty konsekwencja
logiczna. Tak wigc konsekwencja zwykla jest semantycznie prawdziwoSciowa, a prag-
matycznie — uznaniowa (asertywna). Kodyfikuje takie inferencje, ktére zawsze pro-
wadza od prawdziwych przestanek do prawdziwych wnioskoéw. Przypusémy, ze chcemy
zbudowaé teorig inferencji zachowujacych falsz, tj. takich, ktére nie moga prowadzié¢ od
fatszywych przestanek do prawdziwych wnioskéw. Operacja Cn do tego si¢ nie nadaje
ze wzgledu na to, ze ,,z falszu wynika (wedle Cn-regul) wszystko”. To niesciste powie-
dzenie znaczy, ze w poprawnym wnioskowaniu z fatszywych przestanek moga wynikaé
zaréwno prawdy jak i fatsze. Natomiast konsekwencja negatywna (podobnie jak cnli
dCn) jest semantycznie fatszywosciowa (dzigki temu kodyfikuje inferencje zachowu-
jace falszywosc€), a nadto pragmatycznie — odrzuceniowa (rejektywna), bo zachowuje
odrzucanie. Niewatpliwie, gdy odrzucamy A, to jesteSmy tez sklonni odrzuci¢ A A B, ale
tego faktu nie mozna wprost wyrazi¢ przy pomocy Cn. Konsekwencja negatywna to
umozliwia, gdyz (,,{A” znaczy ,,A jest odrzucone™):

(16) X-HA wiwA e i X,
a w szczegdlnosci:

(17) (AAB)e CnMNA.

Formuta (18) jest odpowiednikiem (,;-A” znaczy ,A jest uznane”):

(18) XFAwtwA € Cn X.

Konsekwencja negatywna ma tzw. ogdlne wiasnosci konsekwencji logicznej, m.in.
jest monotoniczna (X cY = cnNx c cnl Y), idempotentna (CnNCnN x=cnN X) oraz
finitystyczna (jesli A € cnN X, to A nalezy do konsekwencji jakiego§ skoficzonego
pozdzbioru zbioru X). Logika odrzucania (CnN-logika lub N-logika) r6zni si¢ rzecz
jasna od logiki uznawania (Cn-logiki lub U-logiki), poniewaz zbiory tez s3 w obu
wypadkach rézne, a nawet roztaczne. Nie mozemy np. wyrazi¢ (17) w przedmiotowym
jezyku logiki (zwiazanej z Cn) przez

(19) A= (A AB),
jesli ,,=” oznacza implikacj¢ materialng. Trzeba wprowadzi¢ nowa implikacje,
0znaczong np. UL zdefiniowang jako:

0) A=NB =9 (4v-B),

a wtedy otrzymamy:

e A=N@AAB
jako teze logiki negatywnej (LOGN ). Mamy dalej:

22) (a) cnN{A}nCnN{—a} = LoGN

®) CnN{A, -4} =],
aLOGN mozemy tez okre$lié jako cnN@.
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Zapewne nie jest rzecza przypadku, ze logika rozwingla si¢ w zwiazku z Cn, a nie
cn 1ub jaka$ inna konsekwencja odrzuceniowq. Dlatego tez operowanie przedmio-
towa LOGN nie jest zbyt naturalne. Rzecz mozna jednak upro$ci¢ w ten sposdb, ze sig
bedzie operowato pojeciem ,,odrzucania” (takze rozumianym logicznie, a nie psycho-
logicznie) w metajezyku, ktéry jest asertywny. I tak np. schemat:

(23) jesli odrzucone jest zdanie A, to odrzucona jest rowniez i koniunkcja A A B,
wyraza w asertywnym metajezyku tez¢ (17). Znaczy to, ze funktor ,,jesli, to” jest uzyty
w (23) w swym normalnym asertywnym znaczeniu, a LOGN jest tutaj ukryta w
pojeciu odrzucania. Ponadto, jesli mamy regule o ksztalcie:

(24) jesliHA, to 4B,
to mozemy zastgpowaé formuty A i B ich «uznaniowymi réwnowaznikami»; np.
formula A A B moze by¢ zastapiona formula —(—A v —B). Mamy m.in. nastgpujace
reguty odrzucania

25) (@) (A v B) wtw A oraz 1 B,

(b)4 (A AB)witw A lub- B,

(©)1 (A © B)wtw (A A B)oraz 4 (—A A —B),
(d)jesliA < B oraz- A, to- B,

(e) kontrtautologie (w sensie Cn-logiki) sa odrzucone,
(f) tautologie (w sensie Cn-logiki) sa przeciwodrzucone.

Reguta (25f) umozliwia identyfikacj¢ paradoksu w ramach logiki odrzucania, jesh
w jakim§ wierszu dowodowym pojawi si¢ tautologia, podobnie jak wystapienie sprze-
czno$ci w dowodzie zrelatywizowanym do Cn informuje o pojawieniu si¢ sytuacji
antynomialnej (wyraz ,,przeciwodrzucone” zostat zastosowany w (25d) tylko po to, aby
unikngé niezrgcznego w tym kontekscie okreSlenia ,,uznane”).

Uzycie Cn w zapisie (11) sugeruje, ze operator - (czyli Cn-logika) jest wiasciwy
dla formalizacji Ktamcy i Prawdoméwcy. Wersja Prawdoméwcy zachowujaca schemat
(T) oparta jest na zalozeniu, ze operator - (czyli N-logika) jest wiasciwy dla zdania
stwierdzajacego swa wlasng prawdziwos$é. Takim zdaniem jest —(1). Skoro ,,b” jest
skrotem dla ,,b jest fatszywe”, mamy:

(26) —b = (b jest prawdziwe).

Zat6ézmy:

27) - =b.

Zatozenie to razem z (26) prowadzi do:

(28) - b jest prawdziwe.

Schemat (T) zastosowany do & daje:

(29) b & (b jest prawdziwe),

a z tego przez (25d) otrzymujemy:

(30) 4 b.

Z(27) i (30) wynika (por. (25a):
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@B1) 4 v -b).

Tak wigc, zatozenie (26) prowadzi (por. (25f)) do sprzecznosci. Zalozmy teraz:

(32) 4b.

Schemat (T) i (25d) daja:
(33) b jest prawdziwe,
a zastosowanie (26) do (33):

(34) 4.

Tak wigc konkluzja (31) wynika réwniez z zatozenia (32), co koficzy dowdd Praw-
domoéwcy. Paradoks ten mozemy zapisaé jako:
(35) Prawdoméwca = (b, CrnN{=b}),
przy czym schemat (T) zostat w tym wypadku «przeniesiony» do metajgzyka. Mozemy

jednak uzyskaé Prawdoméwce przez przyjecie:

(TN) (A jest prawdziwe wtw —A).

Jesli zastosujemy (TN) do zdania —b, to mozemy wykazac, ze zdanie ,,A jest pra-
wdziwe wtw —A” nie da si¢ odrzucié ani przy zatozeniu (27) ani tez (30). Wtedy (35)
przechodzi w:

(36) Prawdoméwca = (b, (T™), Cn{—b, (TY}).

Tak wigc i zdanie orzekajace swa wlasng prawdziwosé jest antynomialne, nawet
przy zachowaniu schematu (T). Dzigki temu zasada (5) jest spelniona, bo zdania (1) i
(6) sa niegramatyczne ze wzgledu na wzajemnie zwierciadlane (chociaz nieidentyczne)
warunki: z jednej strony mamy Cn, a z drugiej — cnN.

Jestem zwolennikiem likwidacji paradoksu ktamcy przez wykluczenie jezykéw
zamknigtych, a wykazanie symetrii w kwestii niegramatycznosci zdaf (1) i (6) jest
dodatkowym argumentem na rzecz rozwiazania Tarskiego. Wszelako chciatbym cos$
dodaé w sprawie zasadnosci wprowadzenia hierarchii jezykow wedle ich stopni i rela-
tywizacji poje¢ semantycznych do okre§lonego jezyka. Argument, Zze jest to obce
jezykowi potocznemu, wydaje mi si¢ catkowicie chybiony, gdyz jest podobny do po-
wiedzenia, ze relatywizacja praw mechaniki do uktadéw odniesienia jest nietrafna, bo
obca potocznemu rozpatrywaniu ruchu. Stosunek migdzy semantyka Tarskiego a tzw.
semantyka naiwng jest podobny do stosunku miedzy mechanika teoretyczng a mecha-
nika naiwnag.

Niemniej jednak pragmatyczna analiza paradokséw samozwrotnosci podpowiada
pewne ich rozwigzanie, ktére moze warte jest wzmianki. Wspomniatlem wyzej, ze
zachodzi wyrazny zwigzek migdzy Cn, prawda i asercja z jednej strony oraz Cn' ,
fatszem i odrzucaniem — z drugiej. Analiza paradoksu Ktamcy pokazuje, ze do zdania
(1) zawierajacego samozwrotnie plzzymiotnik »falszywe”, stosowana jest konsekwencja
Cn, natomiast do zdania (6), zawierajacego samozwrotnie przymiotnik ,,prawdziwe” —
konsekwencja cnN. Wolno to uznaé za niekonsekwencje, gdyz jesli juz wypowiada sie
(1) czy tez (2), to nalezatoby uzna¢ odpowiednio niewtasciwos§¢ uzywania Cn lub cn

]
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w dalszej analizie tych zdan. Nalezatoby tak uczynié¢ ze wzglgdu na «zobowigzania
pragmatyczne», a nie w sensie absolutnym, gdyz zawsze mozna utrzymywac, iz dowol-
na konsekwencja logiczna moze by¢ aplikowana jako operacja syntaktyczna do dowol-
nego zbioru zdah jako obiektow skladniowych. Niemniej jednak pragmatyczne
wyja$nienie paradokséw odwotujace si¢ do zgodnosci skladni, semantyki i pragmatyki,
chociaz nieabsolutne, ma jednak pewien walor wobec jezyka naturalnego.

Uwaga 8. Wczesniejsza wersja niniejszego artykutu zawierata paradoks Prawdo-
moéwcy tylko w wersji zakladajacej odrzucenie (T). Tak tez przedstawitem sprawe w
odczycie wygtoszonym na posiedzeniu naukowym Zaktadu Semiotyki Logicznej Uni-
wersytetu Warszawskiego i Polskiego Towarzystwa Semiotycznego w dniu 30 kwietnia
1993 r. Dyskusja, a zwlaszcza glos Andrzeja Grzegorczyka, przekonalty mnie jednak, ze
wersja (11b) nie jest intuicyjna. Trzeba jednak zauwazy¢, ze negacja (T) sama przez si¢
nie generuje zadnego paradoksu, gdyz np. nie wystarcza do dowodu, ze zdanie (1)
prowadzi do paradoksu.

§2. Odrzucanie i niezupelnos¢

Nieformalne wyjasnienie fenomenu niezupetnoSci arytmetyki jest nastepujace
[Godel 1931.175-176). Przyjmujemy, ze nasza logika jest adekwatna, tj. zachowuje
prawdg, oraz, ze aksjomaty arytmetyki Peano sgq prawdziwe. Rozwazmy teraz zdanie

(37) zdanie zapisane w niniejszym artykuie pod numerem (37) jest niedowodliwe
w arytmetyce.

Zdanie (37) stwierdza wigc wilasng niedowodliwo$¢ w arytmetyce. Zalézmy, ze
zdanie (37) jest dowodliwe. Znaczy to, ze wzgledu na adekwatno$¢ naszej logiki, Ze jest
ono prawdziwe. Ale je§li jest prawdziwe, to ze wzglegdu na swa tre$¢ jest wiasnie
niedowodliwe, co przeczy przypuszczeniu, ze jest dowodliwe. Jesli natomiast negacja
zdania (37) bytaby dowodliwa, to samo zdanie (37) musialoby by¢ falszywe, a wigc, ze
wzgledu na swy tre$é, dowodliwe. Wtedy jednak dowodliwe byloby zar6éwno zdanie
(37), jak i jego negacja, co jest niemozliwe. Caly dalszy wywdd Godla po§wigcony byt
wykazaniu, ze niezupetno$¢ arytmetyki (teoria T jest niezupelna wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje formuta A taka, ze A nalezy do jezyka teorii TorazA ¢ CnTi—-A ¢ CnT)
daje si¢ wykazaé bez odwotywania si¢ do pojecia ,,prawdy”. Oryginalny dowdd Goédla
dotyczyt twierdzenia (jest to tzw. I twierdzenie Gddla o niezupetnosci):

(38) jesli arytmetyka (dalej AR) jest niesprzeczna (doktadniej: w-niesprzeczna), to

jest niezupelna.
Niemniej jednak (38) formuluje sig i tak:
(39) jesli AR jest niesprzeczna, to istnieje prawdziwe zdanie A nalezace do jg¢zyka
AR takie, ze A ¢ Cn AR.
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Takim prawdziwym zdaniem jest np. (37) zapisane w kodzie arytmetycznym przez
zastosowanie arytmetyzacji (uwaga ta jest wazna wobec wszystkich dalszych
przyktadéw rozwazanych nieformalnie), bo stwierdza swa wlasna niedowodliwosé
i rzeczywiscie jest niedowodliwe. Twierdzenia (37), (39) oraz prawo wylaczonego
Srodka daja:

(40) jesli AR jest niesprzeczna, to istnieje falszywe zdanie A nalezace do jezyka

AR takie, ze A ¢ AR.

Chcialoby si¢ jednak wykaza¢ (40) niejako wprost, a nie tylko posrednio. Mozemy
to zrobi¢ przy pomocy LoGN . Smullyan [Smullyan 1961. 49, 129-130, Smullyan
1992. 11] rozwaza zdanie: |

(41) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (41) jest odrzucalne w
arytmetyce.

Gdy zastosujemy schemat (T) do (41), dostaniemy:

(42) zdanie (41) jest prawdziwe wtw zdanie (41) jest odrzucalne w arytmetyce,

co dalej prowadzi do:

(43) zdanie (41) jest prawdziwe i odrzucalne w arytmetyce lub zdanie (41) jest
fatszywe i nieodrzucalne w arytmetyce.

Zakiadajac, ze nasza logika jest adekwatna, wnioskujemy, ze (41) nie moze by¢ praw-
dziwe i odrzucalne lub falszywe i dowodliwe. Musi wigc by¢ falszywe i niedowodliwe.

Rozumowanie to zaktada, ze odrzucalno$¢ jest zrelatywizowana do Cn. Wszelako
rezultat Smullyana mozna uzyska¢ przy pomocy LOGN i to bez odwolywania si¢ do
schematu (T). Przyjmijmy, ze aksjomaty arytmetyczne sg falszywe, a nasza logika
zachowuje falsz. Takq logika jest wiasnie LoGN . Rozwazamy teraz zdanie:

(44) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (44) jest CnN-dowodli-
we (dowodliwe relatywnie do konsekwencji cn )w ARN (tj. w teorii opartej
na negacji aksjomatéw AR),

i rozumujemy catkowicie analogicznie jak w wypadku zdania (37). Zal6zmy, ze (44)
jest CnN-dowodliwe w ARN . Nie moze by¢ prawdziwe, gdyz wtedy, ze wzgledu na
wiasnosci Cn™ , hie byloby CnN-dowodliwe. Jest wiec falszywe, a skoro tak, to jest
CnN\-niedowodliwe. Zal6zmy teraz, ze zaprzeczenie zdania (44) jest cnM-dowodliwe.
Wtedy jednak zaréwno zdanie (44), jak i jego negacja, nalezalyby do zdaf cn-dowod-
liwych. Poniewaz CnN-dowodliwosé jest tym samym co odrzucanie, cnN-dowodliwa
bylaby tez alternatywa zlozona ze zdania (44) oraz jego negacji, co jest niemozliwe ze
wzgledu na (25f1).

Relatywizacja do CnN-dowodliwosci moze by¢ pominigta, jesli rozszerzymy
pojecie dowodliwosci arytmetycznej przez stypulacje:

(45) zdanie A jest dowodliwe arytmetycznie wtw, gdy jest Cn-dowodliwe (tj. do-

wodliwe w sensie zwyktym) lub cnN -dowodliwe.

Przy takiej umowie wolno nam stwierdzic:
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(46) jesli AR jest niesprzeczna, to istnieje falszywe zdanie A nalezace do jezyka
AR, takie, ze A jest niedowodliwe arytmetycznie.
To wtasnie chcieli§my wykazac.

Uwaga 9. Twierdzenie (46) winno zawieraC relatywizacj¢ do N-niesprzecznoSci
ARN , €O znaczy, ze wérdd tez tej teorii nie ma zdania ksztattu ,,A lub —A”. Byloby tak
wtedy, gdyby wéréd twierdzen ARN znalazio si¢ jakie§ zdanie i jego negacja. Tak wigc
warunek dla N-niesprzecznosci jest dokladnie taki sam, jak dla niesprzecznoéci w
rozumieniu standardowym. Je§li wigc AR jest niesprzeczna, to ARN jest N-nie-
sprzeczna.

Uwaga 10. Prawdziwo$¢ i fatszywo$¢ w odniesieniu do AR i ARN jest rozumiana
jako prawdziwo$¢ i fatszywo$¢ w modelu standardowym. Zaktadam, ze ze wzgledu na
ten model aksjomaty arytmetyczne s uznawane, a ich negacje odrzucane. Mozna
postgpowaé inaczej, tj. uznaé wszystkie lub niektére negacje aksjomatéw Peana za
prawdziwe. Wtedy jednak bgdziemy mieli do czynienia z prawdziwos$cia w modelach
niestandardowych arytmetyki.

Uwaga 11. Niezupetno$¢ arytmetyki moze by¢ tez okre§lona tak samo jak w (15d).

Mozemy dalej sformutowa¢ odpowiednik twierdzenia (38) jako:

@7) jesli ARN jest N-niesprzeczna, to ARN jest takze N-niezupetna, tj. istnieje
zdanie A nalezace do jezyka ARN takie, ze A ¢ cnN ARN oraz —A ¢
¢ iV ARV,

a takze analogon IT twierdzenia Gédla o niezupetnosci (jesli AR jest niesprzeczna, to
formuta CON wyrazajaca niesprzeczno$¢ AR jest niedowodliwa w AR) jako:

(48) jesli ARN jest N-niesprzeczna, to formuta CONN wyrazajaca N-niesprzeczno$§é
ARN jest niedowodliwa w ARN.

Zdanie (37) jest niedowodliwe arytmetycznie. W 1952 r. Henkin [Henkin 1952]
postawit problem dowodliwo$ci zdania stwierdzajacego wiasng dowodliwosé, a wigc
zdania (,,dowodliwe” znaczy ,,Cn-dowodliwe”):

(49) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (49) jest dowodliwe w

arytmetyce.

Z uwagi na schemat (T), zachodzi:

(50) zdanie (49) jest prawdziwe wtw zdanie (49) jest dowodliwe w arytmetyce,
co daje:

(51) zdanie (49) jest prawdziwe i dowodliwe w arytmetyce lub zdanie (49) jest

fatszywe i niedowodliwe w arytmetyce.
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Ktora z tych mozliwosci zachodzi? Problem ten zostat rozwigzany przez Loba [L.6b
1955). Prawdziwe jest mianowicie twierdzenie:

(52) dla kazdego A, je§li zdanie ,jesli A jest Cn-dowodliwe w AR, to A” jest

Cn-dowodliwe w AR, to A jest Cn-dowodliwe w AR.

Z twierdzenia Loba wynika, ze zdanie orzekajace swg wlasna dowodliwo$¢ jest
zarazem prawdziwe i dowodliwe. Dla sformutowania odpowiednika twierdzenia Léba
dla ARN trzeba rozwazy¢ zdanie:

(53) zdanie zapisane w niniejszym artykule pod numerem (53) jest CnN-niedowod-

liwe w ARN.
Mamy dalej:

(54) zdanie (53) jest prawdziwe wtw zdanie (54) jest CnN-niedowodliwe w ARN,
a w konsekwencji:

(55) zdanie (53) jest CnN-niedowodliwe i prawdziwe w ARN 1ub zdanie (53) jest

cnN-dowodliwe i falszywe w ARN,

Odpowiednikiem twierdzenia Loba dia ARN jest:

(56) dla kazdego A, jesli zdanie ,jesli A jest CnN-dowodliwe w ARN, to A” jest

cnN-dowodliwe w ARN , t0 A jest rowniez cnN-dowodliwe w ARN.

Zdanie (53) méwi o sobie, Ze jest Cr™-niedowodliwe w ARN. Mozemy je zapisa¢
nieformalnie jako:

(57) jestem Cn -medowodhwe w ARN.

Jesli zastosujemy (56) do (57), otrzymamy

(58) jesli zdanie ,,jesli Jestem Cn -medowodllwe w AR™ jest Cn —dowodhwe w

AR", to jestem Cn N_niedowodliwe w AR 7, jest Cn -dowodliwe w AR
zdanie ,,jestem Cn -mcdowodhwe w AR ” jest Cn -dowodliwe w AR .

Analiza (w jezyku asertywnym) zdania (58) doprowadza do wniosku, Ze uznana jest
koniunkcja:

(59) .jestem cnN -medowod]lwe wARN jest Cn -dowodliwe w ARN oraz niepra-

wda, ze jestem Cn N niedowodliwe w ARN.

Tak wiec (52) stwierdza, ze zachodzi drugi czlon alternatywy wyrazonej w (55).

Uwaga 12. Sciste dowody twierdzefi (47), (48) i (56) wymagaja uzycia tych samych
technik, ktére sa stosowane w dowodach odpowiednich twierdzer o AR.

Pojawia sie wreszcie problem definiowalnosci pojgcia ,,falszu arytmetycznego” (czy
tez zbioru falszywych zdait arytmetycznych) w ARN, co jest przedmiotem
nastgpujacego analogonu twierdzenia Tarskiego o niedefiniowalno$ci prawdy arytmety-
cznej w AR :

(60) Zbiér zdafh fatszywych AR jest niedefiniowalny w ARN, jeslti ARN jest N-nie-

sprzeczna.
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Dowdd (60) jest wzorowany na rozumowaniu Smullyana [Smullyan 1992. 103]
uzasadniajacym jedng z wersji twierdzenia Tarskiego. Przyjmijmy, ze predykat F(x) jest
predykatem faiszu dla teorii T, o ile zachodzi (symbol A zaznacza, ze formuta A
zapisana jest w kodzie arytmetycznym):

(61) VA (F(A) & A)e CnN T,

Niech F(x) bedzie predykatem falszu dla ARN. Ze wzgledu na ogéine wlasnosci
arytmetyki, kazda formuta typu P(A) ma swoéj punkt staly, j. formule A, co znaczy, ze
réwnowazno$é:

(62) P(A) A
jestdowodliwa w AR dla kazdego A. W zwiazku z tym, formuta:

(63) P(A) & —A
jest odrzucona w ARN dia kazdego A; formul¢ —A mozna uwazaé za N-punkt staly
formuty PA)w ARN. Tak wigc, je§li potozymy ,,—F”’ w miejsce P, otrzymamy:

(64) 34 (—F(A) & —A) € CnN ARN,

Jednakze zachodzi sprzeczno§é pomigdzy (61) oraz (64) w tym sensie, ze dla pewnej
formuly A, 4 A oraz - —A, wbrew zalozeniu, ze AR jest niesprzeczna. Znaczy to, ze
pojecie falszu arytmetycznego jest niedefiniowalne w ARN. Odnotujmy, ze formuta
Fi (Z)@—A wyraza jako$ mysSl, ze A jest prawdziwe. Pokazuje to zwiazek (60) z parado-
ksem Prawdoméwcy, podobnie jak twierdzenie o niedefiniowalnosci prawdy dla AR
ma zwiazek z paradoksem Klamcy. W ten sposob rozwazania §1 i §2 tworza pewna
calosé.
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