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Arytmetyka u poczatku abstrakcyjnego pojmowania
geometrii przez Hilberta

1. SENTENCJA HILBERTA (I)

Twierdzi si¢ powszechnie, ze bezposrednia przyczyna tego, iz Hilbert radykalnie
odszedt od przekonania, ze przedmioty i relacje geometrii sg ,,brane” przy pomocy
doswiadczenia zmystowego ze $wiata zewngtrznego, 1 uksztaltowania sig jego tezy,
iz geometria jest nauka abstrakcyjna (nauka o abstrakcyjnych przedmiotach), byt
wystuchany przez niego wyktad Wienera podczas pierwszej konferencji Deutsche
Mathematiker-Vereinigung w Halle/Salle w trzeciej dekadzie wrzesnia 1891 roku.
Relacjonuje sig, ze Hilbert byt do tego stopnia zainspirowany wystapieniem Wiene-
ra, iz juz w pociagu, w drodze powrotnej do Krolewca, zaczatl si¢ zajmowac aksjo-
matami geometrii.' Podczas przerwy w podrézy, w ktorejs z berlinskich poczekalni
dworcowych, Hilbert miat wypowiedzie¢ stynne zdanie, ktére miato dokumentowaé
jego (nowe) przekonanie o abstrakcyjnym charakterze geometrii: ,,W miejsce punk-
16w, prostych i plaszczyzn mozna zawsze mowié o stolach, krzestach i kuflach”?

Catla ta — slynna i wielokrotnie przytaczana — sekwencja zdarzen ma wskazy-
wac na to, ze Wiener byl nie tyle nawet prekursorem, ile raczej ,,poloznym” nowej
koncepcji geometrii Hilberta. Powstaje pytanie: co konkretnie w swoim wykladzie

! Por. O. Blumenthal, David Hilbert, ,,Die Naturwissenschaften”, R. X 1922, s. 68 (67-72); O.
Blumenthal, Lebensgeschichte, [w:] D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Bd. 3, Berlin 1935,
Springer, s. 403 (388-429); W. Benz, Grundlagen der Geometrie, [w:] Ein Jahrhundert Mathematik
1890-1990, red. G. Fischer, Braunschweig 1990, Vieweg, s. 234 (231-268).

2 Man muss jederzeit an Stelle von ‘Punkte, Geraden, Ebenen’, ‘Tische, Stuehle, Bierseidel’
sagen koennen”, M.-M. Toepell, Ueber die Entstehung von David Hilberts ‘Grundlagen der Geo-
metrie’, Goettingen 1986, Vandenhoeck und Ruprecht, s. 42.
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powiedzial Wiener, iz mogto to sta¢ si¢ inspirujace dla pdzniejszego tworcy formali-
zmu? Pierwszym celem niniejszego opracowania jest udzielenie odpowiedzi na po-
wyzsze pytanie. Drugim bedzie ustalenie, jak wlasciwie nalezy odczytywaé sentencje
Hilberta w kontekscie zawartosci wyktadu Wienera. Natomiast trzecim celem bedzie
ustalenie przez kogo — ewentualnie — inspirowany byt Wiener w swojej wizji
geometrii, tak, by ostatecznie ustali¢ Zzroédto nowego pojmowania geometrii przez
Hilberta.

2. WYKLAD WIENERA

Glowne tezy wyktadu Wienera zawarte sa w krotkim, czterostronicowym tekscie,
ktory ukazat si¢ w opublikowanym w roku 1892 — z rocznym opézZnieniem —
pierwszym numerze ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung”. Wie-
ner tylko raz w swoim tekscie mowi o ,,nauce abstrakcyjnej” (abstracte Wissen-
schaft). Pojmuje ja jako naukg ,,paralelng” do geometrii:

Takze dla geometrii znaczenie ma tego rodzaju powr6t (zwrot) do najprostszych przedmiotow
(elementow) i operacji, poniewaz z tych mozna odwrotnie zbudowaé pewna abstrakcyjng na-
uke, ktora jest niezalezna od aksjomatow geometrii, ale ktorej twierdzenia sg krok po kroku pa-
ralelne do twierdzen geometrii.”

W nastgpnym akapicie Wiener wyjasnia, na czym, jego zdaniem, polega kon-
strukcja owej ,,nauki abstrakcyjnej” ,,paralelnej” do geometrii:

Przyktadu dostarcza tutaj geometria rzutowa plaszczyzny. Przedmiotami niech bgda punkty
i proste, operacjami laczenie i przecinanie, przedmioty i operacje niech beda zatozone tylko
w skonczonej ilosci. Albo w postaci uwolnionej od geometrycznej szaty: niech bgda zatozone
elementy dwojakiego rodzaju i dwojakie operacje, przy czym przyjmuje sig, ze potaczenie
dwoch elementéw jednego rodzaju daje element innego rodzaju.*

Mys$l Wienera mozna probowaé wyrazi¢ nastgpujaco:

Niech zbior punktow oznaczany jest przez ,,PUNKTY”, natomiast zbior prostych
przez ,,PROSTE”. Operacja taczenia ujgta bedzie przez troéjargumentows relacje £4-

* JAuch fiir die Geometrie ist ein derartiges Zurlickgehen auf die einfachsten Objecte
(Elemente) und Operationen von Bedeutung, da man dann umgekehrt wieder aus diesen eine ab-
stracte Wissenschaft aufbauen kann, die von den Axiomen der Geometrie unabhéngig ist, deren Sét-
ze aber Schritt fiir Schritt mit den Sétzen der Geometrie parallel sind”, H. Wiener, Uber Grundlagen
und Aufbau der Geometrie, ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung”, R. I 1890/91,
s. 46 (45-48).

* Ein Beispiel hierzu liefert die projective Geometrie der Ebene. Die Objecte seien Punkte und
Geraden, die Operationen das Verbinden und Schneiden, Objecte und Operationen seien nur in end-
licher Anzahl vorausgesetzt. Oder, vom geometrischen Gewande losgelost: es seien Elemente von
zweierlei Art vorausgesetzt, und zweierlei Operationen, indem man annimt, dass die Verkniipfung je
zweier Elemente derselben Art ein Element der anderen Art ergebe”, H. Wiener, Ueber Grundla-
gen..., s. 46.
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CZY. Jest ona w istocie dwuargumentowa funkcja, ktéra kazdym dwom réznym
punktom przyporzadkowuje doktadnie jedna prosta wyznaczana przez te punkty.
Operacja przecinania zapisana zostanie za pomoca trdjargumentowej relacji PRZE-
CINA. Jest ona rowniez dwuargumentowa funkcja, ktora kazdym dwom réznym pro-
stym przyporzadkowuje dokladnie jeden punkt, ten, w ktorym one si¢ przecinaja.
W tym miejscu ingeruje fakt, ze Wiener w swoim wyktadzie zajmowatl si¢ geometria
rzutowa plaszczyzny. Istnienie punktu idealnego w nieskonczonosci dla kazdego
zbioru prostych rownolegltych gwarantuje, ze owa funkcja jest okreslona dla kazdej
pary prostych roznych. W punkcie idealnym w nieskonczonosci proste nalezace do
danego kierunku przecinaja sig. Przy przyjetych oznaczeniach operacje geometrii
rzutowej wskazane przez Wienera mozna zapisac¢ nastgpujaco:

(1.1) Ia,b X'm (a,b € PUNKTY A a#b Am e PROSTE — (£LACZY(a,b,m))),

(1.2) [m,n Xla (myn € PROSTE A m # n A a € PUNKTY — (PRZECINA
(m,n,a))).

Nastgpnie Wiener ,,uwalnia” owe warunki z ,,szaty geometrycznej”. W miejsce
dwu zbiorow PUNKTY i PROSTE przyjmuje dwa zbiory elementéw oznaczane dalej
za pomoca ,,X” 1,,Y”. W miejsce dwuargumentowej funkcji £4CZY przyjmuje opera-
cje oznaczang dalej ,,OP;” — dwuargumentowa funkcj¢ przyporzadkowujaca kazdym
dwom réznym elementom zbioru X dokladnie jeden element zbioru Y. Natomiast
w miejsce dwuargumentowej funkcji PRZECINA Wiener przyjmuje druga operacje,
oznaczanag dalej ,,OP,” — dwuargumentowa funkcje¢ przyporzadkowujaca kazdym
dwom réznym elementom zbioru Y doktadnie jeden element zbioru X. W efekcie
wspomnianego ,,uwolnienia” z ,,szaty geometrycznej” warunki (1.1) i (1.2) przyj-
muja nastgpujaca postaé:

2.1) IxyZla(xye XAx#zyA ae Y — ((x,y)OP(®)))
2.2) NoafEx (gfe YA o+ frxe X— ((aP)OPy(x))).

Uwolnienie z ,;szaty geometrycznej” i przejScie do ,,paralelnej” do geometrii
,nauki abstrakcyjnej” dokonalo si¢ — przede wszystkim — na drodze zmiany
przedmiotéw, do ktorych odnosity si¢ warunki (1.1) i (1.2). Miejsce punktéw i pro-
stych zajety dowolne przedmioty, ktore spetniajg formalne warunki (2.1) i (2.2).

Jednakze dowolno$¢ przedmiotéw nalezacych do zbioréow X'i Y zostata w istocie
ograniczona przez warunek zawarty w pierwszej z cytowanych wypowiedzi Wiene-
ra. Ma on charakter ontologiczny.

Ot6z niemiecki matematyk stwierdza, ze w ,,nauce abstrakcyjnej” ma si¢ do czy-
nienia z ,,najprostszymi” (die einfachsten) przedmiotami (Objecte), dla ktorych re-
zerwuje specjalnag nazwe ,,elementy” (Elemente).

Mozna postawi¢ pytanie, na czym ma polegaé prostota owych przedmiotéw. Od-
powiedz moze by¢ tylko jedna: maja one ,,malo” wilasnosci prostych, tzn. nieredu-
kowalnych do siebie. Poniewaz Wiener wymaga od tych przedmiotow, by byly one
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,hajprostsze” (die einfachsten), to oznaczaé to musi, ze moga one posiadac tylko te
whasnosci, ktore ,,sprawiaja”, ze sa one przedmiotami nauki abstrakcyjnej. W istocie
zatem przedmioty ,,nauki abstrakcyjnej”, ktora tworzy Wiener maja tylko dwie wia-
snosci proste — 1 to nieabsolutne, relacyjne — ktére wyznaczaja warunki (2.1)
i(2.2), 1 nie maja zadnych innych wlasnosci, w tym wlasnosci absolutnych.

Przyjmujac zasad¢ Berkeleya, ze przedmiot jest zbiorem (swoich) wlasnosci
(tutaj: nie tylko absolutnych, ale rowniez relacyjnych), mozna twierdzié, ze przed-
mioty geometrii, tzn. punkty i proste, byly okre$lone przez nastgpujace zbiory wia-
snos$ci prostych, nieredukowalnych nawzajem do siebie (byly nastepujacymi zbiora-
mi wlasnosci):

(31) {W], Wg, Wg,..., Wk} —punkty;
3.1 {U,;, Uy, Us,..., U} — proste;

gdzie k> 2 1/ > 2 oraz dla punktow W, jest warunkiem (1.1), W, warunkiem (1.2),
dla prostych za$ U; jest warunkiem (1.2), U, warunkiem (1.1).

Natomiast przedmioty ,,nauki abstrakcyjnej”, ktora budowat Wiener, okreslone
sa przez nastgpujace zbiory wlasnosci prostych (sa nastgpujacymi zbiorami wiasnosci):

4.1 {V1, V,} — przedmioty zbioru ze zbioru X;
4.2) {T,;, T,} — przedmioty ze zbioru Y;

gdzie dla przedmiotow ze zbioru X V; jest warunkiem (2.1), V', warunkiem (2.2), dla
przedmiotow zas ze zbioru Y T jest warunkiem (2.2), 75 jest warunkiem (2.1).”

Poniewaz elementy zbioru X i Z nie posiadaja zadnych innych wiasnosci pro-
stych (np. ,,odpowiednikow” wilasnosci W3, ..., W, Us, ..., U)) sa one ,,przedmiotami
najprostszymi” — wg terminologii H. Wienera rowniez ,,elementami”.

Przedmioty ze zbioréw X i Y, jako pozbawione wszelkich wiasnosci prostych,
poza wspomnianymi dwoma (relacyjnymi), mozna stusznie nazwa¢ — i tak bedzie
si¢ czyni¢ w niniejszym tekscie — przedmiotami abstrakcyjnymi.® Takie uzasadnie-
nie znalaztoby okreslenie przez Wienera nauki ,paralelnej” do geometrii mianem
,,hauki abstrakcyjnej” jako nauki o przedmiotach abstrakcyjnych.

Okreslenie tutaj elementow zbiorow X i ¥ mianem abstrakcyjnych nie rozstrzyga
,,Sposobu powstania” i statusu ontologicznego owych przedmiotéw. Wiener pozo-
stawia t¢ kwesti¢ nierozstrzygnigta, w ogole nie stawia tego problemu. Wydaje sig,
ze mozliwe sa co najmniej cztery sposoby jego rozstrzygnigcia:

W istocie, ze wzgledu na dualno$é wyijéciowej geometrii rzutowej we wzorach (4.1), (4.2)
winno si¢ odwota¢ nie do zbiorow, ale par uporzadkowanych wtasnosci.

® Trzeba zauwazyé, ze wyzej okreslone pojecie przedmiotu abstrakcyjnego jest pojeciem
wzglednym. Jest ono zrelatywizowane do natozonych warunkéw (aksjomatow). W omawianym
powyzej kontekscie warunki stanowia zdania (2.1) i (2.2).



Arytmetyka u poczatku abstrakcyjnego pojmowania geometrii 103

— podmiot poznajacy ex nihilo konstruuje przedmioty abstrakcyjne o wiasno-
sciach relacyjnych V;, V, lub T;, T,. Od momentu konstrukcji istnieja one albo
w umysle poznajacego podmiotu, albo w jakiej$ rzeczywistosci idealnej;

— podmiot poznajacy z ,,danych” mu przedmiotéw np. punktow i prostych kon-
struuje przedmioty abstrakcyjne, ,.izolujac” myslowo od punktéw i prostych odpo-
wiednio wlasnosci Ws ,..., W,. oraz Uj;,..., U, Po przeprowadzeniu operacji abstra-
howania przedmioty abstrakcyjne istnieja albo w umysle poznajacego podmiotu, al-
bo w jakiejs$ rzeczywistosci idealne;.

— istnieje, niezaleznie od podmiotu poznajacego, rzeczywistos¢ (dziedzina)
,»najprostszych przedmiotow”. Podmiot ma do owych przedmiotow — na blizej nie-
okreslonej drodze — dostep poznawczy.

— nie mozna tez wykluczy¢ pewnego rodzaju fikcjonalizmu. Takie rozstrzygnig-
cie sugeruje, w pewnym stopniu, uzycie przez Wienera zwrotu es seien [...] voraus-
gesetzt odnosnie do ,,elementow” (przedmiotow abstrakcyjnych).

3. ARYTMETYKA DEDEKINDA

Wracajac teraz do sentencji Hilberta, wygloszonej po wyktadzie Wienera, nalezy
stwierdziC, iz expressis verbis nie ma tam mowy o ,,najprostszych” (die einfachsten)
przedmiotach (Objecte), ktore Wiener nazywat ,,elementami”, a ktéore w niniejszym
tekscie nazwane tez zostaty przedmiotami abstrakcyjnymi.

Zgodnie bowiem z tym, co powiedziano wyzej, za takie na pewno nie moga by¢
uwazane stoly, krzesta i kufle, dlatego ze wszystkie te przedmioty maja pewne wila-
snosci odmienne od tych, ktore nakladane sa na przedmioty w zatozeniach
»geometrii abstrakcyjnej” w sensie Wienera. Wystarczy wskaza¢ kolor przedmiotow
z sentencji Hilberta.

Wazniejsza jest jednak uwaga, ze Wiener nie traktowal roéwniez punktéw i pro-
stych jako przedmiotow abstrakcyjnych. Wyraznie rozréznit on przedmioty geome-
trii i przedmioty abstrakcyjne — przedmioty nauki ,,paralelnej” do geometrii.

Z kolei sam Hilbert w semestrze letnim 1891 roku — tuz przed wystuchaniem
wyktadu Wienera — prowadzit w Krélewcu wyktad wiasnie z geometrii rzutowej
i wprost stwierdzil we wstepie, ze zasadniczych zrédlem geometrii sa zmysty i do-
$wiadczenie, a jej przedmiotem jest przestrzen (fizyczna) i jej wlasnosci dane przez
zmysty.” Byt zatem na pewno do momentu wystuchania wykladu Wienera bardzo
daleki od pojmowania przedmiotéw geometrii jako przedmiotéw abstrakcyjnych.

7 Die Geometrie ist die Lehre von den Eigenschaften des Raumes. Sie unterscheidet sich we-
sentlich von den rein mathematischen Wissensgebieten wie z. B. Zahlentheorie, Algebra, Funk-
tiontheorie. Die Resultate dieser Gebiete kénnen durch reines Denken gewonnen werden, indem
man durch klare logische Schliisse die behaupteten Thatsachen auf immer einfachere zurtickfiihrt,
bis man schliesslich nur noch den Begriff der ganzen Zahl nétig hat. Jeder noch so tief liegende und
complizierte Satz der reinen Mathematik muss so schliesslich auf Beziehungen fiir ganze Zahlen 1,
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Uwzgledniajac jedynie powyzsze przestanki, mozna by sadzi¢, iz bezposrednio
po wyshuchaniu wyktadu Wienera krolewiecki docent nie byt sklonny traktowac
punktoéw, prostych i plaszczyzn jako przedmiotow abstrakcyjnych. Innymi stowy,
mozna by twierdzi¢, ze nie wyrobil sobie jeszcze wtedy klarownej koncepcji geome-
trii jako nauki abstrakcyjne;.

Sa jednak inne, bardzo mocne argumenty, ktore pozwalaja twierdzi¢, ze punkty,
proste i plaszczyzny z sentencji Hilberta byly jednak — w pojgciu jej autora —
przedmiotami abstrakcyjnymi i, konsekwentnie, nauka traktujaca o tych przedmio-
tach, czyli geometria, byta w jego pojeciu nauka abstrakcyjna. Dalsze analizy beda
miaty na celu ukazanie takiej argumentacji.

Wiener swoj przytoczony wyzej wywod dotyczacy nauki abstrakcyjnej w ogodle
i nauki abstrakcyjnej paralelnej do geometrii (rzutowej) poprzedzit nastepujaca uwa-
ga, rozpoczynajaca caly wyktad:

Mozna wymaga¢ od dowodu twierdzenia matematycznego, ze korzysta on tylko z tych zalozen,
od ktorych to twierdzenie rzeczywiscie zalezy. Najmniejsze mozliwe do pomyslenia zatozenia
to dysponowanie pewnymi przedmiotami i pewnymi operacjami, przez ktore owe przedmioty
sa ze soba taczone. Jesli jest mozliwe tego typu przedmioty i operacje bez dodawania nowych
zalozen tak ze sobq scali¢ [poszeregowac], ze powstaja zdania [twierdzenia], to otrzymuje si¢
w tych zdaniach ugruntowany w sobie obszar nauki. Takim jest na przyklad arytmetyka.®

2, 3,... zurtickgeflihrt werden konnen. Da dieser Weg lang und beschwerlich ist, so hat man Mittel
ersonnen, wie man den Weg ebnet und abkiirzt oder durch Anlegung von Zwischenstationen sichert
etc. Aber es ist nicht nur diese Zurtickfithrung moglich, sondern auch geboten. Es gilt heutzutage ein
Satz erst dann als bewiesen, wenn er eine Beziehung zwischen ganzen Zahlen in letzter Instanz zum
Ausdruck bringt. Also die ganze Zahl ist das Element. Zum Begriff der ganzen Zahl kdnnen wir
auch durch reines Denken gelangen, etwa <indem ich> die Gedanken selber zdhle. Methoden,
Grundlagen der reinen Mathematik gehoren dem reinen Denken an. Ich brauche weiter nichts als
rein logisches Denken, wenn ich mich mit Zahlentheorie oder Algebra beschéftige.

Ganz anders verhdlt es sich mit der Geometrie. Ich kann die Eigenschaften des Raumes nim-
mer durch blosses Nachdenken ergriinden, so wenig wie ich die Grundgesetze der Mechanik, das
Gravitationsgesetz oder irgend ein anderes physikalisches Gesetz so erkennen kann. Es ist ja Raum
nicht ein Produkt meines Nachdenkens, sondern er ist mir durch meine Sinne gegeben. Ich brauche
daher zur Ergriindung seiner Eigenschaften meine Sinne. Ich brauche die Anschauung und das Ex-
periment, wie bei der Ergriindung physikalischer Gesetze, wo auch noch die Materie als gegeben
durch die Sinne hinzukommt”, D. Hilbert, Projective Geometrie, [W]: David Hilbert’s Lectures on
the Foundations of Geometry 1891-1902, red. M. Hallett, U. Majer, Berlin 2004, Springer, s. 22
(21-55).

% Man kann von dem Beweise eines mathematischen Satzes verlangen, dass er nur diejenigen
Voraussetzungen benutzt, von denen der Satz wirklich abhéngt. Die geringsten denkbaren Voraus-
setzungen sind das Vorhandensein von gewissen Objecten und von gewissen Operationen, durch die
diese Objecte unter einander verkniipft werden. Ist es moglich derartige Objecte und Operationen
ohne Zufiigen neuer Voraussetzungen so einander zu reihen, dass Sdtze entstehen, so erhélt man in
diesen Sitzen ein in sich begriindetes Gebiet der Wissenschaft. Ein solches ist z. B. die Arithmetik”,
H. Wiener, Ueber Grundlagen..., s. 46.
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Powstaje pytanie, jak rozumieé scalanie ,,bez dodawania nowych zatozen” w na-
uke (zdania nauki) pewnych przedmiotow (i operacji). W $wietle przeprowadzanych
wyzej analiz dalszych partii wyktadu Wienera mozna twierdzi¢, iz autorowi chodzito
o czynienie przedmiotami nauki przedmiotow ,,wyznaczonych” przez zbiér wlasno-
$ci o minimalnej mocy. Innymi stowy, we wstepie do wyktadu chodzito Wienerowi
o przedmioty, ktore nazwat dalej ,,elementami”, ,,przedmiotami najprostszymi” (die
einfachsten Objecte), czyli o przedmioty abstrakcyjne.

Na koncu analizowanej wypowiedzi Wiener stwierdza, ze przedmioty, o ktérych
méwi — przy spelnieniu pewnych warunkéw (,,scalenie” [poszeregowanie] wraz
z operacjami, tak ze powstaja zdania [twierdzenia]) — staja si¢ przedmiotami nauki
ijako przyktad takiej wiasnie nauki podal arytmetykg. Innymi stowy, przedmioty,
o ktorych mowi arytmetyka, sg zdaniem Wienera przedmiotami abstrakcyjnymi, a sama
arytmetyka jest przyktadem (egzemplarzem) nauki abstrakcyjnej.

Koncepcja Wienera jest zatem nast¢pujaca: geometria nie jest nauka abstrakcyj-
na, ale mozna i nalezy budowaé ,,paralelna” do niej nauke¢ abstrakcyjna, natomiast
arytmetyka jest nauka abstrakcyjna albo jeszcze inaczej: arytmetyke juz zbudowano
jako nauke abstrakcyjna.

Powstaje istotne pytanie, o jaka konkretnie arytmetyke chodzitlo Wienerowi.
Wazne dokonania dotyczace arytmetyki w latach poprzedzajacych rok 1891 to ak-
sjomatyzacja arytmetyki autorstwa Peana z roku 1889 oraz aksjomatyzacja arytme-
tyki Dedekinda z roku 1888. Poniewaz Was sind und was sollen die Zahlen? wywo-
tato w niemieckim $rodowisku ogromne poruszenie i dyskusje,’ to nalezy przypusz-
czaé, ze Wiener, mowiac o ,,ugruntowaniu” arytmetyki, mial na mysli aksjomatyza-
cje arytmetyki dokonang wiasnie przez Dedekinda.

Matematyk z Brunszwiku po wprowadzeniu zbioru (,,systemu”) N, jego wyrdz-
nionego elementu 1 oraz funkcji nastgpnika (,,odwzorowanie ¢*) i po wprowadzeniu
warunkow, ktore winna spetniac ta funkcja (aksjomatow arytmetyki) stwierdzit:

73. Wyjasnienie. Jesli przy ujmowaniu prosto nieskonczonego, uporzadkowanego przez odwzo-
rowanie ¢, systemu N, nie uwzglednia si¢ zadnych szczegolnych wlasnosci elementow, a jedy-
nie uwzglednia si¢ te zwiazki, w ktore owe elementy sa nawzajem do siebie wprowadzone
przez porzadkujace odwzorowanie ¢, to te elementy nazywaja si¢ liczbami naturalnymi, a ele-
ment podstawowy 1 nazywa si¢ liczba podstawowa ciagu liczbowego N. Przy uwzglednieniu
owego uwolnienia elementéw od kazdej innej zawartosci (abstrakcja) mozna owe liczby stusz-
nie nazwa¢ wolnymi tworami ludzkiego ducha. Zwiazki lub prawa, ktére sa wyprowadzone
wylacznie z warunkéw o, S, y,  w 71. 1 dlatego sa takie same we wszystkich uporzadkowanych

° D. Hilbert w roku 1931 pisat: ,,Im Jahre 1888 machte ich als junger Privatdozent aus Kénigs-
berg aus eine Rundreise an die deutschen Universititen. Auf meiner ersten Station, in Berlin, horte
ich in allen mathematischen Kreisen bei jung und alt von der damals eben erschienen Arbeit Dede-
kinds ,Was sind und was sollen die Zahlen?’ sprechen — meist in gegnerischen Sinne. Die Ab-
handlung ist neben der Untersuchung von Frege der wichtigste erste tiefgehende Versuch einer Be-
griindung der elementaren Zahlenlehre”, D. Hilbert, Die Grundlegung der elementahren Zahlenlehre,
,Mathematische Annalen”, R. LXVI 1931 nr 104, s. 487 (485-494).
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prosto nieskonczonych systemach, jakiekolwiek przypadkowo by dano elementom nazwy two-

rza przedmiot nauki o liczbach albo arytmetyki”.'

Wydaje sig, ze tekst Dedekinda pozostawia pewne watpliwos$ci, czym sa przed-
mioty arytmetyki liczb naturalnych. Raz bowiem zdaje si¢ on wskazywad, ze liczby
naturalne sa przedmiotami abstrakcyjnymi, innym razem zdaje si¢ sugerowaé, ze
liczby naturalne nie musza by¢ przedmiotami abstrakcyjnymi, a wystarczy jedynie
nieuwzglednianie wszystkich ich ,,ponadminimalnych” wlasnos$ci. Najlepiej zatem
przyja¢, ze wedhug Dedekinda przedmiotami arytmetyki moga by¢ zarowno przed-
mioty abstrakcyjne, jak i przedmioty nieabstrakcyjne.

Przedmioty arytmetyki sa przedmiotami abstrakcyjnymi, poniewaz powstaja
przez ,,uwolnienie” (,,abstrakcja”) ich od ,,wszelkiej innej zawarto$ci” (wszelkich
wlasno$ci) poza wlasno$ciami, ktore sa warunkami nalozonymi na funkcj¢ nastgpni-
ka (liczby naturalne sg jej argumentami i wartosciami). Owe przedmioty sg zdaniem
Dedekinda, ,,wolnymi tworami ludzkiego ducha”, ktory, jak nalezy sadzi¢, dokonuje
wspomnianego ,,uwolnienia” (,,abstrakcji’). Wlasnie uwaga o ,,wolnych tworach
ludzkiego ducha” rozstrzyga, jak nalezy sadzi¢, o niezaleznym od przedmiotéw
,»Wyj§ciowych” istnieniu przedmiotéw abstrakcyjnych arytmetyki. Nauka o takich
przedmiotach jest oczywiscie nauka abstrakcyjna.

Przedmioty nieabstrakcyjne — jak si¢ wydaje — tez moga by¢ wedtug koncepcji
Dedekinda przedmiotami arytmetyki. Nie trzeba bowiem elementow zbioru N, spel-
niajacych aksjomaty arytmetyki, koniecznie ,,uwalnia¢” od wszystkich ,,ponadmini-
malnych” wlasnosci, by nazwac je liczbami. Wystarczy — jak pisze Dedekind — by
tych wlasnosci ,,nie uwzgledniono”. Wlasnie uzycie zaréwno terminu ,,nie uwzgled-
nia¢” (absehen), jak i terminu ,;uwolnienie” (Befreiung) prowadzi do tego, ze inter-
pretujac wypowiedz Dedekinda, mozna przyja¢ jako przedmioty arytmetyki i przed-
mioty nieabstrakcyjne, i przedmioty abstrakcyjne.

Jest jasne, ze Wiener korzystal z koncepcji przedmiotéw abstrakcyjnych aryt-
metyki Dedekinda, wprowadzajac swoje ,,przedmioty najprostsze” i szkicujac kon-
cepcje nauki abstrakcyjnej ,,paralelnej” do geometrii. Wprost bowiem powotat si¢ on
na przyktad arytmetyki.

1073, Erklarung. Wenn man bei der Betrachtung eines einfach unendlichen, durch eine Abbil-
dung ¢ geordneten Systems N von der besonderen Beschaffenheit der Elemente génzlich absieht,
lediglich ihre Unterscheidbarkeit festhdlt und nur die Beziechungen auffast, in die sie durch die ord-
nende Abbildung ¢ zueinander gesetzt sind, so heissen diese Elemente natlirliche Zahlen und das
Grundelement 1 heisst die Grundzahl der Zahlenreihe N. In Riicksicht auf diese Befreiung der Ele-
mente von jedem anderen Inhalt (Abstraction) kann man die Zahlen mit Recht eine freie Schopfung
des menschlichen Geistes nennen. Die Beziehungen oder Gesetze, welche ganz allein aus den Be-
dingungen a, f, y, J in 71. abgeleitet werden und deshalb in allen geordneten einfach unendlichen
Systemen immer dieselben sind, wie auch die den einzelnen Elementen zufdllig gegeben Namen
lauten mogen, bilden den néchsten Gegenstand der Wissenschaft von den Zahlen oder der Arithme-
tik”, R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen?, Braunschweig 1888, Vieweg, par. 73.
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4. SENTENCJA HILBERTA (II)

Powstaje oczywiscie wazne dla podejmowanej w niniejszej pracy tematyki pyta-
nie: czy Hilbert, shuchajacy sugestii Wienera, iz wlasnie arytmetyka jest egzempla-
rzem nauki abstrakcyjnej, byt Swiadom, Ze na jej zapleczu stoi Dedekindowska kon-
cepcja arytmetyki naszkicowana w Was sind und was sollen die Zahlen? Odpowiedz
musi by¢ twierdzaca. Stwierdzono wyzej, ze srodowisko matematykow niemieckich
zaledwie trzy lata wczesniej bylo bardzo mocno poruszone przedstawiona tam kon-
strukcja arytmetyki i dyskutowato te kwestie szeroko."'

Jak si¢ wydaje, zestawienie tresci wyktadu Wienera ze znang koncepcja arytme-
tyki Dedekinda zaowocowato pomystem Hilberta, ktory zawarl w swojej sentencji.
Wiener — jak podkreslono — akceptowat abstrakcyjny charakter arytmetyki, ale nie
akceptowal abstrakcyjnego charakteru geometrii. Postulowal dopiero budowanie
»paralelnej” do zastanej geometrii nauki abstrakcyjnej. Hilbert podjal pomyst budo-
wania takiej wlasnie nauki, ale doszedt do wniosku, ze skoro Dedekind dostarczyt
egzemplarza arytmetyki jako nauki abstrakcyjnej, to sama geometria tez moze
(powinna) by¢ nauka abstrakcyjna. Innymi stowy, projektowana nauka abstrakcyjna,
,paralelna” do zastanej geometrii, sama winna stac¢ si¢ geometria, tak jak arytmetyka
stala si¢ abstrakcyjna nauka zbudowana przez Dedekinda.

Nauka abstrakcyjna, zarowno wedtug koncepcji Dedekinda, jak i Wienera posia-
da interpretacje nieabstrakcyjne. Interpretacjg nieabstrakcyjna arytmetyki Dedekinda
otrzyma si¢ wtedy, gdy w aksjomatach arytmetyki nazwy przedmiotow abstrakcyj-
nych zastapi si¢ nazwami przedmiotow nieabstrakcyjnych spetniajacych te aksjo-
maty. Interpretacja warunkow (aksjomatdéw) ,,paralelnej” nauki abstrakcyjnej (2.1),
(2.2) sa chociazby zdania (1.1), (1.2). I tu interpretacji nieabstrakcyjnej nauki abs-
trakcyjnej dokonuje sig, zastgpujac nazwy przedmiotow abstrakcyjnych nazwami
przedmiotow nieabstrakcyjnych (oraz zmieniajac nazwy odpowiednich relacji).
Sentencja Hilberta, ktora powstata w powyzszym kontekscie, wyraza wiasnie tak
pojmowang interpretacj¢ nieabstrakcyjna. ,,Punkty”, ,,proste”, ,,plaszczyzny” z sen-
tencji nie sg juz nazwami ,,fragmentow” przestrzeni fizycznej danej przez zmysty,
jak to jeszcze bylo w Hilbertowskim wyktadzie geometrii rzutowej z semestru let-
niego 1891 roku. ,,Punkty”, ,,proste” i ,,ptaszczyzny” sa w sentencji nazwami przed-
miotow abstrakcyjnych. Natomiast ,,stoty”, ,krzesta” i ,kufle” sa nazwami przed-
miotow nieabstrakcyjnych, w ktorych dziedzinie abstrakcyjna geometria mogla zda-
niem Hilberta znaleZ¢ interpretacjg.

Inaczej powyzsza my$l mozna ujaé nastgpujaco: planowana przez Hilberta w ro-
ku 1891 (sentencja) geometria jest nauka abstrakcyjna, poniewaz zamierzonym mo-
delem jej syntaksy jest dziedzina przedmiotow abstrakcyjnych (dziedzina punktow,

" Owo wezeséniejsze stwierdzenie udokumentowano wyzej tekstem samego Hilberta z 1931 roku.
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prostych i ptaszczyzn). Ta syntaksa moze posiada¢ réwniez modele w dziedzinie
przedmiotow nieabstrakcyjnych (kufle, krzesta, stoty)."?

Zwienczeniem procesu formowania nowej geometrii, ktory zapoczatkowany zo-
stal wyshuchaniem wyktadu Wienera z 1891 roku, byta Hilbertowska praca Grundla-
gen der Geometrie z roku 1899, w ktorym zostat przedstawiony pierwszy nieenty-
mematyczny system geometrii euklidesowe;.

We wstepie do pracy Hilbert podejmuje kwestig obiektow geometrii:

Przedstawiamy sobie trzy rozne systemy przedmiotow (Systeme von Dingen): Przedmioty
pierwszego systemu nazywamy punktami i oznaczamy za pomoca 4, B, C. Przedmioty drugie-
g0 systemu nazywamy prostymi i oznaczamy za pomoca a, b, c. Przedmioty trzeciego rodzaju
nazywamy plaszczyznami i oznaczamy za pomoca ¢, S y [...]. Przedstawiamy sobie punkty,
proste i plaszczyzny w okreslonych relacjach wzajemnych, wyrazanych przez takie stowa, jak
leze¢, pomiedzy, przystajqcy, rownolegly, ciqgly [...]. Nie jest nic powiedziane o tym, czym sa
te przedmioty. Mamy prawo (wolnosc¢) przedstawiaé je sobie jakkolwiek — byle bylo to zgod-
ne z nastepujacymi po tej wypowiedziami aksjomatami."®

Wypowiedz Hilberta mozna podsumowaé nastgpujaco: przedmioty geometrii sa
zupelie dowolne, wazne tylko, by spetniaty warunki natozone przez aksjomaty. In-
nymi stowy, syntaksa geometrii nie posiada zamierzonego modelu.

W tym duchu mozna by tez probowac zinterpretowac sentencj¢ Hilberta z roku
1891. Nie pozwala jednak na to kontekst powstania sentencji — wyklad Wienera
i arytmetyka Dedekinda. Nakazuja one widzie¢ model zamierzony geometrii w dzie-
dzinie przedmiotéw abstrakcyjnych.

Powstaje tez pytanie, czy Grundlagen der Geometrie nie niosa juz zapowiedzi
metodycznego nominalizmu, czyli zupetnego abstrahowania od zawarto$ci trescio-
wej syntaksy matematyki. Bylo to stanowisko wiazane przez Hilberta z wymogiem
Scistej formalizacji matematyki w latach dwudziestych XX wieku.

Wydaje sig, ze w 1899 takiej zapowiedzi mozna by si¢ dopatrywac. Z drugiej
strony w swym wystapieniu na III Migdzynarodowym Kongresie Matematykow

'2 Przedmioty abstrakcyjne Dedekinda (liczby naturalne), Wienera i Hilberta (punkty, proste,
plaszczyzny) posiadaja minimalng liczbg prostych, wylacznie relacyjnych wiasnosci. Widoczne to
byto przede wszystkim w przytoczonym cytacie z Dedekinda. W istocie zatem przedmioty abstrak-
cyjne sa pewnymi strukturami. Zatem w prezentowanej koncepcji przedmiotéw abstrakcyjnych
mozna si¢ juz dopatrywac charakterystycznego dla niektorych dzisiejszych kierunkéw filozofii ma-
tematyki strukturalizmu.

'3 Wir denken uns drei verschiedene Systeme von Dingen: Die Dinge des ersten Systems nen-
nen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C. Die Dinge des zweiten Systems nennen wir Gera-
den und bezeichnen sie mit a, b, c. Die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und bezeich-
nen sie mit ¢, £ y[...] Wir denken die Punkte, Geraden und Ebenen in gewissen gegenseitigen Be-
zichungen durch Worte wie liegen, zwischen, kongruent, parallel, stetig [...] Es wird nichts dartiber
gesagt, was die Dinge dieser Systeme sind. Wir haben die Freiheit uns darunter vorzustellen, was
wir wollen — wenn es nur mit den Aussagen der dieser Erkldrung folgenden Axiome vertrdglich
ist”, D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Stuttgart 1899, 1968'°, Teubner, s. 2.
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w Heidelbergu w roku 1904 Hilbert silne zatozenia ontologiczne (przedmioty mate-
matyczne jako Seiende und Nicht-Seiende Gedankendinge) angazowal w dowod nie-
sprzecznosci arytmetyki liczb naturalnych.' To nakazywatoby ostrozno$é wobec hi-
potezy, ze matematyk z Getyngi juz w 1899 stal na stanowisku metodycznego nomi-
nalizmu.

5. ZAKONCZENIE

Podsumowujac niniejsze analizy, nalezy stwierdzi¢, ze niewatpliwie w ciagu linii
rozwojowej idei, prowadzacych do koncepcji abstrakcyjnej geometrii z sentencji
Hilberta (1891), stoi koncepcja abstrakcyjnej arytmetyki Dedekinda z roku 1888.
Koncepcje abstrakcyjnej nauki Dedekinda podjat i starat si¢ dostosowa¢ do aktual-
nego stanu geometrii Wiener. Hilbert, ktoremu wyktad Wienera zwrocit migdzy in-
nymi uwagg na abstrakcyjna arytmetyke Dedekinda, stworzyt juz w roku 1891 kon-
cepcje abstrakcyjnej geometrii. Realizacja tej koncepcji — w nieco innym kontek-
scie — byly Grundlagen der Geometrie z roku 1899.

Kwestig zrodet Hilbertowskiej koncepcji geometrii mozna by pociagnaé jeszcze
dalej wstecz. Trzeba by zapytaé, skad wzigta si¢ Dedekindowska arytmetyka abs-
trakcyjna. Wydaje si¢, ze matematyk z Brunszwiku swoj pomyst wzial z algebry
abstrakcyjnej, ktoéra sam wspottworzyl — byl on tworca teorii pierScieni. Zatem
ostatecznie w algebrze — nie tylko tej XIX-wiecznej, ale chyba nawet Kartezjan-
skiej — mozna by si¢ doszukiwa¢ pierwotnego zrodta koncepcji geometrii jako na-
uki abstrakcyjnej, ktora w swej sentencji w 1891 roku zasygnalizowal Hilbert. T¢
konkluzje trzeba skomentowaé nastepujaco: to kolejny dowod glebokich, historycz-
nych i merytorycznych zwiazkoéw geometrii z algebra.

' D. Hilbert, Uber die Grundlagen der Logik und der Mathematik, [w:] Verhandlungen des
Dritten Internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 13 August 1904, red. L.
Koenigsberger, Leipzig, 1905, Teubner, s. 176-177 (174-185).



