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Uwagi o materii matematycznej
i roli poje¢¢ matematycznych

1. MATERIA MATEMATYCZNA

Terminem MATEMATYKA nazywa si¢ pewien szczegdlny rodzaj wiedzy, ktorego
nie probujemy tu definiowaé.' Ufajac, ze jakos jednak rozumiemy to, o czym mowi-
my, zwrécimy si¢ ku pytaniu: czym si¢ matematyka zajmuje? A $cislej: jakiego ro-
dzaju obiekty matematyka bada?

Przez analogi¢ z FIZYKA, ktora bada materi¢ ,,fizyczna” i z BIOLOGIA, ktorej
przedmiotem jest materia ,,0zywiona”, nasuwa si¢ pojgcie ,,materii matematyczne;j”.
Idac za ta analogia, bedziemy przez MATERIE MATEMATYCZNA rozumieli konglomerat
koncepcji 1 idei (niekoniecznie jasnych), poje¢ (niekoniecznie wyraznych), pytan
o zwiazki migdzy koncepcjami i wyrastajacych z nich przypuszczen i twierdzen.
Jednym stowem, konglomerat tworéw na tyle specyficznych, ze uznajemy je za
,matematyczne”, moze z nich bowiem wyrasta¢ lub juz wyrasta nasza matematyka.
Materia matematyczna obejmuje matematyke, zarowno wspolczesna, jak i czasow
minionych, ale jest koncepcja szersza. Jest tworzywem, z ktdrego powstaja matema-
tyczne konstrukty — pojgcia, twierdzenia i procedury — obejmujac zardwno owe
konstrukty, jak i surowiec, z ktorego powstaty. W tak rozumianej materii matema-
tycznej miesci si¢ pierwotna arytmetyka ludow, ktore licza ,,jeden-dwa-duzo” lub

' Nie istnieje powszechnie akceptowana definicja matematyki. Popularna ksiazka: R. Courant,
H. Robbins, Co to jest matematyka, Biblioteka Probleméw, Warszawa 1959 — zamiast odpowiedzi
na tytulowe pytanie przedstawia jej zarys. W praktyce przez matematykg rozumie si¢ ten obszar
wiedzy, ktory jest objgty zainteresowaniem czasopism przegladowych (Mathematical Reviews, Ze-
ntralblatt MATH, Referatiwnyj Zurnal) i jest uznawany przez komitety programowe Miedzynaro-
dowych Kongresow Matematykow.
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inaczej licza obiekty roznych gatunkow, np. inaczej ludzi, zwierzeta, todzie itp.?,
»glowa byka” Sumerdw, czyli pdzniejszy trapez rownoramienny, egipskie ulamki
i greckie zapisy liczbowe, koncepcje liczb ,urojonych” XVII-wiecznych algebra-
ikdw wloskich, z ktorych wyrosty liczby zespolone, do dzi§ ewoluujace pojecia
funkcji czy zbioru, a takze np. catkiem wspotczesny aksjomat determinacji, ze kazda
gra Banacha—Mazura ma strategi¢ zwycigska.

Materia matematyczna stanowi przedmiot rozwazan matematykow i z punktu
widzenia zaawansowania jej przez nich obrobki mozna w niej wyrdzni¢ trzy zasad-
nicze poziomy. Na poziomie najnizszym znajduja si¢ KONCEPCJE MATEMATYCZNE,
ktorych Zrodlem jest wczesniejsze POSTEPOWANIE ABSTRAKCYINE, wyrozniajace je
w materii fizycznej i odrywajace od niej, np. liczby, figury geometryczne, porzadki,
oraz WYOBRAZNIA, ktora jest w stanie dodawac¢ nowe elementy, np. nieskonczonosé
W postaci nieograniczonego powtarzania operacji ,,+1” w ciagu liczb naturalnych lub
niecograniczonej (nieskonczonej) linii prostej. Z tego poziomu wyrasta nastepny, na
ktérym znajdujemy juz wyrdznione, cho¢ niekoniecznie definicyjnie, POJECIA MATE-
MATYCZNE, rozumiane jednak na tyle precyzyjnie, ze mozna nimi jednoznacznie ope-
rowaé. Pojecia matematyczne stanowia podstawowe tworzywo matematyki, z nich
bowiem wyrasta poziom nast¢pny, na ktorym mieszczg si¢ TEORIE MATEMATYCZNE,
nickoniecznie jednak zaksjomatyzowane. Dobrze jest pamigta¢, ze do dzisiaj wiele
szeroko uzywanych poje¢ matematycznych nie ma wyraznej definicji 1 wigkszo$¢
rozwijanych teorii nie ma postaci aksjomatycznej.

teorie ,,matematyczne”
(niekoniecznie zaksjomatyzowane)
MATEMATYKA
(dziatalnos¢ i produkt) T

pojecia ,,matematyczne”: obiekty, morfizmy
(operacyjnie wyrazne, niekoniecznie zdefiniowane)

1

koncepcje ,,matematyczne”
(czesto niewyrazne, ale dostatecznie abstrakcyjne)
zrodta zewnetrzne (abstrakcja) 1 wewngtrzne (wyobraznia)

Praca matematykow trwa na kazdym z tych poziomoéw, a jej rezultatem jest zy-
wa, nieustannie zmieniajaca si¢ i ewoluujaca MATEMATYKA. Filozofia matematyki
powinna $mielej przekraczac ,.kredowe koto” poj¢é wyrazonych $cistymi definicjami
i zaksjomatyzowanych teorii matematycznych, do ktoérych si¢ na ogoét ogranicza,

2 The Ages of Mathematics, tom I: M. Moffat, The Origins, New York 1977.
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i zaja¢ matematyka zywa, siggajac w glab materii matematycznej. Wymaga to oczy-
wiscie uwzglednienia czynnika czasu, ale — jak powiedziat Lakatos — filozofia
1 historia matematyki musza si¢ dopetniac.

2. STOSUNEK DO MATERII MATEMATYCZNEJ

,Materia matematyczna” jest terminem rownie nieokreslonym jak ,,matematyka”,
ma ona jednakze zashlugujace na uwagg zalety. Przede wszystkim zwraca uwage na
PRZEDMIOT matematyki: matematyka zajmuje si¢ specyficzna ,,materia matematycz-
ng”, ktéra jest czyms$ trochg innym i szerszym od matematyki samej, podobnie jak
»materia fizyczna” jest czym$ innym od fizyki, a ,,materia ozywiona” od biologii.
W odréznieniu jednak od tamtych materii, ,,materia matematyczna” obejmuje mate-
matyke 1 jest niematerialna. Czgsto stanowi ona wprawdzie jakie$ odbicie obiektow
i relacji obserwowanych w §wiecie fizycznym, ale jest to odbicie przetworzone przez
umyst z istotnym dodatkiem tworczej wyobrazni. Istnieje tez ona jedynie w ludzkich
umystach, ktore powotuja ja do zycia (sa oczywiscie jej materialne ZAPISY, ale maja
si¢ one do niej tak jak zapisy utworéw muzycznych do muzyki samej).

Jedna z zalet wyrdznienia pojgcia materii matematycznej jest mozliwos¢ jasniej-
szego rozroznienia roéznych wobec niej postaw.

MATEMATYK jest tym cztowiekiem, ktory obcuje z materia matematyczna na co
dzien, szlifuje jej idee, przetwarza i tworzy nowe, a upraszczajac stare dowody, for-
mutujac i dowodzac nowe twierdzenia i budujac teorie, wprowadza elementy tadu
i powigksza matematyke sama.

Matematyka ma wiele dziedzin i subdziedzin. Z punktu widzenia jej metodologii
wyrdznione miejsce zajmuje LOGIK MATEMATYCZNY, ktory analizuje metody poste-
powania w matematyce, formutluje kryteria poprawnosci i bada strukturg wiedzy
matematycznej.

HISTORYK MATEMATYKI stawia sobie pytania inne: Gdzie, kiedy i w jakich oko-
licznoéciach powstawata materia matematyczna? Jak si¢ tworzyly i ewoluowaty po-
jecia matematyczne? Jak powstawaty i ewoluowaly teorie matematyczne? Kim byli
tworcy matematyki, jakie byly ich motywy i cele?

FILOZOF MATEMATYKI zastanawia si¢ nad takimi pytaniami jak: Co to jest materia
matematyczna? Czy i jak ona istnieje? Jakie sg jej zrodta? Jaki jest jej stosunek do
realnego $wiata? Skad sig bierze skuteczno$¢ matematyki?

DYDAKTYK MATEMATYKI stawia sobie za zadanie refleksj¢ nad przekazywaniem
wiedzy matematycznej innym: Jaka matematyke i jak przekazywac innym?

Coraz liczniejsi sa tez UZYTKOWNICY MATEMATYKI, stosujacy ja w swojej pracy
zawodowej lub dla rozrywki, a takze uczacy si¢ jej UCZNIOWIE I STUDENCI.

Kazdy z nich ma inne wymagania i oczekiwania. Nie wdajac si¢ w ich analizg,
mozna jednak powiedzie¢, ze bardzo wielu ludzi (wszyscy?) ma do czynienia z ma-
teria matematyczna, a niektorzy takze z matematyka.
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3. POCHODZENIE MATERII MATEMATYCZNEJ

Podstawowe pytanie dotyczace materii matematycznej odnosi si¢ do jej zrodet:
skad si¢ ona bierze, a $cislej, na jakiej podstawie umyst ludzki ja tworzy oraz co ja
wyr6znia sposrod innych rodzajow materii, a w szczegdlnosci, co wyrdznia nalezace
do niej pojecia ,,matematyczne” sposrod innych rodzajow pojec? Sprobuje na to py-
tanie odpowiedzie¢, odwotujac si¢ do historii matematyki.

Jestedmy zanurzeni w CZASIE. Jednym z najstarszych $wiadectw kultury duchowej
cztowieka jest ko$¢ z Blanchard, na ktorej ponad 30 tysigcy lat temu jaki$ czlowiek
zostawit $lady obserwacji Ksiezyca w ciagu kolejnych 69 nocy. Zdumiewa przede
wszystkim sita ciekawos$ci, ktora kazata temu cztowiekowi spgdzi¢ wiele kolejnych
nocy na obserwowaniu Ksig¢zyca i pracowitym wydlubywaniu na ko$ci znakow jego
ubywania lub przybywania. Ale zastluguje ona na uwagg takze i z tego wzgledu, ze
znaki te dowodza odczuwania uptywajacego czasu. Swiadomo$é przemijania data
poczatek odliczaniu takich wydarzen jak kolejne dni czy noce, a potem i innych jak
miesiace ksigzycowe i lata stoneczne. Z tej materii matematycznej wytonita si¢ kon-
cepcja LICZBY NATURALNEJ jeden — dwa — trzy..., jeden z podstawowych elemen-
tow materii matematycznej.* Jak wskazuja badania ludéw pierwotnych, byt to proces
dlugotrwaly, przechodzacy przez rozne etapy posrednie, z ktorych jednym mogty by¢
(do dzisiaj obserwowane u niektorych ludow) osobne liczebniki na rézne rodzaje
przedmiotow. Takze zakres tych liczb byt poczatkowo niewielki, czasem zaledwie
jeden — para — duzo. W trakcie procesu wytaniania si¢ koncepcji liczby doszto do
zrozumienia, ze liczby moga shuzy¢ nie tylko do ODLICZANIA, ale takze do RACHO-
WANIA. Potrafimy nie tylko liczy¢ jakie$ obiekty i nazywac ich liczbg, np. 3 noce, 2
ryby itp., ale nadto dostrzegamy zwiazki migdzy réoznymi liczbami, na przyktad kta-
dac 3 ryby obok 2 juz lezacych, mamy razem 5 ryb, 2 + 3 = 5. W owych tkwiacych
w mroku prehistorii czasach rodzila si¢ w ten sposob pierwotna ARYTMETYKA, o kto-
rej niewiele wiemy, ale ktéra musi budzi¢ podziw dla intelektualnego wysitku pier-
wotnego czlowieka i wyzyn osiagnigtej przez niego abstrakcji.’

Jestesmy zanurzeni takze w PRZESTRZENI, ktora rowniez jest zmienna, ale inaczej
niz czas. Czas jest uporzadkowany liniowo (byto—jest—bedzie) i ptynie jednostajnie,
natomiast nasze otoczenie przestrzenne jest wielowymiarowe, ulega nieustannym
zmianom 1 na pierwszy rzut oka wydaje si¢ chaotyczne. Dobitnym wyrazem inte-
lektualnej przenikliwosci prehistorycznego czlowieka jest rozdzielenie przezen czasu
i przestrzeni oraz dostrzezenie, ze w chaotycznym na pozér otoczeniu przestrzennym
wystepuja stale FORMY. Wyrdznienie niektorych z tych form w postaci FIGUR GEO-

* Por. A. Marschack, Exploring the mind of Ice Age Man, ,National Geographic”, January
1975, s. 64-89.

* Pomijam do dzisiaj dyskutowana kwestie, czy byly to liczby kardynalne jeden-dwa-trzy...
czy liczby porzadkowe pierwszy-drugi-trzeci... W matematyce rozrdznienie to pojawito si¢ w wy-
raznej formie dopiero w XIX wieku i wolno mniemagé, ze ludy pierwotne go nie znaly.

* A. Seidenberg, The ritual origin of counting, ,,Arch. Hist. Exact Sci.” 2 (1965), s. 1-40.



Uwagi o materii matematycznej i roli poje¢ matematycznych 87

METRYCZNYCH kota, czworokata itp. dato poczatek drugiej obok arytmetyki wielkiej
dziedziny matematyki — GEOMETRII, ktorej korzenie sa rownie stare i rOwniez sig-
gaja dziesiatkow tysiecy lat wstecz.®

To wszystko dokonato si¢ w czasach prehistorycznych, wszystkie bowiem cywili-
zacje historyczne, poczynajac od najstarszych (Sumer, Egipt, Chiny, Indie), znaja juz
jaka$ arytmetyke i geometrig, a tym samym maja za soba proces wylaniania z materii
matematycznej poczatkdéw matematyki. Nie powinna nas myli¢ prostota i naiwno$¢é
tej pierwotnej matematyki, jest ona bowiem nie tylko rezultatem dtugiej i cigzkiej
pracy umystowej, ale jednoczes$nie solidna podstawa, na ktorej oparly si¢ nastepne
cywilizacje i z ktorej po paru kolejnych tysiacach lat wyrosta nasza matematyka.

Ta krotka refleksja pokazuje, Ze materia matematyczna zaczgla si¢ tworzy¢ ra-
zem z kultura duchowa cztowieka jakies 30 tysigcy lat temu i ze podstawowe pojecia
matematyczne — liczby 1 figury geometryczne — maja swoje korzenie w podsta-
wowych kategoriach naszego istnienia i daly poczatek znanej nam matematyce.’
Uznanie tego faktu prowadzi do konkluzji, ze pierwotnym zrodiem materii matema-
tycznej jest refleksja nad swiatem fizycznym, a $cislej, skrajnie abstrakcyjna refleksja
nad podstawowymi kategoriami jego istnienia, czasem i przestrzenia.

Refleksja na $wiatem fizycznym nie jest jedynym zroédlem materii matematycz-
nej, wystgpuja w niej bowiem takze koncepcje niemajace odpowiednikow w $wiecie,
np. nieskonczonos¢. Prowadzi to do uznania, ze dodatkowym, ale tez waznym zro-
dlem materii matematycznej jest sam cztowiek, a $cislej jego autonomiczna wy-
obraznia. Thumaczy tez to, dlaczego proby filozofow sprowadzenia catej matematyki
do jednego ontycznego zrodta koncza si¢ niepowodzeniem.

Dotychczasowe rozwazania pozwalaja zaryzykowac odpowiedzZ na pytanie, czym
si¢ pojecia matematyczne ro6znia od poje¢ innych, niematematycznych? Ot6z wydaje
si¢, ze wlasnie tym, Zze maja one swoja glegboka genezg w podstawowych kategoriach
istnienia $wiata: czasu i przestrzeni. Sa nie tylko najbardziej abstrakcyjnym odbiciem
wlasnosci $wiata, ale (i w tym tkwi tajemnica niezwyklej skutecznosci matematyki)
dzigki specyficznym swoim rysom maja wielka sit¢ objasniajaca i predykcyjna, po-
zwalajaca na przewidywanie przebiegu i skutkéw opisywanych procesow.®

4. POJECIA MATEMATYCZNE

Podobnie jak garncarz nadaje bezksztalttnym kawatkom gliny posta¢ naczyn, tak
podstawowym zadaniem matematyka jest wydobywanie z pierwotnej materii mate-

® A. Seidenberg, The ritual origin of geometry, ,,Arch. Hist. Exact Sci.” 1 (1960-1962), s. 488-
527; C.J. Scriba, P.Schreiber, 5000 Jahre Geometrie. Geschichte, Kulturen, Menschen, 11 wyd. Ber-
lin-Heidelberg 2005, Springer.

TA. Seidenberg , The origin of mathematics, ,,Arch. Hist. Exact Sci.” 18 (1977-1978), s. 301-342;

8 E.P. Wigner, Niepojeta skuteczno$é¢ matematyki w naukach przyrodniczych, [w]: R. Murawski,
Wspolczesna filozofia matematyki, Warszawa 2002, Wyd. Naukowe PWN, s. 293-309.
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matycznej pojec. ,,Wydobycie” oznacza wyrdznienie pojecia 1 nadanie mu takiego
rozumienia, by mozna bylo si¢ nim jednoznacznie postugiwaé, a wigc np. liczy¢ (na
liczbach), rozpoznawac lub rysowaé (figury geometryczne) itp., a takze poddawaé
analizie, formulowaé pytania dotyczace samych pojec i ich zwiazkéw z innymi poje-
ciami, rozstrzygac te pytania itd. Tak zaczyna si¢ i powstaje MATEMATYKA, ktora z tego
punktu widzenia polega na ustalaniu poje¢ ,,matematycznych” i ich wiasnosci w posta-
ci regut operacyjnych, ustalaniu zwiazkéw migdzy tymi pojeciami w postaci TWIER-
DZEN oraz ustalaniu zwiazkoéw migdzy twierdzeniami w postaci TEORIIL.

POJECIA matematyczne sa podstawowym tworzywem matematyki, ktora si¢ od
nich zaczyna i przez nie okre$la swoje zainteresowania.” Sa fundamentem, na ktorym
wyrastaja TWIERDZENIA, moéwiace o wiasnosciach pojec i zwiazkach z innymi pojg-
ciami matematycznymi, oraz wigksze calo§ci — TEORIE. Nie sposob przecenié pojeé
matematycznych, bo bez nich nie byloby twierdzen i teorii, nie bytoby matematyki
samej. Dalsza czg$¢ artykutu bedzie poswigcona wiasnie pojeciom, ich wezesnemu
wylanianiu si¢ w mrokach prehistorii, niektorym bardziej wspolczesnym sposobom
ich tworzenia oraz ich ewolucji w czasie. Zwrocimy uwage na paralelizm matematy-
ka — $wiat, w duzym stopniu wyjasniajacy fenomen skuteczno$ci matematyki przy
opisywaniu §wiata. Zajmiemy si¢ problemem wolno$ci w matematyce, wskazujac, iz
nie jest to wolno$¢ nicograniczona, najbardziej bowiem wartoSciowe pojgcia mate-
matyczne spelniaja pewne rygory (pigkna, prostoty itp.) i powstaja w polach napigé
migdzy parami biegundw, z ktorych kilka wyrdéznimy. Blizej opiszemy dwa pojgcia
stosunkowo niedawne, ktore jednak zdazyty uzyska¢ w matematyce ogromne znacze-
nie, mianowicie pojecie funkcji i pojecie granicy. Zakoncza artykut uwagi koncowe.

Dobrze jest, jesli wydobyte z materii matematycznej pojecie przyjmuje $cista po-
sta¢ definicji, ale przez parg pierwszych tysigcy lat historycznego istnienia matematyki
nie znano procesu definiowania (a tym bardziej definicji), a znajomo$¢ pojeé przyswa-
jano sobie za posrednictwem nauczyciela i jego autorytetu oraz przerabiania wielkiej
liczby stosownych ¢wiczen. Pierwsze definicje pojawily si¢ dopiero u Grekdw, ale na-
wet mimo tego, ze dokonywali ich logicznej analizy, wiele z nich jest z naszego punktu
widzenia niepoprawnych. Takze dzisiaj nierzadko postugujemy si¢ pojeciami, ktore
precyzyjnej definicji nie maja. Bywaja tez pojgcia nietrafne i te sa wypierane przez lep-
sze lub po prostu gina, natomiast pojecia udane ewoluuja.

Proces wylaniania niektorych pojgé¢ trwat bardzo dlugo, np. pojecie liczby wyta-
niato si¢ przez tysiaclecia. Kiedy z mrokéw prehistorii wynurzyly si¢ pierwsze cywi-
lizacje historyczne (Sumer, Egipt, Chiny, Indie), wszystkie one mialy juz za soba jakas
obrobke materii matematycznej, w szczego6lnosci wszystkie dysponowaty abstrakcyj-
nym pojeciem liczby (naturalnej) i kilkoma innymi pojeciami matematycznymi.'® Przy-

° Wiecej na ten temat: R. Duda, Matematyka jest naukq o pojeciach, [w]: Matematyka—Filo-
zofia—Sztuka, Bibliotheca Studiorum Philosophicorum Wratislaviensium, red. R. Konik, Wroctaw
2008 Atut, s. 21-55.

' Por. K. Menninger, Number Words and Number Symbols. A Cultural History of Numbers, Dover.
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ktadem poje¢ matematycznych, ktorych ewolucja byta opisywana, jest takze grupa al-
gebraiczna'' i funkcja."

Rozumienie poj¢¢é matematycznych w tych pierwszych cywilizacjach historycz-
nych miato jeszcze charakter nieostry, intuicyjny, kompetencji za§ w ich rozréznianiu
i postugiwaniu si¢ nimi nabywano przez przerabianie wielu zadan. Ten etap rozwoju
matematyki przypomina sytuacj¢ dziecka, ktore kompetencji w zakresie postugiwa-
nia si¢ liczba naturalng nabywa przez wyliczanki w rodzaju ,.entliczek-pentliczek-
...” oraz rachowanie 2+3=5 itp. I jak dzisiaj u dziecka, takze wtedy te pierwsze pojg-
cia matematyczne byly jednostkowe, konkretne (np. liczba 3 czy kwadrat o boku 2),
nie byto natomiast jeszcze pojeé bardziej ogdlnych (dowolnej liczby naturalnej, do-
wolnego kwadratu itp.), a w konsekwencji nie mogto by¢ ogdlnych twierdzen w ro-
dzaju twierdzenia Pitagorasa, ktore moéwi o pewnym zwiazku migdzy bokami
DOWOLNEGO trojkata prostokatnego. Zadziwiajace jest jednak, ze na dlugo przed
Grekami Babilonczycy wiedzieli, ze jesli trojkat jest prostokatny, to migdzy jego bo-
kami zachodza zwiazki, o ktorych mowi pdzniejsze o niemal podttora tysigca lat
twierdzenie Pitagorasa.'® Przyktad ten pokazuje, jak gleboko matematyka przedgrec-
ka potrafita wnika¢ w materi¢ matematyczna.

Ten pierwotny okres pracy nad materia matematyczna jest niedoceniany i mato
zbadany, niewatpliwie jednak miat on ogromne znaczenie. Dzigki niemu juz pierw-
sze cywilizacje historyczne dysponowaty gotowymi elementami, z ktoérych mozna
bylo tworzy¢ wigksze czasteczki: POJECIA OGOLNE, TWIERDZENIA wyrazajace relacje
migdzy tymi og6lnymi pojgciami, a z twierdzen budowaé TEORIE.

5. TWORZENIE POJEC MATEMATYCZNYCH

Istnieja dwa podstawowe sposoby wydobywania z pierwotnej, nieforemnej mate-
rii matematycznej wartosciowych poj¢¢ matematycznych, a mianowicie idealizacja
i abstrahowanie.

IDEALIZACJA (matematyczna) polega na tym, ze rozpatrujac jaki§ obraz, wyrdz-
niamy w nim pewne cechy, ktore w tym obrazie wydaja nam si¢ niedoskonate, nie-
dokonczone, jakby skazone i ktérym przeto nadajemy mys$lowo postac idealna. Wy-
nik takiego aktu idealizacji, utrwalony za pomoca odpowiednich §rodkéw jezyko-
wych, staje si¢ nowym pojgciem.

Przyktady.

""H. Wussing, Die Genesis des abstrakten Gruppenbegriffes, Berlin 1969 (thum. amer. 1984).

'2 A.P. Juschkewitsch, The concept of function up to the middle of the 19th century, ,,Arch. Hist.
Exact Sci.” 16 (1976-77), s. 37-85; U. Felgner, Der Begriff der Funktion, [w]: Felix Hausdorft, Ge-
sammelte Werke, Band 2: Grundziige der Mengenlehre, Berlin 2002, Springer, s. 621-633.

> A. Aaboe, Matematyka w starozytosci, Wspolezesna Biblioteka Naukowa Omega, Warszawa
1968, PTW.
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1) Licznych §ladéw idealizacji dostarcza geometria euklidesowa, a w niej takie
pojgcia jak PUNKT (,,nie ma czg$ci”), LINIA (,,dlugo$¢ bez szerokos$ci”), POWIERZ-
CHNIA (,,dlugos¢ 1 szerokos$¢ bez glebokosci”) itp. Sa to pojecia idealne, kazdy bo-
wiem punkt fizyczny ma pole (objgtosc), kazda narysowana linia jest nierowna, ziar-
nista itd.

2) Aktualizacja mozliwosci dodania do kazdej liczby naturalnej # liczby 1 i utwo-
rzenia w ten sposob liczby n+1 jest podstawa arytmetyki. Idac dalej, potencjalnie
nieskonczone przedtuzanie ciagu liczb naturalnych pozwala, w wyniku aktu ideali-
zacji, na uznanie zbioru WSZYSTKICH liczb naturalnych za petnoprawny obiekt ma-
tematyczny, a w szczegolnosci na sformutowanie i uznanie zasady indukcji zupeline;j.

3) Geometria rzutowa powstata przez dotaczenie do geometrii euklidesowej
pewnych elementéw idealnych (,,punktéw w nieskonczonosci”).

4) Liczby zespolone powstaly przez uzupeknienie liczb rzeczywistych o elementy
,.urojone”, ktorych poczatkiem byta , liczba” i = V1.

5) Idealizacja jest absolutnie kluczowa dla fizyki i towarzyszyta formutowaniu
wielu waznych dla niej pojec i rownan, np. rozpatrujac ruch struny, zaktadamy, ze
mamy do czynienia ze struna doskonale elastyczng o statej ggstosci liniowej p i sta-
tym napigciu 7. Zaktadamy dalej, ze ruch odbywa si¢ w ptaszczyznie xy, ze punkt y
= y(x,f) struny ma w kazdej chwili ¢ t¢ sama odcigta x, a jego rzedna y jest mata
w stosunku do dtugos$ci L struny. Przy tych zatozeniach ruch struny opisuje rownanie
rézniczkowe

o 9%y /ox*= 0% /ot?, gdzie o> =T/ p.

Rownanie to rozwiazujemy zwykle przy warunkach poczatkowych y(0,f) =
W(L,0) dla t € [0, o) i warunkach brzegowych y(x,0) = f{x), dy(x,£) / It = g(x).

ABSTRAHOWANIE (matematyczne) polega na braniu pod uwage niektorych tylko
cech rozpatrywanego obrazu, my§lowym ich odrywaniu i tworzeniu juz tylko z nich
nowego pojecia.

Przyktady.

1) Rodzina przedzialow otwartych (bez koncdéw) prostej rzeczywistej ma wia-
sno$¢ addytywnosci i skonczonej multyplikatywnosci, cata prosta jest takim prze-
dzialem, a dotaczajac zbior pusty i ograniczajac si¢ do wspomnianych wiasnosci,
otrzymujemy definicjg przestrzeni topologicznej jako pary ztozonej ze zbioru X i ro-
dziny jego podzbioréw (w tym zbioru pustego) majacych wiasnosci addytywnosci
i skonczonej multyplikatywnosci.

Podobnie powstaty pojgcia grupy algebraicznej, grafu i wielu innych.

2) Waznego schematu otrzymywania nowych poje¢ na drodze abstrakcji dostar-
cza ZASADA ABSTRAKCIJIL. Jesli mianowicie w zbiorze X jakich$ obiektow mamy rela-
cje binarna R, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, to dzieli ona zbior X na
klasy roztaczne i niepuste, sktadajace si¢ z tych i tylko tych obiektow, ktore sa mig-
dzy soba w relacji R. Klasy te staja si¢ nowymi pojgciami.
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Pojecia powstajace na tej drodze sa w matematyce czgste, np. kierunek na ptasz-
czyznie, podobienstwo w geometrii itp.

Idealizacja i abstrahowanie rzadko wystepuja w czystej postaci. Na ogo6t istnieja
obok siebie, a naktadajac si¢ na siebie, prowadza do typowych dla matematyki wie-
lopigtrowych konstrukcji. Nie sa tez one jedynymi sposobami tworzenia pojeé ma-
tematycznych.

Jednym z zadan, ktére matematyka sobie stawia, jest klasyfikacja obicktow ja-
kiej$ kategorii, np. Elementy Euklidesa, najwigkszy traktat matematyczny starozyt-
nosci, konczy si¢ dowodem twierdzenia, ze istnieje 5 1 tylko 5 bryl foremnych, a za
najwicksze osiagnigcie matematyczne XX wieku uwazana jest klasyfikacja grup
skonczonych prostych.

Pod koniec XIX wieku w matematyce pojawily sie rozmaitosci'®, ztozone obiekty
geometryczne bedace uogolnieniem klasycznej przestrzeni euklidesowej 1 majace
szczegblne znaczenie dla ogdlnej teorii wzglednosci Einsteina. Problem ich klasyfi-
kacji od poczatku wydawat si¢ trudny (pézniej si¢ okazalo, ze jest niemozliwy do
zrealizowania), wobec czego pojawita si¢ idea uproszczenia problemu przez zwiaza-
nie z kazda rozmaitos$cia pewnej struktury algebraicznej i klasyfikacji tych struktur,
czyli — jak mowia matematycy — klasyfikacji rozmaitosci z doktadnoscia do tej
struktury. Tak zrodzily si¢ homologie, a nieco $cislej, grupy H,(M) n-wymiarowych
homologii danej rozmaitosci M, gdzie n =0, 1, 2, ..., liczace liczbg i charakter n-wy-
miarowych ,,dziur”. Takze i taka klasyfikacja okazala si¢ niemozliwa do zrealizowa-
nia, jednakze idea upraszczajacych homologii okazata si¢ pociagajaca i wkrotce
przenikneta wiele dziedzin matematyki."®

6. EWOLUCJA POJEC MATEMATYCZNYCH

Praca nad pojgciem matematycznym rzadko konczy si¢ z chwila jego wyrdznie-
nia. Cze$ciej bywa ono poczatkiem dtugiej drogi, w trakcie ktorej dane pojecie jest
poddawane roznym analizom, a w rezultacie zmienia swoj ksztalt i zmienia si¢ jego
rozumienie, posrednio wplywajac na obejmujaca je matematyke.

Taka obrobka wyrdéznionego pojegcia matematycznego odbywa si¢ w polu oddzia-
tywania dwoch biegunéw: z jednej strony dazenia do klarownej prostoty, a z drugiej
do uzyskania poje¢ wartosciowych i ptodnych. Wyrazem tych dazen jest sympleksy-
fikacja i kompleksyfikacja.'®

' E. Scholz, Geschichte der Mannigfaltigkeitsbegriffs von Riemann bis Poincaré, Basel 1980,
Birkhéuser.

!> Wiecej na ten temat pisze M. Atiyah, Matematyka w XX wieku, ,,Wiadom. Mat.” 39 (2003),
s. 47-63.

' Por. R. Duda, Sympleksyfikacja i kompleksyfikacja w matematyce, [w]: Filozofia i logika. W stro-
ne Jana Wolenskiego, red. J. Hartman, Krakow 2000, s. 192-200.
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SYMPLEKSYFIKACJA polega na uwalnianiu pojgcia z nadmiaru obciazajacej go ma-
terii matematycznej, co jest procesem podobnym do oczyszczania i w konsekwencji
doprowadzania do krystalicznie czystej postaci. Dobrym przyktadem takiego poste-
powania jest pojecie GRUPY, ktore po raz pierwszy pojawito si¢ w XVIII w. w pra-
cach J. L. Lagrange’a, rozwazajacego pewne przeksztalcenia, ktore mozna byto sktadaé
i otrzymywac nowe. Sto lat mingto, nim z podobnych przyktadow, na zasadzie doko-
nywania analogii i pozbywania si¢ elementéw dodatkowych, wylonita si¢ koncepcja
grupy algebraicznej jako zbioru z operacja binarna, spehniajaca pewne warunki."”

KOMPLEKSYFIKACJA jest dziataniem idacym w kierunku niejako przeciwnym.
Majac wyrazne pojecia, dodajemy nowe warunki, np. zadajac, by operacja binarna w
grupie algebraicznej byla przemienna, otrzymujemy pojgcie grupy abelowej, albo
dodajac do pojecia grupy druga operacj¢ z odpowiednimi warunkami rozdzielczosci,
otrzymujemy pojgcia pierScienia, ciata itp. Kompleksyfikacje mamy i wtedy, gdy
majac dwa roézne pojecia, nakladamy je na siebie, tworzac w ten sposob pojecia no-
we, bardziej ztozone. Np. nakladajac na operacj¢ binarna w grupie algebraicznej wa-
runek ciaglosci, tj. traktujac zbior tej grupy jako przestrzen topologiczna, otrzymu-
jemy pojecie grupy topologiczne;.

Zarowno sympleksyfikacja, jak i kompleksyfikacja sa czynnikami wptywajacymi
na ewolucj¢ matematyki, ale zaleza tez od panujacych w niej trenddéw, np. na proces
ksztaltowania si¢ poje¢é grupy algebraicznej czy przestrzeni topologicznej wptywaty
rosnace wplywy algebry, czy pojawienie sig teorii mnogosci i przenikanie metod teo-
riomnogosciowych do réznych dziedzin matematyki, a takze rozwdj logiki matema-
tycznej i tendencja do tworzenia teorii opartych na aksjomatycznej definicji jakiego$
pojgcia (teoria grup, topologia ogodlna itp.) itp. Co wigcej, praca nad pojeciami ma-
tematycznymi wywierata wplyw na obejmujace je teorie, zmieniajac sformutowanie
i miejsce wielu dawnych twierdzen.'®

7. MATEMATYKA A SWIAT

Opierajac si¢ na podstawowych pojeciach liczby i figury, pierwsze cywilizacje
historyczne zaczgly rozwija¢ ARYTMETYKE 1 GEOMETRIE, najstarsze dziedziny mate-
matyki. Owczesna matematyka nie miala jeszcze wlasnej nazwy, stosunek za$ do niej
byt w réznych miejscach globu rézny, z silnymi elementami ludycznymi (Chiny),
sakralnymi (Indie) czy ezoterycznymi (Egipt). Dostrzegano jednak takze jej znacze-
nie dla precyzyjnego komunikowania si¢ migdzy soba i do rozumienia Swiata, a tak-
ze znaczenie edukacyjne dla ksztatcenia umystow majacych widzie¢ dalej i glebie;.

' H. Wussing, Die Genesis ..., op. cit.

'® Pod tym wzgledem pouczajaca jest ewolucja chifskiego twierdzenia o resztach, por. Ph.J.
Davis, R. Hersh, E.A. Marchisotto, Swiat matematyki, ttum. R. Duda, II wyd., Warszawa 2001,
Wyd. Naukowe PWN, zwlaszcza rozdziat: Dqzenie do ogdlnosci i abstrakcji. Chinskie twierdzenie
o resztach — studium przypadku, s. 180-187. Tamze dalsza literatura.
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Nazwg tej wiedzy i jej roznym dziedzinom nadali dopiero Grecy ($cislej, pitago-
rejczycy). Grecy dostrzegli tez znaczenie tej swojej matematyki dla opisywania
pigknych i idealnych form istnienia, przede wszystkim muzyki, idealnych ksztaltow
geometrycznych i ruchu cial niebieskich (Stonca, Ksigzyca i planet). Wiazato si¢ to
z mistycznym nastawieniem pitagorejczykow, konsekwencja wszakze takiego sta-
nowiska byl awans matematyki do wybitnej roli w kulturze w odréznieniu od sto-
sunkowo marginalnej, ktora ta wiedza odgrywata w kulturach przedgreckich. W zy-
ciu codziennym i dla poznania $wiata podksigzycowego matematyka miata jednak
wtedy znaczenie niewielkie.

W kazdym razie od czaséw greckich matematyka byla juz wyrdzniona dziedzina
wiedzy, a cho¢ jej zakres i uznanie dla niej zmienialy si¢ w czasie, przechodzac za-
rowno (dtugotrwate) okresy zastoju, jak i (znacznie krotsze) okresy szybkich poste-
péw, to od kilku wiekdw niewatpliwie przezywamy okres intensywnego rozwoju
matematyki i szybkiego wzrostu jej znaczenia. Ten kolejny awans, polegajacy na
objeciu matematyka catego $wiata przyrody (a nie tylko §wiata nadksiezycowego,
jak u Grekow), nastapit dopiero w czasach nowozytnych i wiazat si¢ z powstaniem
nowozytnej nauki.

Konkluzje sekcji 3., Zze pierwotnym zroédlem materii matematycznej jest refleksja
nad §wiatem, uzupetnijmy uwaga, ze refleksja ta odnosi si¢ nie tylko do pozyskiwa-
nia tej materii i sposobu wylaniania z niej pojg¢ matematycznych, ale takze do uzy-
skiwania matematycznych twierdzen i do ich dowodzenia. Wszystkie procesy dowo-
dzenia opieraja si¢ na kilku podstawowych ,,prawach mysli”, z ktorych bodaj naj-
wazniejsza jest zasada dedukcji (inaczej modus ponendo ponens: jesli p i p pociaga
q, to q). Zasada ta jest zgodna z obserwowana w $wiecie zasadq przyczynowosci
(inaczej principium causalitatis: jesli zachodzi przyczyna p, a p pociaga skutek ¢, to
zachodzi g). Dostrzegajac podobne relacje takze migdzy innymi ,,prawami mysli”
kierujacymi matematyka a $wiatem fizycznym, dochodzimy do konkluzji, ze mate-
matyka jest abstrakcyjnym wyrazem sposobu istnienia i funkcjonowania swiata fi-
zycznego. Mozna dodaé, ze wyrazem najbardziej abstrakcyjnym, rézne przejawy ist-
nienia i funkcjonowania $wiata znajduja bowiem swoje odbicie takze w jezyku co-
dziennym i w innych specyficznych jezykach, w tym poszczegoélnych dyscyplin na-
ukowych, wielka natomiast warto§¢ matematyki polega na jej swoistoSci: zakorze-
nieniu w najbardziej fundamentalnych kategoriach istnienia, skrajnie abstrakcyjnych
pojeciach oraz sile dedukcji 1 zgodnosci ze sposobem funkcjonowania Swiata, w tym
z fundamentalna zasada przyczynowosci.

Problem fundamentalnej zgodno$ci matematyki ze swiatem fizycznym nurtowat
juz filozoféw greckich, z ktérych najwigkszy wplyw wywarl i wywiera Platon. Zna-
czenie ma w szczeg6lnosci jego teoria idei, zgodnie z ktdrg przedmiotem naszego
poznania nie jest zmienna i chaotyczna rzeczywisto$¢ fizyczna, lecz istniejacy poza
czasem i poza przestrzenia niezmienny $wiat IDEL. Z tego punktu widzenia materia
matematyczna moze by¢ rozumiana jako ogniwo posrednie migdzy czlowiekiem
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a platonskimi ideami: patrzac na $wiat (§ciane platonskiej jaskini'”), cztowiek tworzy
w swoim umys$le materi¢ matematyczna, z ktorej, z wielkim na ogoét trudem, usituje
wydoby¢ platonskie idee, nadajac im ksztalt poje¢ matematycznych. Pojgcia te naj-
czgsciej sa tylko przyblizeniami tych idei i dopiero usilna praca nad nimi skutkujaca
ich ewolucja pozwala bardziej si¢ zblizy¢ do idealnej rzeczywistosci Platona. Pojecia
nietrafne nie maja idealnych odpowiednikéw i po prostu gina.

Inaczej do problemu zgodnosci podszedt Arystoteles, ktory stworzyt koncepcje
MATERII i FORMY. Z tego punktu widzenia materia matematyczna odpowiada skrajnie
abstrakcyjnemu ogladowi formy. Owa skrajno$¢ ttumaczy si¢ ogladem wylacznie
formy w odréznieniu od nauk przyrodniczych, jak fizyka czy astronomia, ktore
uwzgledniaja réwniez sktadnik materialny.

8. ABSTRAKCYJNOSC A WOLNOSC

Historia matematyki dostarcza wielu przyktadow na to, ze praktykujacy mate-
matyk kieruje si¢ bardziej wolno$cia dokonywania abstrakcji niz troska o zachowy-
wanie zwiazku ze $§wiatem. Ta intelektualna wolno$¢ jest charakterystyczna dla ma-
tematyki, a przez niektorych jest nawet uwazana za najwazniejsza jej ceche, np. Ja-
cobi (1804-1851) pisat, ze matematyke si¢ uprawia ,,pour la gloire de I’esprit huma-
in”,** a Hardy (1877-1947) wyrazat dume z tego, Ze nic, co zrobit w matematyce, nie
znajdzie poza nia zastosowania.”’ Wolno$¢ ta jest w istocie niezbedna, nierzadko
bowiem bywa i tak, ze my$l matematyczna wyprzedza rozwdj naszej wiedzy o Swie-
cie, w ktorej znajduje ona zastosowanie dlugo po tym, jak doszto do jej sprecyzowa-
nia. Przyktadem liczby ujemne i zero albo liczby zespolone. Te ostatnie zaczgly sig
ujawnia¢ w badaniach algebraikow wloskich w XVI w., ale budzity opory nawet
wérod matematykow, petne uznanie zyskujac dopiero w XIX wieku, w duzym stop-
niu dzigki potrzebom elektrodynamiki. Przyktadem bardziej wspotczesnym jest teo-
ria rozmaito$ci rozniczkowych Riemanna, bez ktorej trudno sobie wyobrazi¢ poz-
niejsza od niej ogdlng teori¢ wzglednosci Einsteina albo przestrzenie Hilberta stano-
wiace dzi$ podstawe mechaniki kwantowe;j.

Wolno$¢ w tworzeniu poje¢ matematycznych prowadzi jednak do ich inflacji. Jest
w tym podobienstwo z przyroda, ktéra w ogromnych ilosciach produkuje zarodki
przysztego zycia. Wigkszo$¢ z nich ginie, niektore jednak rozwijaja si¢ i dojrzewaja.
Podobnie wigkszo$¢ pojec (a takze twierdzen) popada w zapomnienie, ale niektore
trwaja, a nawet daja poczatek nowym. Problem rozpoznawania warto$ciowych pojeé
i twierdzen jest znany w literaturze pod nazwa DYLEMATU ULAMA: ,jesli liczba
twierdzen jest tak duza, ze nie sposob wszystkich przejrze¢ [Ulam szacowat t¢ liczbe

1% Platon, Paristwo, ksigga VII.

2 Cyt. za M. Kac, Mathematics: Tensions, [w]: M. Kac, G.-C. Rota, J.T. Schwartz, Discrete
Thoughts. Essays on Mathematics, Science, and Philosophy, Boston 1985, s. 7-18.

2! G.H. Hardy, Apologia matematyka, ttum. M. Fedyszak, Warszawa 1997, Proszynski i S-ka.
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na 100 tysigcy rocznie, w istocie juz wtedy bylo to niemal dwa razy tyle, a dzi$ paro-

krotnie wigcej], to kto powinien orzeka¢, ktére z nich sa ‘wazne’”.”*

9. GLEBOKIE IDEE I BIEGUNY NAPIEC

W duzym stopniu wolno$¢ tworzenia w matematyce jest utrzymywana w ryzach
przez kilka idei, ktére trudno wprawdzie Scisle wyrazi¢, ale ktore silnie wptywaja na
postawy matematykow, takie jak idea PIEKNA czy idea PROSTOTY. Niewatpliwie za-
chodzi istotna korelacja migdzy pigknem matematycznej teorii a jej wartoscia po-
znawcza, migdzy jej prostota a uzytecznoscia. I jesli uznajemy, ze matematyka sta-
nowi odbicie §wiata, to z tego wynika, ze zachodzi korelacja migdzy naszym odczu-
waniem pigkna czy prostoty a wlasnosciami tego Swiata.

Inny rodzaj dyscypliny w matematyce narzucaja PARY BIEGUNOW, migdzy ktorymi
tworczo$¢ matematyczna si¢ zawiera, takie jak stato§¢ — zmienno$é, dyskretno$¢ —
ciaglo$¢, skoficzono$é — nieskoficzono$é.” Najbardziej wartosciowe pojecia matema-
tyczne powstaja migdzy tymi biegunami, wyrazajac niektore wiasnosci kazdego z nich.

10. PRZYKLAD: FUNKCJA

Od samych swoich poczatkéw matematyka znajdowala w otaczajacym nas §wie-
cie zarodki fadu, dzigki ktorym $wiat stawat si¢ zrozumialy: mundus intelligibilis.
Wisrdd tych zarodkow byty liczby i figury. Nie zalezaly one od czasu i przestrzeni,
w kazdej chwili bowiem i na kazdym miejscu liczba 3 czy kwadrat o boku 2 byly
takie same, pozaczasowe.

Dwa tysiace lat po Grekach postep w matematyce pozwolil na zrobienie kolejne-
go waznego kroku: podjecia proby uchwycenia elementow statych w sytuacji zmien-
nej w czasie. Wyrazem takiej proby jest pojecie funkcji, wyrazajacej STALY zwiazek
migdzy ZMIENNYMI x i y:

y=fx)

Pojecie funkcji tkwito w matematyce w niejawnej formie od starozytno$ci, ale
wyraznie pojawito si¢ dopiero w XVII wieku, a poézniej zrobito niezwykta karierg,
przenikajac dzi$ cata matematyke.*

Fascynujacym zadaniem byloby przesledzenie rozszerzania si¢ zakresu funkcji
w zwiazku z rosnacymi granicami poznania, w toku swoistej gry matematyki ze $wia-

2 Por. P. J. Davis, R. Hersch, E. A. Marchisotto, Swiat matematyki, op. cit., s. 31-33.

3 Por. R. Duda, Mathematics: Essential Tensions, ,,Foundations of Science” 2 (1997), s. 11-19;
R. Duda, Polarities within mathematics, Proc. XX Intern. Congress of History of Science (Liege,
1997), tom XX: Science, Philosophy and Music, red. E. Neuenschwander, L. Bougiaux, Turnhout
2002, s. 139-147.

2 Por. odsylacz 12.
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tem: funkcje liniowe — ruch jednostajny, funkcje kwadratowe — ruch jednostajnie
przyspieszony, wielomiany — ruchy bardziej ztozone, funkcje trygonometryczne —
zjawiska cykliczne, funkcje wyktadnicze i logarytmiczne — zjawisko wzrostu i de-
kadencji itd., az do funkcji uogdlnionych (operatory Mikusinskiego, dystrybucje
Schwarza), niezb¢dnych we wspolczesnej fizyce czy funkcji losowych niezbednych
juz wszedzie, od fizyki i nauk przyrodniczych po ekonomig.

11. PRZYKLAD: GRANICA

Jesli pojecie funkcji powstalo w polu napigcia migdzy statoscia a zmiennoscia, to
kolejne, rownie fundamentalne dla wspodtczesnej matematyki pojgcie powstato
w polu napigcia migdzy skonczonoscia a nieskonczonoscia i stanowi rodzaj pomostu
migdzy jednym a drugim.

Pierwszymi, ktorzy dostrzegli w matematyce nieskonczono$é, byli starozytni
Grecy. Rychto natkngli si¢ jednak na jej paradoksy, ktorych przyktadem jest sfor-
mutowany przez Zenona z Elei paradoks Achillesa niemogacego dogoni¢ zotwia.
Zabezpieczeniem przed takimi paradoksami stato si¢ dla nich pojgcie nieskonczono-
$ci potencjalnej i nakaz ograniczenia si¢ do rozwazania tylko takiej nieskonczonosci,
a odrzucenie nieskonczonosci aktualnej.

Nieskonczono$¢ aktualna z matematyki usuna¢ si¢ jednak nie data, w naturalny
bowiem sposob pojawily si¢ postepy (arytmetyczny i geometryczny), ogdlniejsze od
nich nieskonczone ciagi liczbowe, nieskonczone sumy (szeregi) itd. Okolicznosci,
w ktorych si¢ pojawialy i pytania, na jakie mialy odpowiadaé, spowodowaly, ze
w XVIII wieku pojawil si¢ pomost migdzy nieskonczonoscia a skonczonosciag w po-
staci pojecia GRANICY, ktore pewnym obiektom nieskonczonym (ciagom, szeregom)
przypisuje wartosci skonczone, co zwykle zapisuje sig tak:

a=1lim,_.a,

Pierwotnie byly to tylko nieskonczone ciagi liczbowe, potem nieskonczone sze-
regi liczbowe
Yiet ap=lim (a1t ar + ... + a,),

a z czasem obiekty bardziej ztozone jak pochodne i calki, ciagi funkcji czy szeregi
funkcyjne. Pojgcie granicy tatwo sprowadza paradoks Achillesa i zotwia do oblicze-
nia granicy ciagu przemieszczen, wyznaczajac w ten sposob punkt ich spotkania, ale
nadto okazato si¢ niezwykle przydatne w fizyce, np. przy okreslaniu takich poje¢ jak
predkos¢ chwilowa (granica predkosci przecigtnej w odcinku czasu), a w konse-
kwencji dla catej mechaniki i dla innych dziatow fizyki.
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Przez parg wiekow pojecie granicy pozostawalo niejasne, a jej rozumienie cza-
sem nawet zatracato o mistyke. Dopiero w procesie RYGORYZACJI ANALIZY nadano
mu ksztatt definicji arytmetycznej®

azlimanEVs>OE|n0Vn>n0(n>n0:>|a,,—a| <g)

Dzisiaj poslugujemy si¢ ta definicja precyzyjnie, pomijajac pierwotne Igki (ktore
jednak czasem si¢ odzywaja). Opanowanie pojecia granicy pozwolilo na precyzyjne
i coraz ogolniejsze formutowanie i badanie takich pojg¢ jak pochodne czy cafki.

12. ANALIZA MATEMATYCZNA 1 JEJ DZIALY

Na tych dwoch pojeciach, funkcji i granicy, oparta si¢ nowa dyscyplina mate-
matyczna, zwana ANALIZA MATEMATYCZNA. Oba te pojgcia oczywiscie ewoluowaty,
nabierajac ogdlnosci 1 precyzji, a KLASYCZNA ANALIZA MATEMATYCZNA, skoncen-
trowana na badaniu granicznych wtasnosci funkcji, np. takich jej aspektow jak cia-
glosé, rozniczkowalno$é, catkowalnosé itp., §wigcita triumfy. W szczegdlnosci jej
rozw0j doprowadzit do powstania kolejnych wielkich dziedzin matematyki (w isto-
cie subdziedzin analizy matematycznej) takich jak RACHUNEK WARIACYJINY, ROWNA-
NIA ROZNICZKOWE (zwyczajne i1 czastkowe), ROWNANIA CALKOWE, ROWNANIA FUNK-
CYJNE, ANALIZA FUNKCJONALNA itp., a takze na powstanie dziedzin bardziej auto-
nomicznych jak GEOMETRIA ROZNICZKOWA czy TOPOLOGIA. Podstawowe pojgcie
funkcji w jego licznych odmianach (ruch w mechanice, przeksztatcenie w geometrii,
dziatanie w algebrze, funkcjonal czy operator w analizie funkcjonalnej) przenika
dzi§ cata matematyke, a od czas6w tzw. programu meranskiego na nim oparta si¢
takze nowozytna dydaktyka matematyki.”®

Jesli klasyczna analiza matematyczna koncentruje si¢ na badaniu niektoérych wia-
snosci funkcji, to wyroste z niej dziedziny zajmuja si¢ badaniami wyrazen, w kto-
rych niewiadoma jest sama funkcja, i wlasnosciami niektorych operatoréw przepro-
wadzajacych funkcje w funkcje. Takim wyrazeniem jest ROWNANIE ROZNICZKOWE,
wyrazajace zwiazki miedzy szukang funkcja a jej pochodnymi, gdzie niewiadoma
jest ta funkcja, przy czym znane sa tylko pewne warunki, ktéore musi ona spehniac.
Znaczenie rownan rozniczkowych polega na tym, ze podstawowe prawa przyrody
wyrazaja si¢ w ich jezyku.

Przyktady.

» Por. V.J. Katz, 4 History of Mathematics. An Introduction, 11 wyd., Addison-Wesley 1998;
rozdziat 16.1: Rigor in Analysis, s. 706-729.

% Tzw. program meranski, wypracowany przez komisje Niemieckiego Towarzystwa Przyrodni-
kéw 1 Lekarzy (Merano, 1905), postulowal skoncentrowanie programu nauczania matematyki wo-
kot pojgcia funkcji, rozciagajac je na dziatania w arytmetyce i przeksztalcenia w geometrii. Program
meranski poparta Migdzynarodowa Komisja Nauczania Matematyki (oboma komisjami kierowat
F. Klein) i dzi$ jest on powszechnie akceptowany.
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1) II zasada dynamiki Newtona glosi, ze sita F' dziatajaca na dane ciato jest pro-
porcjonalna do jego masy m 1 przyspieszenia a, F' = ma. Ograniczajac si¢ do proste-
go przypadku, gdy ruch odbywa si¢ po prostej Ox, a wigc gdy mozna go opisaé for-
mula x = f{¢) (sita F dziata na czastk¢ o masie m poruszajaca si¢ po tej prostej), to 11
zasada przyjmuje postac

F=mdx/df,

gdyz przyspieszenie jest druga pochodna funkcji potozenia wzglgdem czasu. Row-
nanie to mozna bez wigkszego trudu przenies¢ z ruchu liniowego na przypadek do-
wolnego ruchu.

Sita matematyki widoczna jest juz w tym, ze 11 zasada obejmuje pozornie nie-
obejmowalna roznorodnosé¢ wszystkich mozliwych ruchow mechanicznych w §wie-
cie. W szczegoélnych przypadkach rozwiazanie rownania ruchu moze by¢ jednak
bardzo trudne.

2) Rownanie struny (p. wyzej, sekcja 5).

3) Réwnanie ciepta. Jesli mamy jakie$ ciato, a v = v(x,),z,f) oznacza temperature
jego punktu (x,y,z) w chwili ¢, to funkcja v musi spetnia¢ rownanie

dv/dt = C(0*v/ox*+ 0*v/0y* + 9*v/0Z?),

gdzie C jest pewna stala zalezna od wilasnosci fizycznych naszego ciata (gestosé,
przewodnos$¢ cieplna itp.).

13. UWAGI KONCOWE

1. Podstawowym tworzywem matematyki jest MATERIA MATEMATYCZNA, po-
wstajaca gtownie w refleksji nad Swiatem i wyrastajaca z najbardziej podstawowych
kategorii naszego istnienia, czasu i przestrzeni.

2. Materia matematyczna jest gleba MATEMATYKI, ktora na jej bazie tworzy
POJECIA MATEMATYCZNE. Od innych rodzajow poje¢ odrozniaja si¢ one glgbokim za-
korzenieniem w podstawowych kategoriach czasu i przestrzeni.

Najstarszymi i do dzisiaj najwazniejszymi pojeciami matematycznymi sa pojgcia
liczby i figury, ktore daty poczatek arytmetyce i geometrii.

3. Struktura matematyki jest odbiciem sposobu istnienia §wiata. Matematyka —
poprzez swoje pojecia i1 regute dedukeji, twierdzenia i teorie — jest wyrazem najbar-
dziej fundamentalnych wlasnosci $wiata.

4. Charakterystycznym rysem matematyki jest WOLNOSC tworzenia, ale ta wolno$¢
nie jest absolutna, w pewnych ryzach utrzymuja ja bowiem IDEE, np. pigkna i pro-
stoty, a takze rdzne PARY BIEGUNOW, np. stato§¢ — zmiennos$¢, migdzy ktdérymi ma-
tematycy si¢ znajduja. Polaczenie wolno$ci i tych ograniczen sprawia, ze matematy-
ka nie rozptyneta si¢ w betkotliwym abstrakcie, lecz pozostaje pigkna, prosta i silna.



