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Status hipotezy kontinuum
w $wietle koncepcji Woodina'

Niniejszy artykut dotyczy prezentacji i analizy koncepcji Woodina. Woodin for-
mutuje aksjomat majacy za zadanie rozstrzygnigcie hipotezy kontinuum i uzasadnia
tezg, iz jest to aksjomat naturalny z punktu widzenia teorii mnogo$ci. Program Wo-
odina ma charakter niezwykle techniczny i nie ma mozliwosci, aby przedstawia¢ go
tutaj szczegotowo: glowna praca Woodina liczy ok. 1000 stron, sam za$§ quasi-
popularny szkic argumentacji zajmuje pene dwa artykuty.” Przedstawie jednak szkic,
aby ukaza¢ styl tej argumentacji. Pozwoli to w szczegdlnosci na pokazanie, jak bar-
dzo tego typu argumentacja rozni si¢ od argumentacji odwotujacej si¢ do naszych
zwyklych intuicji.

1. UWAGI WSTEPNE

Zgodnie z I twierdzeniem Godla kazda dostatecznie bogata teoria pierwszego
rzgdu o rekurencyjnym zbiorze aksjomatéw jest niezupeha: istnieje zdanie ¢ sfor-
mulowane w jezyku teorii T takie, Ze ani G, ani —G nie s3 twierdzeniami teorii T.
Przyktadami teorii spetniajacych zatozenia I twierdzenia Gddla sa arytmetyka Peano
(PA) i teoria mnogosci (ZFC). Oznacza to — swobodnie mowiac — ze istnieja pyta-
nia dajace si¢ sformutowac¢ w jezyku tych teorii, na ktore teoria ta nie jest w stanie
udzieli¢ odpowiedzi.

" Artykut zostat napisany w ramach grantu N N101 094136.
% Czytelnika zainteresowanego szczegélami technicznymi odsylam do prac przegladowych
[Woodin 2001] badz do monografii [Woodin 1999].
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Niezalezne zdanie Godla skonstruowane byto za pomoca argumentacji o cha-
rakterze metamatematycznym, z uzyciem metody przekatniowej, jednak dos¢ wceze-
$nie zidentyfikowano przyktady zdan ,,podejrzanych o niezalezno$¢” od ZFC. Sztan-
darowym — i niejako paradygmatycznym — takim zdaniem jest hipoteza kontinuum
(oznaczana standardowo przez CH).? Jej relatywna niesprzeczno$é z teoria mnogosci
udowodnit Godel w roku 1940, (postuzyt si¢ metoda tzw. zbioréw konstruowal-
nych), natomiast jej niezaleznos¢ Cohen w 1963 (postuzyt si¢ metoda forcingu, kto-
rej odkrycie doprowadzito do prawdziwej eksplozji wynikéw w zakresie relatywnej
niesprzecznos$ci). Tym samym stalo sig¢ jasne, ze ZFC nie jest w stanie — mowiac
swobodnie — udzieli¢ odpowiedzi na pytanie o prawdziwa warto$¢ kontinuum. Co
wigcej, ZFC pozostawia tu bardzo duza swobod¢ wyboru — niesprzeczne z ZFC jest
prawie kazde zdanie postaci ,,c=X .

Pojawia si¢ jednak pytanie, czy istnieja jakie$ racje, ktore pozwolityby przypisaé
kontinuum jaka$ konkretna warto$¢ (np. X, albo Xj00). Rzecz jasna, tego typu racje
nie moglyby juz mie¢ charakteru czysto formalnego, ale musiatyby si¢ odwolywaé
do naszego rozumienia poj¢¢ matematycznych. Wlasnie taka argumentacj¢ przed-
stawia Woodin.

2. KONCEPCJA WOODINA

Program badawczy Woodina ma zdecydowanie najbardziej zaawansowany tech-
nicznie charakter ze wszystkich znanych w literaturze proéb sformutowania argu-
mentu rozstrzygajacego problem kontinuum.” Konkluzja Woodina jest taka, ze CH
jest — w $wietle prezentowanych przez niego argumentéw — fatszywa. Woodin
prowadzi swoje rozwazania, odwolujac si¢ do badan o charakterze metamatematycz-
nym. W pewnym uproszczeniu, argumentacja Woodina przebiega wedlug nastepuja-
cego schematu:

(1) Zauwazamy, ze dla pewnego typu struktur S mozna poda¢ aksjomat A, ktory
do$¢ dobrze wyjasnia teori¢ opisujaca te struktury.

* Hipoteza kontinuum glosi, ze moc zbioru liczb rzeczywistych (czyli moc kontinuum) jest
najmniejsza z mozliwych mocy nieskonczonych, czyli ze wynosi X . Innymi stowy, nie istnieje nie-
przeliczalny podzbiér R, ktéry nie bytby réwnoliczny z R.

* Dla dowolnej funkcji F spelniajacej dwa warunki: (1) F jest niemalejaca funkcja z klasy re-
gularnych liczb kardynalnych w liczby kardynalne; (2) dla dowolnego x: k<cf(F(x)); mozna skon-
struowa¢ model dla teorii mnogosci, w ktérym dla dowolnej regularnej liczby kardynalnej x zacho-
dzi 2= F(x) ([Easton 1970]). W szczegolnosci 2° moze by¢ duze (byé wartoscia F(m) dla stosownej
funkcji F).

’ Ciekawym — choé¢ bez poréwnania prostszym i uwazanym za malo przekonujacy — przy-
ktadem takiej argumentacji jest argumentacja Freilinga z [Freiling 1986]. Autor — odwolujac si¢ do
pewnych intuicji probabilistycznych — formutuje do$¢ intuicyjny aksjomat, z ktéorego w bardzo
prosty sposob wynika negacja hipotezy kontinuum (por. tez [Wdjtowicz 2004, 2005]).
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(2) Okazuje sig, ze te interesujace nas struktury mozna na rézne sposoby uogoél-
nia¢. Woodin wskazuje naturalny kierunek dla tego uogdlniania, ktéry powadzi do
struktur typu S*.

(3) Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy mozna sformutowac naturalny aksjomat
A*, ktory bedzie odgrywal analogiczna rolg dla teorii struktur S*, jak aksjomat A dla
teorii struktur S. Taki aksjomat A* miatby porzadkowacé i wyjasniac teorig opisujaca
struktury S* (podobnie jak A porzadkuje teorig struktury S).

(4) Woodin argumentuje, ze mozna wskaza¢ naturalne kandydatury na taki ak-
sjomat A*,

(5) Okazuje sig, ze kiedy przyjmiemy A*, to wynika stad, ze CH jest fatszywa.

Pojawia si¢ natychmiast pytanie, co mamy na mysli, méwiac o porzadkowaniu
(wyjasnianiu) teorii, co to znaczy, ze uogoélnienie jest naturalne, na czym polegaja
analogie w porzadkujacej roli aksjomatéw A i A* w ramach réznych teorii, w odnie-
sieniu do réznych struktur, efc. Nie sa to oczywiscie pojecia techniczne, zarazem
jednak maja one — jak si¢ wydaje — pewien uchwytny sens. Aby w pewien sposob
uchwyci¢ i doprecyzowaé 6w sens, konieczne jest odwotanie si¢ w prowadzonych
analizach do bardzo zlozonych technicznie pojeé. Woodin w szczegdlnosci definiuje
bardzo abstrakcyjne uogoélnienie pojecia dowodu w abstrakcyjnie pojmowanej logi-
ce, a nastgpnie formuluje stosowny aksjomat w tej logice, ktory prowadzi do
(negatywnego) rozstrzygnigcia hipotezy kontinuum.

Jednym z waznych dla argumentacji Woodina pojec¢ jest pojecie determinacji. Ma
ono zwiazek z grami nieskonczonymi, ktore stanowia uogoélnienie zwyktych
(skonczonych) gier. Méwiac o grach nieskoniczonych, mamy na mysli po prostu fakt,
ze gracze wykonuja nieskonczenie wiele posunigé. W najprostszym (ale juz dosta-
tecznie cieckawym) przypadku zbioér mozliwych decyzji graczy jest dwuelementowy:
gracze w kazdym ruchu wybieraja 0 lub 1. Gracze I i II wykonuja ruchy naprzemien-
nie, w wyniku tej (nieskonczonej) gry powstaje wige nieskonczony ciag zerojedynko-
wy. Zbiorem wszystkich mozliwych gier jest przestrzen tych nieskonczonych cia-
gow, czyli {0,1}°. Rozwazmy dowolny zbior Ac{0,1}* i zdefiniujmy gre G, jako
gre, w ktorej wygrywa gracz 1, jesli wynik gry (czyli uzyskany w wyniku gry ciag
oe {0,1}®) nalezy do zbioru A. Czesto dodajemy tu dodatkowe okreslenie, jesli np.
zbidr A jest zbiorem otwartym, nazwiemy gre G, gra otwarta, jesli A jest borelowski
— gra borelowska, efc.® Podobnie jak w przypadku gier skonczonych mozemy mo-
wié o strategiach, np. w przypadku gracza I strategia jest funkcja ze skonczonych
ciagow 0-1 (dtugosci parzystej) w zbior {0,1}.” Jesli ktorys z graczy posiada strate-

® Aby mowié o otwartych, domknigtych, borelowskich, etc. podzbiorach Ac{0,1}®, konieczne
jest oczywiscie zadanie pewnej topologii na zbiorze {0,1}“; szczegoty techniczne nie sg istotne.

” Matematyczne pojecie strategii odzwierciedla pojecie intuicyjne: jest to po prostu funkcja,
ktéra na podstawie dotychczasowego przebiegu gry wyznacza kolejny ruch. Intuicyjnie strategia mowi
graczowi, jaki ruch nalezy wykonac, jesli przebieg gry jest opisany danym ciagiem 0-1. Gracz ma
strategi¢ wygrywajaca, jesli postgpowanie zgodnie z owa funkcja doprowadzi go do wygrane;j.
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gi¢ wygrywajaca (tzn. funkcja T ma t¢ wlasno$é, ze postgpowanie zgodnie z nig pro-
wadzi do wygranej), to powiemy, ze gra G, jest ZDETERMINOWANA.®

Elementarny wynik dotyczacy gier skonczonych (zaktadamy, ze nie ma remisow)
glosi, ze zawsze istnieje strategia wygrywajaca dla ktoregos z graczy. W przypadku
gier nieskonczonych tak nie jest, i problem determinacji jest znacznie bardziej sub-
telny. Znane sa czastkowe wyniki dotyczace tego problemu, najprostszy z nich mo-
wi, ze wszystkie gry otwarte i domknigte sa zdeterminowane. Fakt ten udowodnili
Gale i Stewart ([Gale, Stewart 1953]), stawiajac jednocze$nie pytanie, czy podobne
twierdzenie zachodzi dla gier borelowskich. Pozytywnej odpowiedzi udzielit Martin
[Martin 1975].

Pojawia si¢ naturalne pytanie dotyczace determinacji gier G, dla odpowiednich
zbioroéw typu A. Najsilniejsza z mozliwych hipotez glosi, ze kazda gra nieskonczona
jest zdeterminowana. To stwierdzenie nosi nazwg aksjomatu determinacji (AD); ak-
sjomat 6w zostat sformulowany przez Mycielskiego i Steinhausa w roku 1962. Jest
on sprzeczny z AC (ZFC+AD jest teoria sprzeczna), jest natomiast relatywnie nie-
sprzeczny z ZF. Poniewaz na AD mozna patrze¢ jako na naturalne uogoélnienie
twierdzenia méwiacego o determinacji gier skonczonych, mozna go wigc uznac za
alternatywe dla pewnika wyboru.

Pojawia si¢ pytanie, czy jest to alternatywa atrakcyjna? W powszechnej opinii
tak nie jest. Wynik Solovaya mowi, ze przy zalozeniu AD, X oraz &, sg liczbami
mierzalnymi (czyli — w pewnym sensie — bardzo duzymi). Woodin udowodnit, ze
teoria ZF+AD jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy niesprzeczna jest teoria
ZFC+, istnieje nieskonczenie wiele liczb kardynalnych Woodina”. Liczby Woodina
sa wigksze niz liczba mierzalna, czyli teoria ZFC+,,istnieje nieskonczenie wiele liczb
kardynalnych Woodina” jest teoria znacznie silniejsza niz ZFC+MC. Oznacza to
rowniez, ze AD jest bardzo silnym aksjomatem (czy inaczej: ze zalozenie o nie-
sprzecznosci ZF+AD jest rtOwnowazne z bardzo silnym zatozeniem dotyczacym nie-
sprzecznosci pewnego rozszerzenia ZFC). A zatem — pomijajac nawet kwestie czy-
sto matematycznej owocnosci aksjomatow AD i AC — istnieja argumenty metama-
tematyczne swiadczace przeciwko AD (a w kazdym razie sktaniajace do daleko ida-
cej powsciagliwosci).

Jesli zatem poruszamy si¢ w ramach ZFC, mamy nastgpujace wyniki:

(1) Gry borelowskie sa zdeterminowane (inaczej: zdanie G, dla zbioréw bore-
lowskich jest twierdzeniem ZFC).
(2) AD jest falszywy.

Naturalne jest pytanie o aksjomaty, ktore leza pomigdzy zdaniami (1) i (2) —
w tym sensie, ze mowia o determinacji gier pewnej klasy, ale nie sa tak silne jak

¥ Trywialnym przyktadem gry zdeterminowanej jest gra, w ktorej A = zbior ciagéw zaczynaja-
cych sig od 0. Strategia wygrywajaca gracza | polega na wyborze 0 w pierwszym ruchu, potem mo-
ze robi¢ cokolwiek.
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(falszywy) AD, i oczywiscie sa niesprzeczne z ZFC. Tego typu przemyslenia stano-
wia tto rozwazan Woodina.

Przypomnijmy kilka pojgé: dla dowolnej liczby kardynalnej x, klasg zbiorow
dziedzicznie mocy mniejszej od k oznaczamy przez H(x).” W szczegblnosci H(w) to
klasa zbiorow dziedzicznie skonczonych, a H(w,) to klasa zbioréw dziedzicznie
przeliczalnych. Woodin rozpoczyna swoje rozwazania od obserwacji, ze CH mozna
interpretowac jako stwierdzenie dotyczace struktury (H(w,),€) (czyli struktury zto-
zonej ze zbiorow o mocy dziedzicznie mniejszej niz oy, z relacja nalezenia). Wynika
to stad, ze liczby rzeczywiste mozemy utozsamia¢ z podzbiorami ® (np. via funkcje
charakterystyczne, interpretowane jako rozwinigcie dwojkowe danej liczby). Zauwaz-
my teraz, ze CH mowi po prostu, ze zbior R ma moc X, czyli znajduje si¢ w H(,).
Innymi stowy, zbior R jest elementem H(w,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi CH.
Mozna wigc powiedzie¢, ze droga do ustalenia, czy zachodzi CH wiedzie poprzez
badania dotyczace struktury H(w,). W szczegdlnosci cheielibySmy znalez¢ aksjo-
maty, ktore pozwola na mozliwie pelne zrozumienie struktury H(w,). Woodin trak-
tuje struktur¢ H(w,) jako naturalna kontynuacj¢ ciagu struktur H(w) oraz H(w)
i rozpoczyna swoje analizy od badania tychze.

Struktura H(w) jest stosunkowo prosta — jest bowiem tym samym, co V, ta zas
— via naturalng interpretacj¢ — jest po prostu tym samym, co liczby naturalne (czy
tez inaczej: teoria opisujaca strukture Vi, jest po prostu arytmetyka PA).'® Z kolei
struktura H(w;) jest rownowazna strukturze (P(N), N, +, o, €), czyli strukturze opi-
sanej przez teori¢ liczb naturalnych drugiego rzedu.

Badania dotyczace H(,) maja stanowi¢ swoiste uogélnienie badan dotyczacych
H(w) i H(w;). Woodin rozpoczyna od obserwacji, ze pewne pytania w kwestii H(w;)
sa nierozstrzygalne w ramach ZFC, jednak ,istniejq aksjomaty dla teorii liczb dru-
giego rzedu, ktore prowadzq do teorii rownie kanonicznej, jak teoria liczb” [Woodin
2001, 569]. Odwotujac si¢ do przedstawionego wczesniej schematu argumentacji,
chodzi o pewien aksjomat A opisujacy strukturg S= H(®;). Pojawia si¢ pytanie, czy
naturalnym uogodlnieniem H(w,) jest H(w,) — 1 jesli tak, to czy mozna wskazaé ak-
sjomat A* stanowiacy naturalne uogodlnienie aksjomatu A dla struktury H(w,). Od-
wotujac si¢ do wspomnianej na wstepie struktury argumentacji, rolg struktury S petni

® Zbiory dziedzicznie mocy <k to zbiory, ktorych domknigcie przechodnie ma moc <x. Do-
mknigcie przechodnie trcl(A) zbioru A to — intuicyjnie — zbidr ztozony ze wszystkich mozliwych
elementéw danego zbioru, elementéw jego elementow, elementow tych elementow, efc. Formalnie,
definiujemy dla danego zbioru A:

A() =A
An+1 = UAn
trcl(A) = U{Anne o}

' Idea interpretacji jest prosta: rozwazmy rozwinigeie n = ¢ 25e "2+ e/ 2+ey", gdzie
¢/"=0,1. Definiujemy relacj¢ £: nEm gdy ¢,"=1. System (®,E) jest izomorficzny z (Ve,€ ). (Zachodzi
tez fakt ogdlny: jesli M jest modelem dla PA, to (M,E™) jest modelem dla ZF™ ~ czyli dla teorii
zbioréw dziedzicznie skonczonych.
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H(w), rolg struktury S* petni H(w,); A to aksjomat dotyczacy H(w;) (bedzie o nim
mowa pozniej), natomiast A* to jego odpowiednik dotyczacy H(w,).

Na strukture H(®;) mozemy patrze¢ (via interpretacjg) po prostu jako na struktu-
r¢ (P(N), N, +, o, €). Jakie jest naturalne uogdlnienie? Pojawiaja si¢ tu dwie kandy-
datury: (P(R), R, +, e, €) oraz H(,). Przy zalozeniu CH obie te struktury sa wza-
jemnie interpretowalne''; przy braku CH moga sie r6znié. Poniewaz naszym celem
jest ustalenie statusu CH, wigc oczywiscie nie mozemy z goéry zaktada¢ CH (ani jego
negacji); tym samym nie mozemy z gory zakladac, ze owe struktury sa identyczne.
Konieczne jest wige dokonanie wyboru ,.kierunku uogélnienia”. Woodin twierdzi ze,
naturalnym uogoélnieniem struktury H(w,) jest wtasnie H(w,), aby za$ uzasadni¢ ten
wybor, konieczne jest lepsze zrozumienie teorii struktury H(w).

W rozwazaniach Woodina istotng rolg¢ odgrywa pojecie zbioru rzutowego. Przy-
pomnijmy, ze zbiorem rzutowym ACR" nazwiemy taki zbior, ktéry moze by¢ uzy-
skany z pewnego domknigtego podzbioru XcR™™ za pomoca skonczonej liczby ope-
racji rzutowania i dopelnien. Mozna wigc powiedzie¢, ze pytania dotyczace struktury
H(w,) odpowiadaja pytaniom dotyczacym zbioréw rzutowych. Okazuje sig, ze juz na
tym poziomie pojawiaja si¢ problemy nierozstrzygalne w ZFC, niezalezne od ZFC
jest np. istnienie paradoksalnego rozktadu kuli na zbiory rzutowe. Pojawia si¢ pyta-
nie, czy mozna sformutowac jakie§ naturalne aksjomaty, ktore pozwalatyby na roz-
strzygnigcie tego typu probleméw, a wigc — moéwiac swobodnie — ktdre czynityby
teorig struktury (H(w,),€ ) ,,mozliwie zupelna”.

Poniewaz zbiory rzutowe mozna utozsamia¢ z odpowiednimi podzbiorami
(H(m,),€), informacji na temat tej struktury mozemy poszukiwaé poprzez badanie
zbioréw rzutowych. W tym konteks$cie pojawia si¢ aksjomat determinacji dla zbio-
row rzutowych (oznaczany skrotem PD — od projective determinacy), ktory glosi,
ze kazda gra Gy, gdzie Ac[0,1] jest zbiorem rzutowym, jest gra zdeterminowana.
PD dotyczy prima facie wytacznie gier. Okazuje si¢ jednak, Ze ma on glgboki zwia-
zek z aksjomatami dotyczacymi duzych liczb kardynalnych.'? Z punktu widzenia
programu Woodina, kulminacja tych badan jest jego wynik ukazujacy nastgpujacy
zwigzek migdzy PD a aksjomatami duzych liczb kardynalnych:

TWIERDZENIE (Woodin) Réwnowazne sa:

(1) PD.
(2) Dla kazdego ke N istnieje przeliczalny przechodni zbior M taki, ze:
(i) (M,e) |= spetia: ZFC+,,istnieje & liczb kardynalnych Woodina” oraz

"1 Podobnie jak H(ay) i (P(N), N, +, e, €) sa wzajemnie interpretowalne.

2 Istnieja zaleznoéci miedzy wynikami dotyczacymi determinacji gier pewnej klasy a aksjoma-
tami duzych liczb kardynalnych. Na przyktad aksjomat istnienia liczby mierzalnej implikuje deter-
minacje gier X'y, ale nie pozwala na udowodnienie gier X',. Znany jest caly ciag wynikow, ktore
daja coraz lepszy wglad w owe zaleznosci; szczegdly mozna odnalez¢é w [Woodin 2001].
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(ii) model M jest przeliczalnie iterowalny (countably iterable)".

Moéwiac swobodnie, wynik ten pokazuje, ze przyjecie aksjomatu PD jest rowno-
wazne z zatozeniem istnienia modeli dla catego ciagu coraz to silniejszych rozsze-
rzen ZFC zaktadajacych istnienie pewnego typu duzych liczb kardynalnych (i spet-
niajacych pewien warunek techniczny).

Dalsze rozwazania Woodina odnosza si¢ do tzw. aksjomatéw forcingowych,
czyli aksjomatow dotyczacych pewnych technicznych aspektéw konstruowania mo-
deli dla ZFC za pomoca techniki forcingu. Prowadzi go to do nast¢pujacych konklu-
zji (ktore nie maja charakteru wynikéw technicznych, ale ustalen metateoretycz-
nych):

(1) PD jest POPRAWNYM aksjomatem dla zbioréw rzutowych.

(2) Przy PD nie ma konieczno$ci odwotywania si¢ w istotny sposéb do AC przy
analizie struktury (H(®,),€).

(3) Jedyne znane przyktady nierozstrzygalnych probleméw dotyczacych zbiorow
rzutowych (przy zatozeniu PD) przypominaja zdania Godla i zdania dotyczace nie-
sprzecznosci [Woodin 2001, 575].

Dotychczasowe rozwazania mozna podsumowaé stwierdzeniem, ze znaleziono
ow naturalny aksjomat A dla struktury H(w;) — jest nim wiasnie PD. Dochodzimy
zatem do problemu naturalnego, rozsadnego uogolnienia aksjomatu PD, ktoéry po-
zwolilby na lepsze zrozumienie struktury (H(w,),€). Nalezy przy tym pamigtac, ze
poszukiwany aksjomat ma pomdc w rozstrzygnigciu statusu CH. Zauwazmy tutaj, ze
na mocy wynikow Levy’ego—Solovaya nie wystarcza tu aksjomaty duzych liczb."
Woodin twierdzi wiec:

My point is simply that the axioms we seek cannot be implied by any (consistent) large cardinal
hypothesis remotely related to those currently accepted as large cardinal hypotheses [Woodin
2001, 682].

Owe poszukiwane aksjomaty musza mie¢ zupetnie inny charakter niz klasyczne ak-
sjomaty duzych liczb kardynalnych.

Woodin poszukuje wige wiarygodnych zasad metateoretycznych, a droga wie-
dzie poprzez rozwazanie silnych, abstrakcyjnie zdefiniowanych logik. W takim §ro-
dowisku pojeciowym gltdwne pytanie przyjmie postac:

*) Czy teoria struktury (H(m,),€) moze zosta¢ skonczenie zaksjomaty-
zowana (nad ZFC) w (rozsadnej) logice, ktdra jest rozszerzeniem logi-
ki pierwszego rzgdu? [Woodin 2001, 682].

'3 Pojecie countably iterable jest technicznym pojeciem dotyczacym modeli wewngtrznych
ijego formalna definicja nie jest istotna dla dalszych rozwazan.

' Wyniki Levy’ego i Solovaya pokazuja, e przyjecie zatozenia o istnieniu liczby mierzalnej,
zwartej, Ramseya, efc., nie mowia nic o wartosci kontinuum: zaréwno CH, jak i —CH sa nie-
sprzeczne z zatozeniem istnienia tych liczb [Levy, Solovay 1967].
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Logiki, ktore ma na mysli Woodin, sa charakteryzowane poprzez pojgcie wyni-
kania, ktére z kolei zdefiniowane jest (semantycznie) w terminach tzw. struktur testo-
wych. Pojecie struktury testowej umozliwia zdefiniowanie pojecia konsekwencji |-

ZFC |-g0. = dla dowolnej struktury testowej M takiej, ze M spehia
ZFC, M spetnia tez a.

Jest to wigc po prostu pojecie wynikania semantycznego zrelatywizowane do
pewnej klasy struktur. Oczywiscie, im mniejsza klasa struktur testowych, tym silniej-
sze bedzie tak zdefiniowane pojecie wynikania.' Posréd tak zdefiniowanych logik
powstaje wigc pewna hierarchia, w ktorej logika pierwszego rzedu jest najstabsza
interesujaca logika, poniewaz w logice pierwszego rz¢du klasa struktur testowych to
po prostu WSZYSTKIE modele: aby stwierdzi¢, ze pewne zdanie o0 wynika z teorii T,
musimy si¢ upewnié, ze jest ono prawdziwe we wszystkich modelach dla T (a nie
jedynie w modelach z jakiej§ wezszej klasy struktur testowych).

Woodin dalej rozwaza pewna wlasnos¢ definiowanych za pomoca struktur te-
stowych abstrakcyjnych logik (tzw. generic soundness). Mowiac swobodnie, wia-
sno$¢ ta glosi, ze w klasie struktur testowych pewnej szczegolnej postaci zachodzi
odpowiednie wynikanie. Istotne tutaj jest wykorzystanie modeli boolowskich postaci
V2, ktore odgrywaja role w konstrukcjach forcingowych.' Istotne dla rozwazan jest
to, ze jesli zatozymy istnienie wlasciwej klasy liczb kardynalnych Woodina, to ist-
nieje duzo (nieograniczona klasa) liczb porzadkowych o takich, ze V,,” jest modelem
dla ZFC — a zatem takich, ze wlasno$¢ generic soundness staje si¢ nietrywialna.

Kolejnym wprowadzonym przez Woodina pojeciem jest pojecie skonczonej ak-
sjomatyzacji relatywnie do logiki |—o:

Dla danej (silnej) logiki |-, teoria nad struktura (H(w,),€) jest ,,skonczenie za-
ksjomatyzowana nad ZFC”, jesli istnieje zdanie W takie, ze dla pewnej liczby po-
rzadkowej 0. maja miejsce nastgpujace fakty (i)-(ii):

(i) Vo I= ZFC+Y;

(i1) dla dowolnego zdania ¢ zachodzi:

ZFC+Y |-, ,,(H(wy),€) F¢” wtedy i tylko wtedy, gdy (H(w,),€) o [Woodin
2001, 683]

"> W skrajnym wypadku, gdyby ta klasa sktadata si¢ z jednego tylko modelu M dla ZFC, to po-
jecie wynikania zdefiniowane bytoby jako prawda w tym modelu M — w szczeg6lnosci dla kazde-
go zdania o, wnioskiem z ZFC relatywnie do klasy {M} byloby albo zdanie o, albo jego negacja
(nie bytoby zdan nierozstrzygalnych). Méwiac w uproszczeniu, im mniejsza klasa modeli testo-
wych, tym mniejsza klasa zdan nierozstrzygalnych. Jednoelementowa klasa modeli testowych {M}
rozstrzyga wszystkie problemy.

' Definicja brzmi nastepujaco [Woodin 2001, 683]: Niech |-, bedzie silng logika. Spetnia ona
warunek generic soundness, jesli dla kazdego zdania ¢ takiego, ze ZFC o ¢, spetniony jest waru-
nek: (*) jesli B jest zupelna algebra Boole’a, o, za$ liczba porzadkowa taka, ze V" = ZFC, to wow-
czas rowniez Vo© |= ¢. Mozna powiedzie¢, ze kazde zdanie, ktore wynika z ZFC w sensie I, jest
tez semantyczna konsekwencja ZFC relatywnie do klasy struktur postaci V.
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Mozna powiedzieé, ze idea jest taka: chcemy tak sprytnie znalez¢ silna logike |-,
oraz zdanie ¥, zeby mozna bylto za pomoca tej logiki |-, i tego zdania ¥ rozstrzy-
gac, czy interesujace nas zdanie @ jest spelnione w strukturze (H(w,),€). Drugi wa-
runek w definicji glosi bowiem, ze zdanie @ jest prawdziwe w tej strukturze wtedy
itylko wtedy, gdy owa silna logika |-, dowodzi tego faktu relatywnie do teorii
ZFC+Y?." Innymi stowy, w owej silnej logice -y mozemy (przy zatozeniu ZFC+¥)
dowies¢ DOKLADNIE tych zdan ¢, ktore sa prawdziwe w strukturze (H(,),€ ). Moz-
na wigc powiedzie¢, ze zdanie W niesic w sobie te wiasnie dodatkowe informacje,
ktore sa niezbedne, aby moc rozstrzygaé problemy dotyczace (H(w,),€).

Rolg takiej naturalnej logiki odgrywa tzw. Q-logika. Poj¢cie dowodu w tej logice
ma bardzo abstrakcyjny charakter: ,,dowody” beda bowiem utozsamiane z pewnymi
szczegblnymi zbiorami ACR" (mozna powiedzie¢, ze owe zbiory beda swoistymi
»Swiadkami” dla dowodow). Tymi szczegdlnymi zbiorami beda tzw. universally Ba-
ire sets (zbiory uniwersalnie Baire’a).'"® Owe zbiory uniwersalnie Baire’a sa upo-
rzadkowane w pewnej hierarchii ztozonosci (na przyktad w; poczatkowych szczebli
tej hierarchii jest zadanych przez zbiory borelowskie) [Woodin 2001, 684]. Skoro
owe zbiory utozsamimy z dowodami, wigc — oczywiscie w abstrakcyjnym sensie —
ztozonoé¢ zbioru A odpowiada ztozonosci pewnego ,,dowodu” w Q-logice (tego
dowodu, dla ktorego A jest ,,swiadkiem™).

Kluczowa definicja Q-logiki opiera si¢ na kilku pomocniczych pojgciach tech-
nicznych, w szczegodlnosci jednym z nich jest pojecie tzw. A-domknigtego modelu."
Pomijam tu szczegodty techniczne. Q-logika jest zdefiniowana przy zatozeniu, ze ist-
nieje wlasciwa klasa liczb Woodina:

DEFINICJA: Przypus$émy, ze istnieje wlasciwa klasa liczb Woodina. Niech ¢ bgdzie
zdaniem. Zdefiniujemy relacje —q:

*) ZFC | @, jesli istnieje zbior uniwersalnie Baire’a ACR" taki, ze:
(M,e) =@ dla dowolnego przeliczalnego A-domknigtego modelu M
dla ZFC.

Zbior ACR" (uniwersalnie Baire’a) utozsamiany jest z dowodem zdania ¢ w Q-
logice. To utozsamienie ma nastepujacy sens: klasg struktur testowych staje si¢ klasa
przeliczalnych A-domknigtych modeli, bo w kazdym takim modelu musi by¢ praw-
dziwe zdanie @. Mozna tez powiedzie¢, ze nasz ,,zbior-Swiadek” A generuje klasg
modeli testowych, w ktorych prawdziwe jest zdanie @.

'7 Pamigtajmy, ze mowiac o dowodzeniu, mamy na my$li owo abstrakcyjnie rozumiane dowo-
dzenie relatywnie do |—o.

'8 Zbiér ACR" jest uniwersalnie Baire’a, gdy dla kazdej funkcji ciaglej F:Q— R" (gdzie € jest
zwarta przestrzenia Hausdorffa), zbiér F'[A]c Q ma wlasno$é Baire’a w Q.

' Pojecie A-domknietego modelu jest technicznym pojeciem, ktére ma zwiazek z tzw. kom-
paktyfikacja Cecha—Stone’a na odpowiedniej przestrzeni topologiczne;j.
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Pamigtajmy, ze wprowadzanie tych pojeé technicznych motywowane jest checia
znalezienia naturalnej logiki, ktora z kolei pozwoli nam uzyska¢ lepszy wglad
w strukture (H(m,),e) (i w ten sposob udzieli¢ nam informacji na temat CH).
Woodin argumentuje, ze to wlasnie Q-logika jest naturalna logika, o czym maja
$wiadczy¢ m.in. nastgpujace wyniki techniczne. Pierwszy z nich mowi o swoistej
niezmienniczo$ci, a mianowicie o tym, ze przejscie do modeli Boolowskich nie ma
wptywu na dowodliwos$¢ Q-logice (tzn.: Q-logika dowodzi co$ wtedy i tylko wtedy,
gdy ta dowodliwo$é ma miejsce w kazdym boolowskim modelu V®). Wiasno$é ta
nosi nazwe¢ generic invariance. Formalnie:

TWIERDZENIE [Woodin 2001, 685]: Przypusémy, ze istnieje klasa wlasciwa liczb
Woodina, a ¢ jest zdaniem. To dla dowolnej zupetnej algebry Boole’a B zachodzi:

ZFC |- ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy V° = ,,ZFC ¢ 0.

Kolejny wynik mowi, ze Q-logika dowodzi doktadnie prawdziwych zdan na te-
mat struktury (H(w),€):

TWIERDZENIE: Przypusémy, ze istnieje klasa wlasciwa liczb Woodina, a ¢ jest
zdaniem. Wowczas: ZFC |, ,(H(m)),€) |=(p” wtedy i tylko wtedy, gdy (H(,),€) |=(p.

Okazuje sie, ze w Q-logice aksjomat PD wynika z ZFC (tzn. ZFC |-oPD). To
pokazuje, ze Q-logika jest silniejsza niz klasyczna logika (bo oczywiscie w klasycz-
nej logice PD nie jest twierdzeniem ZFC). Zgodnie z przedstawionymi wczesniej ar-
gumentami Woodina aksjomat PD stanowi wlasciwy aksjomat, ktory — w pewnym
sensic — wyjasnia (porzadkuje) teorig struktury (H(w),e) [Woodin 2001, 686].
Skoro jednak 6w naturalny aksjomat jest dowodliwy w Q-logice, stanowi to argument
na rzecz tezy, ze Q-logika jest wlasciwa z punktu widzenia opisu struktury (H(w,),€ ).

Zadalismy wcze$niej pytanie, czy mozna poda¢ jaki§ analog PD, ktory odgry-
watby podobnie porzadkujaca role w wypadku teorii struktury (H(w,),e) — czyli
aksjomat, ktory umozliwiatby rozstrzyganie pytan dotyczacych struktury (H(w,),€).
Jesli uznamy, ze to wlasnie Q-logika jest wiasciwym narzedziem opisu, to naszemu
pytaniu mozemy nadaé precyzyjna postac:

*) Czy istnieje zdanie W takie, ze teoria ZFC+W¥ jest Q-niesprzeczna,
natomiast dla dowolnego zdania ¢ zachodzi doktadnie jedna z dwoch
mozliwosci:

ZFC+Y g, ,(H(w),€) =¢”
lub
ZECHY g (H(o),€) ¢

Woodin motywuje poszukiwanie takich zdan, twierdzac, iz przyjecie aksjoma-
tow, ktore rozstrzygaja problemy dotyczace struktury (H(m,),e) w Q-logice, przy-
pomina nieco sytuacjg teorii liczb. Woodin twierdzi bowiem, ze w zasadzie nie ma
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naturalnych zdan teorioliczbowych niezaleznych od ZFC; mozna jednak formutowac
(oczywiscie nieformalne) argumenty rozstrzygajace tego typu zdania. Jest to pewna
forma ,,empirycznej” zupetnosci. Jesli podobnie bedzie w przypadku teorii opisuja-
cej strukture (H(m,),€), tj. jesli uda si¢ znalez¢ rozsadny aksjomat, ktory tg teorig
porzadkuje, bedzie to podobny ,,empiryczny” argument na rzecz prawdziwosci zdan,
ktore wynikaja z ZFC w Q-logice.”” Zdaniem Woodina wszystkie te rozwazania
przemawiaja za tym, iz struktura (H(®,),€) jest wlasciwym uogodlnieniem struktury
(H(w),€), jest bowiem najprostsza struktura, w ktorej widoczny jest wpltyw pewnika
wyboru. Woodin stwierdza wigc:

These considerations support the claim, that the structure (H(e,),€) is indeed the NEXT struc-
ture to consider after (H(w,),€ ), being the simplest structure where the influence of the Axiom
of Choice is manifest [Woodin 2001, 686].

Mozna wigc powiedzie€, Ze na tym etapie rozwazan celem staje si¢ znalezienie
jakiego$ aksjomatu, ktory bedzie stanowit odpowiednik aksjomatu PD. Woodin for-
mutuje taki aksjomat (*); ma on bardzo techniczny charakter i nie ma sensu przyta-
czanie go tutaj. Okazuje sig, ze aksjomat (¥) faktycznie ustala w Q-logice pelna teo-
rig struktury (H(w,),€ ). Zachodzi bowiem:

TWIERDZENIE: Przypuscmy, Ze istnieje klasa wtasciwa liczb kardynalnych Woodina.
Wowczas dla dowolnego zdania ¢ zachodzi jedna z mozliwosci:

ZFCH(*) g (H(wy),€) Fo”
lub

ZFCH(*) o (H(wy).€ ) l=—¢”.

Aksjomat (*) spetnia wigc rolg owego zdania W, o ktdrego poszukiwaniu byta
mowa wczesnie;j.
Dalsze rozwazania Woodina maja kulminacj¢ w formie nastgpujacego twierdzenia:

GLOWNY WYNIK: Przypusémy, ze istnieje klasa wlasciwa liczb Woodina V. =¥
(tj. zdanie ¥ jest prawdziwe w pewnym V) oraz dla dowolnego zdania ¢ zachodzi:

ZFCHY g, (H(y).€) F¢”
lub
ZFCHY | (H().€) F—¢”

 Mozna tez powiedzie¢, Ze niezalezne zdanie teorioliczbowe trzeba w sztuczny sposéb wyge-
nerowac, argumentacja za$ przebiega tak: skoro Q-logika dowodzi zdania o, to nawet jesli ono jest
de facto niezalezne, to w NATURALNYCH strukturach ono jest prawdziwe. Zeby za$ zdefiniowaé
strukturg, w ktorej to zdanie jest falszywe, trzeba si¢ ,,nagimnastykowa¢” — tym samym mozna
twierdzi¢, ze Q-logika niejako ,,chwyta” naturalne konsekwencje ZFC. Oczywiscie, istota tej argu-
mentacji zasadza si¢ na stwierdzeniu, ze pewne struktury sa naturalne, a inne sztuczne, i ze pojgcie
wynikania w ramach Q-logiki dobrze ,,chwyta” nasze intuicje.
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wowczas CH jest falszywa. (Przy czym owo zdanie W nie musi by¢ zdaniem dotycza-

cym samej struktury (H(w,),€ ) — moze dotyczy¢ czegokolwiek). Oznacza to w szcze-

goblnosci, ze przyjecie aksjomatu (¥) pozwala na (negatywne) rozstrzygnigcie CH.
Swoje rozwazania Woodin konkluduje w nastgpujacy sposob:

So, is the Continuum Hypothesis solvable? Perhaps I am not completely confident the ,,solution”
I have sketched is the solution, but it is for me convincing evidence that there IS a solution.
Thus, I now believe the Continuum Hypothesis is solvable, which is a fundamental change in
my view of set theory. While most would agree that a clear resolution of the Continuum Hy-
pothesis would be a remarkable event, it seems relatively few believe that such a resolution will
ever happen [...] The universe of sets is a large place. We have just barely begun to understand
it [Woodin 2001, 690].

3. UWAGI FILOZOFICZNE

Argumentacja przedstawiona przez Woodina ma charakter bardzo techniczny, dla
nas ciekawsze sg jej filozoficzne aspekty. Pojawiaja si¢ naturalne pytania dotyczace
statusu takich rozwazan i ich oceny z punktu widzenia praktyki matematycznej. Ma
to w szczegolnosci zwiazek z pytaniem o to, jaka jest zalezno$¢ migdzy teoria mno-
gosci a ,,codzienng” matematyka. Czy pojecia stricte teoriomnogosciowe mozna
uznaé za pojgcia naturalne z punktu widzenia praktyki matematycznej? Mozna tez
postawi¢ pytanie, czy CH jest faktycznie problemem dotyczacym liczb rzeczywi-
stych? Pytanie takie moze wydawac si¢ absurdalne — wszak w oczywisty sposob
CH jest wlasnie pytaniem o wilasnosci podzbioréw R. Chodzi tu jednak o problem,
czy CH faktycznie dotyczy kontinuum w naszym naturalnym rozumieniu, czy tez
pewnego teoriomnogosciowego artefaktu, ktory zostat niejako ,,nalozony” na nasze
rozumienie tego, czym sa liczby rzeczywiste. Czy zatem CH dotyczy intuicyjnie po-
strzeganych liczb rzeczywistych, czy tez raczej pewnej teoriomnogosciowej kon-
strukcji, ktora jest oczywiscie z owymi liczbami powiazana, ale wnosi tez pewne
nowe pojecia, ktore nie maja naturalnego odpowiednika w pozostalej czg§ci mate-
matyki? Dyskusja argumentacji Woodina pozwala w naturalny sposob postawic takie
zagadnienie, bo przeciez mozna postawiC tezg, ze nasze rozumienie tego, czym jest
kontinuum liczb rzeczywistych (postrzegane jako pewnego typu obiekt geometrycz-
ny) w gruncie rzeczy ma niewiele wspolnego z faktem, czy w jakiej$ abstrakcyjnej
Q-logice daje sig¢ sformutowaé aksjomat, ktéry w pewnym bardzo ztozonym sensie
rozstrzyga pytania dotyczace struktury (H(m,),€). Oczywiscie, w matematyce jest
zjawiskiem codziennym to, iz w miarg postepu w pewnej dyscyplinie matematycznej
pojawiaja si¢ coraz bardziej ztozone pojecia, a same intuicje badaczy rozwijaja sig.
Pojawia sig¢ jednak pytanie, jakiego typu zdania mozna uzna¢ za NATURALNE aksjo-
maty, jakiego typu kryteria oceny winny by¢ tutaj stosowane? Np. Friedman w pracy
[Friedman 2000] rozwaza problem zasadnos$ci poszukiwania nowych aksjomatow
dla matematyki i w szczeg6lnosci analizuje relacje migdzy teoria mnogosci a zwykla
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(pozostata) matematyka. Friedman twierdzi, ze z punktu widzenia zwyklego mate-
matyka, teoria mnogosci stanowi jedynie swoiste narzgdzie interpretacji dla mate-
matyki (narz¢dzie umozliwiajace podanie jednolitej, precyzyjnej, spdjnej formaliza-
cji) — i tylko jako taka jest oceniana przez matematyka.”' Dla matematyka teoria
mnogosci nie jest bynajmniej ciekawa sama w sobie; mozna wrgcz powiedzie, ze
z punktu widzenia matematyki jest konstrukcja sztuczna.”

Pojawia si¢ tutaj subtelny problem: niektore pojgcia teoriomnogosciowe maja
charakter intuicyjny (jak np. pojecie sumy zbioru), niektore za$ aksjomaty teorio-
mnogos$ciowe maja charakter aksjomatow bardzo naturalnych (méwi si¢ o naiwnej
teorii mnogosci, nie w sensie wartosciujacym, ale jako o nauce o zbiorach w intuicyj-
nym sensie tego stowa). Jednak badania w zakresie teorii mnogosci maja charakter
bardzo wyrafinowany i w niewielkim stopniu przypominaja pierwsze proby Cantora
uchwycenia pojgcia zbioru. Bardzo duza cze$¢ badan w zakresie teorii mnogosci
dotyczy zjawisk o charakterze czysto metamatematycznym (budowa modeli o réznych
wlasnosciach, wlasnosci miedzy r6znymi modelami dla teorii mnogosci, zagadnienia
relatywnej niesprzecznosci, etc.). Zauwazmy, ze wlasnie wyniki Woodina dotycza nie
tyle samych zbioréw rozumianych naiwnie, ile raczej metamatematycznych wiasno-
$ci pewnych fragmentow teorii mnogosci. Jest to sytuacja odmienna niz w przypadku
innych dziatbw matematyki — trudno bytoby podac naturalny przyktad zdania doty-
czacego przestrzeni Banacha, ktore wyrazatoby np. rozstrzygalno$¢ pewnych zdan
dotyczacych przestrzeni Banacha w okreslonych teoriach. Sytuacja teorii mnogosci
jest szczeg6lna, bo sama jest zarowno przedmiotem, jak i narzedziem badania.”

Trudno méwié tutaj o intuicyjnosci czy oczywistosci w takim sensie, w jakim
oczywisty jest aksjomat pary czy sumy (czy nawet pewnik wyboru). Aksjomaty ba-
dane przez Woodina sa bowiem technicznie bardzo ztozone i nawet samo ich sfor-
mulowanie wymaga uzycia zaawansowanych poj¢é technicznych. Kryteria oceny
takich aksjomatow nie moga wigc opiera¢ si¢ na intuicjach ogéhu matematykdéw — ci
bowiem po prostu tych aksjomatdéw nie beda w stanie bez wczesniejszych zmudnych
studiow zrozumie¢. Sytuacja aksjomatéw Woodina zasadniczo rdézni si¢ od np. sytu-

2! Tu mozna byloby dodaé, 7e matematyk na ogél nie jest specjalnie zainteresowany problemem
rekonstrukcji jego dziedziny (np. geometrii rézniczkowej albo teorii prawdopodobienstwa) w teorii
mnogosci czy innej teorii formalnej. Moze nawet w ogdle nie wiedzieé, jak to si¢ odbywa, nie uwa-
7a tego zagadnienia za wazne i nie przeszkadza mu to w pracy!

2 Simpson w kontekécie badaf dotyczacych tzw. matematyki odwrotnej podaje robocza cha-
rakterystyke zwyktej matematyki. Pisze on: ,,przez zwykla matematyke rozumiemy bgdaca w glow-
nym nurcie badan matematycznych matematyke nie-teoriomnogo$ciowa, tj. matematyke, z jaka
mieliSmy do czynienia, zanim zabrali si¢ za nia specjalisci od abstrakcyjnej teorii mnogosci. (Lub
raczej: matematyke taka, jaka bytaby, gdyby nie zabrali si¢ do niej specjaliSci od abstrakcyjnej teorii
mnogos$ci.)” [Simpson 1984, 783].

2 Nicktorzy badacze twierdza w zwiazku z tym, ze teoria mnogosci ma charakter poniekad
Lintrowertyczny”, por. np. [Jensen 1995].
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acji pewnika wyboru czy innych standardowych aksjomatow teorii mnogosci.* Na-
lezy tu tez zauwazy¢, ze argumentacja Woodina ,,dziata” przy zalozeniu, Ze istnieja
odpowiednie duze liczby kardynalne. Tego problemu tutaj nie podejmujemy, ale
Woodin w oczywisty sposob zaktada, Zze aksjomaty istnienia duzych liczb kardynal-
nych stanowia naturalne rozszerzenie ZFC.> Same w sobie (zgodnie z klasycznymi
wynikami) owe aksjomaty nie rozstrzygaja CH, jednak to w obecnosci tych aksjo-
matow Woodin formuluje zdanie, ktore rozstrzyga (negatywnie) CH.

Poszukiwania Woodina mozna uznaé za wspotczesna, bardzo techniczng ,,imple-
mentacj¢” programu Godla, ktory postulowal poszukiwanie nowych aksjomatow,
ktore moga rozstrzygna¢ otwarte problemy teorii mnogoéci.’® Gédel wielokrotnie
podkreslat, iz zaden system formalny nie jest w stanie uja¢ w adekwatny sposob
wszystkich przekonan matematycznych i odréznial matematyke obiektywna od su-
biektywnej. Jako platonik byt przekonany, ze systemy formalne jedynie czgSciowo
opisuja obiecktywna matematyczna rzeczywisto$¢, zadaniem za§ matematyka jest po-
szukiwanie aksjomatow, ktore pozwola na rozstrzyganie otwartych probleméw ma-
tematycznych. Na przyktad w [*Godel 1937] pisze o tym, ze optymistyczne przeko-
nanie Hilberta pozostaje nienaruszone (mimo twierdzen o niezupeinosci), bo zdania
niezalezne zawsze moga zosta¢ rozstrzygnigte ,,poprzez oczywiste wnioskowania
ktore nie sa wyrazalne w danym formalizmie” [*Godel 1937, 164]. O ile jednak tego
typu wzmacnianie zatozen wydaje si¢ naturalne w przypadku arytmetyki (rzeczywis-
cie zdanie Con(PA) intuicyjnie postrzegamy jako prawdziwe i jest ono faktycznie
dowodliwe w odpowiednio wzmocnionej wersji arytmetyki), o tyle trudno jest o tego
typu intuicje w przypadku zdan niezaleznych od ZFC. Przykladem takiego zdania
jest chociazby CH: nie jest znany ewidentny i wiarygodny aksjomat, ktory pozwolit-
by na rozstrzygnigcie CH.

Godel wiazat duze nadzieje z badaniami dotyczacymi duzych liczb kardynal-
nych. W Princeton w 1946 wyrazit opinig, iz w wypadku teorii mnogosci, takie ko-
lejne wzmocnienia mozna bedzie uzyska¢ dzigki wprowadzaniu coraz silniejszych
aksjomatow nieskonczonosci (stronger and stronger axioms of infinity).

It is certainly impossible to give a combinatorial and decidable characterization of what an ax-
iom of infinity is; but there might exist, e.g., a characterization of the following sort: An axiom
of infinity is a proposition which has a certain (decidable) formal structure and which in addi-
tion is true [Godel 1946, 151].

* W pracy [Steel 2000] podejmuje ogdlny problem poszukiwania uzasadnien dla nowych ak-
sjomatow teorii mnogosci i przy okazji dyskutuje status aksjomatu konstruowalnosci. Steel twierdzi,
ze aby mozna byto w ogodle mowi¢ o AKSIOMACIE, musi stanowi¢ on fragment ,,najogélniejszego
punktu widzenia” (the broadest point of view), a wigc musi stanowi¢ zatozenie akceptowane przez
wszystkich, a nie tylko przez specjalistow w waskiej dyscyplinie wiedzy.

** Na temat owej naturalnosci aksjomatow duzych liczb kardynalnych por. np. [Kanamori, Ma-
gidor 1978].

% O programie Gédla por. np. [Feferman 1996], [Wojtowicz 2001].
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Co wigcej, wyrazil przypuszczenie, ze moze obowiazywaé pewna forma twier-
dzenia o zupetnosci, ktora mowi, ze

some completeness theorem would hold which would say that every proposition expressible in
set theory is decidable from the present axioms plus some true assertion about the largeness of
the universe of all sets [Godel 1946, 151].

Mozna wigc powiedzie¢, ze Godel byt tu duzym optymista — 1 ze w tej wypo-
wiedzi nadaje optymizmowi Hilberta bardziej uchwytny sens. Natomiast owymi no-
wymi aksjomatami, ktore pozwola na ustalenie prawdy o uniwersum, moglyby by¢
wilasnie aksjomaty duzych liczb kardynalnych. Godel przez pewien czas sadzit zreszta,
iz aksjomaty duzych liczb pozwola na rozstrzygnigcie hipotezy kontinuum. P6zZniej
okazato sig¢ jednak, ze aksjomaty te nie dostarczaja w gruncie rzeczy zadnych istot-
nych informacji na temat problemu kontinuum. Trudno powiedzie¢, czy sam Godel
uznatby analizy Woodina za fundamentalne czy raczej za czysto techniczne... Jed-
nak Woodin stwierdza (por. wczesniejszy cytat), iz w $wietle swoich badan dochodzi
do przekonania, ze problem kontinuum JEST problemem rozstrzygalnym, oczywiscie
nie w sensie dowodliwosci w ZFC, ale w sensie mozliwosci znalezienia naturalnych,
wiarygodnych aksjomatoéw pozwalajacych na jego rozstrzygnigcie.

Hipoteza kontinuum stanowi niejako paradygmatyczny przyklad zdania nieza-
leznego. Z punktu widzenia dyskusji dotyczacej niezaleznosci jako pewnego wazne-
go zjawiska w matematyce jej rola jest fundamentalna. Prezentacja dyskusji dotycza-
ca hipotezy kontinuum, jej zasadnosci czy wiarygodnosci stanowi bardzo dobry
,»poligon do$wiadczalny” do wprowadzenia w temat. Stykaja si¢ tu bowiem zarowno
watki $cisle techniczne, dotyczace matematycznego i metamatematycznego statusu
CH, watki ontologiczne, dotyczace dyskusji realizm—antyrealizm, czy wreszcie watki
metodologiczne, dotyczace problemu relacji migdzy teoria mnogosci a pozostaty
czgscia matematyki. Wszystkie te problemy ukazuja si¢ w wyrazny sposob w kon-
tek$cie programu Woodina.
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