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Trzy argumenty
przeciwko konstruktywizmowi matematycznemu

Przez konstruktywizm matematyczny rozumie si¢ rozmaite stanowiska formuto-
wane na gruncie filozofii matematyki i podstaw matematyki, ktorych cecha wspolna
jest dopuszczanie w matematyce wylacznie tego, co konstruktywne. Wiasno$¢ kon-
struktywnosci (oraz niekonstruktywnosci) mozna przypisywacé rozmaitym przed-
miotom: definicjom, metodom, operacjom, obiecktom, dowodom, problemom itd.
Konstruktywnos¢ (lub inaczej: efektywnosc) polega ogolnie rzecz biorac na zwiazku
z finitystycznosciq i jawnosciq (eksplicytnos$cia); te dwa aspekty sa ze soba zwiazane,
jednakze w zaleznos$ci od tego, ktory z nich wezmiemy pod uwagg, definicja kon-
struktywnosci bgdzie wygladata nieco inaczej. Zacznijmy od finitystycznosci. Po-
wiemy, ze definicja jest efektywna, gdy mozna w skonczonej ilosci krokow spraw-
dzi¢, jaki obiekt zostat w tej definicji wskazany. Operacja z kolei jest efektywna, gdy
w skonczonej ilosci krokéw mozna ja wykonac. Dalej, problem jest efektywny, gdy
jest rozstrzygalny, tzn. gdy istnieje skonczony algorytm (efektywna metoda) pozwa-
lajacy udzieli¢ odpowiedzi ,tak” lub ,,nie” na kazde szczegétowe sformutowanie te-
go problemu. Z kolei funkcja (a wigc pewien obiekt matematyczny) jest efektywna,
gdy istnieje skonczona metoda obliczania wartosci tej funkcji dla dowolnie zadanych
argumentow. Rozwazmy teraz konstruktywno$¢ w znaczeniu jawnosci. Powiemy, ze
pewien obiekt jest efektywnie definiowalny, gdy mozna poda¢ skonczony uktad wa-
runkoéw wyznaczajacych ten obiekt. (Przyktadem sa tu te funkcje rzeczywiste jednej
zmiennej, dla ktérych mozna podaé skonczony wzor arytmetyczny.) Z jawnoscig
zwigzana jest rowniez konstruktywno$¢ dowodow twierdzen, a wigc to, co najcze-
Sciej jest kojarzone z pojeciem konstruktywnosci. Dowod twierdzenia egzystencjal-
nego, gloszacego istnienie przedmiotow spehiajacych warunek @ jest konstruktyw-
ny, gdy podaje konkretne przyktady przedmiotéw podpadajacych pod @ lub przy-
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najmniej algorytm ich znajdowania.! Dowéd twierdzenia egzystencjalnego ma cha-
rakter niekonstruktywny (lub nieefektywny), gdy nie jest konstruktywny, tzn. nie
wskazuje zadnych konkretnych przyktadéw przedmiotow, ktdrych istnienie to twier-
dzenie glosi, ani nie podaje zadnej metody ich znajdowania. Przyktadowo, mozna
(niekonstruktywnie) udowodni¢ istnienie liczb przest¢pnych (tzn. liczb niebgdacych
pierwiastkami Zzadnego wielomianu o wspotczynnikach catkowitych) na podstawie
faktu, ze zbidr liczb algebraicznych (tzn. liczb nie-przestgpnych) jest przeliczalny,
w zwiazku z czym w nieprzeliczalnym zbiorze liczb rzeczywistych musza si¢ znaj-
dowac jakies$ liczby niealgebraiczne. Dowod ten jest niekonstruktywny, poniewaz nie
podaje si¢ w nim zadnych konkretnych liczb przestgpnych ani zadnej metody znaj-
dowania takich liczb.”

Wyjasnienia te dostarczaja ogdlnego pojecia na temat tego, czym jest konstruk-
tywnos¢. Dlaczego jednak kto$ mialby przywiazywac tak duza wage do tego, co
konstruktywne? Ot6z konstruktywizm matematyczny przyjmuje ogoélne zatozenie
filozoficzno-metodologiczne, ze kazdy obiekt matematyczny jest konstrukcja umy-
stowa, a operacje matematyczne to operacje mozliwe do przeprowadzenia przez
ludzki umyst. To wtasnie te przestanki leza u podstaw zakwestionowania stosowal-
nos$ci w matematyce wszelkich niekonstruktywnych pojec¢ i metod, w szczegdlnosci
za$ zakwestionowania poprawnosci niekonstruktywnych dowodow istnienia. Ponie-
waz na gruncie klasycznej logiki (zawierajacej m.in. prawo wytaczonego srodka czy
prawa De Morgana dla kwantyfikatorow) dowody takie sa uprawnione, konstrukty-
wisci kwestionuja logike klasyczng, proponujac w zamian rézne odmiany tzw. logiki
intuicjonistycznej, pozbawionej tych inferencji, ktére na gruncie zalozen konstruk-
tywistycznych sa nieakceptowalne. Konstruktywizm jest stanowiskiem majacym
charakter normatywny: stawia on zadanie ograniczenia si¢ do rozpatrywania i uzna-
wania wytacznie konstruktywnych obiektéw, operacji i metod dowodzenia, odrzu-
cajac metody i wyniki niekonstruktywne jako bezpodstawne, spekulatywne i nie-
naukowe. W zwiazku z tym konstruktywizm znajduje si¢ w opozycji wobec przyj-
mowanej i uprawianej przez zdecydowana wigkszo$¢ matematykéw matematyki kla-
sycznej, w ktorej pojecia i metody niekonstruktywne sa akceptowane na réwni
z konstruktywnymi.

Nalezy by¢ w pelni $wiadomym faktu, Zze konstruktywizm jest stanowiskiem
wewngtrznie niejednolitym: ,.konstruktywizm” jest okresleniem réwnie pojemnym,
jak ,feminizm” czy ,,marksizm”, przypisywanym rozmaitym stanowiskom, ktore
mimo zgodnos$ci co do pewnych zasadniczych zatozen, roznia si¢ miedzy soba, nie-
raz znacznie. W lonie konstruktywizmu rowniez majg miejsce kontrowersje i spory,

! Poniewaz za$ twierdzenia egzystencjalne mozna traktowaé jako alternatywy formul przypi-
sujacych pewna wlasnos$¢ elementom pewnej dziedziny, mozna dokona¢ uogodlnienia i powiedziec,
ze dowod twierdzenia bgdacego alternatywa jest konstruktywny, gdy jest dowodem jednego z czlo-
now tej alternatywy.

? Wiecej na temat pojecia efektywnosci mozna znalezé m.in. w monografii Grzegorczyk 1961,
s. 313-452.
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i to nie mniej powazne niz te, ktore tocza si¢ migedzy konstruktywizmem a stanowis-
kami wobec niego otwarcie opozycyjnymi. To, co jest konstruktywne dla jednego
zwolennika konstruktywizmu, czgsto nie jest konstruktywne dla innego. Rozbiezno-
Sci te beda blizej rozwazone w dalszej czesci, gdy przejd¢ do omawiania argumen-
tow przeciwko konstruktywizmowi.

Czasem zamiennie z terminem ,,konstruktywizm” uzywa si¢ terminu ,,intuicjo-
nizm”. Czgsto jednak terminy te rozrdznia sig, uznajac intuicjonizm za pewna szcze-
g6lna odmiang konstruktywizmu, mianowicie t¢, ktora zostala stworzona w pierw-
szej potowie XX wieku przez holenderskiego matematyka Luitzena E. J. Brouwera
(1881-1966) oraz jego szkote. Poglady konstruktywistyczne nie ograniczaja si¢ by-
najmniej do tego ostatniego nurtu. Zalazki idei konstruktywistycznych mozna zna-
lez¢ juz u Arystotelesa, ktory kwestionowal (aczkolwiek nie ze wzgledow konstruk-
tywistycznych) istnienie nieskonczonosci aktualnej. Wyrazng inspiracja dla pozniej-
szych konstruktywistow byty tez poglady Immanuela Kanta, ktory traktowat mate-
matyke jako tworcza aktywno$¢é podmiotu, operujacego transcendentalnymi przed-
stawieniami czasu i przestrzeni. Powstanie konstruktywizmu wspotczesnego datuje
si¢ jednak na druga potoweg XIX wicku. Byta to reakcja na rozwdj w matematyce
wysoce abstrakcyjnych poje¢ oraz metod definiowania i dowodzenia, zwiazany
z powstaniem teorii mnogosci — przyktadowo — funkcje zaczgto wowcezas definio-
wac jako dowolne relacje jednoznaczne, a nie jako obiekty zadane przez pewne wzo-
ry arytmetyczne. Do tej fazy rozwoju konstruktywizmu nalezeli m.in. Henri Poincaré
i Leopold Kronecker. Wystapienie Brouwera oraz jego zwolennikéw i wspotpracow-
nikow, m.in. Arenda Heytinga i Hermanna Weyla, bylo przetomem w historii kon-
struktywizmu, gdyz byt to pierwszy tak zwarty i konsekwentny ruch. U zrédet intu-
icjonizmu Brouwera — podobnie jak innych éwczesnych stanowisk w podstawach
matematyki, tzn. logicyzmu i formalizmu — lezata chg¢ zaradzenia grozbie sprzecz-
no$ci w matematyce, ujawnionej przez odkrycie w niej antynomii, takich jak anty-
nomia Russella, antynomia Burali—Forti’ego itd. Brouwer zaproponowal w zwiazku
z tym metody, ktore w odrdznieniu od innych propozycji okazaty si¢ bardzo radykal-
ne 1 prowadzity w efekcie do podjgcia gruntownej, «rewizjonistycznej» przebudowy
calej matematyki, a wigc stworzenia intuicjonistycznej teorii mnogosci, analizy,
arytmetyki, topologii itd., a zwlaszcza logiki. Te czgSci matematyki, ktore nie zdotaty
utozy¢ si¢ w ramy konstrukcji uznanych za zgodne z intuicja, zostaty poddane kryty-
ce 1 zakwestionowano ich warto$¢ naukowa.

Dla Brouwera i innych intuicjonistéw przedmioty matematyczne to konstrukcje
mys$lowe, dokonane przez (idealnego) matematyka, ktore poza ta konstrukcja nigdzie
nie istnieja. Co wigcej, w matematyce istnieje tylko to, co konstruowalne przez mysl.
Jak pisze Heyting,

przedmioty matematyczne z natury swej sa zalezne od ludzkiej mysli, i to nawet gdyby byly

niezalezne od indywidualnych aktéw myslenia. Istnienie ich jest zagwarantowane o tyle tylko,

o ile moga by¢ okreslone przez mysl (za: Murawski 2001, s. 102).
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O poprawno$ci wnioskowan matematycznych rozstrzyga definitywnie nie zgodnosé
z regutami logiki czy jezyka, lecz oczywistos¢ intuicyjna. Nie mozna jednak blizej
okresli¢, czym doktadnie ma by¢ ta intuicja. Heyting np. uwaza, ze ,trzeba ograni-
czy¢ sig do tego, aby przez mniej lub bardziej nicokreslone opisy wywota¢ w stucha-
czu matematyczne nastawienie” (za: Ladosz 1968, s. 37). Jesli intuicjonisci uzywaja
terminu ,,istnienie”, rozumieja przezen fakt dokonania pewnego procesu myslowego
i nic wigcej. Koncepcje Brouwera nakazywaty bada¢ umystowe konstrukcje mate-
matyczne jako takie, bez odniesienia do zagadnien dotyczacych natury konstruowa-
nych obiektow, takich np. jak to, czy obiekty te istnieja niezaleznie od naszej wiedzy
o nich (Heyting 1956, s. 1). Jezeli termin ,,istnie¢” znaczy co innego niz ,,by¢ skon-
struowanym”, to musi on mie¢ pewne znaczenie metafizyczne. Zadaniem matematy-
ki nie jest badanie tego znaczenia ani rozstrzyganie, czy jest ono do utrzymania, czy
nie. Intuicjonizm nie ma nic przeciwko temu, by matematycy prywatnie uznawali
teorie metafizyczne, jakie im si¢ tylko podobaja, ale idee Brouwera wymagaja, by
uprawia¢ matematyke jako co$ prostszego, bardziej bezposredniego niz metafizyka.
W badaniu umystowych konstrukcji matematycznych ,,istnie¢” musi by¢ synonimem
,,by¢ skonstruowanym” (Heyting 1956, s. 2). Heyting przyznaje, ze w gruncie rzeczy
wszyscy matematycy (wlaczajac w to intuicjonistow) sa przekonani, iz w jakims sen-
sie matematyka opiera si¢ na prawdach wiecznych; kiedy jednak usiluje si¢ precy-
zyjnie zdefiniowaé ten sens, wiktamy si¢ w labirynt metafizycznych probleméow. Je-
dynym sposobem ich uniknigcia jest wyrzucenie ich z matematyki i ograniczenie si¢
do badania konstrukcji matematycznych jako takich (Heyting 1956, s. 3); kazde zda-
nie matematyczne musi da¢ si¢ sprowadzi¢ do formy: ,,Dokonatem konstrukcji 4
w moim umysle” (Heyting 1956, s. 19).

W latach pigédziesiatych XX wieku pojawita si¢ nowa, bardzo radykalna wersja
intuicjonizmu, jaka byt tzw. ultrafinityzm, zaproponowany przez radzieckiego mate-
matyka Aleksandra Jesienina-Wolpina. Ultrafinityzm wymaga, by wszelkie kon-
strukcje matematyczne byly wykonalne nie tylko w skonczonej, ale i w osiqgalnie
skonczonej liczbie krokéw, czyli takiej liczbie krokow, ktorych wykonanie jest nie
tylko teoretycznie, ale i praktycznie (tzn. fizycznie) mozliwe dla cztowieka. W ma-
tematyce przyjmuje si¢ bowiem zazwyczaj, ze wszystkie liczby naturalne sa obiek-
tami tego samego rodzaju, niezaleznie od tego, czy méwimy o liczbach matych
(takich jak 3 lub nawet 100), ktorych reprezentacje moga by¢ dane bezposredniej ob-
serwacji, czy tez o bardzo wielkich liczbach w rodzaju 10", ktére z ludzkiego
punktu widzenia sa czysto pojeciowymi konstrukcjami, przekraczajacymi wszelkie
mozliwe doswiadczenie (zauwazmy, ze liczbg atomow we wszech$§wiecie szacuje si¢
na zaledwie 10%°). Wedtug ultrafinityzmu nalezy braé pod uwage nasze wiasne fi-
zyczne ograniczenia, jakie sa natozone na konstruowanie przez nas przedmiotow
matematycznych (Murawski 2001, s. 114). Intuicjonizm w klasycznej swojej postaci
jest dla Jesienina-Wolpina nazbyt abstrakcyjny. Tg abstrakcje nalezy radykalnie
ograniczy¢: w matematyce dopuszczalne winny by¢ wylacznie takie obiekty, ktore
moga by¢ faktycznie zrealizowane (w naszej wyobrazni). Ten punkt widzenia kwe-
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stionuje nie tylko aktualne istnienie wszelkich nieskonczonosci, lecz ponadto odnosi
si¢ sceptycznie do istnienia ogromnych liczb naturalnych. Mimo Ze niektore liczby
naturalne sa tylko wzglednie nieosiqgalne (np. w wyniku niedostatecznego rozwoju
technik komputerowych), to, wobec ograniczonosci naszej Galaktyki i mozliwos$ci
ludzkiego myslenia, zapewne istnieja takze liczby absolutnie nieosiqgalne (Ladosz
1968, s. 119).

W chwili obecnej konstruktywizm nie posiada wielu konsekwentnych wyznaw-
cow. Nalezy do nich m.in. brytyjski filozof Michael Dummett (ur. 1925). Dummett
dokonat powiazania konstruktywizmu matematycznego z ogdélniejszym stanowi-
skiem filozoficznym, jakim jest tzw. antyrealizm, czyli poglad, wedlug ktoérego (na
plaszczyznie semantycznej) znajomo$¢ znaczenia dowolnego zdania polega na zna-
jomosci warunkoéw stusznej stwierdzalnosci tego zdania, prawda za§ ma charakter
epistemiczny, tzn. jest niezalezna od naszych zdolnosci do jej poznania.® Szczegol-
nym przypadkiem sporu realizmu i antyrealizmu na wszystkich jego plaszczyznach
jest spor o status twierdzen matematyki, czyli spor konstruktywizmu i platonizmu.
Zdaniem platonizmu, twierdzenia i teorie matematyczne odnosza si¢ do pewnej ze-
wnetrznej, pozaumystowej 1 pozazmystowej rzeczywisto§ci wiecznie istniejacych
obicktow abstrakcyjnych, ktore nie sa tworzone przez nasza mys$l i ktore jedno-
znacznie czynia formutowane przez nas zdania matematyczne prawdziwymi lub fal-
szywymi (Dummett 1977, s. 383). Stanowisko to zostaje zakwestionowane przez
konstruktywizm, zgodnie z ktérym jedyna rzecza zdolna uczyni¢ zdanie matema-
tyczne prawdziwym jest dowod, nie za$ stan rzeczy zachodzacy w matematycznych
zaswiatach. Zdaniem konstruktywizmu, matematyka odnosi si¢ do naszych wlasnych
operacji mentalnych, a nie do jakiejkolwiek zewngtrznej rzeczywisto$ci. Z kon-
struktywistycznego punktu widzenia rozumienie zdania matematycznego to zdolno$¢
do rozpoznania jego dowodu, gdy takowy zostanie przedstawiony. Prawdziwos¢ ta-
kiego zdania sprowadza si¢ wiec wylacznie do istnienia jego dowodu’ (Dummett
1977, s. 6). Wedhug konstruktywizmu zdania sq prawdziwe lub falszywe tylko wte-
dy, gdy jestesmy w stanie rozpoznac¢ je jako prawdziwe lub falszywe. Nie posiadamy
poje¢cia prawdy, przekraczajacego nasze wilasne zdolnosci rozpoznawania prawdzi-
wosci zdan (Dummett 1977, s. 383-384). Przyktadowo, zdanie, w ktorym dokonuje
si¢ kwantyfikacji po skonczonym zbiorze, jest dla nas w pelni zrozumiale, poniewaz
wiemy, jak moglibySmy (przynajmniej w zasadzie) okresli¢, czy jest ono, czy nie jest
prawdziwe — mianowicie, poprzez sprawdzenie kazdego elementu tego zbioru po
kolei pod wzgledem posiadania danej wlasno$ci. Nie mamy jednak takiej mozliwosci
w przypadku nieskoniczonym, a stad uznanie, ze zdanie posiada okreslona, obiek-
tywna warto$¢ logiczna, niezaleznie od naszej mozliwosci jego dowiedzenia lub

? Szczegoly na temat dyskusji realizmu i antyrealizmu oraz réznych plaszezyzn tej dyskusji
znajduja si¢ w monografii Szubka 2001.

* Do tego, co to wlasciwie znaczy w ustach konstruktywisty, ze istnicje dowdd, jeszcze wroce
w czgscl krytyczne;.
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obalenia, jest falszywq analogiq: wyobrazamy sobie, ze jesteSmy jakim$ «ponad-
ludzkim arytmetykiem», ktory — w przeciwienstwie do nas — mogtby w skonczo-
nym czasie sprawdzi¢ wartosci logiczne nieskonczenie wielu poszczegdlnych pod-
stawien danej funkcji zdaniowej. Nastepuje tutaj odwolanie do hipotetycznych
wladz, ktorych nie posiadamy, ale co do ktdrych sadzimy, Zze stanowia dajace si¢ wy-
obrazi¢ rozszerzenie tych, ktére mamy. Ograniczenia nalozone na nasze wiasne
mozliwosci obserwacji i operacji umystowych zostaja uznane za czysto przygodne
i nieistotne (Dummett 1977, s. 59, 379). Rozumienie zdan zostaje zatem ostatecznie
wyjasnione w terminach analogicznych do tych, jakich uzyliby$my opisujac istoty ze
zdolno$ciami poznawczymi przekraczajacymi nasze wlasne. Koncepcja taka jest dla
Dummetta nie do przyjecia: jezyk, ktoérego uzywamy, zajmujac si¢ matematyka lub
innymi dziedzinami, jest naszym jezykiem, i jego znaczenie musi by¢ powiazane
z naszymi wlasnymi mozliwo$ciami poznawczymi. Nie moze ono by¢ wyprowadzo-
ne z hipotetycznej koncepcji zdolnosci, ktorych nie mamy, a proba wyjasnienia ich
w taki sposob pokazuje tylko ztudzenie zawarte w niezrozumieniu naszego wlasnego
jezyka (Dummett 1977, s. 380). ,,Odwotywanie si¢ do hipotetycznych istot nie po-
moze nam przy wyjasnianiu znaczen, jakie my przypisujemy zdaniom naszego jezy-
ka” (Dummett 1998, s. 548).

Przedstawiony tu poglad nie jest bynajmniej wyjatkiem. Podobne idee glosit
wszakze ultrafinitysta Jesienin-Wolpin. Analogiczna argumentacj¢ spotka¢ mozna
u francuskiego matematyka Emile Borela:

Nie rozumiem, co moze oznacza¢ abstrakcyjna mozliwos¢ aktu, ktory jest niemozliwy dla ro-
zumu ludzkiego. Dla mnie jest to czysto metafizyczna abstrakcja bez naukowej realnosci (za:
Murawski 2001, s. 100).

W duchu takim wypowiada si¢ rowniez amerykanski matematyk Errett Bishop:

Matematyka przynalezy do cztowieka, nie do Boga. Nie jesteSmy zainteresowani wlasnosciami
liczb naturalnych, ktére nie majq deskryptywnego sensu dla skonczonych istot ludzkich. Kiedy
czlowiek dowodzi istnienia pewnej liczby naturalnej, powinien pokazac, jak ja znalezé. Jezeli
istnieje jakas matematyka boska, ktora nalezaloby si¢ zaja¢, pozostawmy ja Bogu (Bishop,
Bridges 1985, s. 4-5, przektad wilasny).

Z kolei inny matematyk, John Myhill, probuje si¢ odwotywaé do odkry¢ w za-
kresie fizjologii proceséw nerwowych, w tym do zastosowan cybernetyki do badania
tych proceséw (Ladosz 1968, s. 69). W jednym ze swoich artykutow przedstawit on
pewien wariant konstruktywnej arytmetyki, konkludujac go nastgpujaco:

Podstawowy wynik tego artykulu z punktu widzenia filozofii matematyki stanowi to, ze niezu-
petosé zwyktych systemow matematycznych moze by¢ przypisana niekonstruktywnym ideom
w nich zawartym. Reprezentuja one dziedzing, w ramach ktorej ludzki centralny system ner-
wowy, jako poddany wszystkim ograniczeniom wiasciwym maszynie Turinga, niezdolny jest
do operowania i dlatego moga by¢ one odrzucone jako bezsensowne (za: Ladosz 1968, s. 103).
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Przedstawione tu przyktady stanowisk pozwalaja dostrzec, ze konstruktywisci od-
rzucaja matematyke klasyczna zasadniczo z powoddw epistemologicznych, twier-
dzac, ze (1) pojgcia matematyki klasycznej sa niezrozumiate, poniewaz majq cha-
rakter metafizyczny, sa pozbawione operacyjnego sensu i (2) procedury, o ktorych
mowi si¢ w klasycznej matematyce, przekraczaja ludzkie mozliwosci poznawcze.
Czy racje konstruktywizmu dla wydania takiego orzeczenia i uznania siebie za jedy-
na wiasciwa koncepcje matematyki mozna uznac¢ za uzasadnione? Zadaniem poniz-
szej argumentacji bedzie wykazanie, Ze tak nie jest.

KRYTYKA KONSTRUKTYWIZMU

Wyraznie negatywny stosunek do postulatow konstruktywistycznych istnieje od
rownie dawna, jak sam wyraznie sformutowany konstruktywizm, czyli co najmniej
od czasu wystapienia Brouwera. Konstruktywizm, formutujac zadania do$¢ dra-
stycznego ograniczenia dopuszczalnych przedmiotéw i metod matematyki, wywotat
protest wielu matematykow, przekonanych o zasadnosci i wartoéci klasycznej mate-
matyki. Czolowa postacia we wczesnej fazie tego nurtu byt David Hilbert, ktory
(obok ogromnych osiagni¢¢ matematycznych) sam jest patronem innego znaczacego
stanowiska w filozofii matematyki, mianowicie formalizmu. Hilbert obawiatl si¢, ze
dziatalno$¢ intuicjonistow doprowadzi do trwalego okaleczenia matematyki, ze in-
tuicjonistyczne ograniczenia natozone na matematyke okaza sig tak silne, iz uczynia
uprawianie matematyki niemozliwym. Sadzil na przyktad, ze ,,zabra¢ matematykowi
zasadg wylaczonego $rodka to tak, jak gdyby zakazac astronomowi korzystania z lu-
nety lub zabroni¢ bokserowi uzywa¢ swoich pig§ci” (za: Bridges www, przektad
wlasny). Z dzisiejszego punktu widzenia mozna stwierdzi¢, ze obawy Hilberta nie
sprawdzily si¢: po pierwsze, poglady konstruktywistyczne nie zostaty przyjete przez
wigkszo$¢ matematykow, a po drugie, okazato si¢ pozniej, ze spora czg$¢ matematy-
ki klasycznej moze zosta¢ ugruntowana metodami czysto konstruktywnymi (Bridges
www). Jednak niezaleznie od tego, nadal moga istnie¢ powody, ktore pozwalaja
krytycznie odnosi¢ si¢ do konstruktywizmu. Sadzg, ze takie powody faktycznie ist-
nieja i przechodzg teraz do ich przedstawienia.

1. Pluralizm

Pierwszym narzucajacym si¢ spostrzezeniem jest fakt pluralizmu, tzn. istnienia
rozmaitych, wzajemnie niezgodnych pogladéw i tendencji, wystepujacych pod ogol-
nym szyldem konstruktywizmu. Zarzut ten w ogolnym przypadku nie jest powazny:
sam fakt istnienia w obrgbie zwolennikow pewnej tezy sporéw i niezgodnosci nie
swiadczy jeszcze przeciwko tej tezie — jej zwolennicy moga bowiem btadzi¢, moga
myli¢ si¢ co do szczegdtow, ale ich zasadnicza idea moze pozostac stuszna. Inaczej
jednak wyglada sprawa, gdy zwolennicy tej tezy deklaruja, ze przedstawiane przez
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nich tresci sa oczywiste same przez sie. Tak jest wlasnie w wypadku konstruktywi-
stow. Heyting np. pisze, ze konstrukcja matematyczna powinna byé czyms tak bez-
posrednim dla umystu, a jej rezultat tak jasny, ze w ogdle nie potrzebowataby zad-
nych podstaw; mozna dobrze wiedzieé¢, czy pewne rozumowanie jest poprawne, na-
wet bez odwotania do logiki — ma do tego wystarczaé ,,jasna, naukowa $wiado-
mo$¢” (Heyting 1956, s. 6). Z intuicjonistycznego punktu widzenia matematyka,
uprawiana we wlasciwy sposob, nie potrzebowataby dla siebie Zadnego zewngtrzne-
go uzasadnienia czy podstawy, lecz bylaby uzasadniona sama przez sie, w sposob
oczywisty (Dummett 1977, s. 2). Po takim stwierdzeniu nalezy natychmiast zadaé
pytanie: ktora matematyka intuicjonistyczna? Istnieje wiele systemow matematyki
intuicjonistycznej, oskarzajacych si¢ wzajemnie o nicoczywistos¢, wrecz metnosé,
a czasem o catkowita nonsensowno$¢ — tak do intuicjonizmu Brouwera odnosit sig
ultrafinityzm Jesienina—Wolpina czy tzw. matematyka beznegacyjna George’a Gris-
sa, kwestionujaca matematyczna sensowno$¢ pojecia negacji oraz przydatnos$é ja-
kichkolwiek, nawet stabych form rozumowania przez redukcj¢ do absurdu (Heyting
1956, s. 120-122). Gdyby rzeczywiscie matematyka intuicjonistyczna miata przypi-
sywane przez jej zwolennikéw cechy oczywistosci i bezposredniosci, niewatpliwie
nie powinno to mie¢ miejsca. Wobec tego absolutystyczne roszczenie matematyki
intuicjonistycznej do bezwzglednej oczywistosci nalezy uznac¢ za catkowicie bez-
podstawne. Pod tym wzgledem intuicjonizm przypomina fenomenologi¢ Edmunda
Husserla, ktora miata by¢ $cista nauka, bezzatozeniowa, bezwzglednie pewna i cal-
kowicie oczywista, odwotujaca si¢ do zrédlowej, bezposredniej intuicji, a tymczasem
rozpadta si¢ na wiele niezgodnych ze soba odtaméw 1 koncepcji, wypalajac sig¢ obec-
nie w dekonstrukcjonizmie i innych antyracjonalistycznych nurtach. Zrédta proble-
mow zarowno fenomenologii, jak i konstruktywizmu mozna upatrywaé w szczegol-
nej roli, jaka przypisuje si¢ w nich pojeciu oczywistosci (badz pojeciom pokrewnym:
intuicyjno$ci, bezposredniosci, zrodtowosci, naocznosci itd.). Nie ulega bowiem
watpliwosci, ze pojecie oczywistosci jest pojeciem nadzwyczaj chwiejnym. Paradok-
salnie, jest zupelnie nieoczywiste, jakie jest znaczenie i zakres stowa ,,oczywiste”
(tzn. co jest, a co nie jest oczywiste, i w jaki sposdb mozna by to rozstrzygaé, inaczej
niz przez koliste odwotanie do metakryterium oczywistosci: ,,jest oczywiste, ze X
jest oczywiste, a Y nie jest oczywiste”). Dowodem tego jest mnogos$¢ pogladow kon-
struktywistycznych, z ktorych kazdy odwotuje si¢ do kryterium oczywistosci, ale dla
kazdego co innego ono oznacza i co innego zostaje uznane za oczywiste. To ostatnie
zalezy od wzglednych i bardzo subiektywnych odczu¢ poszczegdlnych ludzi w po-
szczegolnych momentach i okoliczno$ciach. Nierzadko roznice te dotycza nawet
jednej i tej samej osoby: przyktadowo, sam Brouwer poczatkowo uznawat continu-
um liczb rzeczywistych za co$, co jest bezposrednio dane intuicyjnie (Ladosz 1968,
s. 46), ale pdzniej odrzucit ten poglad, uwazajac, ze jedyna sensowna nieskonczono-
Scig jest potencjalna nieskonczono$¢ przeliczalna. Ponadto nalezy pamigtac, Zze po-
zornie jasne i intuicyjne pojgcia (jak cho¢by samo pojecie zbioru) moga prowadzi¢
do rozmaitych antynomii (jak antynomia Russella). Wszystko to sprawia, ze nalezy
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odrzuci¢ pojecie oczywistoéci jako pojgcie podstawowe i naczelne. Nie jest ono
kryterium bezpiecznym i solidnym, wykluczajacym mozliwo$¢ bledow i gwarantuja-
cym niezawodno$¢ rezultatow osiaganych przez odwotywanie si¢ do niego. Nie
prowadzi ono rowniez do porozumienia migdzy zwolennikami réznych pogladow,
wprost przeciwnie — przyczynia si¢ do jeszcze wigkszego rozmnozenia sporow, kto-
rych w Zaden sposdb nie mozna rozsadzi¢, gdyz opieraja si¢ one na czynnikach
skrajnie subiektywnych.

Nie oznacza to wszakze, ze mamy catkowicie zrezygnowac z odwotywania si¢
w matematyce do oczywistosci. Przyktadowo, nie ma chyba innego niz oczywisto$¢
kryterium przy dobieraniu aksjomatow podczas formalizowania teorii matematycz-
nych. Nie nalezy jednak traktowaé oczywistosci jako kryterium centralnego i osta-
tecznego. Odwotywanie si¢ do niej powinno mie¢ charakter umiarkowanie pozytyw-
ny (,,przyjmujemy to, co oczywiste, przynajmniej tymczasowo”) zamiast silnie ne-
gatywnego (,,kategorycznie odrzucamy to, co nieoczywiste”). Z pewno$cia nie ma
nic rozsadnego w catkowitym zarzuceniu kryterium oczywistosci, ale zdecydowanie
bardziej nierozsadne jest zrobienie z niego nicomylnej — i jedynej! — podstawy
matematyki. IntuicjoniSci, podobnie jak logicysci i formaliSci, dazyli do tego, aby
matematyka stangta na twardym gruncie, aby nie byta narazona na niebezpieczen-
stwo pojawienia si¢ antynomii. Dla intuicjonistéw tym twardym gruntem miata by¢
wlasnie intuicja. To jednak — jak si¢ okazuje — sg ruchome piaski, na ktoérych po
prostu nie da si¢ budowaé obiektywnej nauki. Jezeli spory, w ktorych kazda ze stron
odwotuje si¢ do pojecia oczywistosci, maja charakter czysto filozoficzny, to mozna
przymykac na nie oko; gdy jednak spory takie maja mie¢ implikacje w postaci nato-
Zenia ograniczen na praktyke naukowa, nie nalezy by¢ wobec nich rownie wyrozu-
miatym. Postulat taki jest zastosowaniem do matematyki ogdlnometodologicznego
postulatu, by chroni¢ metodg i dorobek nauki przed zagrozeniem ze strony réznych
form pseudonauki, w imi¢ hasta: ,,podwazanie dobrze ugruntowanych teorii nauko-
wych wymaga nadzwyczajnie silnych argumentéw”. Tymczasem kontrowersje,
w jakie wiklaja si¢ migdzy soba konstruktywisci, sprawiaja, ze nie mozna si¢ zgo-
dzi¢, by w imi¢ skrajnie chwiejnego kryterium oczywistosci formutowaé katego-
ryczne wyroki, radykalnie potgpiajace matematyke klasyczna. Ugruntowanie mate-
matyki klasycznej opiera si¢ na wielowiekowym doswiadczeniu matematykow oraz
na powodzeniu, z jakim matematyka znajduje zastosowanie w nauce i technice. Za-
danie absolutnego, filozoficznego ugruntowania matematyki, abstrahujacego od
wszelkiej praktyki, jest po prostu matematyczna wersja ,,fundamentalizmu” w sensie
Quine’a, czyli krytykowanego przez Quine’a dazenia neopozytywistow do oparcia
calej naszej wiedzy empirycznej na absolutnie pewnych fundamentach doznan zmy-
stowych, abstrahujacego od tego, czy w ten sposob bedziemy w stanie ugruntowac
wszystko, co uwazamy za potrzebne i cenne. Konstruktywisci (np. Heyting 1956,
s. 2) uwazaja, ze matematyka ma pierwszenstwo przed metafizykq, tzn. nie mozna
podtrzymywacé pewnych teorii matematycznych w imi¢ watpliwych, realistycznych
zatozen filozoficznych, lecz nalezy da¢ prym matematyce ,,czystej”, oczywistej sa-
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mej przez si¢, matematyce ,,jako takiej”. Jednakze postulat pierwszenstwa matema-
tyki przed metafizyka mozna interpretowac zupelnie odwrotnie, w wyniku czego to
konstruktywizm bedzie si¢ jawit jako postawa degradujaca matematyke. Mozna bo-
wiem uznaé, ze matematyka ,,jako taka” to nic innego niz matematyka klasyczna,
faktycznie istniejaca, bedaca owocem dlugotrwalego i naturalnego rozwoju, efektem
doswiadczen wielu pokolen badaczy i srodkiem dobrze sprawdzajacym si¢ w prakty-
ce. Matematyka ta jest czym$, co ma pierwszenstwo przed wszelka metafizyka
(ogolnie: filozofia) — w szczegdlnosci, przed wszelkimi filozoficznymi rozwaza-
niami konstruktywistow, ktorzy pewne koncepcje filozoficzne chca postawi¢ ponad
historycznie ugruntowana matematyka i z ich pozycji oceniaé, co w matematyce jest
dobre, a co nie.

2. Skabos$¢ argumentéw epistemologicznych

W poprzednim paragrafie wskazywatem, w jaki sposéb chwiejno$¢ stanowisk
konstruktywistycznych wyptywa z odwotywania si¢ do pojecia oczywistosci. Teraz
bede chceiat pokazaé, ze chwiejnos¢ ta jest czgsto spowodowana réwniez watpliwa
warto$cia argumentow, jakie si¢ przywotuje dla uzasadnienia poszczegdlnych pogla-
dow. Rozwazmy np. przedstawione wczesniej argumenty epistemologiczne, jakimi
postuguja si¢ Dummett, Borel, Bishop i Myhill w krytyce matematyki klasyczne;.
Ich wspolna idea byta nast¢pujaca: pewne pojgcia i operacje matematyki klasyczne;j
to czysto abstrakcyjne mozliwosci, ktore nie sa wykonalne dla ludzkiego umyshu,
a zatem w prawdziwie naukowej matematyce nie ma dla nich miejsca. Zauwazmy, ze
doktadnie takim samym argumentem moglby si¢ poshuzy¢ ultrafinitysta dla wykaza-
nia, ze pozbawione sensu sa operacje na bardzo duzych liczbach naturalnych: jesli
bowiem sa to dostatecznie duze liczby, to dokonanie na nich jakichkolwiek operacji
rowniez jest czysto abstrakcyjna mozliwos$cia, niedostgpna ograniczonemu umystowi
ludzkiemu. W ten sposob podwazone zostatoby bardzo wiele z tego, co dopuszczaja
umiarkowani konstruktywisci, niebgdacy ultrafinitystami. Wyglada wigc na to, ze
konsekwentni zwolennicy konstruktywizmu, postugujacy si¢ argumentami episte-
mologicznymi, nie sa w stanie unikna¢ radykalizacji swojego stanowiska do ultrafi-
nityzmu, a tymczasem to ostatnie jest dla wigkszosci konstruktywistow skrajnoscia,
od ktorej si¢ stanowczo odcinaja. Przyktadowo, Dummett motywuje swoja rezerwe
wobec ultrafinityzmu nastgpujaco: gdybySmy odrzucili ,,wzgle¢dnie liberalne” intu-
icjonistyczne kryterium rozstrzygalnosci, to musieliby$my

powréci¢ do $cistego finityzmu, doktryny dopuszczajacej nieskonczone ciagi o skonczonych
ograniczeniach gornych na liczbg ich wyrazow, a logiczna spojnos¢ tej doktryny budzi zasadni-
cze watpliwosci (Dummett 1998, s. 550).

Niezaleznie od sporéw migdzy konstruktywistami, nalezy zwroci¢ uwage na nastg-
pujacy fakt. Jezeli konstruktywisci twierdza, ze matematyka klasyczna bladzi, po-
niewaz rozwaza operacje niewykonalne dla czlowieka, a wykonalne dla Boga, to
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powstaje watpliwos¢, w jaki sposob wytlumaczy¢é sam fakt istnienia matematyki kla-
sycznej: gdyby opierala si¢ ona na operacjach niemozliwych do przeprowadzenia, to
w ogoble nie moglaby istnieé, a tymczasem jest ustalong dziedzina o trwatych wyni-
kach, a matematycy klasyczni bez trudu rozumieja i dowodza nalezacych do niej
twierdzen. Dlaczego tak si¢ dzieje? Rozwazmy jedna z operacji matematyki klasycz-
nej, polegajaca na ustalaniu wzajemnie jednoznacznego odwzorowania mig¢dzy zbio-
rem wszystkich liczb naturalnych a zbiorem liczb naturalnych parzystych. Zadanie to
istotnie byloby niewykonalne, gdyby rozumie¢ je jako branie po kolei po jednym
elemencie z kazdego zbioru, zespalanie ich w parg, odktadanie na bok, branie na-
stepnych itd., w nieskonczonos¢; utworzenie kazdej pary zajmuje pewna niezerowa
ilo$¢ czasu, wobec czego istota o skonczonych mozliwosciach poznawczych czy
manipulacyjnych (taka, jak cztlowiek) w skonczonym czasie nie jest w stanie go zre-
alizowac. Jednakze co$ takiego wcale nie jest potrzebne; wystarczy bowiem podaé
0golnq metode taczenia elementow w pary, tzn. podaé¢ wzor funkcji, ktora to odwzo-
rowanie ustanawia; w tym przypadku bedzie to funkcja o wzorze f{x) = 2x, gdzie x €
{0, 1, 2, 3, ...}. Mozna tatwo wykazac, ze funkcja ta spelnia warunek wzajemne;j
jednoznaczno$ci. Podanie wzoru tej funkcji oraz sprawdzenie jej wlasnosci to proce-
dury catkowicie finitystyczne, mozliwe do wykonania przez skonczona istotg
w skonczonym, a nawet bardzo krotkim czasie. Wobec tego nie ma zadnego powodu,
by przyjmowac, ze sa to procedury ponadludzkie, od ktérych matematyke nalezatoby
uwolnié. Ztudzenie owych nadludzkich wymagan powstaje przez to, ze zada si¢ zbyt
wiele, wymagajac, by pewne konstrukcje byly przeprowadzane explicite, krok po
kroku. Przedstawiony powyzej przyktad pokazuje, ze wrazenie niezdolnosci skon-
czonego umystu ludzkiego do operowania na pewnych obiektach moze by¢ ztudne.
Pewne konstrukcje da sig bowiem przeprowadzi¢ w sposob ogolny i abstrakcyjny,
w ktorym implicite zawieraja si¢ wszelkie mozliwe konkretne konstrukcje, 1 ze spo-
sob taki jest, po pierwsze, calkowicie wystarczajacy dla celow dowodu, a po drugie
— finitystycznie realizowalny. Wobec tego, nalezy co najmniej podejrzliwie patrzec
na motywowane wzgledami kognitywistycznymi kwestionowanie przez konstrukty-
wistow sensownosci poje¢ matematycznych; moze ono bowiem opiera¢ si¢ na zhu-
dzeniu podobnym do tego, ktore powstaje w odniesieniu do rownolicznosci. Warto
w tym miejscu przytoczy¢ sposob, w jaki Jarostaw Ladosz komentuje probe ,,fizjolo-
gicznego” usprawiedliwienia konstruktywizmu przez J. Myhilla (zob. wyzej):

Ten radykalny dekret o bezsensownos$ci niekonstruktywnych poje¢ wydany zostaje w imieniu
fizjologii bez kropli uzasadnienia empirycznego, catkowicie arbitralnie, bez jakiejkolwiek pro-
by zarysowania bodaj ze programu badan uktadu nerwowego i zwiazkow pojeé matematycz-
nych z tym uktadem, programu, ktéry mogltby ewentualnie usprawiedliwi¢ wydany dekret. [...]
Nie sadzimy zreszta, by mozna bylo zarysowa¢ taki program, istnieja bowiem takie «przyrodni-
czey fakty, jak zywi i zdrowi nerwowo matematycy operujacy sktadnie klasycznymi pojgciami
niekonstruktywnej arytmetyki (Ladosz 1968, s. 103).
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Uwaga ta wydaje si¢ bardzo trafha. Zauwazmy, ze teza Myhilla, iz umyst ludzki
jest maszyna Turinga, nie jest ani oczywista, ani poparta zadnym uzasadnieniem. Nie
jest ona réwniez twierdzeniem zadnej zajmujacej si¢ umystem nauki empiryczne;.
Niektorzy — jak John Lucas czy Roger Penrose — wrecz otwarcie kwestionuja t¢
tezg, przyjmujac za punkt wyjscia wiasnie to, ze ludzki umyst jest w stanie operowac
pojeciami niekonstruktywnymi i mie¢ dostgp do prawd, ktorych nie mozna udowod-
ni¢. Niezaleznie od tego, jakie jest wlasciwe rozwiazanie tego problemu (réwniez
koncepcje Lucasa i Penrose’a spotykaja si¢ ze zdecydowana i przypuszczalnie
stuszna krytyka; zob. np. Krajewski 2003), to jest to, jak stusznie wskazuje Ladosz,
kwestia zalezaca przede wszystkim od badan empirycznych i umiar w spekulacji jest
tu jak najbardziej wskazany. Ponadto, gdyby nawet problem mechaniczno$ci umystu
zostat kiedy$ przekonujaco rozwiazany, to nie przesadzaloby to jeszcze w gruncie
rzeczy niczego na temat tego, czy matematyka nickonstruktywna w jakimkolwiek
sensie wykracza poza mozliwo$ci umyshu funkcjonujacego w taki czy inny sposob.

3. Czy prawda to dowodliwos¢ czy bycie dowiedzionym?

Jak byto juz wspomniane, konstruktywisci utozsamiaja prawdziwo$é zdania ma-
tematycznego z istnieniem jego dowodu. Nie wiadomo jednak, czy przez ,,dowod”
nalezy tu rozumieé¢ pewien abstrakcyjny przedmiot, mogacy istnie¢ niezaleznie od
naszej wiedzy, czy tez co$, co znajduje si¢ w danej chwili w posiadaniu przez ludzi.
Innymi stowy: konstruktywizm nie chce lub nie moze podjaé¢ stanowczej decyzji co
do tego, czy za prawdziwe nalezy uzna¢ te zdania matematyczne, ktore sa faktycznie
dowiedzione (nazwijmy to stanowisko ,,faktualizmem”), czy te, ktdre sa dowodliwe
(okre$lmy ten poglad jako ,,possybilizm”). Autorzy piszacy na temat konstruktywizmu
czesto sa Swiadomi istnienia tego rozrdznienia; wspomina o nim m.in. Dummett:

nasze zdania sq prawdziwe tylko wtedy, gdy stwierdziliSmy, ze sq takie, to znaczy — w odnie-
sieniu do zdan matematycznych — gdy je udowodnilismy lub przynajmniej gdy dysponujemy
efektywna metoda uzyskiwania ich dowodu (Dummett 1977, s. 375, przektad wlasny).

oraz Crispin Wright:
Dla intuicjonisty prawdziwo$¢ zdania matematycznego moze polegaé jedynie na tym, ze ist-

nieje dla niego dowodd lub, w bardziej radykalnej wersji, na tym, ze rzeczywiscie dysponujemy
jego dowodem (Wright 1995, s. 304).

Jak wsrod konstruktywistow wyglada rozktad poparcia dla tych dwoch stano-
wisk? Heyting, na przyktad, sktania si¢ ku faktualizmowi. Na pytanie realisty, czy
pewna liczba posiada pewna wlasno$¢, zanim zostanie to wykazane, odpowiada:
zdanie matematyczne zdaje sprawe z faktu, ze dokonano pewnej konstrukcji myslo-
wej, wigc dopoki konstrukcja taka nie zostanie przeprowadzona, nie mozna mowic,
ze co$ na temat danej liczby bylo udowodnione przed tym wydarzeniem. Poniewaz
jednak odpowiedz taka jest dla realisty niezadowalajaca, Heyting méwi, ze aby
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w pelni wyjasni¢ sens postawionego pytania nalezatoby odwota¢ si¢ do poj¢é meta-
fizycznych, do $wiata bytdow matematycznych istniejacych niezaleznie od naszej
wiedzy (Heyting 1956, s. 3). Na to jednakze nie ma zgody, gdyz Heyting domaga si¢
catkowitego uwolnienia matematyki od metafizyki. Z kolei Dummett poczatkowo
zdawat si¢ sprzyja¢ possybilizmowi — uwazat zréwnanie prawdziwos$ci z faktycz-
nym dowiedzeniem za poglad skrajny, ktorego wcale nie trzeba akceptowaé, aby do-
chowa¢ wiernosci innym zasadom intuicjonistycznym; dodatkowa zaleta possybili-
zmu miato by¢ rowniez oddanie sprawiedliwos$ci podzielanej tez przez realistow in-
tuicji, ze zdania matematyczne sa prawdami wiecznymi (Dummett 1977, s. 18-19).
Jednak w swoich p6zniejszych pracach Dummett staje na stanowisku faktualistycz-
nym. Niezmienno$¢ prawdy matematycznej moze, jego zdaniem, polegaé tylko na
tym, ze jesli udowodniono prawdziwos$¢ pewnego twierdzenia, to prawdziwos$¢ ta nie
moze ulec zmianie. Jednakze ,,nie wynika z tego to, ze takie twierdzenie posiada t¢
warto$¢ logiczng od zawsze, ani tez to, ze rozpoznanie przez nas wartosci logicznej
owego twierdzenia nie ma zadnego wplywu na posiadanie przez niego tej wartosci”
(za: Szubka 2001, s. 157). Przyznajac, Ze poznanie matematyczne nie polega na ar-
bitralnym ,,tworzeniu prawdy”, lecz jest w pewnym sensie odkrywaniem niearbitral-
nej rzeczywisto$ci matematycznej, dodaje zarazem: ,,nie powinno si¢ na tej podsta-
wie sadzi¢, ze rzeczywisto$¢ ta odwiecznie posiadata te cechy zanim je sobie uswia-
domili$my. Powinni$my je raczej pojmowac jako cechy, ktore zaistniaty wraz z ich
odkryciem; przed tym odkryciem rzeczywisto$¢ matematyczna byta pod tym wzgle-
dem po prostu nieokreslona” (za: Szubka 2001, s. 255).

Tak wygladaja przedstawiane przez konstruktywistow przykladowe rozwiazania
dylematu faktualizmu i possybilizmu. Postaram si¢ wykazaé, ze na gruncie kon-
struktywizmu dylemat ten jest niemozliwy do satysfakcjonujacego rozwigzania. Be-
de¢ mianowicie argumentowat, ze (1) faktualizm jest stanowiskiem w najlepszym ra-
zie wysoce nieintuicyjnym, a w najgorszym — niedorzecznym, natomiast (2) possy-
bilizm, cho¢ jest pogladem rozsadnym, to jednak nie da si¢ go utrzymaé na gruncie
konstruktywizmu. Zacznijmy od faktualizmu, wprowadzajac na wstgpie pewne usta-
lenia pojeciowe. Zauwazmy, ze jesli, przyktadowo, Szekspir nie napisat nic o kolorze
oczu Hamleta, to kolor ten jest obiektywnie nieokreslony, jest nijaki; kazdy moze
wigc dopisaé swoje uzupehienie 1 okresli¢ kolor oczu Hamleta moca wiasnej arbi-
tralnej decyzji. Tej ontologicznej nieokreslono$ci nie wolno mieszaé z czyms$ zupet-
nie innym, mianowicie z niecokreslonoscia epistemiczng, tzn. nieokreslono$cia prze-
konan i brakiem wiedzy pewnego podmiotu w odniesieniu do pewnego sadu. Skoro
kolor oczu Hamleta jest ontologicznie nieokreslony, to nie ma w ogdle sensu mowié
o nieokreslonosci epistemicznej jakiegokolwiek podmiotu w tym wzgledzie, ponie-
waz po prostu nie ma tu niczego, co by mozna byto wiedzie¢. (Wszak do natury wie-
dzy, wedtug klasycznego okreslenia, od ktorego nie znam lepszego, wchodzi praw-
dziwos¢, czyli zgodnos$¢ z rzeczywistym stanem rzeczy, ktéry — na mocy zatozenia
— jest nieokres$lony.) Natomiast kolor oczu Szekspira jest — jak kazdy rozsadny
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cztowiek si¢ zgodzi® — ontologicznie okreslony, tzn. Szekspir mial oczy tego lub
innego koloru, nawet jesli nie wiemy, jakiego (nicokreslonos$¢ epistemiczna!), a na-
wet jezeli wszelkie §wiadectwa na ten temat zostaty bezpowrotnie utracone i juz nig-
dy nie bedziemy w stanie si¢ tego dowiedzie¢. Przejdzmy teraz od koloru oczu do
warto$ci logicznej zdan. Nie ulega watpliwosci, ze Heyting i Dummett (z okresu
faktualistycznego) interpretuja nieokre§lono$¢ prawdziwosci zdan matematycznych
w sposdb mocny, czyli ontologiczny (interpretacja epistemiczna bylaby trywialna
i nie miataby zadnych szczegdélnych zwiazkoéw z konstruktywizmem). Skoro zatem
— w my$l faktualizmu — zdania matematyczne same w sobie nie maja zadnej
obiektywnej wartoSci logicznej, dopoki nie przedstawimy dowodu lub obalenia tych
zdan, to znaczy (na mocy sensu pojecia nieokre§lonosci), ze ich warto$¢ logiczna
mozna determinowac¢ na (co najmniej dwa) rézne sposoby. To jest jednak po prostu
niezgodne ze znaczeniem stowa ,,dowdd”. Jezeli bowiem warto$¢ logiczna dowolne-
go zdania matematycznego jest nieokre$lona, to moze by¢ swobodnie okre§lana na
rézne sposoby, a skoro sposobem okreslania tej wartoSci jest podawanie dowodu, to
znaczy, ze w dowolnej teorii matematycznej mozna udowadniaé sprzeczne ze sobq
twierdzenia; mozna réwnie dobrze udowodnié, ze liczba 2'°' + 1 jest liczba pierw-
sza, jak i mozna udowodnié, ze liczba 2'" + 1 jest liczbg ztozona, jednakze z natury
rzeczy jest to niemozliwe. Zdania matematyczne to nie oczy Hamleta, nie mozna
okresla¢ (podkre§lmy: w sensie ontologicznym) ich cech moca arbitralnej tworczo-
Sci, gdyz matematyka nie jest arbitralna tworczoscia, lecz formutowaniem $cistych
dowodoéw o obiektywnej waznosci, wykluczajacych mozliwo$¢ podania kontr-
dowodu (przynajmniej w odniesieniu do teorii niesprzecznych). Jesli za$, aby uchy-
li¢ sig przed taka konsekwencja, faktualizm przyzna, ze wartosci logicznej zdan ma-
tematycznych nie mozna okresla¢ na rézne sposoby, ze mozna ja okresli¢ na jeden
tylko sposdb, to trudno bytoby zrozumieé, na czym miataby wowczas polegac teza,
ze warto$¢ logiczna tych zdan byta nieokreslona. Jezeli cos moze by¢ okreslone na
jeden tylko sposéb, to naturalne wydaje si¢ uznanie, ze to co$ jest po prostu okreslo-
ne, ze bycie okreslonym jest powodem tego, ze mozna to okresli¢ na jeden sposob.
Poglad, Ze co$ nie jest okreslone, ale mimo to moze zosta¢ okreslone na doktadnie
jeden sposob, wydaje si¢ nie do przyjecia. (Pamigtajmy, ze caty czas chodzi nam tu
o okreslono$¢ ontologiczna, a wigc o to, ze pewne zdanie obiektywnie posiada dana
warto$¢ logiczna, niezaleznie od tego, co sobie o niej myslimy.) Wyglada wigc na to,
ze jedyny spdjny sens, jaki mozna nadac idei nieokreSlenia wartosci logicznej zdan
matematycznych, to wlasnie nieokreslono$¢ czysto epistemiczna: pewien podmiot
nie wie, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy nie, moze co najwyzej mie¢ na ten te-
mat pewne intuicje lub poszlakowe $wiadectwa. Jesli jednak znajdzie dowod tego

’ Oczywiscie, przyjmuje w tym miejscu (zdroworozsadkowy) realizm i odrzucam antyrealizm,
jednakze nie oznacza to, ze juz na wstgpie zaktadam cos$, co bedg chciat dowies¢. To realistyczne
zalozenie stuzy bowiem wylgcznie do tatwiejszego wyjasnienia pewnej roznicy terminologicznej
i nie ma zadnego wplywu na przebieg dalszej argumentacji.
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zdania lub jego negacji, to jego wiedza i przekonania dotyczace tego zdania zostana
w pelni okreslone. Nieokreslenie przekonan 1 brak wiedzy na temat czego$ nie ma nic
wspolnego z nieokresleniem fego czegos. Tezy Dummetta, ze nasze rozpoznanie
prawdziwosci twierdzen matematycznych ma jaki§ wplyw na t¢ prawdziwosé, ze
rzeczywisto$§¢ matematyczna jest sama w sobie nieokre§lona, a cechy bytow mate-
matycznych zaczynaja istnie¢ dopiero wraz z ich odkryciem, brzmia tak zdumiewa-
jaco, ze na usta od razu cisnie si¢ pytanie: ,,skoro cechy te zaczynajq istnie¢ dopiero
wraz z ich odkryciem, to jaki w ogole sens mozna nadaé tezie, ze je odkrywamy czy
rozpoznajemy, z¢ matematyka jest obiektywna wiedza, a nie fantazja? Jezeli cokol-
wiek odkrywamy badzZ rozpoznajemy, to musi to by¢ cos, co juz istniato i bylo okre-
$lone przed dokonaniem odkrycia, a jesli co$ zaczyna istnie¢ dopiero jako wynik na-
szej dziatalnosci intelektualnej, to nie sposéb powiedzie¢, ze zostalo przez nas od-
kryte”. Takie pytanie stanowi jednak po prostu zwigzte sformutowanie argumentu,
ktory zostat przedstawiony w tym akapicie, a ktorego konkluzja brzmi: faktualizm
jest stanowiskiem trudnym Iub zgota niemozliwym do utrzymania.

Przedstawiona powyzej argumentacja przeciwko faktualizmowi spotkata sig
z pewnymi zarzutami. Pierwszy z nich polegal na zakwestionowaniu tezy, jakoby
co$, co bylo ontologicznie niecokre§lone, moglto zawsze by¢ determinowane na co
najmniej dwa roézne sposoby (lub, przez transpozycjg, rownowaznej tezy, ze jezeli
co$ moze by¢ okreslone na doktadnie jeden sposob, to dlatego, ze jest ontologicznie
okreslone). Kontrprzyktadem dla tej tezy miato by¢ zdanie ,,Sto dwudziesty ford jest
czarny”, ktore nie ma zadnej warto$ci logicznej, dopoki nie zostat wyprodukowany
sto dwudziesty ford. Jednoczesnie, jak glosi legenda, na poczatku produkowano tyl-
ko czarne fordy, wobec czego warto$¢ logiczng tego zdania mozna determinowaé
(zard6wno ontologicznie, jak i epistemicznie) tylko na jeden sposob — jezeli w ogodle
ma ono warto$¢ logiczna, to warto$cia ta jest prawda, a ponadto juz zawczasu wie-
my, ze jest to wlasnie ta warto$¢, jaka to zdanie przyjmie. Powodem okreslalnosci
tego zdania na jeden tylko sposdb (w sensie ontologicznym i epistemicznym) byta
zachcianka Henry’ego Forda, by wszystkie fordy byly czarne, a nie to, ze dany
obiekt byt juz uprzednio okreslony co do koloru, gdyz nie moégt byé¢, bo w ogodle
jeszcze nie istnial. Moja odpowiedz na ten argument jest nast¢pujaca: czym innym
jest ontologiczne okreslenie pewnego obiektu (forda), a czym innym jest ontologicz-
ne okreSlenie pewnego zdania, ktére — przynajmniej prima facie — dotyczy tego
obiektu. Zdanie ,,Sto dwudziesty ford jest czarny” wbrew temu, co glosi zarzut, moze
by¢ ontologicznie okreslone co do wartosci logicznej, nawet jesli nie istnieje jeszcze
sto dwudziesty ford. Przyktadowo, gdyby Henry Ford byt poteznym i nicodmiennym
w swych wyrokach bostwem, ktore obwiescito nam, ze wyprodukuje tysiac fordow
i wszystkie one beda czarne, to sto dwudziesta maszyna, ktéra zjedzie z taSmy pro-
dukcyjnej, z koniecznosci bedzie czarna, i fakt ten bedzie ontologicznie okre§lony
nawet wtedy, gdy ten konkretny samochdd nie zostat jeszcze zbudowany. Rzeczywi-
stym podmiotem logicznym zdania ,,Sto dwudziesty ford jest czarny” nie bedzie
w tej sytuacji rzekomy przedmiot nieistniejacy, jakim jest sto dwudziesty ford, lecz
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nicodwotalne boskie zarzadzenie Forda. Gdyby natomiast Ford byt — jak to fak-
tycznie miato miejsce — tylko cztowiekiem, to wowczas nie mozna powiedzieé, jak
glosi zarzut, ze zdanie ,,Sto dwudziesty ford jest czarny” jest epistemicznie okreslone
pomimo nieokreslonosci ontologicznej i ze moze zosta¢ ontologicznie zdetermino-
wane wylacznie jako prawdziwe. Ford bowiem, jako cztowiek, moze zmienia¢ swoje
zarzadzenia i nie mozemy wykluczy¢, ze pewnego dnia nakaze, by wszystkie fordy
poczawszy od sto dziewigtnastego byly niebieskie. To sprawia, ze zdanie ,,sto dwu-
dziesty ford jest czarny” moze zosta¢ ontologicznie zdeterminowane na co najmniej
dwa sposoby, a w zwiazku z tym, nie mozemy wiedzie¢, ze sto dwudziesty ford jest
czarny, wobec czego, zdanie to nie jest epistemicznie okre$lone. Jezeli naprawde
wiemy, ze p, to warto$¢ logiczna zdania ,,p” jest ontologicznie okreslona, a jesli nie
jest ona okreslona, to w istocie nie mozemy mowié, ze wiemy, ze p. Zostawmy juz
jednak motoryzacje i1 przejdzmy do drugiego zarzutu, w mysl ktorego pewne fakty
z dziedziny fizyki kwantowej podwazaja przedstawione tu tezy dotyczace pojgé
okreslonosci 1 zalezno$ci migdzy nimi. Chodzi tu o warto$¢ spinu czastki elementar-
nej, ktora jest nieokre§lona przed dokonaniem pomiaru, i dopiero w jego wyniku
okresla si¢ ona na jeden z dwoch sposobow. Ponadto nie jest mozliwe uzyskanie obu
wynikow na raz ani wczesniejsze wplynigcie na to, ktory wynik si¢ pojawi. Wobec
tego, nic nie stoi na przeszkodzie, by uznaé, ze podobna sytuacja ma miejsce w przy-
padku matematyki: zdania matematyczne sa ontologicznie nicokreslone co do swojej
warto$ci logicznej i uzyskuja ja dopiero w wyniku dokonanych przez nas operacji,
przy czym nie od nas zalezy, jaka warto$¢ te zdania uzyskaja, a ponadto (w przypad-
ku teorii niesprzecznych) jesli juz okreslimy warto$¢ pewnego zdania, to nie mozna
jej okresli¢ na inny sposéb. Zarzut ten mozna znaczaco oslabi¢ i sproblematyzowaé
poprzez wskazanie na fakt, ze zdanie ,,spin czastki elementarnej jest ontologicznie
nieokres$lony przed dokonaniem pomiaru” trudno uznac za twierdzenie empiryczne.
W istocie rzeczy nie nalezy ono do fizyki kwantowej, lecz do jednej z jej filozoficz-
nych interpretacji, jaka jest tzw. interpretacja kopenhaska, ktorej gtdéwnym rzeczni-
kiem byt Niels Bohr. Nie jest to interpretacja jedyna ani wiazaca, miata ona i ma
nadal wielu przeciwnikéw, wobec czego nie mozna si¢ na nia powotywac jako na
oficjalne stanowisko nauki. Gdyby jednak nawet uznaé ja za najbardziej adekwatna,
to istnieje inny powdd, sprawiajacy, ze przyktad fizyczny nie ma zastosowania
w przeprowadzanych tu rozwazaniach o matematyce. Jak bowiem wiadomo, pomiar
jest zdarzeniem, w ktérym dochodzi do kauzalnej interakcji migdzy dwoma uktadami
przedmiotéw fizycznych — podmiotem pomiaru (obserwatorem) i przedmiotem po-
miaru, takiej jak np. ekspozycja przedmiotu pomiaru na wiazk¢ fotonow stuzaca do
oswietlenia. Podczas pomiaru jego przedmiot ulega wigc mniejszym lub wigkszym
modyfikacjom w wyniku dzialan obserwatora. Taka sytuacja nie ma jednak miejsca
w przypadku matematyki: przedmiot pomiaru nie jest niczym fizycznym i wedtug
powszechnie przyjetego przekonania jest catkowicie niezmienny (niezaleznie od
opinii na temat tego, czym wilasciwie on jest). Wobec tego nie jest mozliwe jakie-
kolwiek oddziatywanie obserwatora na matematyczne przedmioty czy stany rzeczy,
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nie jest mozliwe dokonanie w nich jakichkolwiek zmian. O ile jest mozliwe, ze pew-
ne determinacje przedmiotéw fizycznych sa skutkiem oddzialywan obserwatora pod-
czas pomiaru, o tyle jest to wykluczone w przypadku ,,pomiarow” rzeczywistosci
matematycznej. Wszelkie okreslenia i cechy, posiadane przez obiekty matematyczne,
musza by¢ przez nie posiadane zupehie niezaleznie od naszej dziatalnosci, ktora nie
jest w stanie wywrze¢ na nie zadnego wptywu. Poznanie tych obiektow nie moze
wigc by¢ niczym innym, jak mySlowym odzwierciedleniem stanu rzeczy, ontologicz-
nie okreslonego niezaleznie od wszelkich aktow mentalnych. W zwiazku z tym, nie
da sig utrzyma¢ analogii migdzy poznaniem matematycznym a poznaniem fizycz-
nym, jaka sugeruje zarzut. To za$ pozwala pozostawi¢ w mocy argument przeciwko
faktualizmowi.

Przejdzmy teraz do possybilizmu. By¢ moze bowiem pewien konstruktywista,
zniechgcony do faktualizmu wiazacymi si¢ z nim trudnos$ciami, bedzie chciat przejsé
na to bezpieczniejsze stanowisko. To jednak, niestety, wiazatoby si¢ z porzuceniem
konstruktywizmu jako takiego. Dlaczego? Otdz przyjgcie possybilizmu wiaze si¢
z pewnym kosztem metafizycznym, by¢ moze niewielkim dla przecigtnego filozofa,
ale zdecydowanie zbyt duzym dla konstruktywisty. Jesli bowiem zgodzimy sig, ze
pewne zdanie jest dowodliwe niezaleznie od tego, czy faktycznie dysponujemy jego
dowodem, to fakt jego dowodliwosci jest faktem obiektywnym, zachodzacym nieza-
leznie od czyjejkolwiek wiedzy i woli. W $wietle konstruktywistycznego zalozenia
gloszacego, ze konstrukcje matematyczne maja charakter mentalny, nalezatoby
przyjaé, ze za taki stan rzeczy odpowiadaja jakie$ stale dyspozycje umystowe (poj-
mowanie badz transcendentalnie, badz naturalistycznie), ktore sprawiaja, iz ludzie
niezaleznie od czasu, miejsca i okoliczno$ci przeprowadzaja konstrukcje matema-
tyczne w pewien Scisle okreslony sposob. Mozna by wowczas uznaé, ze dyspozycje
te leza u podstaw wszelkiego konstruowania, wyprzedzaja wszelkie faktycznie prze-
prowadzone konstrukcje i okreslaja, ktore zdania matematyczne sa dowodliwe, a ktore
nie. W tym momencie stalo si¢ juz jednak widoczne, ze cena takiego uzasadnienia
possybilizmu jest uwiktanie si¢ w spekulatywne i daleko idace zatozenia metafizycz-
ne, co na gruncie konstruktywizmu (np. u Heytinga) jest bardzo trudne lub wrecz
niemozliwe do zaakceptowania. Podobny problem staje przed konstruktywizmem
w stylu Dummetta. Jesli bowiem przyjmiemy possybilizm i zgodzimy sig, ze zdania
matematyczne sa dowodliwe nawet wtedy, gdy nie zostaly jeszcze dowiedzione, to
nie eliminujemy wcale realistycznego pojecia prawdy, lecz przesuwamy je o jeden
poziom wyzej. Jesli bowiem nawet pewne zdanie matematyczne p nie jest prawdzi-
we, dopdki go nie udowodnimy, to przeciez — przy zatozeniu possybilizmu — me-
tamatematyczne zdanie ,p jest dowodliwe” begdzie zdaniem prawdziwym, i jego
prawdziwos¢ bgdzie zupetnie niezalezna od tego, czy ja znamy (np. twierdzenie Pi-
tagorasa bylo dowodliwe nawet wtedy, gdy nikt jeszcze nie miat o nim pojgcia); od-
rzucenie tej konsekwencji wiazaloby si¢ z odrzuceniem samego possybilizmu. Moz-
na zreszta sformulowac jeszcze bardziej bezposredni argument. Jezeli zdanie mate-
matyczne p w dowolnym momencie czasu posiada — zgodnie z possybilizmem —



94 Daniel Chlastawa

wlasno$¢ bycia dowodliwym, to czym w istocie takie stwierdzenie rdzni si¢ od po-
wiedzenia, ze zdanie to jest po prostu prawdziwe? Jesli uznajemy jakie$ zdanie za
wieczy$cie dowodliwe, to z czego owa dowodliwo$¢é moze wynikac, jesli nie z tego,
ze zdanie to jest po prostu prawdziwe?6 Przyktadowo, jezeli mozna udowodnié
pierwszos¢ jakiej$ liczby — np. metoda sita Eratostenesa — to dzieje si¢ tak dlatego,
ze liczba ta naprawde jest liczba pierwsza — 1 co wigcej, byla niq od zawsze, gdyz
dowdd jej pierwszosci mogt z réwna poprawnos$cia przeprowadzi¢ jakikolwiek
wczesniej zyjacy cztowiek. Konsekwencja przyjecia dowolnej z zarysowanych tu
linii argumentacji musiatoby jednak by¢ odrzucenie jednej z centralnych dla filozofii
Dummetta tez o epistemicznosci prawdy, tzn. tezy, ze prawda jest zalezna od naszych
zdolnos$ci do jej rozpoznawania i ze dopiero akt rozpoznania konstytuuje ja jako
prawdg. Dlatego wydaje si¢ watpliwe, by Dummett lub zwolennik jego pogladow byt
sktonny na to przysta¢. By¢ moze chcialby probowaé broni¢ swojej koncepcji po-
przez dokonanie rozrdznienia na prawdziwosc¢ ,,potencjalng” (posiadang przez zdania
dowodliwe przed ich dowiedzeniem) i prawdziwos¢ ,,aktualng”, czyli prawdziwosé
zaktualizowana przez podanie dowodu. Takie sztuczne dystynkcje nie wnosityby
jednak niczego istotnego do sprawy, ani nie uchylaty prostego faktu, ze (przynaj-
mniej niektore) zdania matematyczne sa po prostu prawdziwe, niezaleznie od tego,
czy o tym wiemy, czy nie. Jezeli za$ jakas koncepcja filozoficzna nie jest w stanie
zda¢ z tego faktu sprawy, to nalezy raczej pomysle¢ o zmianie tej koncepcji niz
o przebudowywaniu matematyki od podstaw.

PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule przedstawitem i bronitem trzech argumentow przeciwko
matematycznemu konstruktywizmowi. Sktaniaja mnie one do sadzenia, Zze zarzuty
formutowane przez konstruktywistow pod adresem klasycznej matematyki nie sg
przekonujace, a ponadto, ze mozna wskaza¢ na istotne — by¢ moze nieprzezwycig-
zalne — problemy, w jakie wpada sam konstruktywizm. Celem tego artykutlu byta
krytyka pewnego stanowiska (lub raczej typu stanowisk) w filozofii matematyki. Nie
byt to cel wytacznie negatywny, gdyz jego realizacja wiaze si¢ z urzeczywistnieniem
celu jak najbardziej pozytywnego, jakim jest obrona matematyki klasycznej. Nega-
tywny charakter tych rozwazan polega na tym, ze nie przesadzaja one pozytywnie
zadnego alternatywnego wobec konstruktywizmu stanowiska w filozofii matematyki.
Znalezienie i uzasadnienie koncepcji, ktora mozliwie najpetniej i z jak najmniejszy-
mi trudno$ciami tlumaczylaby sam fenomen matematyki, pozostaje zagadnieniem
otwartym.

® Przynajmniej w odniesieniu do tak naturalnych i elementarnych teorii, jak teoria pierwszosci
liczb naturalnych.
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