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O pojeciu prawdy w intuicjonizmie matematycznym

Wydaje sig, iz w bardzo duzej czgsci matematyki
decyzja matematyka petni rolg¢ podstawowa —
tworzenia odpowiedniej wiedzy. Zwazywszy,
ze wiele jest mozliwosci tworzenia nowych teorii
oraz ich wariantow, nie mozna twierdzi¢, iz praw-
da matematyczna polega wylacznie na adequatio
intellectus et rei. Sa inne sposoby ustalania tej
prawdy (F. M. Quesada, Prawda w naukach for-
malnych, s. 366).

1. WSTEP

Intuicjonizm jest trzecim, obok logicyzmu i formalizmu, kierunkiem w ramach
badan nad podstawami matematyki. Uksztaltowat si¢ na poczatku XX wieku jako
reakcja na tzw. drugi kryzys podstaw matematyki wywotany odkryciem antynomii na
terenie Cantorowskiej teorii mnogosci. Za jego tworcg uwaza si¢ matematyka holen-
derskiego L. E. J. Brouwera (1881-1966). Idee Brouwera spopularyzowat i rozwinat
jego uczen A. Heyting (1898-1980). Krotko méwiac, intuicjonizm jest kierunkiem
antyplatonskim, przyznajacym umystowi ludzkiemu konstytutywna rol¢ wobec obiek-
tow matematycznych. U jego podstaw lezy teza konceptualizmu, wedle ktorej mate-
matyka jest wytworem wolnej zyciowej aktywnosci umystu ludzkiego wspartej
aprioryczna intuicja nastgpstwa czasowego, a nie systemem twierdzen opartym na
aksjomatach i regutach.! Nieco szczegdtowiej matematyke intuicjonistyczna opisuja
nastgpujace trzy tezy:

! Zrédlem intuicjonizmu jako odrebnej koncepcji filozoficznej byly pewne idee 1. Kanta, ktory
matematyke staral si¢ oprze¢ na apriorycznej intuicji czasu i przestrzeni oraz zwracal uwagg na rolg
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1. Istnienie obiektow matematycznych o danych wlasnosciach nalezy rozumieé
jako konstruowalno$¢ przez mysl.> Aktywno$é konstrukcyjng cechuje tworczosé,
nieskrgpowanie zadnymi regutami i podporzadkowanie pierwotnej intuicji. Wiarg
w istnienie transcendentalne, czyli niezalezne od naszych mysli, nalezy odrzucic,
w szczego6lnoscei nie mozna z niej korzystaé, uzasadniajac twierdzenia matematyczne.

2. Sposobem dochodzenia do prawd matematycznych sa umystowe konstrukcje,
ktore dowodza ich prawdziwosci. Prawdy si¢ nie odkrywa, lecz si¢ ja ustala. Ozna-
cza to, ze w celu wyjasnienia pojecia prawdy matematycznej nalezy odwotaé si¢ do
poj¢cia dowodu, a nie do pojecia korespondencji z jaka$ platonska, niezalezna od
mysli, sfera obiektow matematycznych.

3. Wszelkie konstrukcje matematyczne sa niezalezne od jakiegokolwiek jezyka
(naturalnego lub sformalizowanego), bedacego w istocie jedynie narzedziem umoz-
liwiajacym zapamigtywanie matematycznych konstrukcji i komunikowanie ich in-
nym. Nalezy wigc analizowa¢ my$] matematyczna, a nie jgzyk matematyki.

Wedle tezy konceptualizmu dowod zdania matematycznego jest umystowa kon-
strukcja na obiektach matematycznych uzyskana w procesie tworczej aktywnosci
poznajacego podmiotu. Prowadzi to do odrzucenia wszelkich niekonstruktywnych
dowodoéw twierdzen egzystencjalnych, tj. dowoddéw nie podajacych sposobu kon-
strukcji postulowanych obiektow. Stosowanie takich dowodoéw — twierdza intuicjo-
nisci — jest nie tylko nieco dziwne, ale stanowi tez zrodto réznych trudnosci w ma-
tematyce. W szczego6lnosci ograniczy¢ nalezy uzycie praw uprawniajacych budowa-
nie owych niekonstruktywnych dowodow, przede wszystkim prawa wyltaczonego
srodka 4 v —4 oraz prawa podwodjnego przeczenia —A — A. Nierozwazne jest
przekonanie, ze wspomniane prawa majg charakter uniwersalny i ze mozna je bez-
piecznie stosowaé rowniez w dziedzinach niekontrolowanych przez intuicj¢, a mia-
nowicie dziedzinach nieskonczonych, ktorych zadne wyliczenie elementéw nie moze
wyczerpac. W odniesieniu do dziedziny nieskonczonej traci walor alternatywa:
uzna¢ zdanie generalne Vx(4) albo uznaé sprzeczne z nim zdanie egzystencjalne
Ix—(A4) (jest ono rownowazne ze zdaniem —Vx(A4)). Chcac uzasadni¢ zdanie egzy-
stencjalne, nie mozemy zadowoli¢ si¢ obaleniem sprzecznego z nim zdania general-
nego. Taki dowdd bylby wiasnie niekonstruktywny, a co za tym idzie niedopuszczal-
ny — dowdd istnienia obiektu danego typu musi podawaé sposob jego konstrukcji.

Krytyka logiki klasycznej przeprowadzona przez Brouwera kierowata si¢ bezpo-
srednio przeciwko niektorym prawom, posrednio za$ przeciwko realistycznej kon-
cepcji prawdy i zwiazanej z nig dychotomii prawdy i falszu. Realistyczna koncepcja
prawdy dopuszcza jako prawdziwe rowniez te zdania, ktorych prawdziwosci nie po-

konstrukcji w uzasadnianiu istnienia obiektow matematycznych. Twierdzenia matematyki byly we-
dlug niego zdaniami syntetycznymi a priori (a nie analitycznymi). Zob. w tej kwestii np. (Posy
1974), (Dabska 1976).

2 Popper, nawiazujac do Berkeleya, myli tej nadat postaé tozsamosci: esse = construi (Popper
1968, s. 191).
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trafimy rozpozna¢. Z tego powodu jest ona niezrozumiata. Jezeli zdanie ma by¢
prawdziwe, to musi by¢ prawdziwe na mocy czego$, co da si¢ rozpoznaé i co sktonni
bedziemy uznaé za $wiadectwo jego prawdziwosci. Krotko mowiac, prawda prze-
kraczajaca mozliwosci jej stwierdzenia jest pojeciem pustym. Pierwotne wzgledem
prawdziwosci staje si¢ wigc pojecie $wiadectwa (na korzy$¢ Iub niekorzysé danego
zdania) lub pojecie uzasadnienia. Wyraza to nastgpujaca zasada: Jezeli s jest §wia-
dectwem na korzys¢ A4, to kazdy, kto rozpozna s, powinien uzna¢ 4 za prawdziwe.
Heyting, przeciwstawiajac intuicjonistow matematykom ,,klasycznym”, pisat:

Kiedy ty myslisz w kategoriach aksjomatow i dedukeji, my myslimy w kategoriach $wiadectwa
(Heyting 1956b, s. 13).

W matematyce funkcje §wiadectwa uzasadniajacego prawdziwo$¢ zdania pelni jego
dowod. Zwykle stwierdzenie matematyczne, na przyktad stwierdzenie hipotezy
Goldbacha (GH), jest tylko skrocona forma stwierdzenia o dowodliwo$ci owej hi-
potezy: dowdd GH jest dla nas osiagalny. Z tego powodu w ,.logice Brouwerow-
skiej” zdania dzieli si¢ na prawdziwe, tj. takie, ktére umiemy efektywnie udowodnic,
oraz absurdalne, tj. takie, z ktérych umiemy wyprowadzi¢ sprzecznos¢. Podziat 6w
— w przeciwienstwie do klasycznej dychotomii prawdy i falszu — nie jest zupetiny,
tj. nie kazde zdanie matematyczne umiemy efektywnie udowodni¢ badz sprowadzié
do sprzecznosci. Tak wigc, zwiazanie prawdziwos$ci z dowodliwoscia (a fatszywosci
z obalalno$cia) dokonuje si¢ w ,,logice Brouwerowskiej” za ceng tego, ze przestaje
W niej obowiazywac zasada dwuwartosciowosci, przede wszystkim za$§ zasada wyla-
czonego $rodka.

Celem kolejnych paragrafow jest rekonstrukcja i analiza koncepcji prawdy wy-
stepujacej w intuicjonizmie klasycznym, reprezentowanym przez Brouwera i Hey-
tinga, oraz intuicjonizmie wspodtczesnym, reprezentowanym przez Dummetta i Pra-
witza.

2. AKTUALIZM VERSUS POSYBILIZM

Przypomnijmy, intuicjonizm opowiada si¢ za epistemiczng (lub justyfikacyjna)
koncepcja prawdy, taczaca prawdziwos¢ z posiadaniem $wiadectwa przemawiajace-
go na korzys$¢ rozwazanego zdania. W przypadku matematyki prawdziwe sa tylko te
zdania, o prawdziwosci ktorych mozemy si¢ dowiedzie¢ dowodzac ich.

Wyro6zni¢ mozna kilka znaczen terminu ,,dowdd”. Otdéz moze odnosi¢ si¢ on do
psychicznej czynnosci dowodzenia (,,Dowod, ze \2 jest liczba niewymierna, zajat mi
godzing™) lub do pewnego obiektu matematycznego (,,Dowdd, ze V2 jest liczba nie-
wymierna, znali juz starozytni Grecy”). Znajduje to swoj wyraz w nast¢pujacych po-
stulatach:

* While you think in terms of axioms and deductions, we think in terms of evidence.
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(1)  Udowodnic¢ [to, ze] 4 =4 Podaé konstrukcje ustalajaca to, co opisuje 4.
Dowadd [tego, ze] A =4 Konstrukcja ustalajaca to, co opisuje 4.

Dowod w znaczeniu drugim mozna znowu rozumie¢ na dwa sposoby, mianowicie
jako wytwor czynnosci dowodzenia lub jako obiekt bytowo samoistny. Dystynkcje te
znajduja rozwinigcie w odrgbnych stanowiskach na temat prawdy.

W sposob wstgpny teoriodowodowe rozumienie prawdy i falszu wyznaczaja
schematy:

(2)  Zdanie 4 jest prawdziwe wtw istnieje konstrukcja bedaca dowodem A.
Zdanie A4 jest falszywe wtw istnieje konstrukcja bedaca dowodem —A4
wtw istnieje konstrukcja sprowadzajaca 4 do sprzecznosci.

Tym samym warunki prawdziwosci zdania okre$lone sa przez: (a) warunki kodyfi-
kujace reguly konstruowania dowodoéw, (b) pojecie istnienia. Jak powiedziano, obo-
wiazujace w intuicjonizmie reguty dowodzenia wykluczaja wszelkie niekonstruk-
tywne dowody twierdzen, zwlaszcza ,,mocne” dowody nie wprost, a spetniajaca je
konstrukcja, czyli dowod-obiekt, pelni role uprawdziwiacza (ang. truth-maker) da-
nego zdania.

Zajmijmy si¢ pojeciem istnienia. Rozréznienie na istnienie aktualne (faktyczne
lub fizyczne) i istnienie potencjalne pozwala nastgpujaco uszczegdtowié wyjsciowy
schemat:

(3)  Zdanie 4 jest prawdziwe wtw istnieje aktualnie konstrukcja be-
daca dowodem A4

wtwAd zostato (przez kogo$) udowodnione.

(4)  Zdanie A4 jest prawdziwe wtw istnieje potencjalnie konstruk-
cja bedaca dowodem 4

wtwAdjest dowodliwe.

Sformutowanie (3) nadaje pojeciu prawdy (i falszu) charakter wyraznie epistemiczny
i temporalny: zdanie staje si¢ prawdziwe dopiero od momentu skonstruowania przez
kogos jego dowodu.” Innymi stowy, tym, co czyni zdanie prawdziwym — $wiadec-
twem przesadzajacym o jego prawdziwosci — jest faktycznie skonstruowa-
ny dowdd (kategori¢ aktualnosci nalezy bowiem rozumieé jako kategorig rzeczywi-
stodci). Zdanie, dla ktérego zostal skonstruowany dowdd, staje si¢ prawdziwe ,,na
zawsze”. Oznacza to, ze prawda jest wieczna, ale nie jest odwieczna.” Ten typ uwa-

* Wiasciwie predykat prawdy nalezaloby zrelatywizowaé do momentu czasu. Zdanie matema-
tyczne, ktore obecnie nie jest prawdziwe, moze nim sta¢ si¢ pézniej; mozna powiedzie¢ np. Wezoraj
GH nie bylo prawdziwe, lecz dzisiaj juz jest prawdziwe.

5 Zdanie jest wiecznie prawdziwe wtw istnieje punkt czasowy ¢ taki, ze jest ono prawdziwe w ¢
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runkowania prawdy mozna nazwaé aktualizmem. Rzecz jasna, z uwagi na istnienie
zdan nierozstrzygnigtych — tj. takich, ktorych jeszcze ani nie udowodniono, ani nie
obalono, np. z powodu ograniczen fizycznych lub umystowych — zasada wylaczo-
nego $rodka traci wazno$¢. Sformutowanie (4) rézni si¢ od sformutowania (3) tym,
ze odwoluje si¢ do pojecia mozliwosci zawartego implicite w pojgciu dowodliwosci:
zdanie dowodliwe to zdanie, ktére moze by¢ udowodnione. Z tego powodu ten typ
uwarunkowania prawdy nazwijmy posybilizmem. Posybilizm ma dwie wersje w za-
leznosci od tego, czy owa mozliwo$¢ jest rozumiana epistemicznie i temporalnie
(tzn. jest ona uzalezniona od zmieniajacych si¢ stanow naszej wiedzy), czy tez reali-
stycznie 1 atemporalnie (tzn. jest ona obiektywnym stanem rzeczy, catkowicie nieza-
leznym od naszej wiedzy i zmian, jakim podlega). W przypadku pierwszym, praw-
dziwos$¢ zdania sprowadza si¢ do umiejgtnosci jego udowodnienia na podstawie po-
siadanej wiedzy. Istnienie dowodu, jako ze jest zakotwiczone w znajomosci metody,
ktoéra — jesli zostanie zastosowana — doprowadzi do jego skonstruowania, oznacza
moznos$¢ aktualizacji:

(5) A jest dowodliwe w sensie epistemicznym wtw konstrukcja bedaca dowodem
A jest nam (obecnie) znana, tj. wiadomo, jak ja zrealizowac.

Moze wigce si¢ zdarzy¢, ze zdanie zostalo zakwalifikowane jako prawdziwe, mimo ze
nikt go jeszcze nie udowodnit (a by¢ moze nigdy nie udowodni). Wystarczy, ze wia-
domo, jak to zrobi¢. Poniewaz wiedza o metodach dowodzenia zmienia si¢ w czasie,
prawda ma charakter temporalny, a w konsekwencji traci wazno$¢ zasada wylaczo-
nego Srodka. W istocie wersja ta stanowi zliberalizowana odmiang stanowiska aktu-
alizmu. Natomiast w przypadku drugim, prawdziwo$¢ zdan wykracza poza nasza
zdolnos$¢ ich udowodnienia (w sensie znajomosci metody konstrukcji dowodu). Tym,
co sprawia, ze zdanie jest prawdziwe, jest catkowicie niezalezne od naszych aktow
poznawczych i pozaczasowe istnienie jego dowodu:

(6) A jest dowodliwe w sensie realistycznym wtw konstrukcja bedaca dowodem
A istnieje w sposob obiektywny i pozaczasowy.

Dopuszcza si¢ wigc sytuacje, ze zdanie jest prawdziwe, chociaz aktualnie nikt go nie
udowodnit, a nawet nie dysponuje wiedza, jak to zrobié. Posiadanie przez zdanie
dowodu (samo istnienie dowodu) oznacza, ze mozemy owo zdanie tylko w zasa-
dzie udowodnié.® Stowo ,,mozemy” nie odnosi si¢ tu do stanu epistemicznego (t].
wiedzy, jak skonstruowaé dowdd), lecz oznacza osiagalnosé stosownego stanu epi-
stemicznego. Istnieje niezalezna od aktywnos$ci poznawczej naszych umystow dzie-

i w dowolnym punkcie p6zniejszym od ¢. Z kolei, zdanie jest odwiecznie prawdziwe wtw istnieje
punkt czasowy ¢ taki, ze jest ono prawdziwe w ¢ i w kazdym punkcie wczesniejszym od 7. Zasada
odwiecznosci prawdy jest fundamentem absolutyzmu w pojmowaniu prawdziwosci. Zob. np. (Wo-
lenski 2003, s. 136).

® W sensie: b esse ad posse valet consequentia.
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dzina obiektow matematycznych (zdeterminowanych w aspekcie jako$ciowym),
wsrod ktorych sa dowody twierdzen matematycznych, i do tej pory pozostaja one
niedostepne, dopoki nie zostang przez nas odkryte, tj. dopdki nie posiadziemy odpo-
wiedniej wiedzy. Podanie dowodu nie czyni zdania prawdziwym, a jedynie upewnia
nas o jego prawdziwos$ci. Tak wigc, przy realistycznym rozumieniu dowodliwos$ci
prawda jest pozaczasowa (wieczna i zarazem odwieczna).

3.L. E.J. BROUWERTA. HEYTING

Brouwer problematyke prawdy traktowal jako czg$¢é swojej koncepcji tworczego
podmiotu matematycznego. Prawda matematyczna nie moze by¢ pojgta w oderwaniu
od doswiadczen matematycznego podmiotu, a mianowicie jego dziatalnoéci kon-
strukcyjnej polegajacej na kreowaniu nowych struktur matematycznych. Dziatalno$¢
owa stanowi jedyne kryterium istnienia w matematyce, a z uwagi na swobod¢ nie
daje si¢ w prosty sposob podporzadkowaé regutom logicznym.

Niech symbol +, 4 informuje, ze tworczy podmiot w stadium n dysponuje wy-
starczajacym $wiadectwem (dowodem) na korzys¢ 4. Korpus Brouwerowskiej teorii
tworczego podmiotu tworza nastgpujace trzy zasady (G. Kreisel):

1. VaVm(k, A = Fpem A);
2.Vu(F, AV —+, A);
3. A=dn— A.

Na mocy zasady pierwszej, raz zdobytego $wiadectwa tworczy podmiot nigdy nie
traci. Wedtug zasady drugiej, w kazdym stadium tworczy podmiot jest w stanie roz-
strzygnac, czy dysponuje Swiadectwem na korzys¢ A4, czy tez nie. Akceptacja zasady
trzeciej prowadzi do utozsamienia prawdziwosci 4 z uzyskaniem $wiadectwa na ko-
rzy$¢ A. Wyraza ona zarazem uczasowienie prawdy. Implikacja In+, A — A nie bu-
dzi watpliwosci: uzyskanie swiadectwa na korzy$¢ 4 wystarcza do zagwarantowania
prawdziwosci A. Przez kontrapozycj¢ uzyskujemy z niej twierdzenie, ze nigdy nie
uzyskamy $wiadectwa na korzy$¢ fatszu: —4 — —3n+, A. Implikacja 4 — In+, 4
jest mniej oczywista: jezeli 4 jest prawdziwe, to tworczy podmiot wczesniej czy
pbézniej uzyska Swiadectwo na korzy$¢ 4. Po pierwsze, przeczytana w ten sposob,
wydaje si¢ opiera¢ na jakim$ quasi-platonskim pojeciu prawdziwosci. Po drugie, jej
akceptacja likwiduje istnienie absolutnie niepoznawalnych prawd (lub absolutnie
nierozwiazywalnych probleméw). Kreisel nazwat ja z tego powodu Zasadq Chrze-
Scijanskiego Milosierdzia (ang. the Principle of Christian Charity).” Wymienione za-

" Inna jej nazwa to Zasada Nieskoriczonej Préznosci (ang. the Principle od Infinite Vanity).
Wystgpuje ona rowniez w wersji ostabionej: A — ——3n +, 4, tzn. jezeli A jest prawdziwe, to ab-
surdem jest zalozenie, ze tworczy podmiot nigdy nie uzyska §wiadectwa na korzys¢ A. Mozna ja
wyprowadzi¢ z zasady A — 3In +, A (ale nie na odwrdét). Zaleznie od tego, ktora wersje wspomnia-
nej zasady przyjmiemy, uzyskamy silniejsza lub stabsza koncepcjg tworczego podmiotu.
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sady uzupeti¢ mozna reguta wykluczajaca niekonstruktywne dowody twierdzen eg-
zystencjalnych: +, IxA(x) / Ix+, A(x).

Najbardziej znane uwagi Brouwera na temat prawdy pochodza z pracy Conscio-
usness, philosophy and mathematics (1948 r.). Oto one:

[...] prawda jest tylko w rzeczywistosci, tj. w terazniejszych i przesztych do$wiadczeniach
swiadomosci. [...] Lecz do$wiadczenia oczekiwane i do§wiadczenia przypisywane innym sa
prawdziwe tylko jako przewidywania i hipotezy; w ich tresci nie ma zadnej prawdy. [...] nie
ma zadnych niedoéwiadczonych prawd [...] (Brouwer 1948/1975, s. 488).°

Uzupehia je zastrzezenie, ze ,,logika nie jest absolutnie wiarygodnym narze¢dziem
odkrywania prawd”.” Otéz wedlug Brouwera matematyka jest niezalezna od logiki,
ktora kodyfikuje a posteriori zasady rzadzace dowodami. Repertuar §rodkéw dowo-
dowych nie jest raz na zawsze matematykowi dany, lecz zmienia si¢ wraz ze wzro-
stem wiedzy matematycznej, przy czym zmiana ta nie polega na odkrywaniu, a na
wynajdywaniu. I jeszcze jedna uwaga, cho¢ z innej juz pracy:

sformutowanie matematycznego twierdzenia nie ma sensu, chyba ze wskaze si¢ na konstrukcjg
rzeczywistego matematycznego obiektu albo na sprzecznos$¢ [...] warunku konstrukcyjnego na-
rzuconego na hipotetyczny matematyczny system (Brouwer 1954/1975, s. 524).'

Wypowiedzi te daja okreslenie prawdy zgodne raczej ze stanowiskiem aktuali-
zmu w wersji radykalnej. Jednak inne uwagi sugeruja mniej rygorystyczne zapatry-
wania. Do zdan prawdziwych zaliczal Brouwer rowniez pewne zdania dowodliwe,
a mianowicie te, dla ktorych (obecnie) znana jest metoda konstrukcji ich dowodu.
Inaczej mowiac, warunek bycia udowodnionym (tj. aktualnego istnienia dowodu)
zastapit bardziej liberalnym warunkiem dysponowania wiedza o tym, jak skonstru-
owa¢ dowdd.

Warto w tym miejscu zrobi¢ dygresje i wyjasni¢ kwestie warunku fatszywosci
zdan. Skoro prawdziwo$¢ zdania polega na znajomosci metody jego dowodu, wyda-
wac mogloby sig, ze warunkiem fatszywos$ci zdania powinno by¢ posiadanie stanu
mentalnego charakteryzujacego si¢ nieznajomoscia zadnej metody jego dowodu. Ta-
kie rozumienie fatszywosci nie byloby jednak wiasciwe. Po pierwsze, stan owej nie-
wiedzy moze by¢ tylko chwilowy. Po drugie, gdy przyjmie si¢ rownowazno$¢ falszu
i prawdziwosci negacji, wowczas warunek 6w wchodzi w konflikt z zasadg konstru-
owalnosci. Najlepiej wige fatszywos$¢ zdania utozsami¢ z wiedza o niemozliwoS$ci
konstrukcji dowodu, przy czym niemozliwo$¢ owa nie moze by¢ rozumiana w spo-
sob realistyczny (jako obiektywny stan rzeczy). Wiedza o niemozliwosci udowod-

8 [...] truth is only in reality i.c. in the present and past experiences of consciousness. [...] But
expected experiences, and experiences attributed to others are true only as anticipations and hy-
potheses; in their contents there is no truth. [...] there are no non-experienced truths [...].

% [...] logic is not an absolutely reliable instrument to discover truths.

' the wording of a mathematical theorem has no sense unless it indicates the construction either
of an actual mathematical entity or of an incompatibility [...] out of some constructional condition
imposed on a hypothetical mathematical system.
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nienia jakiego$ zdania to wiedza o tym, jak obali¢ kazdy jego rzekomy dowod po-
przez wyprowadzenie sprzecznoéci. Stad: falszywosé = absurdalnoé.!" G. F. C. Griss
sformutowat zarzut, Ze wystgpujace tu rozumienie negacji jest niespojne z zatozenia-
mi intuicjonizmu (Griss 1948). Skoro poprawne rozumowania matematyczne zawsze
zaczynaja si¢ od prawd i prowadza do prawd, wigc rozumowanie prowadzace do ab-
surdu nie moze by¢ uwazane za poprawne. Albo wyjsciowe zdanie jest intuicyjnie
postrzegana prawda i wowczas poprzez konstrukcje mozna wyprowadzi¢ z niego
tylko prawdg (a nie sprzeczno$¢), albo zdanie owo nie jest intuicyjnie postrzegana
prawda (nie ma swego mentalnego odpowiednika). Brouwer odpowiadajac na ten
zarzut zauwazyl, ze rezygnacja z negacji jako sprowadzalnosci do absurdu zmusitaby
do odrzucenia zbyt wielu uznanych dowodow (Brouwer 1948).

Wracajac do watku gtownego, zmiang stanowiska Brouwera w kwestii prawdzi-
wosci mozna udokumentowaé jego wypowiedziami na temat mozliwego statusu zdan
matematycznych:

Dopiero gdy intuicjonizm uznal matematykg¢ za autonomiczna, wewngtrzna, konstrukcyjna,
umystowa aktywnos$¢ [...] kryterium prawdy lub falszu matematycznego twierdzenia zostato
ograniczone do samej aktywnos$ci matematycznej, bez odwotywania si¢ do logiki badz jakiego$
hipotetycznego, wszechwiedzacego bytu. Bezposrednia konsekwencja bylo to, ze w matematy-
ce zadna prawda nie moze by¢ uznana, jesli wezesniej nie zostala doswiadczona oraz ze dla ja-
kiego$ matematycznego twierdzenia ¢, jedyne dwa przypadki uprzednio dopuszczone [tj. dy-
chotomia prawdy i fatlszu — Z.T.] zastapione zostaja przez nastgpujace cztery: 1. o zostato do-
wiedzione jako prawdziwe; 2. « zostalo dowiedzione jako falszywe, tj. absurdalne; 3. nie zo-
stala dowiedziona ani prawdziwos$¢ ¢, ani jego absurdalno$¢, ale znany jest algorytm prowa-
dzacy do stwierdzenia, ze « jest prawdziwe badz ze « jest absurdalne; 4. nie zostala dowie-
dziona ani prawdziwos¢ ¢, ani jego absurdalnos¢, ani nie znamy algorytmu prowadzqcego do
stwierdzenia, zZe o jest prawdziwe bqdz ze o jest absurdalne. W pierwszym i drugim (pierw-
szym, drugim i trzecim) przypadku moéwimy, ze ¢ jest rozstrzygniete (rozstrzygalne). Zauwaz-
my, ze twierdzenie o mozliwosci pewnej konstrukcji o ograniczonym skoniczonym charakterze
dotyczacej pewnego skonczonego matematycznego gatunku jest z koniecznos$ci rozstrzygalne.
[...] Nastgpnie zauwazmy, ze twierdzenie objgte przez przypadek czwarty moze po pewnym
czasie zmieni¢ si¢ na objete przez jeden z pozostatych przypadkow, nie tylko dlatego, ze dalsze
myslenie moze przynies¢ konstrukcje dokonujaca tego przejscia, ale takze dlatego, ze na grun-
cie intuicjonistycznej matematyki [zaden] matematyczny obiekt nie jest w sposob konieczny
z gory zdeterminowany oraz moze on, w procesie swego swobodnego rozwoju [tj. z kazdym
dokonanym wyborem — Z.T.], naby¢ pewna wlasno$¢, ktorej przedtem nie posiadat. Przykta-
dem czwartego przypadku jest twierdzenie: ,,Zadne trzy liczby naturalne @, b, n nie moga spet-
niaé¢ réwnania a" + b" = ¢, dla n > 2.” Kazde twierdzenie matematyczne, ktore podpada pod

" A. Heyting ujat te dwa rozumienia falszu, przeciwstawiajac sobie negacje de facto i negacje
de iure. Przeciwstawienie to dotyczy — na zasadzie ekwiwalentnosci — takze pojgcia fatszywosci.
Negacja de facto wyraza si¢ przez ,,nie mamy prawa twierdzi¢, ze” lub ,,nikt tego nie wie”. Z kolei,
negacja de iure wyraza si¢ przez ,.jesli zalozymy prawdziwo$¢ zdania, dojdziemy do sprzecznosei”.
Wedlug Heytinga wypowiedzi z negacja rozumiang faktualnie nie maja postaci twierdzen matema-
tycznych. Zob. (Heyting 1956b, s. 18-19).
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przypadek czwarty prowadzi do odrzucenia prawa wylaczonego $rodka (Brouwer 1955/1975,
s. 113-114).2 1

Zawarta w powyzszym fragmencie klasyfikacja zdan oprécz opozycji rozstrzygal-
ne/nierozstrzygalne oraz prawda/absurd uwzglednia dodatkowo dystynkcje kompe-
tencja/wykonanie (laczy si¢ ona z dystynkcja metoda-dowodu/dowod). Podobna kla-
syfikacja znajduje si¢ w wykladzie Changes in the relation between classical logic
and mathematics (1951 r.). Brouwer wyroznit wowczas tylko trzy przypadki, mia-
nowicie 1, 2 i 4, oraz dodal uwagg:

Przypadek, ze nie zostata dowiedziona ani prawdziwos$¢ ¢, ani jego absurdalnosé¢, ale znamy
skonczony algorytm prowadzacy do stwierdzenia, ze ¢« jest prawdziwe badz ze « jest absurdal-
ne, oczywiscie jest redukowalny do przypadkéw pierwszego i drugiego.'

Trzeba jednak zauwazy¢, ze przytoczone fragmenty nie sa jednoznaczne —
wecale nie musza oznacza¢ liberalizacji stanowiska aktualizmu. Zgodnie z nim praw-
dziwe (falszywe) sa zdania, ktore faktycznie zostaty udowodnione (obalone). Nato-
miast zdania, dla ktorych znamy konstrukcje je dowodzace lub obalajace, sa roz-
strzygalne. Kazde zdanie prawdziwe lub falszywe jest rozstrzygalne, ale nie na od-

"2 Only after intuitionism had recognized mathematics as autonomic interior constructional
mental activity [...] the criterion of truth or falsehood of mathematical assertion was confined to
mathematical activity itself, without appeal either to logic or to a hypothetical omniscient being. An
immediate consequence was that in mathematics no truths could be recognized which had not been
experienced, and that for a mathematical assertion ¢ the two cases formerly exclusively admitted
were replaced by the following four: 1. & has been proved to be true; 2. o has been proved to be
false; 3. o has neither been proved to be true nor to be absurd, but an algorithm is known leading to
decision either that o is true or that ¢ is absurd; 4. o has neither been proved to be true nor to be
absurd, nor do we know an algorithm leading to the statement either that « is true or that a is ab-
surd. In the first and second (first, second and third) case « is said to be judged (judgeable). We re-
mark that an assertion of possibility of some construction of bounded finite character in some finite
mathematical species is necessarily judgeable. [...] Furthermore we remark that an assertion which
is in the fourth case may at some time pass into one of the other cases, not only because further
thinking may generate a construction accomplishing this passage, but also because intuitionist
mathematics a mathematical entity is not necessarily predeterminate, and may, in its state of free
growth, at some times acquire a property which it did not possess before. An example of the forth
case is assertion: Three natural numbers a, b, n, cannot satisfy the equation a" + b" = ¢" for n > 2.”
Each mathematical assertion which is in the fourth case yields refutation of the principle of the ex-
cluded third.

" Twierdzenie, o ktérym tu mowa, to tzw. wielkie twierdzenie Fermata. Od czasu jego sformu-
lowania w roku 1640 przez z géra trzysta pigédziesiat lat nikt nie potrafit go ani udowodni¢, ani
obali¢ (chociaz Fermat twierdzil, Ze zna jego dowdd). Dowod owego twierdzenia przedstawit A.
Wiles w roku 1993 w stustronicowej pracy. Zawiera ona jednak wiele konstrukcji na pewno niezna-
nych Fermatowi.

'* The case that a has neither been proved to be true nor to be absurd, but that we know a finite
algorithm leading to the statement either that a is true, or that a is absurd, obviously is reducible to
the first and second cases.
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wrot. Na przyktad, zdanie ,, 1010]0 + 1 jest liczba pierwsza lub ztozona” jest na pew-
no zdaniem rozstrzygalnym. Ustalenie jego warto$ci logicznej wymaga wykonania
okreslonych obliczen i ustalenia wartosci logicznych sktadnikow. Ograniczenia fi-
zyczne moga to jednak uniemozliwic.

Czwarta klasa w przedstawionej klasyfikacji sktada si¢ ze zdan, ktorych obecnie
— z uwagi na brak odpowiedniej wiedzy — nie potrafimy ani udowodnié, ani oba-
lic. Sa to zdania nierozstrzygalne i jako takie tworza ,,lukg” pomigdzy prawda i fal-
szem (absurdem)."> Poniewaz stan niewiedzy moze by¢ tylko chwilowy (a wrecz jest
chwilowy — na mocy Zasady Chrzescijanskiego Milosierdzia), niektére z nich —
zauwaza Brouwer — moga przeksztalci¢ si¢ w twierdzenia nalezace do jednej z po-
zostatych trzech klas. Powstaje wigc pytanie, czy przypadkiem milczaco nie zaklada
si¢ niezaleznego od podmiotu istnienia dowodow, ktore sa niedostgpne do momentu
ich rozpoznania (odkrycia)? Odpowiedz na nie musi by¢ negatywna, gdyz — zgod-
nie z teza konceptualizmu — dowod jakiego$ zdania jest kazdorazowo umystowa
konstrukcja uzyskana w procesie tworczej aktywno$ci matematycznego podmiotu.
Brouwer ktadt duzy nacisk na witasnie kreacyjny charakter konstruowania: skonstru-
owanie dowodu jest jego urzeczywistnieniem, tj. powotaniem go z nicosci do istnie-
nia. Wyklucza to realistyczne pojmowanie dowodliwosci. W szczeg6lnosci byloby
ono niezgodne z Brouwerowska koncepcja ciagow wolnych wyboréw (ang. free
choice sequences). Otdz realistyczne pojmowanie dowodliwo$ci opiera si¢ na zato-
zeniu, ze kazdy obiekt uniwersum dyskursu jest z gory i calkowicie zdeterminowany
pod wzgledem jakosciowym. W konsekwencji, proces wybierania warto$ci poszcze-
golnych wyrazow, zwlaszcza w ciagu nieokreslonym zadnym prawem (ang. the la-
wless sequence), bylby tylko pozornie swobodny i tworczy.

Podsumowujac: wypowiedzi Brouwera na temat prawdy mozna interpretowac
zarowno w duchu radykalnego, jak i zliberalizowanego aktualizmu. Watpliwosci tej
mozna unikna¢, przyjmujac nastgpujacy argument: gdy wiadomo, jaka konstrukcja
bgdzie dowodem danego zdania, moze uchodzi¢ ono za udowodnione (wydaje si¢ to
zwyklym postgpowaniem). Tak czy owak zasada wylaczonego srodka przestaje
obowiazywaé. W pracy The Unreliability of the Logical Principles (1908) znajduje
si¢ nastgpujaca uwaga Brouwera na jej temat:

Wynika z tego, ze pytanie o wazno$¢ zasady wylaczonego srodka jest rownowazne pytaniu, czy
mogq istnie¢ nierozwiqzywalne matematyczne problemy. Nie ma cienia dowodu dla przekona-

'3 Zasada Chrzescijanskiego Milosierdzia okreslajaca twérczy podmiot matematyczny — a przede
wszystkim to, jak rozumie si¢ negacj¢ w intuicjonizmie — wyklucza istnienie jakiegokolwiek zda-
nia matematycznego A takiego, ze znana jest konstrukcja dowodu niemozliwosci udowodnienia 4
i niemozliwo$ci udowodnienia —4. Innymi stowy, wyklucza sig istnienie absolutnie nierozstrzygal-
nych matematycznych zdan lub absolutnie nierozwigzywalnych matematycznych probleméw. Zato-
zenie przeciwne prowadzi natychmiast do sprzecznosci. Wyraza to prawo: ——(4 v —4) (alternatyw-
nie: —(—4 A —=—4)); (Heyting 1974, s. 16). Kontrprzyktady dotyczace waznosci prawa wytaczonego
srodka maja wigc charakter temporalny (a nie absolutny).
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nia, ktére czasami jest gloszone, ze nie istnieje zaden nierozwiazywalny problem matematycz-
ny (Brouwer 1908/1975, s. 109).'¢

Jest ona zagadkowa. W drugim zdaniu Brouwer nawiazuje do stynnej tezy Hil-
berta, ze ,,w matematyce nie ma zadnego ignorabimus”, tak jakby zamierzat ja pod-
wazyé.!” Teza owa jest klasycznie — ale nie intuicjonistycznie — réwnowazna zda-
niu ogdlnemu, ze kazdy dobrze sformutowany problem matematyczny ma rozwigza-
nie (da si¢ rozwiazac). Intuicjonistycznie akceptowalna jest tylko zalezno$¢
VxD(x) — —3x—D(x). Klopot sprawia akceptacja tezy ogolnej VxD(x), gdyz jej uza-
sadnienie wymaga podania metody pozwalajacej znalez¢ rozwigzanie kazdego po-
szczegblnego problemu (jest to po prostu niemozliwe). Z drugiej strony, na gruncie
logiki intuicjonistycznej mozna z tatwoscia udowodnié, ze nie istnieje zaden nieroz-
wiazywalny problem matematyczny (zob. przypis 15). Wydaje si¢, ze Brouwer miat
tego Swiadomos¢. Zagadke t¢ mozna rozwiazac, przyjmujac, ze przedmiotem krytyki
Brouwera jest nie tyle teza Hilberta, ile logika klasyczna, zgodnie z ktéra kazde zda-
nie matematyczne kwalifikuje si¢ jako prawdziwe badz falszywe, co nie oznacza
jednak, ze kazde takie zdanie da si¢ udowodni¢ badz obali¢ (cho¢by z uwagi na brak
w niej wyraznego zwiazku migdzy prawdziwoscia i dowodliwoscia). Mozna wigc
przyja¢ nastgpujaca interpretacje inkryminowanego zdania: nie ma zadnej gwarancji,
ze w przypadku kazdego zdania matematycznego wiadomo, jak je udowodni¢ badz
wiadomo, jak je obali¢.

Pod adresem teorii Brouwera mozna sformutowa¢ zarzut, ze podstawy intuicjo-
nistycznej matematyki catkowicie zawieraja si¢ w psychologii. Wszak dowod jakie-
go$ konkretnego zdania matematycznego jest zawsze umystowa konstrukcja uzyska-
na w procesie tworczej aktywnosci okre§lonego matematyka. Sugeruje to w szcze-
goblnosci, ze twierdzenia matematyczne redukuja si¢ do zdan o stanach mentalnych.
Zarzut ten mozna oddali¢ poprzez (a) normalizacj¢ pojecia dowodu, tj. wskazanie
czego$ powszechnego, co konkretyzuje si¢ we wszystkich intuicjonistycznie po-
prawnych dowodach i sprawia, ze relacja bycia dowodem staje si¢ rozstrzygalna,
oraz (b) pokazanie, ze pojgcia i twierdzenia matematyczne daja si¢ logicznie upo-
rzadkowac. Zadan tych podjat si¢ A. Heyting, podajac teoriodowodowa interpretacje
statych logicznych. Przejdzmy wigc do przedstawienia stanowiska Heytinga.

Heyting nie tylko dazyt do wyjasnienia i popularyzacji idei swego nauczyciela,
ale takze zbudowal w pehi sformalizowany rachunek logiczny dostosowany do tez

' It follows that the question of the validity of the principium tertii exclusi is equivalent to the
question whether unsolvable mathematical problems can exist. There is not a shred of a proof for
the conviction, which has sometimes been put forward that there exist no unsolvable mathematical
problems.

' Tezg te wyglosit Hilbert w 1900 r. podczas swego wykladu na II Migdzynarodowym Kongre-
sie Matematykow w Paryzu. Oto stosowny fragment tego wyktadu: ,,To przekonanie o rozwiazy-
walnosci kazdego problemu matematycznego jest dla nas silng zachgta podczas pracy; styszymy
w sobie ciagte wotanie: Oto problem, szukaj rozwiazania. Mozesz je znalez¢ poprzez czyste mysle-
nie; bowiem w matematyce nie ma zadnego ignorabimus!” (Hilbert 1970, s. 298).
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intuicjonizmu (ale z zastrzezeniem, ze o zadnym systemie aksjomatycznym nie da si¢
zasadnie powiedzie¢, iz jest adekwatnym przedstawieniem tez intuicjonizmu i obej-
muje kazda ogdlnie wazna metode dowodu). Zapatrywania Heytinga w interesujacej
nas kwestii maja wyraznie charakter antymetafizyczny i na og6t sa zgodne ze stano-
wiskiem zliberalizowanego aktualizmu. Twierdzenie, ze prawdziwo$¢ zdania (mate-
matycznego) polega na dysponowaniu swiadectwem (dowodem) przemawiajacym na
jego korzys¢, opiera si¢ na pogladach Heytinga na temat istnienia w matematyce:

[Program Brouwera] polegat [...] na badaniu myslowych konstrukeji jako takich, bez odwoty-
wania si¢ do zagadnien dotyczacych natury konstruowanych obiektow, jak na przyktad do pro-
blemu, czy te obiekty istnieja niezaleznie od naszej wiedzy o nich. [...] Nie mamy nic przeciw-
ko temu, by matematyk wyznawat prywatnie dowolna teori¢ metafizyczna, ktora lubi, ale pro-
gram Brouwera domaga sig, bySmy badali matematyke jako co$ prostszego, bardziej bezpo-
Sredniego niz metafizyka. W rozwazaniu wigc myslowych konstrukcji matematycznych
istnie¢” musi by¢ synonimem ,,by¢ skonstruowanym”. [...] Twierdzenie matematyczne jest
stwierdzeniem, ze zostala wykonana pewna konstrukcja matematyczna. Jasne, ze przed wyko-
naniem konstrukcji nie ma jeszcze twierdzenia (Heyting 1956b/1986, s. 277-278).

Nie jestem zdolny nada¢ zrozumialego sensu twierdzeniu, ze istnieje jaki$ przedmiot matema-
tyczny, jesliby nie mégl byé skonstruowany (Heyting 1959, s. 69; cytat za Dambska 1976, s. 9).'®

Wprawdzie pierwsza z przytoczonych wyzej wypowiedzi definiuje istnienie w duchu
aktualizmu radykalnego, jednak za bardziej reprezentatywna dla pogladéw Heytinga
nalezy uzna¢ druga z nich, w mysl ktorej istnienie oznacza aktualng moznos¢ lub
zdolno$¢ wykonania okreslonych konstrukcji, a nieistnienie — aktualng zdolno$é
wyprowadzenia sprzeczno$ci z postulowanej konstrukcji.

W opozycji do platonizmu Heyting gtosit, ze ,,pojecie prawdy nie ma zadnego
sensu [...] w odniesieniu do intuicjonistycznej matematyki” — o prawdzie jako ko-
respondencji z faktami mozna w matematyce mowic tylko, jesli przyjmie si¢ obiek-
tywne i pozaczasowe istnienie uniwersum matematycznego (Heyting 1958, s. 279)."
Wiasciwie zrezygnowal on z pojecia prawdy i zaproponowal, aby zastapic je poje-
ciem wiedzy (lub uznawania za prawdziwe). Baza logiki intuicjonistycznej powinna
by¢ stosowna teoria wiedzy, a nie ontologia (Heyting 1956a):

logika intuicjonistyczna = logika wiedzy (logique du savoir),
logika klasyczna = logika istnienia (logique de [ etre).

Speieniem intencji zastgpienia prawdy przez wiedzg sg jego wyjasnienia dotyczace
intuicjonistycznej asercji oraz intuicjonistycznego sensu statych logicznych. Kryty-
kujac utozsamienie prawdziwosci i klasycznej dowodliwoscei, pisat:

'® T am unable to give an intelligible sense to the assertion that mathematical object, which has
not been constructed, exists.
' The notion of truth makes no sense [...] in intuitionistic mathematics.
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Oto wigc Brouwerowska asercja p: Wiadomo, jak udowodni¢ p. Bedziemy oznacza¢ ja przez .
Stowo ,,udowodni¢” musi by¢ wzigte w sensie ,,udowodni¢ przez dostarczenie konstrukcji”.
[...] - —p bedzie znaczy¢: Wiadomo, jak sprowadzi¢ p do sprzecznosci (Heyting 1930, s. 959-
960).%

Warunki odtwarzajace intuicjonistyczny sens statych logicznych sa zarazem warun-
kami dajacymi rekurencyjny opis relacji bycia konstruktywnym $§wiadectwem. Sg
one nastgpujace (Heyting 1956b, s. 102-103, 106-107; Heyting 1974, s. 86-88):

0. Zdanie matematyczne p zawsze wymaga pewnej matematycznej konstrukcji ¢
o danych wlasnosciach; mozna owo zdanie uzna¢ z chwila, gdy taka konstrukcja
zostanie wykonana.

1. Mozna uzna¢ zdanie p A ¢ wtw mozna uzna¢ p i zarazem gq.

2. Mozna uzna¢ zdanie p v ¢ wtw mozna uzna¢ przynajmniej jedno ze zdan p lub q.

3. Mozna uzna¢ zdanie —p wtw dysponujemy konstrukcja, ktéora wyprowadza
sprzeczno$¢ z zatozenia, ze dokonano konstrukcji dowodzacej p.

4. Mozna uznaé¢ zdanie p — g wtw dysponujemy konstrukcja, ktéra kazda kon-
strukcje dowodzaca p przeksztalca w konstrukcj¢ dowodzaca g.

5. Mozna uzna¢ zdanie Vx p(x) wtw dysponujemy ogoélna metoda konstrukcji, ktora
dla dowolnego elementu a (nalezacego do zakresu zmiennej x) daje przez
uszczegdtowienie konstrukcje dowodzaca p(a).

6. Mozna uzna¢ zdanie Ix p(x) wtw podano konstrukcj¢ pewnego elementu a oraz
zostato dowiedzione p(a).!

Dowdd intuicjonistyczny, w przeciwienstwie do klasycznego, jest rozdzielny wzglg-
dem alternatywy, tj. p v ¢ jest dowodliwe wtw p jest dowodliwe lub ¢ jest dowodli-
we. Oznacza to, ze intuicjonista na gruncie samej logiki, tj. bez pomocy matematyki,
nie jest w stanie udowodni¢ np. GH v —GH. Oczywiscie, podobnie wzgledem alter-
natywy zachowuje si¢ prawdziwos¢.”

I jeszcze jedna rzecz, intuicjonistyczna asercja zmienia sposob rozumienia twier-
dzenia matematycznego. W artykule Die intuitionistische Grundlegung der Mathe-

matik (1931 r.) przedstawiajacym podstawowe zalozenia intuicjonizmu Heyting od-

 Here, then, is the Brouwerian assertion of p: It is known how to prove p. We will denote this
by + p. The words ,,to prove” must be taken in the sense of ,.,to prove by construction”. [...] - —p
will mean: ,,It is known how to reduce p to a contradiction.”

2! Warto zauwazy¢, ze znaczenia statych logicznych Heyting wyjasnia tu w kategoriach uzasad-
niania. Alternatywa jest wyjasnienie w kategoriach dowodu: Dowodd zdania  jest konstrukcja
__ . Ma to zwiazek z wspomniana wczesniej dwuznaczno$cia terminu ,,dowod”. Jednak przedsta-
wione tu wyjasnienie uwazat on — jak sadz¢ — za podstawowe. Teza konceptualizmu prowadzi do
whniosku, ze dowod-obiekt jest zalezny od dowodu-czynnosci.

2 Natomiast na gruncie logiki klasycznej alternatywe p v ¢ wolno uznaé za prawdziwa, jesli
tylko pokazano, ze oba jej sktadniki nie moga by¢ falszywe, mimo ze nie wskazano dowodu zadne-
go z nich. Jest tak, gdyz prawdziwos¢ zdan determinowana jest przez niezalezng od poznajacego
podmiotu rzeczywistosc.
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roznit zdania od ich asercji, czyli stwierdzen. Warto na ten aspekt zwrdci¢ uwage.
Zdanie matematyczne wyraza intencj¢ (oczekiwanie) znalezienia konstrukcji je uza-
sadniajacej (tj. dowodu), przy czym intencja ta ,,odwotuje si¢ nie do stanu rzeczy
pomyslanego jako istniejacy niezaleznie od nas, ale do doswiadczenia pomyslanego
jako mozliwe” (Heyting 1931/2002, s. 67). Natomiast stwierdzenie danego zdania
matematycznego jest ustaleniem faktu empirycznego, a mianowicie spetnienia wyj-
sciowej intencji. Na przyktad, zdanie ,,Stata Eulera C jest liczba wymierna” wyraza
oczekiwanie znalezienia konstrukcji takiej, ze C = n/m, gdzie n i m sa liczbami cal-
kowitymi. Asercja jego oznacza, ze taka konstrukcja zostata znaleziona.”> Dodajmy,
ze w pOzniejszych pracach Heyting zrezygnowat z owej fenomenologicznej dystynk-
cji intencja/spetnienie. Na przyktad, w Intuitionism. An Introduction (1956 r.) pisat:

[Kazde] twierdzenie matematyczne wyraza jedynie fakt empiryczny, mianowicie pomyslny
wynik pewnej konstrukcji (Heyting 1956b, s. 8). [...] Kazde stwierdzenie matematyczne mozna
wyrazi¢ w tej oto postaci: ,,Dokonatem w swoim umysle konstrukcji A”. Matematyczna nega-
cj¢ tego stwierdzenia mozna wypowiedzie¢ jako: ,,dokonatem w umysle konstrukcji B, ktora
wyprowadza sprzeczno$¢ z przypuszczenia, ze konstrukcj¢ A doprowadzono do konca”, co
znowu ma t¢ sama posta¢ (tamze, s. 19). [...] Konieczne jest pojmowaé stowo ,,konstrukcja”
w szerszym sensie, tak by moglo oznaczaé takze ogélna metode konstrukeji (tamze, s. 103).%

Takie rozumienie stwierdzen prowadzi do odrzucenia zasady wytaczonego $rodka:

Formula dla prawa wylaczonego srodka ma teraz postaé: - p v —p. Mozna glosi¢ to prawo dla
okreslonego zdania p tylko wtedy, gdy p zostato udowodnione lub tez sprowadzone do sprzecz-
nosci. Zatem dowadd, ze prawo wylaczonego $rodka jest prawem ogdlnym, musiatby polegaé na
podaniu metody, za pomoca ktorej, gdy dane jest dowolne zdanie, zawsze mozna udowodnié¢
samo to zdanie albo jego negacj¢. Formuta p v —p oznacza wigc oczekiwanie konstrukcji ma-
tematycznej (metody dowodu), ktéra czyni zados¢ temu zadaniu; znaczy to, ze formuta ta jest
zdaniem matematycznym, a pytanie o jej prawdziwos¢ jest pytaniem matematycznym, ktore
moze by¢ rozwiazane za pomoca metod matematycznych, o ile w ogole jest rozwiazywalne
(Heyting 1931/2002, s. 68).

Zakwestionowanie zasady wylaczonego Srodka nie oznacza jednak wprowadzenia do
,Jogiki Brouwerowskiej” trzeciej wartosci logicznej.”> W zgodzie z pogladami twor-
cy intuicjonizmu zostaje tylko wyrdzniona trzecia kategoria zdan — poza + p i - —p.
Sa to zdania (obecnie) nierozstrzygalne. Z zalozenia maja one inny status niz stwier-

# Widaé tu pewne podobieristwo do Husserlowskiego rozumienia prawdziwosci jako stusznosci
intencji.

* [Every] mathematical theorem expresses a purely empirical fact, namely the success of a cer-
tain construction. [...] Every mathematical assertion can be expressed in the form: “I have effected
the construction A in my mind”. The mathematical negation of this assertion can be expressed as “I
have effected in my mind a construction B, which deduces a contradiction from the supposition that
the construction A were brought to an end”, which is again of the same form. [...] It is necessary to
understand the word “construction” in the wider sense, so that it can also denote a general method of
construction (Heyting 1956, s. 19, 103).

» Taki zarzut znajduje si¢ w pracy (Barzin, Errera 1927).
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dzenia. Nawiazujac do Brouwera, mozna powiedziec¢, ze ,,w ich tresci nie ma zadne;j

prawdy”.*

4. M. DUMMETT VERSUS D. PRAWITZ

Intuicjonizm w ujeciu M. Dummetta i D. Prawitza rézni si¢ od ujgcia klasycznego,
reprezentowanego przez Brouwera i Heytinga. Jest to intuicjonizm odpsychologizo-
wany, wpisany w filozoficzny spor realizm/antyrealizm, w ktérym logika poprzedza
matematyke. Chociaz obaj wymienieni autorzy utozsamiaja prawdziwo$¢ z dowo-
dliwoscia, jednak inaczej wyjasniaja ostatnie pojecie.

Wedlug Dummetta spor realizm/antyrealizm jest jedna z gtdéwnych kontrowersji
filozoficznych. Rozpatrywany na ptaszczyznie ontologicznej i w zastosowaniu do
matematyki dotyczy on przedmiotu teorii matematycznych — istnienia obicktow
matematycznych. Stanowiskami opozycyjnymi sa, odpowiednio, platonizm i konstruk-
tywizm (intuicjonizm). Podczas gdy platonisci ,,teorie matematyczne wiaza z pewna
pozaczasowa sfera abstrakcyjnych obiektow”, konstruktywisci ,,wiaza je z wlasnymi
operacjami umystowymi” w tym sensie, ze ,,obickty matematyczne same s umysto-
wymi konstrukcjami”, tzn. ,,istnieja tylko na mocy naszej matematycznej aktywnosci,
ktdra polega na umystowych operacjach oraz maja tylko takie wiasnosci, jakie mozemy
rozpozna¢ jako im przyshigujace” (Dummett 1977, s. 7).’ Zdaniem Dummetta,
wszelkie ,,odgorne” proby rozwiazania tego sporu sa beznadziejne. Bardziej obiecu-
jace 1 interesujace jest podejscie ,,oddolne”, bazujace na ujeciu go na plaszczyznie
semantycznej. W ujeciu tym dazy si¢ do sformutowania systematycznej teorii zna-
czenia, ktéra wraz z pojeciem prawdy dopuszczalnym dla danej klasy zdan (np. ma-
tematycznych) bedzie opisywata i wyjasniata funkcjonowanie danego jezyka. Teoria
ta oprocz tez semantycznych dotyczacych warunkow prawdziwosci zdan (a stad
ustalajacych tres¢ zdan) bedzie tez zawierata pewne tezy metafizyczne na temat za-
wartosci 1 struktury rzeczywistosci. Dla nas istotne jest to, ze taka zmiana ptaszczyzny
rozwazan nadaje kwestii epistemicznos$ci i temporalnosci prawdy status centralnego
zagadnienia. Przede wszystkim Dummett nie podziela pogladu Heytinga, Ze pojgcie
prawdziwosci mozna catkowicie wyeliminowac z dyskursu logiczno-matematycznego.

Oto jedna z licznych charakterystyk realizmu semantycznego, jakie mozna zna-
lez¢ w pracach Dummetta:

podstawowe zalozenie realizmu, w zastosowaniu do jakiej$ danej klasy zdan [np. zdan mate-
matycznych — Z.T.], sprowadza si¢ do tego, ze kazde zdanie tej klasy jest zdeterminowane ja-

¢ Przypomnijmy, znak asercji - wprowadzil Frege. Skladat si¢ on z poziomej kreski tresci i pio-
nowej kreski sadu. Napis: — 4 odczytuje si¢: zdanie, ze 4. Tak wigc, wedtug Brouwera i Heytinga,
prawdg wprowadza dopiero kreska sadu, oznaczajaca epistemiczna dowodliwos¢.

*7 Zaimek ,,nasza” nalezy rozumieé w sensie kolektywnym, a nie dystrybutywnym, tzn. pod-
miotem poznania matematycznego jest spoteczno$¢ komunikujacych si¢ migdzy soba matematy-
kéw. Ma to oddali¢ grozbg subiektywizmu, ktory stanowi pewne obcigzenie dla intuicjonistow.
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ko prawdziwe lub nieprawdziwe, niezaleznie od naszej wiedzy, przez jaka$ obiektywna rze-
czywisto$¢, ktorej istnienie i konstytucja jest takze niezalezna od naszej wiedzy” (Dummett
1981, s. 434; cytat za Szubka 2001, s. 70-71).

Owo zdeterminowanie specyfikujg warunki prawdziwosci wlasciwe dla klasycznej
semantyki dwuwarto$ciowej, zwane weryfikacyjno-transcendentnymi (ang. verifica-
tion transcendent) lub epistemicznie nieskrepowanymi (ang. epistemically uncon-
strained). Z jednej strony, semantyka ta prowadzi do teorii znaczenia, w ktorej ro-
zumienie zdania jest zgodne ze schematem (T) Tarskiego, z drugiej za$, uzyskana
teoria znaczenia uprawomocnia przyjeta semantyke.” Dummett wysuwa szereg za-
rzutdbw przeciw takiej teorii znaczenia. Jeden z nich, tzw. argument manifestacyjny,
mozna zrekonstruowacé nastgpujaco (Dummett 1975/1978, 1976/1993):

1. Znajomo$¢ znaczenia zdania, jego rozumienie, jest publicznie manifestowalna
(de facto wymaganie to stanowi warunek niezbgdny pomysinej komunikacji).

2. Znajomos¢ znaczenia zdania polega na znajomos$ci jego (weryfikacyjno-trans-
cendentnych) warunkéw prawdziwosci (teza ta zakltada, Zze pojecie prawdy jest
centralnym pojeciem semantycznym).

3. Publiczna manifestowalnos$¢ znaczenia jakiego$ zdania sprowadza si¢ do zdolno-
$ci zakomunikowania, ze zostaly uchwycone (znane sa) jego warunki prawdzi-
wosci, czyli zdolno$ci powiedzenia, czy rozwazane zdanie jest badz nie jest
prawdziwe.

4. Jezeli rozwazane zdanie nie jest efektywnie rozstrzygalne (np. dotyczy niedo-
stepnych obszaréw czasoprzestrzeni lub wszystkich elementow jakiego$ zbioru
nieskonczonego, albo ma posta¢ kontrfaktycznego okresu warunkowego), to nie
da sig¢ zakomunikowaé, ze doszto do uchwycenia jego warunkdéw prawdziwosci.

5. A zatem, znajomo$¢ warunkow prawdziwos$ci nie (zawsze) jest publicznie mani-
festowana.

6. A zatem, znajomos¢ znaczenia zdania nie sprowadza si¢ do znajomosci jego wa-
runkow prawdziwosci.

7. Stad za$ znaczenie zdania nie sprowadza si¢ do jego warunkoéw prawdziwosci.

Odrzucenie realizmu wiaze si¢ z zastapieniem klasycznej semantyki dwuwarto-
sciowej jakas$ inna semantyka, w ktorej nie bedzie obowiazywata zasada dwuwarto-
sciowosci 1 w ktorej podstawa w opisie znaczenia zdania beda warunki jego stwier-
dzalnosci (zamiast weryfikacyjno-transcendentnych warunkow prawdziwosci). Przy-
ktadem takiej semantyki jest, zdaniem Dummetta, semantyka intuicjonistyczna zary-
sowana przez Heytinga. Kwalifikuje ona okreslone konstrukcje jako dowody danych
zdan (relatywnie do ich budowy) i w ten sposob specyfikuje warunki usprawiedli-
wiajace ich asercj¢. Warunki te zostajg $cisle powigzane z naszymi zdolno$ciami po-
znawczymi, a zwlaszcza z umiejgtnoscia rozpoznania w przypadku kazdej okreslonej
konstrukeji, czy stanowi ona poprawny dowod rozwazanego zdania (zgodnie z ideg

2 Wspblezesnie teorie taka przypisuje si¢. D. Davidsonowi.
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argumentu manifestacyjnego relacja bycia $wiadectwem powinna byé efektywnie
rozstrzygalna). W efekcie, znajomos¢ znaczenia jakiegokolwiek zdania matematycz-
nego (jego rozumienie) sprowadza si¢ do zdolnos$ci rozpoznania jego ewentualnego
dowodu. Wedle Dummetta pojgcia znaczenia i prawdy sa w sposob skomplikowany
ze soba powiazane i od siebie zalezne, co powoduje, ze powinny by¢ wyjasniane ra-
zem. Tym, co je wiaze, jest pojecie §wiadectwa (dowodu) uzasadniajacego stwier-
dzenie danego zdania.

Tak wigc, idea prawdy pozaczasowej i catkowicie oderwanej od naszych zdolno-
$ci poznawczych zostata przez Dummetta zastapiona idea rozpoznawalnosci prawdy
na podstawie uzyskanego $wiadectwa:

[...] anty-realista w matematyce (czyli konstruktywista) musi utrzymywac, ze zdanie matema-
tyczne moze by¢ prawdziwe tylko na mocy rzeczywistego uzasadnienia, to znaczy na mocy
dowodu, ktory jest nam rzeczywiscie znany. [...] z konstruktywistycznego punktu widzenia
prawdziwos¢ zdania musi oznaczac, ze rzeczywiscie mamy jego dowod. Utozsamienie prawdy
matematycznej z intuicyjna dowodliwos$cia nie jest wige dla konstruktywisty mozliwym do
przyjecia punktem widzenia, jesli ,,intuicyjna dowodliwos$¢” oznacza istnienie intuicyjnie po-
prawnego dowodu, co z kolei miatoby znaczy¢ mniej niz jego rzeczywista znajomosc¢. Platoni-
sta, ktory uwazalby, ze pojgcie intuicyjnie poprawnego dowodu jest w petni okreslone, powie-
dziatby, ze, dla dowolnego zdania, albo istnieje jego dowdd, albo nie istnieje, niezaleznie od te-
g0, czy znamy ten dowod lub metodg jego konstrukcji i rozumiatby to w taki sposob, ze gdyby
naraz odkryto dowdd, to mialby on prawo powiedzie¢, ze dowdd zawsze istnial (Dummett
1963/1992, s. 28-30).

[...] jaka$ wypowiedz jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy jesteSmy zdolni znalez¢é sig
w polozeniu, w ktorym mozemy ja poprawnie stwierdzi¢ (Dummett 1978, s. xxii).”’

Pewien zamet do tak zarysowanego stanowiska wprowadza nastepujaca wypowiedz:

Konstruktywista moze zgodzi¢ si¢ z platonista, ze twierdzenie matematyczne, jesli jest praw-
dziwe, to jest prawdziwe bezczasowo: kiedy zdanie udowodniono, to tym samym bylo praw-
dziwe przez caly czas. Powiedzie¢ tak to, w istocie, utozsamic ,,4 jest prawdziwe” z ,,Mozemy
udowodni¢ A” zamiast z ,,4 zostalo udowodnione” i ,,4 jest falszywe” z ,,Nie mozemy udo-
wodni¢ A”. Taka interpretacja ,,prawdziwe” i ,,falszywe” wiernie oddaje podstawowe zasady
intuicjonizmu tylko wtedy, gdy ,,Mozemy udowodni¢ 4™ (,,4 jest dowodliwe”) nie jest inter-
pretowane ani tak, ze niezaleznie od naszej wiedzy istnieje cos, co, jesli to sobie uswiadomimy,
powinni$my uznaé¢ za dowod A, ani tak, ze faktycznie udowodnilismy 4 lub [faktycznie] za ja-
ki$ czas udowodnimy. W pierwszym przypadku powinnismy odwotaé¢ si¢ do platonistycznie
pojmowanej obiektywnej rzeczywistosci dowodow; w drugim, powinni$my mie¢ prawo za-
przeczy¢, ze A bylo dowodliwe na nie-matematycznych postawach (np. gdyby bliskie byto uni-
cestwienie rodzaju ludzkiego). ,,Mozemy udowodni¢ 4” musi by¢ rozumiane jako czynienie
prawdziwym tylko na mocy faktycznie przeprowadzonego przez nas dowodu 4, ale [,,Nie mo-
zemy udowodni¢ 4” musi by¢ rozumiane — Z.T.] jako czynienie falszywym tylko na mocy

#[...] a statement is true when and only when we are able to arrive at a position in which we

may correctly assert it.
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znalezienia przez nas czysto matematycznej przeszkody udowodnienia rozwazanego zdania
(Dummett 1977, s. 19).%°

Ot6z na poczatku wyjasnia si¢ prawdziwo$§¢ w nawigzaniu do platonskiego
$wiata obiektow matematycznych. Wlasciwie prawda zostaje pozbawiona episte-
micznego i temporalnego charakteru. Z drugiej strony, skoro prawdziwo$¢ utozsamia
si¢ z mozliwo$ciag udowodnienia, a mozliwo$¢ udowodnienia z czynieniem prawdzi-
wym w oparciu o faktycznie przeprowadzony dowdd, to zadne zdanie przed rozpo-
znaniem jego dowodu nie moze by¢ prawdziwe. Nadaje to prawdzie charakter epi-
stemiczny i temporalny. Trudno w tej sytuacji méwic o jakim$ zblizeniu konstrukty-
wizmu i platonizmu. Jezeli prawda ma mie¢ charakter atemporalny, to taki tez cha-
rakter musi mie¢ wystgpujace w jej okresleniu pojecie mozliwosci (dowodliwosci).
Dopoki wigc przyjmujemy, ze dysponowanie dowodem (posiadanie wiedzy o tym,
jak skonstruowa¢ dowdd) wyprzedza prawde, powinnismy odrzuci¢ platonskie prze-
konanie o atemporalnosci prawdy.”' Niezgodno$¢ owa mozna wyjasni¢ tym, Ze we-
dlug Dummetta konstruktywista wcale nie musi wyklucza¢ istnienia na zewnatrz
umystu jakiej$ rzeczywistosci matematycznej. Sprzeciwia si¢ on tylko temu, ze owa
rzeczywisto$¢ jest uprzednia w stosunku do praktyki badawczej matematyka i ja
ksztattuje. W sporze konstruktywistow z platonistami — pisze Dummett — nie cho-
dzi o to, czy rzeczywisto$¢, ktdra czyni nasze zdania prawdziwymi lub fatszywymi,
jest zewnetrzna, lecz o to, czy jest ona w pelni zdeterminowana (Dummett 1978,
s. xxix). Wiara w to drugie opiera si¢ na przekonaniu, ze kazdy fakt zachodzi badz
nie zachodzi. Chociaz ,,dociekania matematyczne ujawniaja cechy rzeczywisto$ci
matematycznej, ktore zniewalaja do ich uznania”, niemniej jednak ,,nie powinno si¢
na tej podstawie sadzi¢, ze rzeczywisto$¢ ta odwiecznie posiadata te cechy, zanim je
sobie uswiadomilismy” (Dummett 1998b, s. 16; cytat za Wieczorek 2005, s. 160).”

3% 1t would be possible for a constructivist agree with platonist that a mathematical statement, if
true, is timelessly true: when a statement is proved, then it is shown thereby to have been true all
along. To say this is, in effect, to equate “4 is true” with “We can prove 4” rather than with “A4 has
been proved”, and “A is false” with “We cannot prove 4”. Such an interpretation of “true” and
“false” remains faithful to the basic principles of intuitionism only if “We can prove 4” (“4 is prov-
able”) is not interpreted to mean either, at one extreme, that, independently of our knowledge, there
exists something which, if we became aware of it, we should recognize as a proof of 4, nor, at the
other, that as a matter of fact we either have proved 4 or shall at some time prove it. In the former
case , we should be appealing to a platonistically conceived objective realm of proofs; in the letter,
we should be entitled to deny that 4 was provable on non-mathematical grounds (e.g. if the oblit-
eration of the human race were imminent). “We can prove 4” must be understood as being rendered
true only by our actually proving 4, but as being rendered false only by our finding a purely mathe-
matical obstacle to proving it.

*' W innym miejscu cytowanej pracy Dummett jednoznacznie stwierdza, iz uzaleznienie praw-
dziwosci zdania matematycznego od posiadania jego dowodu kaze traktowa¢ predykat prawdy jako
znaczaco uczasowiony (Dummett 1977, s. 336).

32 Owo pojecie zniewalania mozna przyblizy¢ przywolujac Brouwerowskie pojecie ciagu wybo-
row jako konstrukcji, w ktorej wolnos¢ wyboru wartosci kolejnych wyrazow zalezy od wartosci
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Cechy owe powinno si¢ traktowaé jako ,.cechy, ktore zaistnialy wraz z ich odkry-
ciem”, natomiast ,,przed ich odkryciem rzeczywisto$¢ [matematyczna] byta pod tym
wzgledem po prostu nieokreslona” (tamze, s. 16). Tak wigc, na ksztalt rzeczywistosci
matematycznej, tj. na jej zawarto$¢ i strukturg, istotny wpltyw ma nasza umiejetnosé
konstruowania dowodéw odpowiednich twierdzen i to jest powodem, Ze nie jest ona
w petni zdeterminowana ani statyczna (lecz ,,ro$nie” w miar¢ uptywu czasu). Mozna
rzec, ze jest to rzeczywisto$¢ ,,dla nas”. Natomiast o rzeczywistosci matematycznej
catkowicie niezaleznej od naszej wiedzy, czyli ,,samej w sobie”, niewiele da si¢ po-
wiedzie¢. W konsekwencji, jesli nawet zalozymy, ze jaka$ rzeczywisto$¢ matema-
tyczna istnieje na zewnatrz umystu, to i tak w czynieniu zdan prawdziwymi znacze-
nie ma tylko ta rzeczywisto$¢, ktora wyznacza nasza zdolnos¢ konstruowania dowo-
dow. W szczegolnosci, wytlumaczenie istnienia (na zewnatrz) dowodu zdania znaj-
duje si¢ w naszej zdolnosci jego przeprowadzenia. Prawitz komentujac przytoczona
wyzej wypowiedz pisal, ze osobiscie nie ma nic przeciwko wyobrazeniu sobie ,,ist-
nienia dowodu w nawiazaniu do obiektywnej sfery dowodow”, gdyz ,,w takiej obiek-
tywnej sferze dowoddéw nie moze by¢ mowy o istnieniu dowodu, ktérego w zasadzie
nie jesteSmy zdolni rozpozna¢” (Prawitz 1987, s. 154). Mozna to rozumie¢ w ten
sposob, ze nie ma nic ztego w zatozeniu o platonskim i pozaczasowym istnieniu do-
wodow, dopdki w przyjmowanym przez nas pojeciu dowodliwosci, za pomoca kto-
rego formutujemy warunki poprawnej stwierdzalnosci, beda wystgpowaly kompo-
nenty epistemiczne wiazace je z nasza aktywnos$cia poznawcza.

Powtdrzmy, pojecie prawdziwos$ci wigze Dummett z pojgciem poprawnej asercji,
a nastepnie z pojeciem dowodu: zdanie matematyczne zostaje zakwalifikowane jako
prawdziwe, jesli jesteSmy zdolni dokona¢ jego poprawnej asercji, czyli jesli rzeczy-
wiscie posiedlismy jego dowod. Okreslenie to budzi rézne watpliwosci. Co to znaczy
rzeczywiscie posiasé dowod”? Czy mozna posiada¢ dowod, ktorego konstrukeja jest
tak skomplikowana, ze przekracza zdolnosci zwyklego umystu ludzkiego? Zrodtem
ktopotu jest tu pojecie dowodu. Zdaniem Dummetta koncepcja dowodu przyjeta
przez Heytinga jest nazbyt restryktywna. Nawet w intuicjonistycznej matematyce
asercja (dowod) alternatywy nie zawsze wymaga wybrania jednego z jej sktadnikoéw
i podaniu jego dowodu. Restryktywnos¢ ta ujawnia si¢ tez w warunku dla implikacji.
Przypomnijmy, dowod implikacji 4 — B wymaga przeksztatcenia dowolnego do-
wodu 4 na dowod B. W przypadku jakiej$ konkretnej konstrukcji rozstrzygnigcie
i zamanifestowanie, ze czyni ona zado$¢ temu zadaniu (ma wskazang wtasno$¢), mo-
ze by¢ niezwykle trudne. Z tego powodu Dummett wyrdznia dwa rozumienia pojgcia
dowodu — wezsze i szersze. Rozumienie wezsze odnosi si¢ do dowodu wlasciwego,
zwanego tez dowodem kanonicznym lub bezposrednim. Dowod kanoniczny jest kon-
strukcja wyrazong w ustalonej notacji, znormalizowana i odzwierciedlajaca budowg
dowodzonego zdania. Wychodzac od przestanek bedacych zdaniami atomowymi,

uzyskanych uprzednio w taki sposob, ze zostaje ona poddana coraz ostrzejszym i trwalym ograni-
czeniom, a nawet zostaje catkowicie zniesiona (tzw. the lawlike sequence).
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w sposob kompletny realizuje wszystkie skladajace si¢ nan operacje zgodnie z po-
rzadkiem wyznaczonym przez warunki interpretacji statych logicznych Heytinga.*®
Natomiast rozumienie szersze odnosi si¢ do czego$, co potocznie okresla si¢ jako wy-
kazanie (ang. demonstration) 1 co zwykle znajduje si¢ w ksiazkach. Wykazanie nie
jest dowodem wilasciwym, a jedynie jest ,,planem operacyjnym” lub ,,programem”
powiadamiajacym nas, jak skonstruowaé dowdd kanoniczny. Sita wykazania jako
przekonujacego argumentu polega na tym, ze jest ono sformutowane w zinterpreto-
wanym jezyku, oraz na mozliwo$ci podania dowodu kanonicznego:

Wykazanie jest tak przekonujaca podstawa asercji wniosku jak kanoniczny dowdd, z ktérym
wigze si¢ W nastgpujacy sposob: wykazanie twierdzenia dostarcza efektywnych srodkéw do
znalezienia kanonicznego dowodu (Dummett 1975a/1978, s. 240).*

Nie ma watpliwosci, ze asercja twierdzen matematycznych nie musi by¢ réwno-
znaczna z opartg na dowodach kanonicznych prawdziwoscia. Na czym wobec tego
polega prawdziwo$¢ zdan? Gdyby przyjaé, ze prawdziwos¢ zdan jest determinowana
przez dowody kanoniczne, wowczas prawdziwos$¢ przestanek i logiczna poprawnosé
przyjetych regul wnioskowania nie gwarantowataby prawdziwosci wniosku. Rzecz
w tym, ze aby wniosek byl prawdziwy, rozumowanie (lub jakas jego czg$¢) nie moze
by¢ wykazaniem, lecz musi uzyska¢ posta¢ dowodu kanonicznego, co w praktyce
moze okazac sig¢ skrajnie trudne do zrealizowania (np. gdy rozumowanie dotyczy te-
go, czy jaka$ olbrzymia liczba jest liczba pierwsza czy jest liczba ztozong). Gdyby
natomiast przyjaé, ze prawdziwos¢ zdan jest determinowana przez wykazania, wow-
czas nie bylaby rozdzielna wzgledem alternatywy, tzn. mozna by wykaza¢ prawdzi-
wos¢ alternatywy, nie wykazujac prawdziwosci zadnego z jej sktadnikow (analogicz-
nie w przypadku zdan egzystencjalnych). Czy mozna tych trudnosci uniknaé? We-
dlug Dummetta, sa one spowodowane nie tyle przyjetym sposobem rozumienia do-
wodu, ile utozsamieniem prawdziwosci z realizacja dowodu. Pojecie prawdziwosci
nalezy okre$li¢ w duchu stanowiska aktualizmu zliberalizowanego, tj. za prawdziwe
uwazac nie tylko takie zdania matematyczne, ktore zostaty lub zostana udowodnione,
lecz rowniez zdania, ktore wiemy, jak udowodnié, ale z roznych przyczyn by¢ moze
nigdy nie udowodnimy. Oto dwa cytaty dotyczace tej kwestii:

Zamiarem moim byto uznaé¢ za prawdziwe stwierdzenie, dla ktorego dysponujemy efektywna
procedura rozstrzygajaca, taka ze faktycznie da nam ona pozytywne rozstrzygnigcie, nawet jesli
nie wiemy, jakie ono bedzie (Dummett 1998a, s. 123).%°

3 Dummett prezentuje dowody korzystajac z dedukcji naturalnej w stylu Gentzena. Istnicje du-
ze podobienstwo pomigdzy obowiazujacymi w niej regutami wprowadzania a warunkami Heytinga.

3 A demonstration is just as cogent a ground for the assertion of its conclusion as is a canonical
proof, and is related to it in this way: that a demonstration of a proposition provides an effective
means for finding a canonical proof.

3 1t was intended to allow as true a statement for which we have an effective decision procedure
that will in,fact yield a positive result, even if we do not know this.
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[...] stwierdzenie jest prawdziwe pod warunkiem, ze faktycznie posiadamy $rodki pozwalajace
uzyska¢ jego dowdd kanoniczny, bez wzgledu na to, czy jesteSmy $wiadomi tego faktu [tj.
faktu, ze dowdd ow daje sig¢ uzyska¢ — Z.T.] . Czy taki krok bytby zdrada intuicjonistycznych
zasad? (Dummett 1975a/1978, s. 243).%°

Mowiac precyzyjniej: zdanie 4 jest prawdziwe wtw A zostalo udowodnione lub dys-
ponujemy efektywna metoda taka, ze (a) wiemy, iz po jej zastosowaniu uzyskamy
dowod (kanoniczny) 4 badz —A4 oraz (b) jej zastosowanie dostarczy dowodu 4 (cho-
ciaz akurat tego mozemy nie wiedzie¢). Co ewentualnie przemawia za takim okre-
$leniem prawdziwo$ci? Rozwazmy wykazanie jakiego$ zdania arytmetycznego po-
staci IxA(x). Jesli A(x) jest predykatem rozstrzygalnym, wtedy dla kazdej liczby na-
turalnej n procedura rozstrzygajaca prowadzi do alternatywy A(n) v —4(n), chociaz
az do momentu jej zastosowania nie wiemy, ktory jej sktadnik mozemy udowodnié.
Niewiedza ta — zauwaza Dummett — nie koliduje z uznaniem istnienia odpowiedzi
na pytanie, ktoéry ze skladnikoéw owej alternatywy otrzyma dowod (Dummett
1975a/1978, s. 244). Uzasadnienie to konczy konkluzja:

Jesli poddamy sig tej linii myslenia, to musimy utrzymywac, ze kazde twierdzenie utworzone
przez zastosowanie jakiego$ rozstrzygalnego predykatu do konkretnej liczby ma juz okreslona
warto$¢ logiczna, prawdg lub fatsz, chociaz my mozemy tego nie wiedzie¢. Zarazem, gdy to
przyjmiemy, nie sprawi zadnej réznicy, czy na poczatku postanowimy, ze liczby naturalne sa
wytworami ludzkiego umystu, czy tez ze sa one wiecznie istniejacymi obicktami abstrakcyj-
nymi. [...] Z tego powodu [...] kazde rozstrzygalne twierdzenie teorioliczbowe bedzie osta-
tecznie zdeterminowanie prawdziwe badz falszywe, niezaleznie od naszej wiedzy, doktadnie
tak, jak to jest w ujeciu platonskim (Dummett 1975a/1978, s. 245-245).>

Przeciw aktualizmowi radykalnemu Dummett wysunal niezaleznie kilka zastrze-
zen. Jedno z nich wykorzystuje tzw. paradoks wnioskowania (the paradox of infe-
rence). Przypomnijmy, od logicznie poprawnych regut wnioskowania dedukcyjnego
wymaga si¢, by zachowywaly prawdziwo$¢, tj. ilekro¢ przestanki sa prawdziwe, ty-
lekro¢ wniosek tez jest prawdziwy. Problem pojawia si¢, gdy prawdziwos$¢ utozsa-
mimy z jej aktualnym rozpoznaniem (faktycznym posiadaniem) dowodu kanonicz-
nego. Otdz takie ujgcie pozbawia wnioskowania dedukcyjne uzytecznosci, gdyz od-
biera im zdolno$¢ do rozszerzania wiedzy — wnioskujacy od jednych zdan rozpo-
znanych jako prawdziwe przechodzi do innych zdan réwniez rozpoznanych jako
prawdziwe (Dummett 1975b/1978, s. 297; Dummett 1991/1998, s. 309). Tymczasem

36 [...] a statement is true provided that we are in fact in possession of a means of obtaining a

canonical proof of it, whether or not we are aware of the fact. Would such a step be a betrayal of
intuitionist principles?

37 If we yield to this line of thought, then we must hold that every statement formed by applying
a decidable predicate to a specific natural number already has a definite truth-value, true or false,
although we may not know it. And, if we hold this, it makes no difference whether we chose at the
outset to say that natural numbers are creations of the human mind or that they are eternally existing
abstract objects. [...] For [...] each decidable number-theoretic statement will already be determi-
nately true or false, independently of our knowledge, just as it is on platonistic view.
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wnioskowanie dedukcyjne ,,ma dla nas jakas warto$¢ jedynie wtedy, gdy od przesta-
nek, ktore juz uznaliSmy za prawdziwe, nie zawsze prowadzi nas do wniosku, ktory
tym samym juz za prawdziwy uznaliSmy” (Dummett 1991/1998, s. 277). Usprawie-
dliwienie wnioskowania dedukcyjnego, zachowujace jego wiedzotwodrczy charakter,
»Wwymaga — pisze Dummett — pewnej luki pomigdzy prawda a jej rozpoznaniem”
(Dummett 1975b/1978, s. 314). Nalezy przyjac, ze prawdziwos¢ zdania jest czyms$
odrgbnym — cho¢ nie catkowicie niezaleznym — od rozpoznania jego prawdziwo-
$ci opartego na faktycznie posiadanych podstawach (dowodzie). Wnioskowanie de-
dukcyjne zawsze wiaze si¢ z pokonaniem pewnego ,.epistemicznego dystansu”
dzielacego przestanki od wniosku, a mianowicie przejscie od rozpoznania prawdzi-
wosci przestanek do rozpoznania prawdziwosci wniosku dokonuje si¢ za posred-
nictwem rozpoznania logicznej poprawnos$ci stosowanej reguty wnioskowania. Ina-
czej rzecz ujmujac, przejscie od rozpoznania prawdziwosci przestanek do rozpozna-
nia prawdziwo$ci wniosku realizuje si¢ (na terenie matematyki) poprzez rozpozna-
nie, ktora sposrod dostgpnych nam metod przeksztatcania dowolnego dowodu prze-
stanek na dowdd wniosku wraz z dowodem przestanek pozwoli nam udowodnic¢
whniosek (tj. da nam metodg konstrukcji dowodu wniosku).

Druga trudno$¢ dotyczy Zasady Chrzescijanskiego Mifosierdzia, okreslajacej
tworczy podmiot matematyczny: 4 — In+, A. Za jej pomoca mozemy uzasadni¢ na-
stgpujace, nieintuicyjne, twierdzenie: VmB(m) — Vm3nr, B(m), tzn. jesli prawdziwe
jest dane zdanie ogdlne (zostalo ono juz udowodnione), to powinniSmy (jesteSmy
zobowiazani) udowodnié¢ w przysztosci — o ile jeszcze tego nie zrobilismy — kazda
(z osobna) jego konkretyzacje. Dummett odrzuca propozycjg, aby operator +, rozu-
mie¢ jako informujacy, ze dowod twierdzenia ogdlnego jest zarazem dowodem
wszystkich jego konkretyzacji. Trzeba by ja bowiem rozszerzy¢ na kazda rozpozna-
na konsekwencj¢ logiczna, gdyz +,, A A+, (4 = B) — 3dn+, B, gdzie n = max(m, k)
(Dummett 1975a/1978, s. 233-237; Dummett 1977, s. 348-350). Wracamy w ten
sposob do paradoksu wnioskowania. Powstaly klopot — zauwaza angielski filozof
— wynika z postugiwania si¢ zbyt rygorystycznym pojeciem prawdy. Trzeba zlibe-
ralizowa¢ rozumienie wzoru 3nt, A. Stwierdzenie, ze istnieje stadium, na ktérym to
a to obowiazuje, nalezy zastapi¢ stwierdzeniem, ze dysponujemy efektywnymi $rod-
kami pozwalajacymi na zrealizowanie owego stadium.

Podsumowujac, mimo pewnego zblizenia do platonizmu, Dummett odrzuca ja-
kakolwiek realistyczng interpretacj¢ pojecia dowodliwosci. Opowiada si¢ za seman-
tyka dzielaca zdania matematyczne na: (a) zdania, ktoére wiadomo, jak udowodnic (tj.
posiadamy efektywne $rodki konstrukcji ich dowodéw kanonicznych), niezaleznie
od tego, czy odpowiedni dowdd zostanie kiedykolwiek urzeczywistniony, (b) zdania,
ktére wiadomo, jak obali¢, niezaleznie od tego, czy kiedykolwiek urzeczywistnimy
odpowiednia procedurg obalajaca, (c) zdania (obecnie) nierozstrzygalne, tj. zdania
niemieszczace si¢ w dwu powyzszych klasach.

Wydaje sig, ze i ta koncepcja prawdziwosci rodzi pewne trudno$ci. Mianowicie,
usuwa ona z pola uwagi pewne swoiste czynnosci poznawcze. Na przyktad, na jej
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gruncie zdania ,,Osoba a zastanawia si¢ nad prawdziwoscia hipotezy 4” oraz ,,Osoba
a zastanawia si¢ nad mozliwoscia udowodnienia (lub obalenia) hipotezy A4 za pomo-
ca znanych sobie metod” wyrazaja to samo. Mozna przeciw temu oponowac: kto$
moze zastanawiac sig, czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb zaprzyjaznionych,
nie zastanawiajac si¢ nad mozliwo$cia udowodnienia stosownego twierdzenia, gdyz
wie, ze nieznana jest zadna metoda jego dowodu, a jego rozwazania majg charakter
mistyczny. Rozwazmy jeszcze przyktad wzorowany na przypadku Wielkiego Twier-
dzenia Fermata. Zatézmy, iz osoba a przypuszcza, ze zdanie A jest prawdziwe.
Przyjmijmy ponadto, ze wiele lat po $mierci @ udowodniono 4, wykorzystujac pew-
ne nowe metody, catkowicie nieznane a, oraz pokazano, iz na gruncie metod dostgp-
nych w okresie zycia a zdanie A4 bylo nierozstrzygalne. Czy przypuszczenie a
o prawdziwosci 4 bylo biedne? Zwolennik koncepcji Dummetta, wbrew intuicji,
powinien odpowiedzie¢ na to pytanie twierdzaco.

Przejde obecnie do przedstawienia stanowiska Prawitza. Ot6z probuje on pogo-
dzi¢ intuicjonizm z przekonaniem, ze twierdzenia matematyczne sa prawdziwe na
mocy obiektywnie istniejacych dowodow (kanonicznych). Prawdziwos$é nie redukuje
si¢ do poprawnej stwierdzalnos$ci. Oto stosowne cytaty:

Mozemy powiedzie¢, ze jakie$§ zdanie matematyczne jest prawdziwe, jezeli istnieje jego do-
wod, w pozaczasowym lub abstrakcyjnym sensie [stowa] istnieje [...]. Alternatywnie t¢ sama
ideg mozemy wyrazi¢ méwiac, ze zdanie 4 jest prawdziwe, jezeli ,,mozemy udowodni¢ 4™ [...]
To, ze mozemy udowodni¢ 4 nie jest rozumiane w tym sensie, ze dowiedzenie 4 jest praktycz-
nie osiagalne, lecz tylko tak, ze jest mozliwe w zasadzie udowodnienie 4, kiedy abstrahujemy
od dlugosci naszego zycia, braku wytrwatosci i inteligencji, itd. Podobnie, to, ze istnieje dowod
A nie znaczy, ze dowdd A zostanie skonstruowany, lecz tylko ze istnieje mozliwos$¢ skonstru-
owania dowodu 4 (Prawitz 1987, s. 153-154).%

Utrzymujg wigc, ze nawet w teorii znaczenia [danej] w kategoriach dowodéw (lub weryfikacji)
musimy uczyni¢ miejsce dla mozliwosci przyjecia idei dowodliwosci lub abstrakcyjnego ist-
nienia dowodow; interpretowanie naszych wypowiedzi jako o tym, co zostalo udowodnione lub
o faktycznie istniejacych dowodach byloby zbyt waskie [...] Mozemy zatem powiedzie¢, ze
poprawno$¢ stwierdzenia wymaga faktycznego istnienia dowodu, podczas gdy prawdziwosé
stwierdzonego zdania wymaga tylko (oraz jest identyczna z) potencjalnego istnienia dowodu
tego zdania (Prawitz 1998a, s. 48).%

** We may say that a mathematical sentence is true if there exists a proof of it, in tenseless or
abstract sense of exists. [...] Or we may express the same idea by saying that a sentence 4 is true if
“we can prove A” [...] that we can prove 4 is not to be understood as meaning that it is within our
practical reach to prove 4, but only that it is possible in principle to prove 4 when we abstract from
the shortness of our lives, the lack of perseverance and intelligence, and so on. Similarly, that there
exists a proof of 4 does not mean that a proof of 4 will be constructed but only that the possibility is
there for constructing a proof of 4.

39 1 am thus arguing that even within a theory of meaning in terms of proofs (or verifications) we
must make room for the possibility of entertaining ideas of provability or of abstract existence of
proofs; it would be too narrow to construe our speech to be only about what is proved or about ac-
tual existence of proofs. [...] We can then say that the correctness of an assertion requires the actual
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Zwiazek tak rozumianej prawdziwosci z czasem i naszymi zdolnoSciami przeprowa-
dzenia dowodow jest nastepujacy: kiedy juz pokazano, iz dane zdanie jest prawdzi-
we, pokazano tym samym, iz faktycznie wczesniej bylo ono prawdziwe, gdyz jego
dowdd istnial, zanim zostat odkryty. Wiedz¢ o tym, jaka ewentualnie konstrukcja be-
dzie dowodem jakiego$ zdania, wyznacza znajomo$¢ warunkOw jego poprawnej
asercji. Skoro jednak istnienie dowodu jest niezalezne od aktu dowodzenia, skon-
struowanie dowodu zdania nie czyni owego zdania prawdziwym, a jedynie upewnia
nas o jego prawdziwosci. Ujecie to ma niewatpliwe zalety. Po pierwsze, zachowany
zostaje tradycyjny poglad na natur¢ dowodu jako niepodwazalnego argumentu do-
starczajacego wiedzy o obicktywnym uniwersum matematycznym. Po drugie, za-
chowane zostaje tradycyjne przekonanie o pierwotno$ci prawdy wzgledem stwier-
dzalno$ci.

Dummett wskazuje, ze stanowisko Prawitza prowadzi do uznania zasady dwu-
warto§ciowosci, a nastgpnie do obrazu rzeczywistosci jakosciowo zdeterminowane;j,
czyli realizmu. Wyjasnia to nast¢pujaco: jezeli prawdziwo$é zdania 4 utozsamimy
z istnieniem jego dowodu i przyjmiemy, ze dowdd A istnieje w sposdb catkowicie
niezalezny od naszych mozliwosci odnalezienia go, to naturalna koleja rzeczy bedzie
utozsamienie fatszywosci zdania A4 z nieistnieniem jego dowodu, a w konsekwencji
rozwazane zdanie bedzie albo zdeterminowanie prawdziwe, albo zdeterminowanie
falszywe niezaleznie od naszych zdolnosci przeprowadzenia jego dowodu. Wydaje
sig, ze Prawitz przewidziat ten zarzut:

Chociaz idea dowodu istniejacego niezaleznie od naszego uzyskania go z pewnoscia ma po-
smak realizmu, nie myslg, ze jest rownoznaczna z wykonaniem catego kroku w strong reali-
zmu. Zamierzam przedstawi¢ dwie racje usprawiedliwiajace to zapatrywanie. Po pierwsze, do-
wody rozumiane tak jak tutaj sa czyms, co w zasadzie moze by¢ przez nas poznane i dlatego
nie ma mowy o w zasadzie niepoznawalnych dowodach. Po drugie, nie rozumiem, dlaczego
alternatywa ,,albo istnieje dowdd A4, albo nie istnieje dowod 4” musi by¢ interpretowana w spo-
sob klasyczny. Mimo ze myslimy o dowodach jako jako$ istniejacych nawet przed ich odnale-
zieniem, intuicjonista moze nadal utrzymywac, iz stwierdzenie alternatywy o istnieniu badz
nieistnieniu dowodu 4 wymaga, aby$my wiedzieli, jak odnalez¢ potwierdzenie istnienia dowo-
du A badz nieistnienia dowodu 4. Dla dowolnego A nie wiemy, jak odnalez¢ takie potwierdze-
nie, a wigc nie powinniSmy mie¢ zadnej trudnosci z powstrzymaniem si¢ od pomyslenia, ze
owa alternatywa w zasadzie jest prawdziwa (Prawitz 1998a, s. 48).%

existence of a proof, while the truth of the asserted proposition requires only (and is identical with)
the potential existence of a proof of the proposition.

0 Although the idea of proofs existing independently of our hitting upon them certainly contains
a flavour of realism, I do not think that it amounts to a full step to realism. I want to give two rea-
sons for thinking so. Firstly, proofs as here understood are something that in principle can be known
by us, and hence there is no talk about in principle unknowable proofs. Secondly, I do not see why
the disjunction “either there exists a proof of A or there does not exist a proof of A” must be taken
in a classical way. Although we think of the proofs as having some kind of existence even before we
find them, an intuitionist may still maintain that to assert the disjunction that either there is or there
is not a proof of A requires that we know how to find a verification either of the existence of a proof
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W opinii Prawitza ,,filozofia matematyki, ktora nie potrafi wyjasni¢ obiektywno-
$ci matematyki, szwankuje” (Prawitz 1998a, s. 49).*' Rzeczywisto$¢ matematyczna
ujmowana przez pryzmat pojecia prawdy jest pozaczasowa (statyczna), niezalezna
od naszej aktywnoéci poznawczej i nie ma zadnych luk — wszystkie pytania, na kto6-
re potrafimy poprawnie odpowiedzie¢, mialy wczesniej takie odpowiedzi. Natomiast
ujmowana przez pryzmat poprawnej stwierdzalnoséci zmienia si¢ zaleznie od naszej
wiedzy oraz nie jest w petni zdeterminowana w tym sensie, ze nie mozemy by¢ pew-
ni, iz kazde matematyczne pytanie rozstrzygnigcia ma odpowiedz.*

Jesli przyjmiemy punkt widzenia Prawitza, to spor konstruktywistow z platoni-
stami (na plaszczyznie semantycznej) mozna sprowadzi¢ do wymogu rozpoznawal-
nosci prawdy. Jest on podstawowym motywem intuicjonistycznej rewizji logiki kla-
sycznej, przede wszystkim za$ odrzucenia prawa wyltaczonego srodka.

5. ZAKONCZENIE

Mowiac ogolnie, intuicjonizm jest kierunkiem zmierzajacym do zrekonstruowa-
nia matematyki za pomoca wylacznie metod konstruktywnych. Wsrod jego przed-
stawicieli nie ma jednak zgody co do tego, czy prawde¢ utozsami¢ z aktualnie istnie-
jacymi dowodami, czy ze znajomos$cia metody realizacji dowodu, czy tez realistycz-
na dowodliwoscia.
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