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Subiektywne prawdopodobienstwo
i problem przeliczalnej addytywnosci

Dzigki pracom Bruno de Finettiego oraz Franka P. Ramseya matematyczne pojg-
cie prawdopodobienstwa zyskalo filozoficzng interpretacj¢ nazywana subiektywna
badz tez personalistyczng. Dotaczyta ona do takich teorii interpretujacych prawdo-
podobienstwo jak logiczna (John M. Keynes, Jan Lukasiewicz), czgstosciowa (Hans
Reichenbach, Richard von Mises) oraz sklonnosciowa (Karl Popper). W mysl su-
biektywnej interpretacji prawdopodobienstwo zajscia jakiego$ zdarzenia lub praw-
dziwosci jakiego$ zdania jest stopniem przekonania podmiotu. Ramsey oraz de Fi-
netti wykazali poprzez tak zwany argument z Zaktadu Holenderskiego (Dutch Book
Argument), iz stopnie przekonan, aby byly racjonalne, powinny by¢ zgodne z aksjo-
matami rachunku prawdopodobienstwa zaproponowanymi w 1933 roku przez An-
drieja N. Kotmogorova w jego stynnych Grunbegriffe der Wahrscheinlichkeitrech-
nung. Takie stopnie sa wowczas koherentne. De Finetti interpretujac prawdopodo-
bienstwo subiektywnie podat w watpliwo$¢ jeden z klasycznych aksjomatéow ra-
chunku prawdopodobienstwa, mianowicie przeliczalng addytywnos¢. Tak zwana Jo-
teria de Finettiego miata wykazag, iz przeliczalna addytywno$¢ nie znajduje uzasad-
nienia na gruncie subiektywnej interpretacji jako aksjomat rachunku prawdopodo-
biefistwa, a w konsekwencji nie musi by¢ spetniona jako jeden z wymogow koheren-
cji stopni przekonan. W artykule niniejszym pokazujg, iz argument z loterii de Fi-
nettiego nie wyklucza mozliwosci uzasadnienia, srodkami subiektywnej teorii praw-
dopodobienstwa, aksjomatu przeliczalnej addytywnosci. Z teza ta daja si¢ pogodzié
co najmniej dwa stanowiska: pierwsze — modwiace, iz mozna uzasadni¢ przeliczalna
addytywnosc¢ i pozostawi¢ loterie de Finettiego jako szczegolny przypadek, w kto-
rym ona nie zachodzi, oraz drugie — opowiadajace si¢ za mozliwo$cia uzasadnienia
owego aksjomatu i tym samym za mozliwo$cia odrzucenia loterii de Finettiego, jako
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nieracjonalnej. Ta druga mozliwos¢, reprezentowana przede wszystkim przez Jona
Williamsona, wydaje si¢ bardziej zgodna z gtdéwnymi zatozeniami subiektywistow,
mimo pewnych watpliwosci wysuwanych pod jej adresem.

1. PROBABILISTYCZNA KOHERENCJA
I ARGUMENT Z ZAKEADU HOLENDERSKIEGO

Budujac subiektywne rozumienie prawdopodobienstwa, Ramsey byt §wiadomy
trudnos$ci zwigzanych z zaproponowaniem poprawnego sposobu mierzenia takich
prawdopodobienstw. W szczegdlnosci odrzucit on utozsamianie stopni przekonan
z intensywnoscia uczucia towarzyszacego przekonaniu oraz mierzenie owej inten-
sywnos$ci uczucia jakim$ rodzajem introspekcji. Zdaniem Ramseya mozemy miec
przeciez silne przekonanie o czyms, ktéremu nie towarzyszy zadne uczucie.! Osta-
tecznie Ramsey, a za nim de Finetti uznali, iz racjonalnie jest utozsamia¢ stopien
przekonania podmiotu z gotowoscia do przyjecia zaktadu przedstawiang w postaci
tak zwanego ilorazu zaktadu.’

Przypusémy zatem, iz dwa podmioty X i Y zakladaja si¢ o prawdziwos¢ jakiego$
zdania 4. Podmiot X stawia 13, przeciwko 3$ postawionym przez podmiot Y, za
prawdziwos¢ tego zdania. Stawka S tego zaktadu sa wige 4 dolary. Stopien przeko-
nania podmiotu X lub Y jest woéwczas ilorazem zaktadu g dla X lub dla Y (betting qu-
otinet), czyli stosunkiem stawki kazdego z zaktadajacych si¢ podmiotéw do ogolne;j

sumy stawek. Dla X wynosi wigc 54 , czyli Y4, dla Y zas _ 5B , czyli %.°
SA+ SB S4+SB

Korespondencja zachodzaca migdzy stopniami przekonan a ilorazami zaktadow
stanowi istotne zalozenie, przedstawionego niezaleznie przez Ramseya i de Finettie-

! Ramsey pisze nastepujaco: This view would be very inconvenient, for it is not easy to ascribe
numbers to the intensities of feelings; but apart from this it seems to me observably false, for the
beliefs which we hold most strongly are often accompanied by practically no feeling at all; no one
feels strongly about things he takes for granted (F. P. Ramsey, Truth and Probability, [w]: Philo-
sophical Papers, ed. D.H. Mellor, Cambridge 1990, Cambridge University Press, s. 65).

? Ramsey ujmuje zwiazek migdzy zakladem a stopniem przekonania nastepujaco: The old es-
tablished way of measuring a person’s belief'is to propose a bet, and see what are the lowest odds
which he will accept. This method I regard as fundamentally sound (F. P. Ramsey, Truth..., s. 68).
Doktryna de Finettiego, znana powszechnie jako operacjonizm w stosunku do stopni przekonan,
moze by¢ przedstawiona za pomoca nastgpujacego fragmentu: The probability P(E) that You attrib-
ute to an event E is therefore the certain gain p which You judge equivelent to a unit gain condi-
tional on the occurence of E: in order to express it in a dimensionally correct way, it is preferable to
take pS equivalent to S conditional on E, where S is any amount whatsover, one Lira or one million,
320 or £75 (B. de Finetti, Theory of Probability, vol. 1, New York 1990, Wiley, s. 75).

? Mozemy przyjaé takze, iz iloraz zaktadéw ¢ odpowiada stosunkowi szans ¢ :(1 — ¢). W kon-
sekwencji iloraz zaktadow % (0.75) odpowiada stosunkowi szans 75:25, co z kolei jest rowne sto-
sunkowi 3:1, iloraz za$ zaktadow %4 (0.25) odpowiada stosunkowi szans 25:75, czyli 1:3.
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go, argumentu z Zaktadu Holenderskiego za tak zwana koherencja stopni przekonan,
czyli wymogiem racjonalnosci stopni przekonan méwiacym, iz stopnie przekonan
powinny by¢ zgodne z aksjomatami rachunku prawdopodobienstwa.® Uzasadnieniem
tego wymogu jest argument z Zaktadu Holenderskiego. Argument ten méwi, iz pod-
miot narazony jest na przyjecie jako uczciwego takiego systemu zaktadow, ktory
gwarantuje mu pewna przegrana, niezaleznie od wyniku zaktadu wtedy i tylko wte-
dy, gdy stopnie przekonan takiego podmiotu nie sa zgodne z aksjomatami rachunku
prawdopodobienstwa. Taki system zakladow nazywamy Zaktadem Holenderskim
(Dutch Book).” Przyjecie takiego systemu zaktadow jest za$ przejawem nieracjonal-
nosci. Argument ten dowodzi takze, iz podmiot nie jest narazony na Zaktad Holen-
derski wtedy i tylko wtedy, gdy jego stopnie przekonan sa zgodne z aksjomatami ra-
chunku prawdopodobienstwa.

Ramsey oraz de Finetti przedstawili argument z Zaktadu Holenderskiego osobno
dla poszczegoélnych aksjomatéw rachunku prawdopodobienstwa zaproponowanych
przez Kolmogorova. W tym miejscu nalezy zaznaczy¢, iz chodzi tutaj o aksjomaty
z pierwszej czeSci Grunbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung Kolmogorova, tj.
aksjomaty dla skonczonych zbioréw zdarzen. Aksjomatyczna definicje prawdopodo-
bienstwa dla skonczonych zbioréw zdarzeh mozna przedstawié nastepujaco.’ Niech
Q bedzie niepustym zbiorem (przestrzenia zdarzen), a M klasa podzbiorow’ z Q.
Prawdopodobienstwem P nazywamy funkcje P: M—][0,1] spelniajaca nast¢pujace
aksjomaty:

) Dla kazdego zdarzenia E € M prawdopodobienstwo P(E) jest liczba
nieujemna: P(E) > 0.

2) Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego Q jest rowne jednosci: P(Q)
=1.

3) (Skonczona addytywnos¢ prawdopodobienstwa).

* Termin koherencja zostal wprowadzony przez de Finettiego. Ramsey postugiwat sig terminem
niesprzecznosci i twierdzit, iz prawa prawdopodobienstwa sa prawami niesprzecznosci.

’ Lehman charakteryzuje Zaklad Holenderski w ten oto spos6b: If a bettor is quite foolish in his
choice of the rates at which he will bet, an opponenet can win money from him no matter what hap-
pens ... Such a losing book is called by [bookmakers] a “dutch book” (R. S. Lehman, On Confir-
mation and Rational Betting, “The Journal of Symbolic Logic”, 1955 nr 3 (20), s. 251).

¢ Aksjomaty prawdopodobiefistwa przedstawiam za L. T. Kubik, Rachunek prawdopodobier-
stwa, Warszawa 1981, PWN, s. 37.

7 Niepusta klasa podzbioréw M zbioru Q nazywa sig algebra zbiorow, jezeli spetnia nastepujace
warunki: (1) Q € M, (2) jezeli A,Be M,to AuBe M, (3)jezeliAe M,to -A=Q\Ae M,
gdzie —A jest dopelieniem zbioru A. Kazda algebra zbioréw M ma nastgpujace wiasnosci: (4) & =
—Q e M, gdzie —Q jest dopetnieniem zbioru Q, (5) jezeli A, Be M, to An B e M, (6) jezeli A, B
€ M, to A\ B e M; Por. M. Krzysko, Wykiady z teorii prawdopodobienstwa, Warszawa 2000, Wy-
dawnictwa Naukowo-Techniczne, s. 11.
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Prawdopodobienstwo alternatywy skonczonej liczby parami wylacza-
jacych sig zdarzen jest rowne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen:
jezeli Ey, Es, ... € M, przy czym dla kazdej pary wskaznikow i, j (i #j)
jest E; M E; =@, to dla kazdego n:

P(UE)= 2 P(Ey).

k=1 k=1

Przyjrzyjmy sig¢ argumentowi z Zaktadu Holenderskiego dla trzeciego z aksjo-
matéw, tj. dla aksjomatu skoficzonej addytywnosci.® Mowi on, iz podmiot nie jest
narazony na pewna przegrana wtedy i tylko wtedy, gdy jego stopnie przekonan spet-
niaja aksjomat skonczonej addytywnosci, tj. wtedy, gdy suma zloZzona ze stopnia
przekonania o zaj$ciu zdarzenia E; oraz ze stopnia przekonania o zaj$ciu zdarzenia
E; jest rowna stopniowi przekonania o zaj$ciu zdarzenia E; lub zdarzenia E,. Zat6z-
my, iz podmiot X chce zmierzy¢ stopien przekonania podmiotu Y o tym, ze zajdzie
zdarzenie E. W tym celu X proponuje Y przystapienie do zaktadu na nastgpujacych
warunkach: podmiot ¥ musi wybracé iloraz zaktadu ¢, ze zajdzie zdarzenie E (tj. de-
cyduje sig, jaki jest jego stopien przekonania o tym, ze zajdzie E) i nastgpnie pod-
miot X wybiera stawke S. Podmiot Y ptaci podmiotowi X ¢S w zamian za to, ze wy-
gra S, jesli zajdzie zdarzenie E. Wykazmy najpierw, iz jesli podmiot Y jest narazony
na pewng przegrang niezaleznie od wyniku zaktadu, to jego stopnie przekonan nie
spetniaja aksjomatu skonczonej addytywnosci. Zgodnie z naszym zatozeniem pod-
miot ¥ wybiera ilorazy zaktadu g, ..., g,, @ podmiot X wybiera stawki S, ..., S,. Je-
$li zdarzenie E; zajdzie, to wowczas wygrana podmiotu X oznaczana jako G; moze
by¢ przedstawiona za pomocg rownania G; = ¢q; S; + ... + ¢, S, — S;. Zatem jesli
podmiot X wybierze stawki w ten sposob, iz S; =S, = ... =S, =S, to wowczas jego
wygrana moze by¢ przedstawiona rownaniem G; = S(q; + ... + g,— 1). Wynika z te-
g0, iz (i) jesli podmiot Y ustali sume swoich ilorazow zaktadu na wigksza niz 1, to
podmiot X zawsze wygrywa, ustalajac stawke S na wigksza od 0, oraz (ii) jesli pod-
miot Y ustali sume swoich ilorazow zaktadu na mniejsza od 1, to X zawsze wygrywa,
ustalajac stawke¢ S na mniejsza od 0. Podmiot Y chcac unikna¢ pewnej przegrane;j,
powinien ustali¢ sum¢ swoich ilorazéw zaktadow jako rowna 1, czyli spehnié skon-
czong addytywnos¢.

Wykazmy z kolei, iz jesli stopnie przekonan podmiotu Y spehniaja aksjomat
skonczonej addytywnosci, to podmiot 6w nie jest narazony na pewnag przegrana.
Zatem, zat6zmy, iz ilorazy zaktadu podmiotu Y sa skonczenie addytywne, tj. g; + ...
+¢q,=1.Zréownania G;=¢q; S; + ... + q, S,— S; otrzymujemy zatem ¢,G; = q;(q; S; +
...+ ¢, S,)— ¢:S; . Sumujac przez i, otrzymujemy z rownania ¢;G; = q;(q;S; + ... +
4.5, ) — q:S; rtdbwnanie postaci ¢,G; + ¢,G,+ ... + ¢,G, = 0. Rownanie to pokazuje, iz
nie wszystkie wygrane X moga mie¢ warto$¢ dodatnia. Dlaczego? Otdz, jesli

% Argument ten przedstawiam w oparciu o D. Gillies, Philosophical Theories of Probability,
London 2003, Routledge, s. 61.
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wszystkie wygrane G; mialyby mie¢ warto$¢ dodatnia wigksza od 0, to wowczas
q:G; + q,G,+ ... + ¢q,G, > 0. Jeéli za$ nie wszystkie wygrane X maja wartos¢ dodat-
nia, to Y nie jest narazony na pewna przegrana.

Zilustruyjmy ten w duzym stopniu abstrakcyjny argument konkretnym przykta-
dem. Zat6zmy, iz podmiot X oferuje nastgpujace ilorazy dla trzech zaktadow: pierw-
szy (p) 308 za tym, iz w 2009 roku nagrode Nobla z fizyki zdobedzie Polak, przy
stawce do wygrania 1008, drugi (¢) 60$ za tym, iz w 2009 roku bedzie w Polsce
obowiazywata waluta euro, przy stawce do wygrania 100$ oraz trzeci (p Vv ¢) 100$
za tym, iz w 2009 roku nagrode¢ Nobla z fizyki zdobedzie Polak lub w 2009 roku be-
dzie w Polsce obowiazywala waluta euro, przy stawce do wygrania 100$. Ilorazy za-
ktadow podmiotu X nie speiniaja zatem aksjomatu skonczonej addytywnosci, ponie-
waz p +q < (pV q), cho¢ wydaja sig racjonalne. Argument z Zaktadu Holenderskie-
go implikuje, iz w takiej sytuacji podmiot X poniesie przegrana niezaleznie od tego,
ktore ze zdarzen si¢ spelni. Wystarczy, iz bookmacher zastosuje nastgpujaca strate-
gie: sprzeda podmiotowi X trzeci zaktad za 100$ oraz kupi pierwszy zaktad za 30$
idrugi zaktad za 60$. Wowczas jesli zadne ze zdarzen nie nastapi, to podmiot X
przegrywa 108; jesli za§ w 2009 roku Polak zdobedzie nagrode Nobla z fizyki lub
w 2009 bedzie obowiazywaé w Polsce waluta euro, to zysk podmiotu X wynoszacy
100$ jest rownowazony suma 100$, za jaka kupil on trzeci zaklad i traci 10$
z pierwszego i drugiego zaktadu.

Argument z Zaktadu Holenderskiego dziata podobnie dla dwdch pozostatych ak-
sjomatow rachunku prawdopodobienstwa. Argument ten uzasadnia probabilistyczna
koherencj¢ stopni przekonan, a tym samym aksjomatyczna definicj¢ prawdopodo-
bienstwa, przy zalozeniu, iz algebra F okreslona na Q jest zbiorem skonczonym.

2. PRZELICZALNA ADDYTYWNOSC I LOTERIA DE FINETTIEGO

Klasyczna teoria prawdopodobienstwa rozwijana m.in. przez Laplace’a oraz Ja-
kuba Bernoulliego mowita tylko o skonczonych przestrzeniach mozliwych zdarzen.
Stynna klasyczna definicja prawdopodobienstwa zdarzenia E, jako stosunku przy-
padkéw sprzyjajacych zajsciu zdarzenia do wszystkich przypadkéw, mowi tylko
o skonczonych przestrzeniach przypadkéw. Dopiero na poczatku XX wieku o nie-
skonczonych przestrzeniach mozliwych zdarzen pisat Emile Borel.” W drugiej czesci
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung Kotmogorov wprowadzit rozszerze-
nie aksjomatu skonczonej addytywnosci na nieskonczone przestrzenie zdarzen. Re-
zultatem tej operacji bylo wprowadzenie przez niego pojecia 6-algebry F'°, a w kon-

® Por. J. von Plato, Creating Modern Probability, Cambridge 1994, Cambridge University
Press, s. 16.

' Klasa F podzbioréw zbioru Q nazywa si¢ G-algebra, jezeli jest algebra (tj. spehia warunki
podane w przypisie (7) oraz ma wtasnosci podane w przypisie (7)) i ponadto spetnia warunek: (2)
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sekwencji zastapienie aksjomatu skonczonej addytywno$ci przez aksjomat przeli-
czalnej addytywnosci o postaci:

37 jezeli Ey jest ciagiem takich zdarzen nalezacych do F, ze E; N E; = &
dla (i #)), to:

P(UE)= 3 P(E).
k=1

k=1

Kotmogorov byt §wiadomy, iz podanie empirycznego znaczenia aksjomatu prze-
liczalnej addytywnosci jest prawie niemozliwe, gdyz w praktyce mamy do czynienia
ze skonczona iloécia zdarzen oraz z rozktadem prawdopodobienstwa na skonczo-
nych przestrzeniach zdarzen:

Since the new axiom is essential for infinite fields of probability only, it is almost impossible to
elucidate its empirical meaning, as has been done for example, in the case of Axioms I-V in §2
of the first chapter. For, in describing any observable random processes we can obtain only fi-
nite fields of probability. Infinite fields of probability occur only as idealised models of real
random processes (Kotmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung, Berlin 1933,
Springer, s. 15).

Gloéwnym uzasadnieniem, jakie Kolmogorov znalazt dla aksjomatu przeliczalne;j
addytywnosci, byla jego uzyteczno$¢ matematyczna, podobna do tej, jaka aksjomat
ten petni w matematycznej teorii miary.'' Szczegolnie istotna matematycznie jest rola
tego aksjomatu w dowodzeniu niektorych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa,
np. mocnego prawa wielkich liczb sformutowanego w 1917 roku przez Francesco
Cantelliego.

Uzasadnienie Kotmogorova dla przeliczalnej addytywnosci spotkalo si¢ z ostra
krytyka de Finettiego:

[The assumption of countable additivity] is the one most commonly accepted at present; it had,
if not its origin, its systematization in Kolmogorov’s axioms (1933). Its succes owes much to
the mathematical convenience of making the caclulus of probability merely a translation of
modern measure theory.... No-one has given a real justification of countable additivity (other
than just taking it as a ‘natural extension’ of finite additivity (De Finetti, Theory..., s. 119).

Zarzut de Finettiego opiera si¢ na zalozeniu, iz nie powinno si¢ wprowadza¢ no-
wych aksjomatow rachunku prawdopodobienstwa tylko na podstawie matematycznej
konwencji. Aksjomaty powinny mie¢ znaczenie uniwersalne i powinny znalez¢ uza-
sadnienie na gruncie interpretacji prawdopodobienstwa. Przeliczalna addytywnos¢
nie znajduje za$ uzasadnienia na gruncie subiektywnej interpretacji prawdopodo-

jezeli Aye Fydlan=1,2,....t0 | J Ase F.

=l hod
Kazda o-algebra F' ma nastgpujaca wilasno$¢: (5°) jezeli Ay € F,dlan=1,2, ..., to ﬂ A, € F; Por.
M. Krzysko, Wykiady ..., s. 12. =
" Por. I. von Plato, Creating..., s. 228-230.
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bienstwa. Dlaczego? Gtownym kontrargumentem jest tak zwana loteria de Finettie-
go, ktéra ma obrazowaé rozklad prawdopodobienstwa na przeliczalnie nieskonczo-
nych zdarzeniach, takich jak chociazby wylosowanie dowolnej liczby naturalne;j.
Zdaniem de Finettiego mozemy wyobrazi¢ sobie loteri¢ z nieskonczona przeli-
czalnie liczba losow n, takich ze kazdy los n odpowiada dodatniej liczbie catkowitej.
Przyjmujemy, iz wszystkie losy maja rowne prawdopodobienstwo wygranej. Wobec
tego rozktad prawdopodobienstwa jest jednolity lub tez — mowiac jezykiem su-
biektywisty — dla kazdego losu dysponujemy réwnymi ilorazami zaktadu. Jednakze
zatozenie jednolitego rozktadu prawdopodobienstwa oraz zatozenie aksjomatu prze-
liczalnej addytywnosci nie moga zosta¢ jednocze$nie spetnione. Przyjrzyjmy si¢ bo-
wiem dwom mozliwym scenariuszom. Po pierwsze, nasz jednolity rozktad prawdo-
podobienstwa przypisuje kazdemu losowi n prawdopodobienstwo rowne 0 (p, = 0).
Oznacza to, iz suma prawdopodobienstw wygranej przeliczalnej liczby losow jest

rowna 0 (ZP(EH): 0). Po drugie, nasz jednolity rozklad prawdopodobienstwa

n=l1
przypisuje kazdemu losowi n jaka$ jednakowa liczbg dodatnia, np. Y4, %. Konse-
kwencja tego rozkladu jest to, iz suma prawdopodobienstw wygranej przeliczalnej

liczby losow jest wigksza od 1 (Z P(E,) > 1). Oba mozliwe scenariusze loterii im-
n=l

plikuja fakt, iz funkcje posylajace podzbiory nieskonczonej przestrzeni ztozonej
z loséw w przedziat [0,1] nie sa funkcjami prawdopodobienstwa. Przyjmujac nie-
podwazalna rolg zatozenia o jednolitym rozktadzie prawdopodobienstwa, de Finetti
odrzuca aksjomat przeliczalnej addytywnosci jako prowadzacy do niedajacych sig
zaakceptowac konsekwencji. Zdaniem de Finettiego subiektywista powinien przyjaé
tylko skonczona addytywnos¢ jako jeden z wymogdéw dla swoich stopni przekonan.

3. CZEGO DOWODZI LOTERIA DE FINETTIEGO?

Czy loteria de Finettiego pokazuje rzeczywiscie niemozliwo$¢ uzasadnienia ak-
sjomatu przeliczalnej addytywnos$ci na gruncie subiektywnej interpretacji prawdopo-
dobienstwa? Odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Zauwazmy bowiem, iz de Fi-
netti nie wykazal teoretycznej niemozliwos$ci uzasadnienia przeliczalnej addytywno-
$ci za pomoca $rodkéw podobnych do tych, jakimi sam uzasadniatl pozostate aksjo-
maty prawdopodobienstwa, tj. za pomoca argumentu z Zaktadu Holenderskiego. Istota
stanowiska de Finettiego bylo pokazanie, iz w okreSlonej sytuacji ilustrowanej po-
stawieniem pienigdzy na jeden z loséw z nieskonczenie przeliczalnej ich liczby, po-
godzenie a priori uzasadnionego dla de Finettiego zalozenia o jednolitym rozktadzie
prawdopodobienstwa oraz aksjomatu przeliczalnej addytywnoS$ci jest niemozliwe.
Innymi stowy, aksjomat przeliczalnej addytywnosci nie jest neutralny wobec pew-
nych rozktadéw prawdopodobienstw w pewnych szczegdlnych sytuacjach, a wobec
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tego, nie powinien by¢ przyjmowany jako aksjomat rachunku prawdopodobienstwa
i tym samym uniwersalny wymog sktadajacy si¢ na koherencjg stopni przekonan.

Strategia de Finettiego, oprocz tego, iz nie jest ona w swej istocie strategia su-
biektywisty, moze w prosty sposob prowadzi¢ do odrzucenia pozostatych aksjoma-
tow rachunku prawdopodobienstwa. Jak zauwaza Frederick Schick, istnieja takie
sytuacje, w ktorych jest catkiem racjonalne, Ze stopien przekonania dla alternatywy
zdan p V q jest r16zny od sumy stopnia przekonania osobno dla p i stopnia przekona-
nia osobno dla q.'> Zatem, stosujac konsekwentnie strategi¢ de Finettiego powinni-
$my odrzuci¢ takze aksjomat skonczonej addytywnosci, ktory, jak pokazaliSmy po-
wyzej, jest uzasadniony argumentem z Zaktadu Holenderskiego.

4. MOZLIWE STRATEGIE SUBIEKTYWISTY

Fakt mozliwosci uzasadnienia przeliczalnej addytywnosci za pomoca argumentu
z Zaktadu Holenderskiego implikuje co najmniej dwie mozliwe strategie dla subiek-
tywisty:

(1) mozna uzasadni¢ przeliczalna addytywno$¢ za pomoca argumentu z Zaktadu
Holenderskiego, nie podwazajac przy tym zasadnosci loterii de Finettiego.

(2) mozna uzasadni¢ przeliczalna addytywno$¢ za pomoca argumentu z Zaktadu
Holenderskiego oraz podwazy¢ tym samym zasadno$¢ loterii de Finettiego poprzez
wykazanie nieracjonalnos$ci zatozenia o jednolitym rozkladzie prawdopodobienstwa.

Zastosowanie pierwszej strategii, widoczne chociazby w pracy Ernesta Adam-
sa'®, oraz bronione ostatnio przez Paula Barthe,'* jest w pewnym sensie zapropono-
waniem ,,trzeciej drogi” migdzy zwolennikami przyjecia aksjomatu przeliczalnej ad-
dytywnosci, a zwolennikami stanowiska de Finettiego. Konsekwencja jej jest jed-
nakze uznanie przeliczalnej addytywnosci jako niekoniecznego wymogu sktadajace-
go sig na koherencjg stopni przekonan. Musimy bowiem zaakceptowaé¢ mozliwosé
odrzucenia przeliczalnej addytywno$ci w sytuacjach podobnych do tych ilustrowa-
nych przez loterie de Finettiego. Przyjgcie takiej strategii stawia jej zwolennikow
przed nastgpujacym problemem: skoro wystarczajacym $rodkiem do uznania aksjo-
matdéw prawdopodobienstwa jako uniwersalnych wymogow koherencji jest argument
z Zaktadu Holenderskiego, to dlaczego nie dziata on w petni w przypadku przeli-
czalnej addytywnosci? Trudno$ci rozwiktania tego problemu nie przestania fakt, iz
zwolennicy tej strategii podnosza mozliwos¢ szerokiego zakresu stosowania aksjo-

2 por. F. Schick, Dutch Bookies and Money Pumps, ,,The Journal of Philosophy”, 1986 nr 2
(82), s. 112-119.

" Por. E. Adams, On Rational Betting Systems, ,,Archiv fiir mathematische Logik und Grund-
lagenforschung”, 1964 nr 6, s. 7-29.

“ Por. P. Bartha, Countable Additivity and the de Finetti Lottery, ,,British Journal for the Phi-
losophy of Science”, 2004 nr 2 (55), s. 301-321.
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matu przeliczalnej addytywnosci w roznych filozoficznych teoriach korzystajacych
z subiektywnej interpretacji prawdopodobienstwa. '’

Trudnosci pierwszej strategii unika druga reprezentowana w szczegdlnosci przez
Jona Williamsona.'® Zobaczmy zatem, na czym ta strategia polega oraz czy nie wikta
si¢ ona w inne teoretyczne i praktyczne problemy?

5. STRATEGIA WILLIAMSONA

Strategia Williamsona zmierza nie tylko do uzasadnienia przeliczalnej addytyw-
nosci za pomocg argumentu z Zaktadu Holenderskiego, lecz takze do oslabienia ar-
gumentu z loterii de Finettiego poprzez wykazanie nieracjonalnosci zalozenia jed-
nolitego rozktadu prawdopodobienstwa. Zatem argument Williamsona z Zaktadu
Holenderskiego dla przeliczalnej addytywnosci ma spetni¢ co najmniej dwa cele:

(1) uzasadni¢ na gruncie subiektywnej interpretacji, iz stopnie przekonan, aby
byly koherentne (racjonalne), musza spetnia¢ aksjomat przeliczalnej addytywnosci,

(2) pokazaé, iz jednolity rozktad prawdopodobienstwa w sytuacji ilustrowane;j
loteriq de Finettiego prowadzi do pewnej przegranej zaktadajacego si¢ podmiotu.

W celu wprowadzenia argumentu z Zaktadu Holenderskiego dla przeliczalnej
addytywnosci Williamson zaktada, iz:

(1) 4 = {ay, a, ay, ...} jest zbiorem wzajemnie wykluczajacych si¢ i dopetniaja-
cych si¢ zdan. Williamson operuje zatem na zdaniach, a nie na zdarzeniach,

(2) g = bel(a;), gdzie q jest ilorazem zaktadu, a bel(a;) jest stopniem przekonania
o prawdziwosci zdania a;, dlai =0, 1, 2,...,

(3) A; O, jest stawka odpowiadajaca ilorazowi zaktadu g, dlai =0, 1, 2, ..., gdzie
A; = £1 jest kierunkiem stawki (odmiennym przy sprzedazy i kupnie zakladu), a ®; €
R jest wielkoscia liczbowa,

@ L= Z q; A; ©; — Ay O jest przegrana podmiotu, jesli zdanie a; okaze si¢
=0
prawdziwe,
(5) przedmiotem stawki jest skonczona ilo§¢ pienigdzy, ktéra jest rownowazna
zatozeniu |L| < oo, dla kazdej liczby naturalnej £,

=)

(6) |Ly| < oo, dla kazdej liczby naturalnej £, jest rownowazne zalozeniu C: | Z qi
0

Ai®i|<°°'

!> Bartha akcentuje w szczeg6lnosci przydatno$é aksjomatu przeliczalnej addytywnosci na
gruncie bayesianskiej teorii konfirmacji.

' Por. J. Williamson, Countable Additivity and Subjective Probability, ,British Journal for the
Philosophy of Science”, 1999 nr 3 (50), s. 401-416.
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Dodajmy jeszcze, iz szereg z q; A; ©; jest szeregiem zbieznym, tj. lim, .. ¢; A; ®; = 0.
=0

Przedstawmy nastgpnie argument z Zaktadu Holenderskiego dla przeliczalnej
addytywnosci jako konieczno$¢ udowodnienia nastepujacej rownosci:

Ly <0 dla pewnego k < Z q;i=1
=0

Rownos¢ ta mowi, iz podmiot nie jest narazony na przegrana wtedy i tylko wte-
dy, gdy jego ilorazy zaktadow sa przeliczalnie addytywne.

Przedstawmy najpierw argument z Zaktadu Holenderskiego dla implikacji mo-
wiacej, iz jezeli podmiot nie jest narazony na pewna przegrana, to jego ilorazy za-

ktadow sg przeliczalnie addytywne, tj. Ly < 0 dla pewnego k = Z q:=1:
=0

Zatoézmy, iz Z q; < 1. Wtedy dla kazdego i € N niech A; ®; = A® bedzie stalg
0
wielkos$cia, gdzie A=+1 10 € Ryy. Zachodzi wowczas takze warunek C, gdyz:

1> 4:A 0 =1a0]| Y q|=0Y g, <O <o,
=0 =0 =0

Po podstawieniu uzyskujemy L, = D ¢A ® — A®, co jest rowne A® Y_ g, — 1. Na-
0 0
stepnie ustawiajac kierunek stawki na —1, otrzymujemy Ly > 0, dla kazdego k € N,
a wigc pewna przegrana.
Mozna zauwazy¢, iz argument powyzszy ma charakter argumentu opartego na
regule modus tollens:

LgO:i%zl

=0

X a1
=0

S —|(Lk < 0)

Dla udowodnienia implikacji stanowiacej, iz jezeli ilorazy zaktadow sa przeli-
czalnie addytywne, to podmiot nie jest narazony na pewna przegrana, tj. Z g=1=>
0

Ly < 0 dla pewnego k, zatozmy za Williamsonem, Ze z q: = 1. Wtedy mozemy
0
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W nastepujacy sposob wykazac, iz suma iloczyndéw przeliczalnych ilorazow zakta-
dow oraz porazek podmiotu jest rowna 0:

Z qLli= Z qi [z q; A ©; — A; O] (z definicji L;) = Z qiz q; A O; —z qi A;
=0 =0 =0 = =0 =0

®; (wykorzystujac warunek C) = 1 z q; N @,-—Z q; A; ©; =0 (z faktu, iz z qi=1
= 0 0

oraz z odejmowania szeregow zbieznych).

Nastepnie, korzystajac z faktu, iz dla pewnego k € N, ¢, > 01 ¢; = 0, otrzymuje-
my, iz L; <0.

Zdaniem Williamsona argument z Zaktadu Holenderskiego wykazuje dodatkowo
W prosty sposdb nieracjonalnos¢ zalozenia o jednolitym rozkladzie prawdopodobien-
stwa w sytuacji loterii de Finettiego. Jesli bowiem jednolity rozktad prawdopodo-
bienistwa prowadzi do naruszenia przeliczalnej addytywnosci, to podmiot narazony
jest na pewna przegrana, a wigc jest nieracjonalny. W miejsce jednolitego, ale nie
przeliczalnie addytywnego, rozktadu prawdopodobienstwa w sytuacjach analogicz-
nych do loterii de Finettiego Williamson proponuje niejednolity, ale przeliczalnie
addytywny rozktad prawdopodobienstwa. Konieczno$¢ takiego rozktadu wynika
wprost z koniecznos$ci uniknig¢cia pewnej przegranej przez racjonalnego gracza. Jak
podkresla Williamson, zadna racjonalnie mys$laca osoba podejmujaca si¢ gry w ru-
letke nie postawi tej samej stawki na wszystkie numery, poniewaz niezaleznie od te-
go, ktory z nich okaze si¢ zwycigski, osoba ta na pewno poniesie porazke.'” Jedynym
problemem jest jednakze wybor tych losow, ktére beda traktowane inaczej niz pozo-
state. Jedng ze wskazowek moze by¢ fakt, iz w praktyce nie myslimy o losach odpo-
wiadajacych liczbie 10'°.'®

Czy argument Williamsona rzeczywiscie wykazat, iz przeliczalna addytywnosé
powinna by¢ traktowana przez subiektywistow tak samo jak pozostale aksjomaty ra-
chunku prawdopodobienstwa? Jesli uznajemy, iz gldéwnym zatozeniem subiektywne;j
interpretacji jest utozsamianie stopni przekonan z liczbowo wyrazanymi ilorazami
zakladu oraz stosowanie argumentu z Zakladu Holenderskiego dla uzasadnienia ak-
sjomatéw rachunku prawdopodobienstwa, to wowczas strategia Williamsona po-
zwala traktowal przeliczalng addytywnos$¢ tak jak pozostale aksjomaty rachunku
prawdopodobienstwa. Loteria de Finettiego za$ godzac w aksjomat przeliczalnej ad-
dytywno$ci, podwaza normatywne podstawy subiektywnej interpretacji, a tym sa-
mym uzasadnienie dla pozostalych aksjomatow rachunku prawdopodobienstwa.

'7 Por. J. Williamson, Countable..., s. 412.
'8 Por. J. Williamson, Countable..., s. 409.
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5. KONKLUZJE

W niniejszym artykule staratem si¢ wykaza¢, iz aksjomat przeliczalnej addytyw-
nos$ci, czgsto uznawany za matematyczng konwencj¢ przydatna w dowodzeniu waz-
nych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa, znajduje uzasadnienie na gruncie
subiektywnej interpretacji prawdopodobienstwa. Jak wykazuje Williamson, aksjomat
ten mozna uzasadni¢ argumentem z Zaktadu Holenderskiego tak jak pozostale ak-
sjomaty rachunku prawdopodobienstwa. Uznanie za§ argumentu z loterii de Finet-
tiego za konkluzywny prowadzi do powaznych niespojnosci na gruncie subiektywnej
interpretacji prawdopodobienstwa.



