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Algebraiczna semantyka
dla nihilistycznych rachunkéw kwantyfikatorow

1. Uwagi wprowadzajace.

W pracy [Zabski 1993c] przedstawiona jest algebraiczna semantyka dla nihilistycz-
nych rachunkéw zdan. Niniejszy tekst nawigzuje do wymienionej pracy i jest jakby druga
jego czesdciq. Wynikéw tam uzyskanych tu nie powtarzamy, a jedynie z nich korzystamy.

Nihilistyczne rachunki kwantytikatoréw budowane sg na wzor rachunku klasycznego.
Przedstawimy 7 nihilistycznych rachunkéw kwantyfikatoréw (w skrécie: nrk) opartych
na oméwionych w wymicnionej juz pracy nihilistycznych rachunkach zdan (w skrécie:
nrz). Po bardzo pobicznym syntaktycznym opisie kazdego z nrk (obszerniejsze opisy
znale7Zé mozna w [Zabski 1993c], [Zabski 1993b], [Zabski 1992]) przejdziemy do
podania scmantycznej interpretacji kwantyfikatoréw. Nrk budowane sa metoda aksjoma-
tyczng. Najwazniejszym wynikicm pracy jest dowdd, iz aksjomatyki kazdego z nrk s3
adekwatne wzgledem odpowiednich algebr. Aksjomatyka kazdego z nrk sktada si¢ m.in.
z nastgpujacych schematéw aksjomatéw:

K1 /A A—A(apb),

K2.A->V 4,

K3. A (A—B)—(@A—/\ B),oile nie jest zmienng wolng w A,

K4. /} (A—=B)—=( V. A—>B), oile ni¢ jest zmienng wolng w B.

2. Nihilistyczny rachunek kwantyfikatoréw Nj.

Ombéwienie nrk N, — jak kazdego zresztg rachunku — zaczynamy od krétkiego opisu
jezyka tego rachunku. Jezyk ten oznaczamy symbolem JN;.

Na alfabet JN; sktadajq sig:

1. stale logiczne: a) ~, v, A, =, =, b) A,V

2. state specyficzne JNi: T, F, czytane odpowiednio: jest prawdziwe, zZe; jest
fatszywe, Ze;

3. zmienne: a) indywiduowe: x, y, z, b) predykatywne: F, Q, R;

4. nawiasy i przecinki.



68 Eugeniusz Zabski

Wyrazeniem JN, jest kazdy skoriczony ciag symboli alfabetu JN;.
Formutg JN; jest takie i tylko takic wyrazenie JN|, ki6re speinia nastgpujgce warunki:
1. Kazde wyrazenic JN; zbudowane z n-argumentowego symbolu predykatywnego i
nastgpujacego po nim, ujgtego w nawiasy, n-clementowego ciagu, nickoniecznie réznych
migdzy sobg, zmiennych indywiduowych jest formulg JN,.

2. Jesli A jest formutg JN;, to wyrazenia postaci: ~(A), T(A), F(A), sa formutami JN,.

3. Jesli A jest formutq JN, oraz a jest zmienng indywiduowag, to wyrazenia postaci:
/} A)i \‘{ (A) sa réwniez formutami JN,.

4. Jesli A i'B s formutami JN,, to wyrazenia postaci: (A)v(A), (A)A(B), (A)—>(B),
(A)=(B) s réwniez formutami JN;.

Aksjomatami systemu aksjomatycznego N, sg wszystkic te i tylko te formuty JN,,
ktére podpadajg pod:

1. schematy aksjomat6w systeméw aksjomatycznego nrz n,,

2. schematy K1-K4.

Jako pierwotne reguly dowodzenia w N, przyjmujemy regul¢ odrywania (RO) i
regulg generalizacji (RG) o schemacic: A

Aa
a

3. Nihilistyczne rachunki kwantyfikatoréw N, N.'.

Jezyk nrk N2i N’ oznaczamy symbolem JN.,.

Na alfabet JN; sktadajg sig:

1. state logiczne: a) ~, v, A, —>, =, b) A, V;

2. stale specyficzne JN»: T, F, N, czytane odpowicdnio: jest prawdziwe, ze; jest
fatszywe, ze; jest nicekreslone;

3. zmienne: a) indywiduowe 'x, ¥ 2, b) predykatywne: P, Q, R;

4. nawiasy i przecinki. T

Definicja wyrazenia JN, i formuty JN, sg analogiczne odpowiednio do definicji
wyrazenia i formuly JN; z tym, ze warunek 2. definicji formuty JN; jest nastgpujacy:

2. Jesli A jest formuta JN», to wyrazenia postaci: ~A), T(4), F(4), N(A) s3
formutami JN.. ' '

Sposréd wszystkich formut JN; wyrézniam tzw. formuty prefiksowe JNz. Formutami
prefiksowymi JN, nazywamy tc i tylko te formuty JN., ktére spelniajg nastgpujace
warunki:

1. Jesli A jest formutg JN,, to wyrazenia postaci: T(A), F(A), N(A) sq formutami
prefiksowymi JN..

2. Jesli A jest formulq prefiksowg JN,, to wyrazenie postaci ~(A) jest formuig
prefiksowa JN.. :

3. Jesli A i B s formutami prefiksowymi JN, to wyrazenia postaci: (A)v(B), (A)A(B),
(A)—>(B), (A)=(B) sg formutami prefiksowymi JN..

Aksjomatami systemu aksjomatycznego N, sg wszystkie te i tylko te formuty JN,,
ktore podpadajg pod:

1. schematy K1-K4,
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2. schematy aksjomat6éw systemu aksjomatycznego nrz ny, z tym, zc w schemacie A6
zwrot: ,0 ile A jest formutg prefiksowq jn,” nalezy zastapi¢ wyrazenicm: ,,0 ile A jest
formutq prefiksowg JN,”.

Jako pierwotne reguty dowodzenia w N, przyjmujemy RO i RG.

Nad nrz n; mozna takzc nadbudowac nrk N»'. W nrk N»' przyjmujemy inng definicjg
fomuty pretiksowej JN,. Definicja formuty prefiksowej JN, w systemie N,’ od definicji
formuty prefiksowej JN» w rachunku N; rézni si¢ tylko warunkiem 1. Warunek ten jest
nastgpujacy:

1. Jesli A jest formutq JN, to wyrazenia postaci: T(4), F(A), N(A), /} A), \5 (A)sq
formutami prefiksowymi JN,. o v

Latwo zauwazy¢, iz drobna ta modyfikacja definicji formuty prefikowej JN, powodu-
je, ze np. formuta JN2:

A\ Pe P(X))—->(~P(1)—>~/\ P
nie b‘qaqca tezq N, staje sig twictdzeniem Ny. Oczywiste, ze kazda teza N, jest
twierdzeniem N'. Zatem N; € N»'. Zauwazmy takze, ze formuta JN,: P(_r)v~P(x) jestteza
Ni lecz nie jest twierdzeniem ani Na, ani N»'. Latwo zauwazyé, ze:

1 P(x)—>P(x) jest tezg kazdego z rachunkéw: Ny, Ni, Ny'.

. ~NP(x)—>(T (P(x)vFF(x)) jest tezg zaréwno N; jak i Ny’ lecz nic jest twierdzeniem
N.. Konstatacja ta uzasadnia nastgpujace stwierdzenie: nrk Ny krzyzuje si¢ zaréwno z nrk
Nz jak iz nrk Ny'.

4. Nihilistyczne rachunki kwantyfikatoréw N3 i N3'.

Jezyk nrk N; oznaczam symbolem JNG;.

Na alfabet JN; sktadajg sig:

1. state logiczne, jak w poprzednio oméwionych jezykach;

2. state specyficzne JNa: T, F, N. Tg ostatniq statq czytamy: jest niejednoznaczne, Zc;

3. zmicnne: a) indywiduowe: - X, %, 2,b) predykatywne: P, O, R,

4. nawiasy i przccinki.

Definicje wyrazenia JN; i formuty JN; s3 analogiczne odpowiednio do definicji
wyrazenia i formuty JNa.

Sposrod wszystkich formut JN; wyrézniamy te, ktére nazywamy formutami prefikso-
wymi JNi. Sg to formuty, kidre spetniajg nasigpujgce warunki:

1. Jesli A jest formuly N, to T(A), F(A) M(A) sq formutami prefiksowymi JN;.

2. Jesli A jest formutq prefiksowg JN;, to ~(A) jest formutg prefiksowg JN;.

3. Jesli A i B sq formutami prefiksowymi JN, to (A)V(B), (A)A(B) (A)—->(B) (A)-Q.)
s3 formutami preflksowyml JN;.

Aksjomatami systemu aksjomatycznego Nj s3 wszystkie te i tylko te formuty JN3,
ktdre podpadaja pod:

1. schematy K1-K4,

2. schematy aksjomatéw systemu aksjomatycznego nrz ns, z tym, ze w schematach
A6 i A7 zwrot: 0 ile A(B) jest formutq prefiksowq jns” nalcZy zastgpi¢ wyrazeniem:
»0 ile A(B) jest formutq prefiksowq JN3”.

Regutami pierwotnymi w N; sg RO i RG.
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Analogicznie jak nrk N’ budujemy nrk Nj'. W rachunkach N3’ (w przeciwieristwie do
systemu N;3) prefiksami sa takze kwantyfikatory. Modyfikacja ta sprawia, iz np. formuta
JNs: Q P(x)—>(~/§ P(x)—Q(y)) nie bedaca teza N; staje si¢ twicrdzeniem Ny'. Oczy-
wiste jest, ze kazda téza N; jest twierdzeniem Ny'. Zatem NiGNy'. Zauwazmy, ze:

L. P(x)—>(Q(x)—>P(x)) jest tezq kazdego z rachunkéw: Ny, N2, N2, Ns, N3’

2. (P(x)—Q(x))—>(~Q(x)—~P(x)) jest tezg Ny, lecz nie jest twierdzeniem ani N3, ani Ny'.

3. ~NP(x)=TP(x)vFP(x) jest tezq zardwno N jak i N2, lecz nie jest twierdzeniem ani
N3, ani N;'.

4. MP(x)~>(P(x)a~P(x)) jest teza zaréwno N; jak i Ny', lecz nie jest twierdzenicm
zadnego z system6éw: Ny, N», N»'.

Konstatacja ta uzasadnia nast¢pujgce stwierdzenie: kazdy z rachunkéw N;, N, Ny’
krzyzuje si¢ zaréwno z systemem N; jak i z N5/,

5. Nihilistyczne rachunki kwantyfikatoréw N4i Ny

Jgzyk nrk N, oznaczam symbolem JN,. Alfabet JN, jest sumg logiczng alfabetéw JN;
i JN;. Definicje wyrazenia JN.s i formuty JN, sg analogiczne odpowiednio do definicji
wyrazenia i formuty JNs. Analogicznie tez definiujemy zbi6r formut prefiksowych JN4
(prefiksami sg spojniki: T, F, N, M).

Aksjomatami systemu aksjomatycznego N4 s3 wszystkie te i tylko te formuty JN,,
ktdére podpadajg pod:

1. schematy K1-K4,

2. schematy aksjomatéw nrz n4, z tym, Ze w schematach A6 i A7 w zwrotach: ,0ile A
jest formutq prefiksowq jn,” (,,0 ile A i B sq formutami prefiksowymi jns”), ,,jns” nalezy
zastapi€ przez ,,JN,”.

Pierwotnymi regutami w N4y sg RO i RG.

Analogicznie jak nrk Ny’ i Ny’ budujemy nrk N,/. W rachunku N, prefiksami s3
oprécz spdjnikéw: T, F, N, M, takze kwantyfikatory: /} ) \‘{ . Modyfikacja ta sprawia,
iz np. formuta JNu: Q Px)—>(~ Q P(x)—Q(y)) nie bgdaca tezq Na jest twierdzeniem
N,'. Oczywiste jest, ze kazda teza Ny jest twierdzeniem N4'. Zauwazmy tez, Ze:

1. P(x)—(Q(x)—>P(x)) jest tezg kazdego z rozwazanych w tej pracy rachunk6w.

2. P(x)v~P(x) jest tezg Ny, lecz nie jest tezq ani Ny, ani Ny'.

3. (TP(x)—>Q(x))—>(~Q(x)—>~TP(x)) jest tczg N, jak i Ny', lecz nie jest twicrdzeniem
ani N3, ani Ny'.

4. (P(x)—*TQ(x))—*(~TQ(x)’—>~P‘(x))' jest teza Ns jak i Ny, lecz nie jest twierdzeniem
ani Ny, ani Ny

5. MP(x)—>(P(x)A~P(x)) jest tezg zaréwno Ny jak i N4, lecz nie jest twierdzeniem
zadnego z pozostatych omawianych w tej pracy rachunkéw. Z powyzszego wynika wigc,
ze kazdy z rachunkéw Ny, N, Ny, N3, Ny’ krzyzuje si¢ zaréwno z Ny jak i z Ny,

6. Algebry AN.
W [Zabski 1993c] oméwione sg algebry An,, An; Any i Ans. Niech An begdzie
symbolem dowolnej z tych algebr. Kazdg z tych algebr bgdzicmy przediuzac do algebr
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odpowiednio: AN;, AN, AN; i AN4. W tych ostatnich algebrach bgdziemy interpretowaé
kwantyfikatory. Zmierza¢ wi¢c bedziemy do otrzymania z modeli dla nrz: n,, na, n; i ny
modcli dla nrk odpowiednio: Ny, N, Ny', Nj, N3', Ny i Ny'. Niech AN bedzic symbolem
dowolnej z algebr: AN;, AN, AN; i AN4. Niech JN bgdzie symbolem dowolnego z
jezykéw: JN,, JNa, JN; i JNi. Niech / bedzie funkcja zc zbioru JN w uniwersum
odpowicdniej algebry An (a wigc JN; w uniwersum algebry An,, ... JNy w uniwersum
algebry An,). Dla dowolnej formuty AEIN przez ||A,h)|An oznaczaé bgdziemy warto$é
funkcji /2 formuly A w algebrze An. W wypadku, gdy algebra jest ustalona, symbol
wskazujacy na algebrg bedziemy pomijaé i wartos¢ tg oznaczaé bedziemy przez ||A k|l
Zatem

1) hA)=llAA.

Algebr¢ An — jak juz powicdzieliSmy — przedtuzamy w algebr¢ AN tak, by dla
dowolnej formuty ACIN i dowolnej funkcji ze zbioru JN w uniwersum algebry An
warto$¢ ||A,h||An byta okreslona i by kwantyfikatory miaty zamierzony sens. W wypadku
AN, i AN, zgdamy, by dla dowolnej formuty AEIN; (AEIN:) i dowolnych zmiennych
indywidych a i b oraz dowolnej funkcji # zc zbioru JN; (ze zbioru JN) spetnione byty
nast¢gpujace warunki:

@2) 1A Anl=1wiw |A(@b)h| =1,

@3) IV Ah|l=1wiw]AH]=1.

W wypadku AN; zadamy, by dia dowolnej formuty AEIN; i dowolnej funkcji 4 ze
zbioru JN; w An; i dowolnych zmicnnych indywiduowych a i b spelione byly
nastgpujace warunki: '

(@4) |\ Al =0 wiw ||A(a/b).hl = 0,

ds) IIY AH|| = 0 wiw |JA A = O.

W wypadku za$ AN, zadamy, by dla dowolncj formuty A€IN, i dowolnej funkcji & ze
zbioru JNs w An, i dowolnych zmicnnych a i b spctnione byty nastgpujace warunki:

@6) I\ Anll>0wtw [[Aarb),l| > 0,

@ IV Ahll>0wiw [JAA] > 0.

tatwo zauwazyé, 7e zastosowaliSmy tutaj nie tradycyjna, przedmiotows interpretacje
kwantyfikatoréw, a interpretacje podstawieniowa.

Niech A bedzie dowolng formutg jgzyka JN. Dla dowolnej funkcji A ze zbioru JN w
algebre An formuta A wyznacza funkcje, kt6ra kazdemu clementowi £ uniwersum algebry
An przyporzadkowuje warlo$€ [|A,h]|An. Funkcj¢ okreslong w zbiorze U, ktéra dla
argumentu ¢ przyporzadkowuje warlo$¢ s oznacza¢ bgdzicmy symbolem Fis. Kazda wige
formuta A jgzyka JN wyznacza przy ustalonej funkcji £z JN w uniwersum algebry An
funkcjg: F. ||A,h||, gdzie ¢ przebiega uniwersum algebry An.

Operacjc algebry AN, ktére b¢da odpowiada¢ w AN kwantyfikatorom /} i \‘{ oz-
naczamy odpowiednio: AU i V U i rozumiemy je jako funkcje okreslone w zbiorze U
i przyjmujace warto$ci w zbiorze U, gdzie U jest uniwersum algebry An. Funkcje te
definiujemy nasigpujgco:

Dla dowolnej formuty AEJN i dowolnej funkcji &2 z¢ zbioru JN w zbiér U:

@8) AUFJAHI=IIA An)

dla dowolnego (€U, gdzic U jest uniwersum algebry An.
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@9) VUFJAAH =V Ah|\

dla dowolnego t€U, gdzie U jest uniwersum algebry An.

Pomyst przyporzadkowania kwantyfikatorom /} i \‘( operacji odpowiednio AU
i VU pochodzi od S. L. Blooma i przedstawiony jest w [Bloom 1971].

7. Interpretacje.

Przez interpretacjg JN, w AN, rozumicmy dowolng funkcj¢ #z JN; w AN, spetniajaca
warunki, dla wszelkich A, BEJN;:

(1) - (7) definicji interpretacji jn; w Any, ponadto dwa nastgpujace warunki:

K1) KA A)= A UFJAH|, dia dowolnego ¢€U, gdzic U jest uniwersum algebry An,,

K1YV, A)= V U FJJA A, dia dowolnego (€U, gdzic U jest uniwersum algebry An,.

Przez interpretacj¢ JN> w AN, rozumiemy dowolng funkcjg # z JN:w AN, spetniajacy
warunki, dla wszelkich A, BEIN,:

(1) — (9) definic;ji interpretacji jn, w An,, ponadto dwa nastgpujgce warunki:

(K2) h( /} A)= A UFJA |, dia dowolnego (€U, gdzie U jest uniwersum algebry Ang,

K2 \‘{ A)= \{ UFJA Al, dla dowolnego #€U, gdzie U jest uniwersum algebry Ans.

Przez interpretacj¢ JNs w AN; rozumiemy dowolng funkcjg /2 z IN3w AN; spetniajaca
warunki, dla wszelkich A, BEJN;:

a) wszystkie warunki nalozone na interpretacj¢ jns w An;, ponadto dwa nastgpujace
warunki:

b) (K3) i( /‘} A)= A UF, ||, dia dowolnego #€U, gdzic U jest uniwersum algebry Ans,

(K3) h(\‘{ A)= V UF, |A 4], dia dowolncgo r€U, gdzie U jest uniwersum algebry Ans.

Przez interpretacj¢ JNy w AN, rozumiemy dowolng funkcj¢ #z JNsw ANj spetniajacy
warunki, dla wszelkich A, BEJN.:

a) wszelkic warunki natoZone na interpretacjg jns w Any, ponadto:

b) (K4) h( /} A)= A U F. A/, dla dowolnego ¢€U, gdzic U jest uniwersum algebry An..

K4 h( \l A)= V UF, |4 ]}, dla dowolnego t€U, gdzie U jest uniwersum algebry An,.

8. Przystosowanie aksjomatyk nrk Ni,N:i N»'.

W analogiczny jak w [Zabski 1993c] sposéb definiujemy pojgcia: Ni-tautologii,
N,-tautologii, N»'-tautologii, Ns-tautologii, N'-tautologii, Ns-tautologii i N4'-tautologii.
Oczywiste jest, ze wszystkic aksjomaty N, s3 Ni-tautologiami. Ze wzgl¢du na przystoso-
wanie aksjomatyki n, w An, (dowéd tego faktu podany jest w [Zabski 1], by pokazaé, ze
aksjomaty N; (N') sq N»-tautologiami (N,'-tautologiami) wystarczy pokazac, zc aksjo-
maty K1 — K4 s3 N»-tautologiami (N2'-tautologiami). Pokazemy to.

Zat6zmy, ze K1 nic jest Na-tautologia. Stad i z definicji Na-tautologii wynika, ze
istnicjg taka AN; i taka w niej interpretacja JNa h, Ze A(K1) = 1. Nicch AN, bgdzie takg
algebrg a k' takg w niej interpretacjg JNa, ze h'( /(} A—A(a/b)) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JN> w AN, wynika, ze h'(/} A) ~ h’(Aga/b) = 1. Stad i z definicji ~w AN,
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wynika, ze (1) h'(/} A) =1i(2) H'(A(a/b) = 1. Z (1), (K2), (d8), (d2) i (d1) wynika, ze
h'(A(a/b)) = 1, co przeczy (2).

Zatézmy, 7ze K2 nie jest N.-tautologiq. Stad i z definicji N»-tautologii wynika, ze
istniej taka AN i taka w niej intcrpretacja JN; h, 7ze h(K2) = 1. Niech AN, bedzic taka
algebra a k' takq w niej interpretacja JN, Ze h’(A—»\{ A) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JN, w AN: wynika, z¢c h'(A) ~ h'(¥ A) = 1. Stad i z definicji ~ w AN,
wynika, ze (1) H'(A) =11 (2) h’(\‘{ A) = 1. Z (2), (K2"), (d9), (d3) i (d1) wynika, ze h'(A)
= 1, co przeczy (1).

Zal6zmy, ze K3 nie jest Np-tautologia. Stad i z definicji N»-tautologii wynika, ze
istnicja AN: i taka w niej interpretacja JN; h, ze h(K3) = 1. Niech AN, bedzie taka
algebra, a h' takg w nicj interpretacjg JNo, ze #'(A (A—=B)=(@A—/\ B))=1oraz (1) a
nie jest zmienng wolng w A. Stad i z definicji interpretacji JN, w AN, wynika, z¢
K(/\ (A—B))=H(A—B) = 1.Stad i z definicji - w AN> wynika (2) /'(/A (A—B))=1
i) H@A—>/\ B)=1.Z(1)i(3) wynika, 7¢ k'(/\ (4—B)) = 1, co przeczy (2).

Zatézmy, ze K4 nie jest Np-tautologia. Stad i z definicji Na-tautologii wynika, ze
istnicjg taka AN, i taka w nicj interpretacja JN, h, ze h(K4) = 1. Niech AN’ bgdzie takg
algebra, a ' takg w nicj interpretacja JN;, z¢ h'(/\ (A—>B)=>(V A—B))=1i (1) anic
jest zmienng wolng w B. Stad i z definicji interpretacji JN, w AN, wynika, ze
KN\ (A—=B)=H'(N A—B)=1.Siad iz definicji = w AN, wynika (2) #'(/\ (A—B)
=113 (VY A-B)=1.Z(1)i(3)wynika, ic h'(/} (A—B) = 1, co przeczy (2).

Powyzszy dowdd jest réwnoczesnie dowodem tego, iz kazdy z aksjomatéw K1-K4
jest Np-tautologia.

9. Przystosowanie aksjomatyk N; i Ny'.

Pokazemy teraz, z¢ aksjomaty K1 — K4 s3 N;-tautologiami (Ns'-tautologiami).

Zatézmy, ze K1 nie jest Ns-tautologia. Stad i z dcfinicji N;-tautologii wynika, ze
istnicjg taka AN; i taka w niej interpretacja JN; A, ze (K1) # 1. Nicch ANy’ bedzie takg
algebrg, a A’ takq w niej interpretacjg JN, ze h‘(/‘} A—A(a/b)) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JN3 w AN; wynika, ze h'(/) A) = h'(A(a/b)) = 1. Stad i z definicji = w AN3
wynika, ze (1) h’(/) A) = 0.1 (2) H'(A(a/b)) = 0. Z (1) i (K3), (d8), (d4) i (d1) wynika, ze
h'(A(a/b)) = 0, co przeczy (2). '

Zatézmy, zc K2 nic jest Nj-tautologia. Stad i z definicji Nj-tautologii wynika, ze
istnieja taka AN; i taka w nicj interpretacja JNs A, zc h(K2) = 1. Niech ANy’ bgdzie takq
algebra, a A’ takg w niej interpretacja JN;, ze Iz’(Aﬁ\g A) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JN; w ANs wynika, ze #'(A) - h’(\{ A) = 1. Stad i z definicji = w AN;
wynika (1) /’'(A) = 0, i (2) h'(\‘{ A) = 0. Z (1), (d1) i (d5) wynika, zc h'( \5 A) =0, co
przeczy (2).
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Zat6zmy, 7ze K3 nie jest Ns-tautologia. Stad i z definicji Ns-tautologii wynika, ze
istnieja taka AN; i taka w niej interpretacja JNs A, ze h(K3) = 1. Niech AN’ bedzie taka
algebrg, a A’ taka w nicj interpretacja JN, ze h’(/} (A—)B)—>(A->/> B)y=1loraz (1) a
nie jest zmienng wolng w A. Stad i z definicji interpretacji JNs w AN; wynika, ze
h (/} (A—B)) ~h'(A—B) = 1. Stad i z definicji ~ w AN; wynika (2) &' (/\ A—B))=0i
Q@) KA~ /\ B)=0.Z (1) i (3) wynika, ze h’' (/\ (A—=B)) = 0, co przeczy (2). '

Zato7my, Zze K4 nie jest Ni-tautologia. Stqd i z definicji Ns-tautologii wynika, 7e
istnicjg taka AN i taka w niej intcrpretacja JN; h, ze h(K4) = 1. Niech ANy’ bedzie taka
algebra, a i’ takq w niej interpretacja JN;, ze h’(/} (Aj->B)—->(\(/, A—B))= 1i (1) anic
jest zmienng wolng w B. Stad i z definicji interpretacji JN; w AN; wynika, ze
K(/\ (A-=B)~K(N A—B)=1.Stad i z definicji - w AN; wynika (2) #'(/\ (A—B)
#0i3)H(V A—B)=0.Z(1)i(3)wynika, zec #'(/\ (A—B)) =0, co przeczy (2).

10. Przystosowanie aksjomatyki N4 i Ny'.

Wykazemy w koricu, ze aksjomaty K1 — K4 sg N,-tautologiami (N4/'-tautologiami).

Zatézmy, ze K1 nic jest Ni-tautologia. Stad i z definicji Ns-tautologii wynika, ze
istnieja taka AN, i taka w niej interpretacja Ny A, ze (K1) = 1. Niech ANy bedzie takg
struktura, a &’ taka w niej interpretacjgq JN, zc h'(/} A—A(a/b)) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JNs w AN; wynika, ze h’_(/} A) = h'(A(a/b)) = 1. Stad i z definicji =~ w AN,
wynika (1) hf(/} A) > 0, i (2) K'(Aa/b)) 0. Z (1), (K4), (d8), (d6) i (d1) wynika, ze
h'(A(a/b)) > 0, co przeczy (2). '

Zatézmy, ze K2 nie jest Ni-tautologia. Stad i z definicji Ni-tautologii wynika, ze
istniejq taka AN, i taka w niej interpretacja JN, A, zc h(K2) = 1. Niech AN,’ bedzie takg
struktura, a h' takq w niej interpretacjq JNi, Zc h’(A-—>\£ A) = 1. Stad i z definicji
interpretacji JN, w AN, wynika, ze h'(A) - h’(¥ A)) = 1. Stad i z definicji ~ w AN,
wynika, (1) #'(A) > 0§ (2) K'(V A) <0.Z (1), (d1) i (d7) wynika, 2¢ K'(V A) =0, co
przeczy (2).

Zatézmy, ze K3 nie jest Ny-tautologia. Stad i z definicji Na-tautologii wynika, ze
istnicja taka AN, i taka w niej interpretacja JN4 A, Ze h(K3) = 1. Niech AN’ bedzie takg
struktura, a ' takq w niej interpretacja JN,, ze h_’(/} (A—>B)—»(@A—>/\ B)=loraz(1)a
nie jest zmienng wolng w A. Stad i z definicji interpretacji JNs w AN, wynika, ze
h(/} (A~>B) = h'(A—>B) = 1. Stad i z definicji + w AN, wynika (2) KA A-B))>0i
3 (A—> /} B)sO Z (1)i (3) wynika, z¢ #' (/I} (A—B))s0, co przeczy (2).

Zatézmy, Z¢ K4 nie jest Nﬂautolognq Stad i z definicji Na-tautologii wynika, ze
istniejg taka ANy i taka w niej interpretacja JNs h, Ze h(K4) = 1. Niech AN/ bedzic takg
struktura, a 4/ taka w niej interpretacja JNy, ze /'(/y (A—»B)—>(V A-B)=1i(l)a
nie jest zmienng wolng w B. Stad i z deﬁmc_n mlerpretacp JN,'w AN, wynika, Ze
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KN\ (A—A) = (N A—B) = 1. Stad i z definicji = w AN, wynika (2) K'(/
(A->B))>01(3)h(V A—B)<0.Z(1)i (3) wynika, zeh(/\ (A—B))s 0, co przeczy (2).

Mozna zatem przyjac, ze wykazaliSmy, iz kazda tcza nrk Ny, N, NY/, N_;, N3, Ngy N¢
jest tautologia odpowiednio: Ny, Na, N2/, N3, Ny', Ny i Ny

11. Pelnosé nrk.

Wykazemy teraz, Ze kazda N»-tautologig jest tezg N,. Dowéd bedzie analogiczny do
dowodu twierdzenia o petnosci nrz n, przedstawionego w [Zabski 1993c].

Z JN, tworzymy najpierw algebre formut JN, traktujac kazdy z n-argumentowych
sp6jnikéw tego jezyka jako n-argumentowe operacje, a kwantyfikatory — jako jedno-
argumentowe operacje, przyjmujac nadto, ze 1 = A wiw A jest tezq Na oraz 0 = ~TA wtw
A jest tezg N,. Otrzymang w ten sposéb algebre oznaczamy symbolem AK». Zatem

AK: = (IN;, v, A, ~,0,1, =, =, T,F,N, A ,\g ).

Zatézmy, ze (1) AN; jest algebrg podang w [Zabski 1993c] jako przyktad Any, tzn., Ze
U jest uniwersum tej algebry i U = {0,-1,1}. An.’ rozszerzmy w opisany powyzej sposéb
do algebry ANy, tzn.

ANy = ({0,-1,1},U,N,%,0,1,+ +,f,n, AU, VU).

Zatézmy, zc (2) h jest homomorfizmem AK, na AN;' oraz (3) ~ jest relacja okreslong
w zbiorze JN; zdefiniowang nastgpujaco: A=B wiw h(A) = h(B), oraz (4) AN,|~ jest
algebrg ilorazowa algebry AK,, tzn.:

Ao = (INjjm, V¥, A%, ~%, 0,1, =*, =* TH F¥, N5, V * A *), gdzie: IN| jest
zbiorem wszystkich klas abstrakcji relacji ~ w zbiorze JN; (klasg¢ abstrakcji wyznaczona
przez dowolny element AEJN; oznaczaé bgdziemy symbolem [A|), operacje za$ algebry

AN, s zdefiniowane nast¢pujgco:

|A] v* Bl = JAVB], A|r* B] = JAAB], ~*|A| = |~A], 0 = |-TA| wiw A jest tezg Na, 1 = ]
wiw A jest tezq No, |4] >* [B] = JA—], J4| =* 4| = JA=A|, T* JA| = [TA|, F* Ja| = [FA|, N*
l=INaL A tlal=1A ALY ll=]V 4l |

Przypominamy nast¢pujgce twicrdzenic algebry ogdlnej:

Jesli h jest homomorfizmem algebry A na algebrg B, to relacja = okreSlona w zbiorze
A w nastgpujacy sposob:

a~b wiw h(a) = h(b), jest kongruencjg algebry A oraz algebra ilorazowa Al~ jest
izomorficzna z algebra B. Funkcja: g: Al=—B okre§lona wzorem g(|a|) h(a), dla
kazdego a€A ustala izomorfizm migdzy algebrami Al= i B.

Z powyzszego twierdzenia oraz (1), (2), (3) i (4) wynika (5) AK:|~ jest jedng z AN..
Zat6zmy feraz, ze (6) A jest Np-tautologia i — dla dowodu niewprost — ze (7) A nie jest
tezq N». |A]. Niech g bedzie interpretacja
IN, w AK:|=~ taka, ze g (A) = |A|. Stad i z (8) wynika, Zc g(A) = 1. Stad i z (5) wynika, ze
istniejg taka AN, i taka w niej interpretacja JN: h, zc h(A) = 1. Stad i z definicji
N-tautologii wynika, z¢ A nie jest No-tautologia, co przeczy (6) i koriczy dowdd
twierdzenia, ze kazda Na-tautologla jesttezg N,.

© Analogicznie mozna wykaza¢ penos¢ kazdego z pozostatych omawianych w tej
pracy rachunkow.
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