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Redukcje ontologiczne w matematyce
Czesc 1

Ten artykut stanowi pierwsza czg$¢ cyklu prac poswigconych problemowi reduk-
cji ontologicznych w matematyce i wskazania podstawowej ontycznie kategorii
przedmiotow matematycznych. Jesli za punkt wyj$cia wezmiemy praktyke matema-
tyczng 1 stanowisko ,,naiwnego realizmu matematycznego”, to powinni$my uznac, ze
$wiat matematyczny jest zaludniony przez cate bogactwo obiektow, bedacych on-
tycznymi korelatami réznych teorii matematycznych (takich jak liczby, figury geo-
metryczne, przestrzenie Hilberta, rozmaitoéci rozniczkowe, grupy, pierscienie, mo-
duly efc.). Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy mozna wskaza¢ bazowa kategorig
obiektow matematycznych, do ktorej redukowalne bytyby pozostate kategorie. Stan-
dardowa odpowiedz jest pozytywna: taka kategoria sa zbiory, to one stanowig bazg¢
ontologiczng dla catej matematyki. Z przyjeciem teoriomnogosciowej ontologii dla
matematyki wiaza si¢ jednak pewne trudnosci. W niniejszej, wprowadzajacej czgsci
wskaze niektore z nich.

Problem redukcji ontologicznej ma sens (przynajmniej w ujeciu tu prezentowa-
nym) tylko przy zatozeniu stanowiska realistycznego. To, jaki wariant tego stanowi-
ska przyjmiemy, i na podstawie jakich argumentéw, ma oczywiscie znaczenie.'

! Problem redukcji ontologicznych w matematyce analizujg tutaj przy (roboczym) zatozeniu
stanowiska realistycznego. Mozna wprawdzie rozwaza¢ 0w problem w szerszym kontekscie, trak-
tujac koncepcje antyrealistyczne jako probe realizacji redukcji ontologicznej w najbardziej radykal-
nym sensie — jako redukcji eliminacyjnej. W takim duchu mozna interpretowaé np. propozycjg
Fielda (redukcji obiektow matematycznych do czasoprzestrzennych, por. [Field 1980]), Chihary
(redukcja obiektow matematycznych do lingwistycznych, por. [Chihara 1990]) czy Hellmana
(redukcja o charakterze modalnym, por. [Hellman 1989]). W oderwaniu od tezy matematycznego
realizmu mozna réwniez rozwazac problem zaleznosci (redukcji) pojeciowych w matematyce.
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W kolejnych czg$ciach pracy przedstawione sa wigc szkicowo najwazniejsze we
wspolczesnej literaturze strategie argumentacyjne na rzecz realizmu, a nast¢pnie
podjeta dyskusja szczegotowych problemow.”

1. PROBLEM POSZUKIWANIA PODSTAW — UWAGI WSTEPNE

Problem redukcji ontologicznych ma $cisty zwiazek z problemem poszukiwania
podstaw (pojeciowych, epistemologicznych efc.) dla matematyki — czyli poszuki-
wan fundamentalnego systemu poje¢é, dostatecznie silnego i ogodlnego, aby moc
w nim wyrazi¢ w pojeciowo uporzadkowany sposoéb podstawowe dla matematyki
prawdy (i odtworzy¢ ciagi rozumowan matematycznych).

Aby lepiej zrozumie¢ zagadnienie, warto poczyni¢ kilka uwag o charakterze hi-
storycznym. W swoim naturalnym rozwoju teorie matematyczne powstawaly jako
teorie niesformalizowane i niezaksjomatyzowane, w sposob spontaniczny. Klasyczne
wyniki (np. teorii liczb, rachunku rézniczkowego i catkowego, geometrii rozniczko-
wej, algebry efc.) zostaly uzyskane niezaleznie od formalizacji matematyki w cza-
sach, kiedy matematyka byta uprawiana w sposéb — z punktu widzenia dzisiejszych
standardow — nie w pelni $cisty. Refleksja metodologiczna byta woéwczas podejmo-
wana co najwyzej na bardzo elementarnym poziomie. Potrzeba refleksji metateore-
tycznej, wykraczajacej poza dorazne potrzeby praktyczne pojawia si¢ zazwyczaj do-
piero na dostatecznie dojrzalym etapie rozwoju danej dyscypliny, i podobnie byto
w przypadku teorii matematycznych. Problem identyfikacji poj¢é pierwotnych
i ewentualnego poszukiwania aksjomatyki pojawia si¢ dopiero wtedy, gdy rozpozna-
ne sa podstawowe zaleznosci pojeciowe, gdy wiadomo juz, jakie sa problemy danej
dyscypliny, jaki jest jej obszar zainteresowan, jakie sa standardy uzasadniania tez efc.’

Z problemem poszukiwania wspolnych dla catej matematyki ram pojeciowych
zwiazany jest bezposrednio problem okreslenia standardow argumentacji matema-
tycznej. Ustalenie owych standardow jest szczego6lnie wazne, jesli przyjmujemy re-
alistyczna interpretacje matematyki. Mowiac swobodnie, cheielibySmy wiedzieé, ja-
kie sa narzedzia ,transmisji prawdy” od podstawowych, intuicyjnie uznawanych za
prawdziwe zasad, do bardziej zaawansowanych teoretycznie wnioskow.

Za naturalny poglad dotyczacy natury dowodu matematycznego mozna — jak
sadz¢ — uzna¢ poglad ,treSciowy”. Tak hastowo okreslam poglad, w mysl ktorego
proces dowodzenia w matematyce znajduje swoje uzasadnienie w intuicyjnym ujgciu
prawd matematycznych i prawomocnosci krokow dowodowych. Taki byt np. poglad
Kartezjusza, jego za$ kryterium prawdziwosci (jasne i wyrazne widzenie) miato za-

? Chodzi m.in. o problem rekonstrukcji (fragmentéw) matematyki w innym niz teoria mnogosci
systemie pojgc; problemu stosowania teorii mnogosci jako metateorii; a takze problem sity zatozen
ontologicznych oraz relatywnosci ontologiczne;.

* Np. aksjomatyzacja teorii liczb czy teorii prawdopodobiefistwa pojawita si¢ dopiero wowczas,
gdy byly to juz stosunkowo dojrzale teorie.
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stosowanie zarowno do uzasadniania podstawowych prawd matematycznych, jak
i do uzasadniania prawomocnosci poszczegolnych krokéw rozumowan matematycz-
nych. Intuicj¢ Kartezjusz okresla jako

nie zmienne $wiadectwo zmystoéw, lub zwodniczy sad zle tworzacej wyobrazni, lecz tak latwe
i wyrazne pojecie umystu czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy, zgota juz watpi¢ nie
mozemy, lub, co na jedno wychodzi, pojecie niewatpliwe umystu czystego i uwaznego, ze
o tym, co poznajemy, zgota juz watpi¢ nie mozemy [Descartes 1958, s. 12].

Intuicyjne poznawanie (w szczegdlnosci poznanie matematyczne) stanowi wigc pe-
wien czysto intelektualny akt. Mozna powiedzie¢, ze jesli przyjmiemy taki punkt wi-
dzenia, to nie jest konieczne dokonywanie formalnych rekonstrukcji pojgc¢ i rozu-
mowan matematycznych, skoro rozstrzygajaca instancja jest nasza intuicja.*

Z biegiem czasu zaczgly pojawiac si¢ roznice zdan w kwestiach dotyczacych
standardow dowodowych w matematyce i zaczg¢to stawac sig jasne, ze odwotanie do
intuicyjnej zgody nie wystarczy. To, co dla jednych bylo w oczywisty sposob po-
prawne, dla innych bylo ,,niclegalne”. Czgsto przytacza si¢ w tym kontekscie przy-
ktad podanego przez Hilberta dowodu istnienia bazy dla systeméw form algebraicz-
nych. Ze wzgledu na swa niekonstruktywno$é, dowod Hilberta nie zostat od razu
powszechnie zaakceptowany.” Inny standardowy przyktad dotyczy statusu praw lo-
giki klasycznej, kwestionowanych przez intuicjonistow (co prowadzito ich do rewizji
poj¢cia dowodu matematycznego). Pamigtajmy takze o sporach dotyczacych pewni-
ka wyboru jako dopuszczalnego zatozenia (na swoista ironig zakrawa tu fakt, ze go-
racymi przeciwnikami tego aksjomatu byli np. Borel czy Lebesgue, ktdrzy postugi-
wali si¢ nim nie§wiadomie). Pojawila si¢ wigc potrzeba podjecia refleksji na tematy
podstawowe — w szczegolnoscei standardow matematycznej argumentacji oraz pod-
stawowych pojg¢ 1 prawd matematycznych. Intuicyjny sposoéb rozumienia procesu
dowodzenia w matematyce (w duchu Kartezjusza) stopniowo ustgpowat pogladowi,
w mys$l ktorego standardy argumentacyjne w matematyce winny by¢ ustalane w po-

* Samo pojecie intuicji jest pojeciem bardzo wieloznacznym; tu ogranicze si¢ do uwagi, ze nie
chodzi oczywiscie o intuicj¢ w sensie jakiej$ ,,pozapojgciowe]j kontemplacji”. Chodzi o fakt znany
wszystkim matematykom, ktorzy widzac pewien niesformalizowany dowod sa w stanie zaakcepto-
wac kolejne kroki dowodowe, cho¢ — z czysto formalnego punktu widzenia — sa w nim oczywi-
$cie duze luki. Matematyk dowodzac twierdzenia np. w trakcie referatu czy wyktadu nie podaje je-
go formalnej wersji, podaje natomiast przekonujace dla sluchaczy argumenty, odwotujac si¢ do in-
tuicyjnego — w tym sensie — rozumienia i akceptacji formutowanych przez niego krokéw dowo-
dowych.

> Nad problemem pracowat Gordan i podat konstruktywny (mozna powiedzie¢: obliczeniowy)
dowdd w pewnym szczegdlnym przypadku (w roku 1868 udowodnit istnienie takiej skonczonej
bazy dla kazdego systemu algebraicznych form binarnych). Hilbert udowodnit w roku 1890 twier-
dzenie ogolniejsze, gloszace, ze kazdy system form algebraicznych w skonczonej liczbie zmiennych
ma bazg skonczona. Jednak dowod ten miat charakter niekonstruktywny: dowodzit istnienia takiej
bazy, ale nie podawal sposobu konstrukcji. Gordan — ktory jako ekspert w tej dziedzinie oceniat
dowdd Hilberta — miat podobno powiedzie¢, ze dowdd Hilberta to teologia, a nie matematyka.
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staci regul, majacych charakter (po czgsci) czysto formalny. Taka kodyfikacja wy-
magata ujednolicenia systemoéw pojec, a ten fakt ma niewatpliwie istotne znaczenie
z punktu widzenia dyskusji problemu redukcji ontologiczne;.

Wyraznie bylo to widoczne w przypadku geometrii — ,,styl wyobrazeniowy”
ustapi¢ musiat rygorystycznym analizom Pascha czy Hilberta. Historia geometrii sta-
nowi klarowna ilustracj¢ procesu, ktérego skutkiem byta zmiana rozumienia natury
dowodu matematycznego. Stanowi przy tym swoisty toy example dla problemu re-
dukcji ontologicznych, dlatego warto poswigci¢ jej nieco uwagi. Tradycyjnie (mo-
wiac bardzo swobodnie — w czasach przedhilbertowskich), geometria byta uwazana
za nauke posiadajaca pewien zamierzony przedmiot badan. Niektorzy sadzili, ze
przedmiotem tym sa po prostu wlasnosci przestrzeni fizycznej. Przeciez Kant, bada-
jac problem zdan syntetycznych a priori, jako przyktady takich zdan podawat wita-
$nie zdania dotyczace geometrii.®* Wraz z rozwojem matematyki (w szczegdlnosci w
zwiazku z pojawieniem si¢ geometrii niceuklidesowych oraz ogdlnego ujgcia geo-
metrii przez Riemanna) odchodzono od idei, iz geometria dotyczy¢ ma przestrzeni
fizycznej czy nawet jakiego$ ustalonego przedmiotu badan.” Istotne znaczenie dla
ksztaltowania si¢ nowego ujgcia geometrii mialy niewatpliwie prace Pascha i Hil-
berta. Zdaniem Pascha, intuicyjne rozumienie pojeé (w szczegodlnosci odwotywanie
si¢ do elementéw o charakterze pogladowym) nie jest bynajmniej konieczne w geo-
metrii; co wigcej, warunkiem pelnej $cistosci dowodu jest wiasnie abstrahowanie od
intuicyjnego rozumienia poj¢é. Dowodom powinnismy umie¢ nada¢ czysto formalna
postaé; odwotania do intuicji w dowodzie geometrycznym $wiadcza o tym, ze dowod
ten zawiera luki.® Rowniez Hilbert uprawiat geometriec w duchu realizacji postulatu

8 Mill zas — jeszcze w drugiej potowie XIX w. — uwazat geometri¢ za rodzaj wyrafinowane;j
sztuki geodezyjno-kartograficznej, ktorej twierdzenia ustalamy na podstawie indukcyjnych uogol-
nien obserwacji:

[CJo jest podstawa naszego przeswiadczenia o prawdziwosci aksjomatow, co jest ta oczywista
podstawa, na ktorej one sig opieraja? Odpowiadam, ze sa one prawdami eksperymentalnymi,
ze sa to uogodlnienia na podstawie obserwacji. Twierdzenie ,,.Dwie proste nie moga zamykac
przestrzeni” alby innymi stowy: ,,Dwie proste, ktore raz si¢ spotkaty, nie spotykaja si¢ znowu,
lecz stale oddalaja si¢ coraz wigcej od siebie” — to zdanie jest wnioskiem indukcyjnym na
podstawie danych, jakich nam dostarczaja nasze zmysty [Mill 1962, s. 358].

Tw pracy [Gray 1989, s. 171] znajdziemy opinig, ze nawet geometria sferyczna poczatkowo
nie byta postrzegana jako model dla geometrii. Wynikalo to z faktu, ze geometri¢ postrzegano jako
nauke dotyczaca prostych na ptaszczyznie (lub w przestrzeni), a nie krzywych na kuli. A przeciez
nie ulega watpliwosci, ze sfera jest obiektem geometrycznym. Byl to wigc wyraz bardzo waskiego
rozumienia tego, czym jest geometria.

8 Jeli geometria ma naprawde by¢é nauka dedukeyjna, proces wnioskowania musi we wszyst-
kich fragmentach by¢ niezalezny od znaczenia poj¢é geometrycznych, podobnie jak musi by¢
niezalezny od diagramow; pod uwagg moga by¢ brane jedynie relacje wyrazane w twierdze-
niach i definicjach. W czasie wnioskowania jest uzyteczne i dopuszczalne, ale nie konieczne
myslenie o znaczeniach termindéw; faktycznie, jesli jest to konieczne, to w ten sposob wi-
doczna staje si¢ niepoprawnos¢ dowodu [Pasch 1882, s. 98].
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Scistosci dowodowej. Mial twierdzi¢, ze przy prawidlowej aksjomatyzacji geometrii
powinnismy méc mowic o stotach, krzestach i kuflach piwa, a nie o punktach, pro-
stych i ptaszczyznach (por. [Shapiro 1996, s. 156]). W takim ujgciu nie ma wigc sen-
su zastanawianie si¢ nad tym, jaka jest ,istota” obiektow geometrycznych, ale jedy-
nie nad tym, w jakich do siebie pozostaja relacjach.

Jest to niewatpliwie istotny fakt z punktu widzenia dyskusji dotyczacej ontolo-
gicznej interpretacji teorii matematycznych. Hilbert konstruowat modele dla teorii
geometrycznych interpretujac obiekty geometryczne jako zbiory liczb (par liczb,
trojek liczb, n-tek liczb etc.). Tg procedurg znamy ze szkoty — na lekcjach geometrii
utozsamialiSmy prosta ze zbiorem par liczb rzeczywistych (x,y), spetniajacych row-
nanie y=ax+b, okrag z innym zbiorem punktéw etc. Takie interpretacje sa ,,legalne”
dzigki temu, ze zachowuja one zalezno$ci o charakterze strukturalnym: relacjom
migdzy obiektami geometrycznymi (np. stycznos$ci dwdch okregdéw) odpowiadaja
relacje migdzy zbiorami par liczb (np. posiadanie doktadnie jednego wspolnego ele-
mentu) albo miedzy wyrazeniami algebraicznymi (posiadanie dokladnie jednego
wspolnego rozwiazania). W pewnym wigc sensie pytanie o to, co jest przedmiotem
badan geometrii — lub inaczej: czym sa obiekty geometryczne — staje si¢ pytaniem
zle postawionym, mamy bowiem do czynienia z ontologiczng redukcja do klasy od-
powiednich zbioréw par punktéw albo do obiektow algebraicznych.’

Podobny proces formalizacji zachodzit réwniez w przypadku rachunku réznicz-
kowego i catkowego: intuicyjnie rozumiane pojgcia ustapity Scistej definicji epsilo-
nowo-deltowej, podanej juz w wieku XIX przez Cauchy’ego.'’ Natomiast na precy-
zyjne ujecie intuicji nieskonczenie matych wielkosci (ktorymi przeciez matematycy
postugiwali si¢ calkiem sprawnie) trzeba bylo czekac¢ az do XX wieku, kiedy to Ro-
binson skonstruowat model dla analizy niestandardowej, tj. takiej, w ktorej pojawiaja
sie wielkosci nieskoficzenie mate.!" Skonstruowane zostato w ten sposob pewne roz-
szerzenie dobrze nam znanego ciala liczb rzeczywistych. W naturalny sposéb poja-

° W miejsce prostej pojawi sig zbior par (x,y), takich Ze y=ax+b, w miejsce okregu — zbidr par
liczb rzeczywistych (x,y), takich ze x*+°=1 etc. Figury geometryczne zostaja wiec zredukowane do
zbiorow par liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze np. problemy wykonalnosci konstrukcji za pomoca
cyrkla i linijki (np. trysekcji kata) maja swoje odpowiedniki w postaci problemoéw algebraicznych.
Cho¢ wige problem trysekcji jest problemem prima facie geometrycznym, to mozna go interpreto-
wac jako problem algebraiczny, pytanie za$, czego tak naprawde dotyczy ow problem uznaé za
pytanie zle postawione.

' Nalezy oczywiscie dodaé, ze matematycy postugiwali si¢ rachunkiem rézniczkowym, zanim
zostal on ujety w rygorystycznej formie. Przypomina to nieco sytuacje z funkcja O Diraca, ktora
fizycy postugiwali si¢ z powodzeniem, zanim zostata ,,zalegalizowana” jako prawomocna konstruk-
cja matematyczna.

' Nie whnikajac w szczegbly: sa to takie elementy ¢>0, ktore mozna dodawac, i ktore maja taka
wlasnos¢, ze c+...+¢<1, niezaleznie od tego, ile razy zostana do siebie dodane. Oczywiscie, zwykle
liczby nie maja takiej wlasnos$ci. Pozostaje pytanie, czy taka konstrukcja precyzyjnie oddaje intuicje
np. Leibniza, ale na to pytanie mozna poszukiwa¢ co najwyzej posrednich odpowiedzi, poprzez —
mozna powiedzie¢ — hermeneutyczng analizg oryginalnych tekstow.
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wiaja si¢ problemy o charakterze ontologicznym: czym sa liczby rzeczywiste — czy
sa one jedynie podklasa w (szerszym) ciele niestandardowych (w szczeg6lno$ci nie-
skonczenie matych) obiektow? Czy istnieja samoistnie? ,,Analiza epsilonowo-delto-
wa” i ,,analiza nieskonczenie matych” to dwie rozne teorie.'> Mozemy wigc postawi¢
problem: jaki jest status ontologicznych korelatow tych teorii?"?

Nie begde podejmowal problemu, kiedy zaczgto uswiadamiac¢ sobie potrzebg re-
fleksji metodologicznej, nie ulega jednak watpliwosci, ze byla ona juz wyrazna
w drugiej potowie XIX wieku. Jest to okres, kiedy pojawily si¢ pionierskie prace
dotyczace wspotczesnej logiki formalnej 1 podstaw matematyki (wystarczy wymienié¢
np. nazwiska Fregego czy Peano). Dla omawianego tutaj problemu redukcji ontolo-
gicznej szczegdlnie wazne okazaty si¢ prace Cantora, w ktorych wylozyt podstawy
teorii mnogosci. Jego ujecie mozna uznaé za przetomowe, ze wzgledu na 0g6lnos¢.
Cantor, méwiac o zbiorach, abstrahowal bowiem od natury ich elementdéw — nie
chodzito juz wigc o zbiory liczb, krzywych, figur, funkcji efc., ale o zbiory utworzo-
ne z dowolnych elementow."* Wezesniej matematycy zajmowali si¢ problemami
zdecydowanie bardziej ,,konkretnymi”, ujecie Cantora otworzyto przed matematyka
nowe perspektywy i stanowito inspiracj¢ do badania dowolnych abstrakcyjnych
struktur."

12 Choé oczywiscie zachodza migdzy nimi glgbokie zwiazki — twierdzenia dotyczace standar-
dowych liczb obowigzuja w obu tych teoriach.

" Oczywiscie, odpowiedz w ramach teoriomnogosciowej semantyki jest prosta: sa to pewne
zbiory, zdefiniowane z doktadno$cia do izomorfizmu (dla uproszczenia pomijam tu problem katego-
rycznosci owych teorii). Jednak to stwierdzenie rozstrzyga dyskusj¢ ontologiczng jedynie pod wa-
runkiem przyjgcia silnych zatozen, dotyczacych adekwatnosci rekonstrukcji teoriomnogosciowe;.

' Pod pojeciem ,,zbioru” (Menge) rozumiem kazde zebranie w jedna calos¢ (jede Zusammen-
fassung zu einem Ganzen) M okreslonych, dobrze odr6znionych przedmiotow m naszego
ogladu (unserer Anschauung) czy naszych mysli (za: [Murawski 1986, s. 157]).

'3 Ciekawa ilustracja procesu ,,odchodzenia od konkretu” jest ewolucja rozumienia pojecia
funkcji: od rozumienia funkcji jako ,.efektywnie danego” przyporzadkowania (oczywiscie nie w dzi-
siejszym sensie teorii obliczen, chodzi o mozliwo$¢ opisania tej funkcji za pomoca pewnego kon-
kretnego wzoru) az po rozumienie funkcji jako catkowicie dowolnego przyporzadkowania. Analizg
tego problemu mozna znalez¢ np. w pracy [Maddy 1993], ktéra podaje kilka ciekawych przykta-
dow. Jednym z nich jest dyskusja migdzy Eulerem a d’Alembertem dotyczaca pojgcia funkcji, ktora
toczyta si¢ w konteks$cie analizy zagadnienia struny drgajacej: d’Alembert zawgza pojecie funkcji
do funkcji zadanych wyrazeniami analitycznymi, Euler dopuszcza szersza klasg funkcji. Riemann
(przy okazji analizy problemu przedstawienia funkcji w postaci szeregu Fouriera) opowiada sig za
ogolnym pojeciem funkcji, za ,legalne” uznajac takze takie, ktore nie moga by¢ przedstawione
w postaci szeregu Fouriera. O tych dyskusjach i dylematach warto pamigtaé, bo z dzisiejszego
punktu widzenia wydaje si¢ nam oczywiste, ze funkcja to dowolny podzbidr iloczynu kartezjan-
skiego, taki ze... efc. Mozna jednak si¢ zastanawiaé, czy faktycznie odpowiada to intuicjom zwia-
zanym z pojgciem funkcji, czy tez raczej wynika z odpowiedniego ,,teoriomnogos$ciowego treningu”
w czasie naszej edukacji. Nie mozna przeciez zapomina¢ o tym, ze np. teoriokategoryjny system
poje¢ wychodzi od innego rozumienia pojgcia funkcji.
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Teoria mnogos$ci okazata si¢ teoria na tyle silng i ogdlna, ze praktycznie wszyst-
kie pojecia matematyczne, uzywane wczesniej przez matematykow w sposob nie-
formalny (np. pojgcie liczby naturalnej, wymiernej, rzeczywistej, zespolonej, funkcji
rzeczywistej, prawdopodobienstwa, rozniczkowalno$ci w sensie rzeczywistym i ze-
spolonym, przestrzeni funkcyjnej, miary, szeregu funkcyjnego, bazy przestrzeni li-
niowej, rozmaitosci rézniczkowalnej efc.) mogly zosta¢ zrekonstruowane formalnie
w teorii mnogosci. W tym sensie teoria mnogosci zyskata miano najogdlniejszej teo-
rii matematycznej. Ten fakt moze sktania¢ do przyjecia tezy, ze to teoria mnogosci
opisuje bazeg ontologiczna dla matematyki — czyli, ze po prostu obiekty matema-
tyczne sa zbiorami.

2. TEORIA MNOGOSCI JAKO PODSTAWA?

Teza gloszaca, ze droga do wlasciwej rekonstrukcji matematyki wiedzie wlasnie
przez teori¢ mnogosci, jest przyjmowana dos¢ powszechnie przez logikéw, specjali-
stow od podstaw matematyki czy filozoféw matematyki. Przyjecie tej tezy oferuje
klarowne i eleganckie rozwiazanie problemu redukcji ontologicznej: po prostu
wszystkie obiekty matematyczne sa zbiorami, a ich ,,stalym miejscem pobytu” jest
mnogos$ciowe uniwersum. Z drugiej strony, wybranie teorii mnogos$ci jako teorii
podstawowej dla matematyki wiaze si¢ z trudnos$ciami, ktore sktaniaja do przyjecia
alternatywnych punktéw widzenia.

Zacznijmy od obserwacji, ze teza o ,.teoriomnogosciowosci” wszystkich pojeé
matematycznych wydaje sig¢ po prostu sprzeczna z naturalnym nastawieniem mate-
matyka. Istnieje ogromna ilo$¢ dyscyplin matematycznych, a kazda z nich ma swoje
wlasne wewngtrzne problemy, techniki, otwarte pytania, kryteria waznosci zagad-
nien, swoiste rozumienie specyfiki i ,architektury” tej dyscypliny efc. Matematyk
w swej pracy ma do czynienia z bogactwem obiektow matematycznych (strukturami
algebraicznymi, geometrycznymi, topologicznymi, probabilistycznymi efc.). Nie ma
on bynajmniej poczucia, ze uprawia teori¢ mnogosci, ze obiekty, ktore bada (np.
rozmaito$ci czterowymiarowe albo procesy stochastyczne), sa po prostu pewnymi
zbiorami, wytworzonymi ze zbioru pustego poprzez zastosowanie pewnych operacji
teoriomnogosciowych. Matematyk raczej postrzega obiekty jako takie, abstrahujac
catkowicie od problemu ich ewentualnej rekonstrukcji w ramach teorii mnogoS$ci
(czy w innych systemach) i np. od problemu, jak wysoko w hierarchii iteracyjnej V
znajduja si¢ te obiekty. Z jego punktu widzenia, badane obiekty sa dane bezposrednio,
natomiast rekonstrukcja w teorii mnogoS$ci jawi si¢ jako zabieg sztuczny, a w kaz-
dym razie pozbawiony istotnego znaczenia z punktu widzenia jego dyscypliny.'®

' Specjalista od teorii liczb bada liczby jako takie, a nie jako skoficzone liczby porzadkowe.
Specjalista od topologii bada — moéwiac oczywiscie w uproszczeniu — wiasnos$ci przeksztalcen
pewnego typu, niezmienniki homeomorfizméw, dyfeomorfizméw czy innego typu operacji doko-
nywanych na (mniej lub bardziej intuicyjnie postrzeganych) obiektach geometrycznych. Specjalista
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Teoria mnogosci jest wige przez matematykow postrzegana jako jedna z wielu
dyscyplin, o bardzo duzym stopniu ogdlnosci (ale zarazem o niklym znaczeniu dla
wigkszos$ci dyscyplin matematycznych). Mowiac zartobliwie, gdyby nagle zniszcze-
niu ulegly wszystkie ksiazki z teorii mnogosci, a specjalisci w tym zakresie zostaliby
pozbawieni prawa wykonywania zawodu, to pozostali matematycy nie doznaliby
wigkszego uszczerbku ani utrudnien w swej codziennej pracy. Inaczej by jednak by-
o, gdyby nagle unicestwieniu ulegt dorobek ludzkosci w zakresie np. analizy funk-
cjonalnej czy teorii prawdopodobienstwa.'”

Zarazem jest jednak faktem, ze wspomniana rekonstrukcja jest mozliwa, i pojg-
cia matematyczne moga by¢ definiowane w ramach teorii mnogosci (eo ipso: obiekty
matematyczne moga byé traktowane po prostu jako pewnego rodzaju zbiory).'® Pro-
wadzi to do pewnego napigcia: logik i1 filozof jest sklonny postrzega¢ wszelkie
obieckty matematyczne po prostu jako zbiory (a uzywajac innego jezyka: bedzie
sktonny traktowaé hierarchi¢ mnogosciowa V jako baze ontologiczng dla catej ma-
tematyki). Natomiast matematyk nie ma poczucia, ze zajmuje si¢ teoria mnogosci,
redukcja teoriomnogosciowa za$ jest przez niego postrzegana jako nieszkodliwy,
lecz niemajacy wiele wspdlnego z jego przedmiotem badan zabieg dokonywany
przez kolegdw z zaktadow logiki i podstaw matematyki.

Powyzsze argumenty dotyczace ,,0bcosci” teoriomnogos$ciowych poje¢ w mate-
matyce mozna probowac uchylié¢, traktujac je jako zapis pewnych przezy¢é psycholo-
gicznych towarzyszacych pracy matematyka — ktore nie maja znaczenia z punktu
widzenia dyskusji ontologicznej. Nie rozwiazuje to jednak problemu, ktory uwazam
za doniosty: jakie sa relacje pojeciowe miedzy ,,zwykla matematyka” a teoria mno-
gosci? Czy to matematyk nie zdaje sobie sprawy z faktu, ze tak naprawde bada zbio-
ry pewnego typu, czy tez raczej filozof owladnigty idea redukcjonizmu ontologicz-
nego usituje wttoczy¢é matematyke w system pojec teorii mnogosci? Sam fakt, ze ta-
ka interpretacja jest standardowo dokonywana, nie rozstrzyga ontologicznego sporu
o natur¢ obiektdw matematycznych. Mozna przeciez postawié pytanie, czy przy ta-

z zakresu rownan rozniczkowych interesuje si¢ np. dynamika pewnych przeksztalcen przestrzeni
fazowej — i w ogole nie patrzy na badane przez siebie obiekty jak na pewne zbiory , mieszkajace”
W uniwersum mnogos$ciowym V.

7 Oczywiscie tu zostal uzyty pewnego rodzaju skrét myslowy — trudno przeciez wyraznie
ustali¢ granice migdzy poszczegdlnymi dzialami matematyki; w szczegdlnos$ci trudno ustali¢ wy-
raznie granice teorii mnogosci. Trudno jednak si¢ nie zgodzi¢, ze tylko pewne fragmenty matematy-
ki odwotuja si¢ do specyficznie teoriomnogosciowych poje¢ (np. pojgcia mocy, wspotkoncowosci,
duzych liczb kardynalnych, ultrafiltrow etc.).

'8 Na przyktad liczby naturalne sa definiowane jako &, {{J} etc., liczby calkowite jako stosow-
ne klasy abstrakcji relacji rownowaznosci, okre§lonej na parach liczb naturalnych, liczby wymierne
jako klasy abstrakcji na parach liczb naturalnych i catkowitych, liczby rzeczywiste jako np. klasy
abstrakcji ciagow Cauchy’ego czy przekroje Dedekinda efc. To wszystko odbywa si¢ w ramach teo-
rii mnogosci.
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kiej interpretacji nie mamy do czynienia ze znieksztalceniem pierwotnego, intuicyj-
nego rozumienia poje¢ matematycznych. '’

Wybdr teorii mnogosci jako fundamentu dla matematyki wiaze si¢ z pewnymi
problemami filozoficznymi, niejako immanentnymi dla teorii mnogosci (czy — mo-
wiac kolokwialnie — przez nig wygenerowanymi). Opiera si¢ ona bowiem na bardzo
silnych zalozeniach dotyczacych istnienia i definiowania obiektow. Skorzystam
z przejrzystej klasyfikacji Fefermana, ktory w [1987] wskazuje jako problematyczne
filozoficznie nastgpujace zatozenia: (a) Uznanie, iz zbiory istnieja niezaleznie od
dziatalno$ci poznawcze] matematykow. (b) Akceptacja nieskonczonosci aktualne;.
(c) Uznanie istnienia zbiorow bedacych dowolnymi kombinacjami obiektow. (d)
Uznanie dopuszczalnosci operacji tworzenia zbioru potggowego. (e) Uznanie pewni-
ka wyboru. (f) Traktowanie relacji i funkcji jako zbioréw. (g) Przyjecie prawa wyla-
czonego $rodka. Nawet jesli niektore z nich (jak np. (g)) uznamy za problemy, ktore
nie sa specyficzne dla teorii mnogosci, ale dotycza w ogole poszukiwania ram for-
malnych, problem (b) za$§ za problem calej matematyki, a nie tylko teorii mnogosci,
to jednak z pewnoscia problemy (c), (d), (e) dotycza wtasnie zatozen teoriomnogo-
sciowych dotyczacych wykonywalnosci pewnych operacji definiowania nowych
bytow.?’ Jesli jednak poszukiwanie teorii podstawowej ma m.in. zagwarantowa¢ nam
bezpieczenstwo badan, a teoria ta ma opiera¢ si¢ na mozliwie niekontrowersyjnych
zatozeniach, to z pewnoscia teoria mnogosci tego postulatu nie spelnia — jej zatoze-
nia trudno uzna¢ za wzbudzajace wigcej zaufania niz zalozenia przyjmowane w co-
dziennej pracy przez matematykow. Mozna wigc powiedzie¢, ze za komfort rekon-
strukcji ptacimy ceng w postaci koniecznosci przyjecia silnych i nieoczywistych za-
tozef.”!

' Zdajg sobie sprawe, ze takie stwierdzenie nie jest w peni jasne, jednak uwazam, ze problem
zastuguje na dyskusje. To, jak rozumiemy pojecia matematyczne i jaka rolg odgrywa tu teoriomno-
gosciowa rekonstrukcja, ma bowiem istotne znaczenie dla dyskusji ontologiczne;.

 Traktowanie operacji tworzenia zbioru potegowego (j. tworzenia wszystkich podzbioréw
danego zbioru, niezaleznie od mozliwosci ich zdefiniowania czy scharakteryzowania) jest zaloze-
niem bardzo silnym. Podobnie jest w przypadku pewnika wyboru, ktory ma charakter catkowicie
niekonstruktywny.

! Program Hilberta stanowit probe poszukiwania pewnosci w matematyce. W zalozeniu miat
opiera¢ si¢ na zatozeniach mozliwie mato kontrowersyjnych, ktére miaty umozliwi¢ uprawomoc-
nienie silniejszych technik — w szczegdlnosci technik odwotujacych si¢ do pojecia nieskonczono-
$ci. Z punktu widzenia programu Hilberta, teoria mnogos$ci musiata zatem zosta¢ niejako ,,zalegali-
zowana”, i sama w sobie nie mogta stanowi¢ bezpiecznej podstawy. Nie ulega watpliwosci, ze zalo-
zenia dotyczace calej pozaskonczonej hierarchii liczb porzadkowych i kardynalnych, pozaskonczo-
nego iterowania pewnych operacji etc. sa znacznie silniejsze (i przez to bardziej kontrowersyjne) niz
zalozenia teorii liczb naturalnych czy rzeczywistych.
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3. MATEMATYKA TEORIOMNOGOSCIOWA
I NIETEORIOMNOGOSCIOWA

W teorii mnogosci mozna zrekonstruowaé wszelkie zwykle pojecia matematycz-
ne, jednak sila teorii mnogosci wykracza poza te zwykle, codzienne potrzeby.?
W teorii mnogos$ci dysponujemy na tyle silnymi metodami definiowania i dowodze-
nia istnienia obiektow, ze uniwersum mnogo$ciowe jest bardzo bogate — oprocz
(odpowiednikoéw) zwyklych obiektéw matematycznych (jak liczby zespolone czy
rozmaito$ci rézniczkowe), pojawiaja si¢ w nim takze obiekty, definiowane i opisy-
wane Srodkami stricte teoriomnogos$ciowymi. Zalozenie o istnieniu takich obiektow
nie jest uzasadnione potrzebami zwyktej praktyki matematycznej (cho¢ jest cickawe
samo w sobie i otwiera droge do interesujacych badan). Mamy wigc do czynienia ze
zjawiskiem swoistej nadwyzkowosci teorii mnogosci w stosunku do potrzeb praktyki
matematycznej, czyli z nadmiernym — w stosunku do potrzeb zwyktej matematyki
— bogactwem $wiata matematycznego opisywanego przez teori¢ mnogosci. Prowa-
dzi to niektérych badaczy do opinii, Zze teoria mnogosci zajmuje si¢ tworzeniem
i rozwiazywaniem wilasnych, wewngtrznych probleméw, niemajacych wiele wspo6l-
nego z reszta matematyki. Taka opini¢, dotyczaca niejako introwertycznego charak-
teru wspodtczesnej teorii mnogosci, wyraza np. Jensen w [1995, s. 407] (a jako wy-
bitny specjalista z zakresu teorii mnogosci z pewnoscia nie jest nastawiony wobec
niej nieprzychylnie...). Mac Lane (jeden z ,,0jcow zatozycieli” teorii kategorii)
twierdzi wregcz, ze teoria mnogosci (w szczegdlnosci np. badania dotyczace duzych
liczb kardynalnych) jest teorig dziwaczna i niezrozumiata. Stanowisko posrednie re-
prezentuje np. Friedman. Przyznaje, ze problemy teoriomnogosciowe nie sa repre-
zentatywne dla matematyki jako catosci. Niewatpliwie dla teorii mnogosci bardzo
wazne (wrgcez centralne) sa badania dotyczace relatywnej niesprzecznos$ci teorii, nie-
zalezno$ci pewnych zdan od teorii mnogosci, konstrukcji modeli rdéznego typu etc.
Maja one jednak charakter dos¢ ,,egzotyczny” (czgsto czysto metamatematyczny)
inie wyrastaja z codziennej praktyki matematycznej. Friedman twierdzi jednak, ze
mozna wskazaé naturalne problemy matematyczne, dla rozstrzygnigcia ktoérych ko-
nieczne jest nie tylko korzystanie z petnej sity ZFC, ale nawet odwotanie si¢ do zato-
zen silniejszych [Friedman 2000, s. 439-440]. Jego zdaniem, moze to $wiadczy¢
o tym, Ze nawet najbardziej zaawansowane teoretycznie pojecia teorii mnogosci nie
sa ,,abstrakcyjnym nonsensem”, ale moga miec silny i naturalny zwiazek z praktyka
matematyczna.”> Zdecydowanie przeciwko takiemu pogladowi wystepuje Feferman

2 Oczywiscie pojecie zwyklej praktyki matematycznej jest nicostre, uwazam je jednak za waz-
ne dla dyskusji. Szczegdétowo bedzie ono omawiane w dalszych czgsciach niniejszego cyklu arty-
kutéw. Tu poprzestang na odwotaniu si¢ do jego potocznego rozumienia.

3 Friedman podaje takie wyniki w pracach [1981, 1986, 1998]. Problem, na ile te wyniki wyra-
stajq z praktyki matematycznej, a na ile majq charakter sztuczny i zostaly stworzone dla uzasadnie-
nia owej tezy, jest problemem ztozonym.

Warto tu wspomnie¢ o wynikach da Costy i wspotpracownikow, ktorzy podali przyktady zdan



Redukcje ontologiczne w matematyce. Czesc I 115

[1987]. Twierdzi on, ze jedynie pozornie zjawiska niezaleznosci w tak oczywisty
sposob maja znaczenie dla codziennej praktyki matematycznej. Feferman przywoluje
tutaj przyktad niezaleznych zdan Godla. Zostaly one uzyskane poprzez technike
arytmetyzacji sktadni, i sa to zdania dotyczace miejsc zerowych pewnych wielomia-
néw (dos¢ wysokiego stopnia). Nie ulega oczywiscie watpliwosci, Zze sa to zdania
o charakterze teorioliczbowym. Idac dalej tym tropem, mozna byloby stwierdzié, ze
tym samym niezalezno$¢ pojawia si¢ (czy tez ,,odzwierciedla si¢”’) w zwyklej prak-
tyce matematycznej (bo zdania teorioliczbowe z tej praktyki niewatpliwie wyrastaja).
W takiej argumentacji — zdaniem Fefermana — tkwi jednak pewien podstawowy
btad. Zdania arytmetyczne, o ktorych tutaj myslimy, nie sa wcale naturalne, zostaty
one bowiem w sztuczny sposéb wytworzone poprzez analizy metamatematyczne.
W niczym nie przypominajg zdan interesujacych specjalistow od teorii liczb, takich
jak hipoteza Fermata czy Goldbacha. Zdania tego typu moga np. opisywac nie-
sprzeczno$¢ istotnie réznych od siebie teorii formalnych, a jednak matematyczna
tres¢ tych zdan nie bedzie si¢ od siebie istotnie rézni¢.** Niezaleznie jednak od tego,
jakie stanowisko zajmiemy w tej dyskusji, trudno nie przyznaé, ze problemy teorii
mnogosci sa bez poréwnania stabiej zwiazane z problemami wyrastajacymi z glow-
nego nurtu matematyki niz np. problemy teorii liczb, analizy funkcjonalnej czy geo-
metrii r6zniczkowej. Najwazniejsze otwarte problemy matematyczne nie maja bez-
posredniego zwiazku z teoria mnogosci.

Pojawia si¢ wigc pytanie, czy uzycie teorii mnogosci jako narzg¢dzia formalne;j
rekonstrukcji nie staje si¢ w tej sytuacji sztuczne. Gdyby — moéwiac z pewna prze-
sada — uznac ja za teori¢ obca w stosunku do codziennej praktyki matematycznej, to
nalezatoby uznaé, ze taka rekonstrukcja jest sztuczna.” Oczywiscie, kazdy matema-

niezaleznych od ZFC, majacych — ich zdaniem — sens fizyczny. Zdania te dotycza teorii uktadow
dynamicznych, mechaniki klasycznej, ogdlnej teorii wzglgdnosci czy nawet teorii gier (por. np. [da
Costa N., Doria F.A. 1996]). W calej serii artykuléw obaj autorzy dowodza wielu wynikow o po-
dobnym charakterze. Gdyby faktycznie uznaé, ze zdania te maja naturalny sens fizyczny, to mogli-
bySmy moéwic o znaczeniu teorii mnogosci nie tylko z punktu widzenia praktyki matematycznej, ale
tez z punktu widzenia matematyki stosowanej. Zdaniem autorow tych wynikow, swiadczy to o tym,
ze ,,Niezaleznos¢ godlowska nie jest dziwacznym, ubocznym zjawiskiem, jest niezwykle wazna dla
naszego sposobu pojmowania matematyki ” [da Costa N.C.A, Doria F.A 1994, s. 188]. Mozna jed-
nak mie¢ watpliwosci, czy faktycznie te zdania maja naturalng interpretacje fizyczna, czy tez raczej
sa to wyniki stricte teoriomnogosciowe ,,w przebraniu”. (Omoéwieniu tych zagadnien po§wigcona
jest praca [Wojtowicz 2002].)

* Podobng opini¢ Feferman wyraza takze w [2000], gdzie analizuje wyniki Friedmana. Za-
uwazmy, ze arytmetyczne zdania typu Con(T), wyrazajace niesprzecznosc teorii T, to zdania o wie-
lomianach. Nie ulega watpliwosci, ze teorie np. ZFC+—CH i ZFC+CH sa istotnie rézne. Jednak
trudno powiedzie¢, ze zdania Con(ZFC+—CH) i Con(ZFC+CH) maja rowniez istotnie roézna tres¢
arytmetyczng (rozpatrywana w oderwaniu od ich metamatematycznych interpretacji).

* Wykonajmy — w charakterze ilustracji — eksperyment myslowy. Wyobrazmy sobie, ze ma-
tematyka sklada si¢ tylko z teorii liczb (i nig zajmuja si¢ matematycy) oraz z teorii mnogosci. Czy
naturalne jest uznanie, ze liczby sa tak naprawdg zbiorami pewnego typu, czy tez raczej matematycy
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tyk postuguje sig¢ na co dzien pojgciem zbioru czy klasy (nie odrézniajac zreszta
w codziennym uzyciu tych poje¢) — moéwi o zbiorze rozwiazan réwnania, klasie
miar okreslonych na danej przestrzeni, zbiorze punktow stalych przeksztalcenia ezc.
Pozornie wydaje si¢ wigc, ze postuguje si¢ teoriomnogosciowym systemem pojec.
Jednak te codzienne uzycia pojgcia zbioru nie wykraczaja poza tzw. naiwna teorig
mnogosci; mowiac swobodnie, teoria mnogosci ,.interweniuje” jedynie na bardzo
elementarnym poziomie. Matematyk raczej nie odwotluje si¢ np. do twierdzenia
o definiowaniu przez indukcje pozaskonczona.”® Zazwyczaj matematyk nie ma do
czynienia z zadnymi pytaniami, ktore motywowalyby (z punktu widzenia jego dys-
cypliny) odwotywanie si¢ do petnej sily teorii mnogosci. W swojej praktyce badaw-
czej nie spotka sig raczej z problemami o charakterze stricte teoriomnogos$ciowym.
Obszarem jego zainteresowania sa problemy i pojgcia matematyczne wyrastajace
z codziennej praktyki, teoria mnogosci za$ jest jedynie sposobem ich formalnej re-
konstrukcji, pewna formalng idealizacja, ktora pojawia si¢ na etapie metodologicznej
refleksji, a nie w trakcie faktycznego uprawiania matematyki. Matematyk moze
wecale nie by¢ §wiadomy tego, ze badane przez niego obiekty, takie jak np. liczby
rzeczywiste czy rozwiazania roéwnan rozniczkowych, miewaja roézne wlasnosci
w réznych modelach dla teorii mnogoéci — a nawet jesli to wie, to moze by¢ tym
faktem malo zainteresowany. Czy nalezy uznac to jedynie za wyraz braku §wiado-
mos$ci metodologicznej owego matematyka? A moze owe zjawiska metamatema-
tyczne stanowia swoisty artefakt przyjecia — na poziomie metateoretycznym — zbyt
silnych zatozen? By¢ moze nalezatoby raczej stwierdzi¢, ze przedmiotem zaintere-
sowania matematyka sa wlasnie owe liczby rzeczywiste (i rownania rézniczkowe)
jako pewne absolutne obiekty istniejace w sposdb samoistny, a nie jako obiekty, kto-
rych wlasnosci zrelatywizowane sa do réznych modeli formalnych dla teorii mnogo-
sci? I idac dalej tym tropem, twierdzi¢, ze do owej pierwotnej sytuacji ontologiczne;j
(dotyczacej liczb rzeczywistych i rownan rézniczkowych) zostal dobudowany gi-
gantyczny bagaz teorii mnogosci, ktéra z owa pierwotna sytuacja nie ma wiele
wspolnego?

Mozna by wigc pokusi¢ si¢ o wytyczenie swoistej linii demarkacyjnej pomigdzy
matematyka zwykla i teoriomnogos$ciowa. Taki podzial matematyki na ,,zwykla”
i teoriomnogosciowa jest oczywiscie nieostry i do pewnego stopnia umowny, uwa-
zam jednak, Ze ma on sens i istotne znaczenie dla prowadzonej tu dyskusji. Trudno
ustali¢ precyzyjnie granicg, na ktorej konczy si¢ zwykta matematyka, a zaczyna sig
krélestwo teorii mnogosci. Jest jednak jasne, ze np. geometria rézniczkowa nie wy-
korzystuje zaawansowanych pojec teorii mnogosci, i cho¢ formalnie np. rozmaitos$¢

beda broni¢ sig przed tego typu ,teoriomnogosciowymi wtrgtami”, twierdzac, ze oni badaja liczby
naturalne per se, a nie jakie$ skonczone liczby porzadkowe (stanowiace zaledwie jaki$ drobny
fragment ,,rozdgtej” hierarchii teoriomnogosciowej). Jest to oczywiscie sztuczny przyklad, ale jed-
nak stanowi pewna ilustracjg problemu.

% Korzysta wprawdzie niekiedy z lematu Kuratowskiego—Zorna (réwnowaznego pewnikowi
wyboru), ale stosunkowo rzadko potrzebny jest pewnik wyboru w jego petnej wersji.
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rozniczkowa moze by¢ zdefiniowana w teorii mnogosci jako odpowiedni zbior, to
jednak pojecia geometryczne (takie jak pojecie rozmaitosci, metryki, wiazki wekto-
rowej, tensora etc.) sa zdefiniowane w sposéb niezalezny od pojecia ultrafiltru,
wspotkoncowosci, liczby mierzalnej czy konstruowalnosci. Podobne uwagi dotycza
takze pozostalych dyscyplin matematycznych: wazne i podstawowe dla tych dyscy-
plin motywacje, idee, pojecia i techniki tworzone byly w sposdb niezalezny od teorii
mnogosci.

Akceptacja tego podzialu ma istotne znaczenie dla problemu redukcji ontolo-
gicznej. Bardzo istotny staje si¢ problem rekonstrukeji tego nieteoriomnogosciowego
fragmentu matematyki w innym niz teoriomnogosciowy systemie pojec. Zauwazmy
tez, ze w przypadku réznych dyscyplin matematycznych owe poszukiwane rekon-
strukcje moga mie¢ rézny charakter. A zatem na ogdlny problem rekonstrukcji pojec
matematycznych naktada si¢ dodatkowo problem poszukiwania lokalnych baz onto-
logicznych (odpowiednich dla pewnych fragmentow matematyki). Te zagadnienia
zostana podjete w kolejnych czesciach pracy.
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