Filozofia Nauki
Rok XVI, 2008, Nr 2(62)

Zbigniew Tworak

Samoodniesienie a zagadnienie powstawania antynomii

Podejmujac temat zakreslony tytulem niniejszego eseju, zamierzam omowi¢ pewne
warunki sprzyjajace pojawieniu si¢ zjawiska samoodniesienia. Przy okazji pokaze,
ze pytanie o zroédlo pewnego typu antynomii, zwanych wlasnie antynomiami samo-
odniesienia, jest wciaz otwarte.

Zwykle zjawisko samoodniesienia omawia si¢ w kontek$cie pojecia oznaczania
— czyli przedmiotowego skierowania wyrazen — oraz antynomii semantycznych.
Jest ono wlasnos$cia wyrazen, polegajaca na zdolnosci odnoszenia si¢ do samych sie-
bie. Na szerszy kontekst tego zjawiska zwraca uwage Steven J. Bartlett. W artykule
Varieties of Self-Reference otwierajacym antologi¢ Self-Reference: Reflections on
Reflexivity pisze:

[Samoodnoszenie] jest waznym i wszechobecnym zjawiskiem wykraczajacym poza logike

1 filozofig jezyka, oraz poza sama dziedzing filozofii (Bartlett, Suber 1987, s. 5).

Analizg przyktadow samoodniesienia na terenie réoznych dziedzin mozna znalez¢ np.
w monografii J. Barwise’a i L. Mossa Vicious Circles (Barwise, Moss 1996).

Samoodniesienie jest pojeciem pochodnym wzgledem pojgcia odnoszenia sig¢
(dalej bede uzywac rowniez terminu ,,referencja”). Z grubsza rzecz biorac, referencja
jest relacja zachodzaca pomigdzy pewnego typu obiektami; nie przesadzam w tym
kontekscie niczego o naturze tych obiektéw — moga one by¢ wyrazeniami jezyko-
wymi (np. zdaniami), my$lami, ludzmi, zbiorami, stanami rzeczy, programami kom-
puterowymi, obrazami, tekstami literackimi itp. Jedne z nich specyfikuj¢ jako odno-
szace si¢ do czego$, drugie — jako bedace odniesieniami tych pierwszych. Z formal-
nego punktu widzenia relacja referencji jest po prostu zbiorem:

R={{a, by e AXB: b jest odniesieniem a}.
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Zgodnie ze zwyczajem zamiast {a, b) € R piszg nickiedy aRb. Napis aRb mozna od-
czytywaé: obiekt a odnosi si¢ bezposrednio do obiektu b. Dziedzina relacji R,
dom(R), jest zbidr przedmiotow, ktore odnosza si¢ do czegos, a jej przeciwdziedzina,
rng(R), jest zbior przedmiotdow, do ktorych sig¢ cos odnosi. Gdy dom(R) jest zbiorem
wyrazen jakiego$ jezyka, wowczas relacja R ma charakter lingwistyczny; w przeciw-
nym przypadku ma ona charakter pozalingwistyczny. Problematyka referencji ling-
wistycznej (ktorej poSwigcona jest znaczna czg$¢ literatury filozoficzno-logicznej)
ma dwa aspekty wyrazajace si¢ w dystynkcji: referencja mowcy versus referencja
semantyczna (czysta). Referencja semantyczna jest relacja, ktéra positkujemy si¢
formutujac warunki prawdziwosci zdan. Mozna ja opisa¢ za pomoca zwrotu: wyra-
zenie w jezyka J odnosi si¢ do przedmiotu p (przy czym p moze by¢ réwniez wyra-
zeniem). Abstrahuje sig, ze J jest ,,jezykiem moéwionym”, czyli srodkiem porozu-
miewania si¢ pewnej grupy osob; J traktuje si¢ jako wytwor pewnej gramatyki. Na-
tomiast referencja moéwcy — w przeciwienstwie do referencji semantycznej — jest
relacja o charakterze pragmatycznym, tzn. jest relacja pomigdzy uzytkownikami da-
nego jezyka, wyrazeniami owego jezyka i przedmiotami. Mozna ja opisac za pomoca
zwrotu: osoba a odnosi si¢ do przedmiotu p wypowiadajac wyrazenie w. Ujecie to
opiera si¢ na nast¢pujacych zatozeniach (Grzegorczyk 1997, s. 35-36):

— zadne zdanie nie jest po prostu prawdziwe lub falszywe, ale jest prawdziwe
lub falszywe przy okreslonym rozumieniu przez uzytkownika jezyka zawartych
w nim stow;

— zadne stowo nie oznacza po prostu jakie$ rzeczy, ale moze ja oznaczac ze
wzgledu na sposdb uzywania tego stowa przez uzytkownika jezyka.

Z tego punktu widzenia, referencja semantyczna jest pochodna wzgledem referencji
méwcey. Mowiac tu o referencji lingwistycznej na ogot bede pomijat jej aspekt prag-
matyczny (chociaz jest on wazny).

Przyjmijmy nastgpujaca definicjeg relacji referencji:

DEFINICJA 1. Obiekt a odnosi sie do obiektu b wtw istnieje sekwencja elementéw
ao, aj ..., ai taka, ze a = ag, b = a; oraz dla kazdego i=0, 1, ..., k— 1, a;R a;+ 1 (czyli
a; odnosi si¢ bezposrednio do a; ). O sekwencji takiej mowig, ze jest R-$ciezka (lub
krétko: $ciezka) z a do b.

Omowmy teraz niektore wlasnosci tak okreslonej relacji referencji i obiektow
bedacych jej argumentami.

DEFINICJA 2. Relacja R ma charakter izolujqcy wtw dom(R) N rng(R) = & (czyli
jesli obiekty odnoszace sig i bedace odniesieniami tworza dwa roztaczne zbiory).

DEFINICJA 3. Relacja R jest kolista wtw istnieje R-$ciezka, w ktorej obiekt poczat-
kowy jest rownoczesnie obiektem koncowym owej $ciezki. Sciezke taka nazywam
cyklem w relacji R i oznaczam przez Cy, gdzie liczba & to dlugosé cyklu. O relacji R
mowig, ze jest zapetlona, jesli ma cykl o dtugosci 1. Kazdy z obiektow tworzacych
cykl w relacji R nazywam samoodnosnym.



Samoodniesienie a zagadnienie powstawania antynomii 45

Warunkiem niezb¢gdnym samoodniesienia jest to, by relacja R nie byla izolujaca,
czyli by dom(R) N rng(R) # . Zachodzi bowiem nastgpujaca zalezno$é:

FAKT 1. Jezeli relacja R jest izolujaca, wtedy nie istnieje zaden cykl w R, czyli za-
den obiekt nalezacy do dom(R) nie jest samoodnosny.

Istotnie, wystgpowanie cyklu w relacji R przesadza, ze pewien obiekt zarazem
odnosi si¢ do czegos$ i jest czego$ odniesieniem, czyli dom(R) N rng(R) # . Latwo
tez zauwazyc¢, ze

FAKT 2. Jesli dom(R) jest zbiorem skonczonym oraz domknigtym za wzgledu na R
(czyli kazdy obiekt bedacy odniesieniem czego$ zarazem do czego$ si¢ odnosi), to
relacja R jest kolista.

Tradycja filozoficzna motywuje wyrdznienie dwoch przypadkow samoodnosnosci:
DEFINICJA 4. (a) Obiekt a € dom(R) jest samoodnosny bezposrednio wtw a € Cj,
gdzie C jest petla w relacji R, czyli aRa (obiekt taki mozna nazwaé¢ punktem stalym
relacji R). (b) Obiekt a € dom(R) jest samoodnosny posrednio wtw a € Cy, gdzie C;
jest cyklem w relacji R, niebedacym petla, tj. k> 1.

Definicjg¢ powyzsza zilustrujmy paroma przykladami. Klasycznym i prawdopo-
dobnie najstynniejszym przyktadem samoodniesienia pierwszego rodzaju jest zdanie
(zwane Zdaniem ktamcy lub Zdaniem eubulidesowym):

(K) Niniejsze zdanie (tj. oznaczone symbolem (K)) jest falszywe.

Odnosi sig ono do siebie samego za posrednictwem frazy ,,niniejsze zdanie”. Mozna
to zilustrowac¢ nastepujaco:

Niniejsze zdanie jest falszywe

S

Podobnie w przypadku zdania (zwanego dla kontrastu Zdaniem prawdomowcy):

P) Niniejsze zdanie (tj. zdanie oznaczona symbolem (P)) jest prawdziwe.

Przyklady te warto opatrzy¢ komentarzem. Po pierwsze, w obu przypadkach
mamy do czynienia z samoodniesieniem o charakterze lingwistycznym. Jesli mowi-
my, ze owe zdania odnosza si¢ do samych siebie, to trzeba pamigtaé, iz jest tak dzig-
ki istnieniu zewngtrznego interpretatora, ktéry nadal odpowiedni sens wystgpujace;j
w ich podmiocie frazie nazwowej ,,niniejsze zdanie”. Po drugie, zdanie (K), w prze-
ciwienstwie do (P), jest antynomialne (na gruncie logiki klasycznej). Znaczy to, ze
samoodniesienie nie jest warunkiem wystarczajacym antynomialnosci. Czy jest ono
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chociaz warunkiem koniecznym antynomialno$ci? Czy moze istnieja antynomie,
w ktore nie jest uwiklane zjawisko samoodniesienia? Kwestia ta zajme si¢ poznie;.
Tak czy inaczej, pozwala to odrézni¢ wyrazenia (obiekty), ktore sa samoodnosne
W sposob ,,niewinny” od tych, ktdre sa samoodnosne w sposéb ,,ztosliwy” (bo kon-
stytuuja antynomie). Po trzecie, oba zdania naleza do jezyka potocznego. K. Godel
pokazal, ze zdania samoodno$ne mozna roéwniez konstruowaé w pewnych jezykach
formalnych (mianowicie takich, ktorych sktadnia jest arytmetyzowalna, a formuly sa
reprezentowane za pomoca kodoéw liczbowych). Kluczem do owych konstrukcji jest
tzw. Lemat przekqtniowy. Z grubsza rzecz biorac, glosi on, ze jezeli T jest odpo-
wiednio bogata teoria (moze to by¢ dowolne rozszerzenie arytmetyki Peano), to dla
dowolnej formuty o(x) jezyka Jr (tj. jezyka teorii T), posiadajacej tylko jedna
zmienng wolna x, istnieje w Jr zdanie [ takie, ze teza T jest rownowazno$¢ postaci:
B= ' f"), gdzie 'f jest nazwa kodu liczbowego (numeru Godlowskiego) zdania £.
Zdanie S postulowane przez to twierdzenie nazywa sie punktem stalym formufly ofx).
Jesli formute ofx) odczytalibysSmy: x jest zdaniem falszywym (Scislej: zdanie o ko-
dzie liczbowym x jest falszywe; w zapisie symbolicznym: Fa(x)), to — z uwagi na
powyzszy lemat — istnieje zdanie A, ktore na gruncie teorii T jest inferencyjnie row-
nowazne zdaniu Fa("A4')." Problem samoodnosnosci zdan uzyskanych za pomoca te-
go lematu, np. zdania A, ma dwa aspekty: pragmatyczny i syntaktyczno-semantycz-
ny. Zajmijmy si¢ najpierw aspektem drugim. Przede wszystkim zauwazmy, ze row-
nowazno$¢ (materialna) zdan A i Fa(' 1) nie przesadza, iz Fa(' 1) — ktére pod wzgle-
dem formy odpowiada zdaniu ktamcy — jest samoodno$ne. Decydujacy wpltyw ma
tu ksztatt zdania A. Powstaje wiec pytanie, czy "4 jest nazwa kodu (liczebnikiem)
zdania Fa("A")? Zauwazmy wiec, ze u podstaw lematu przekatniowego lezy procedu-
ra zwana diagonalizacjq (korzysta si¢ z niej w dowodzie tego twierdzenia). W miarg
mozliwosci sprobuje ja przystepnie objasni¢ (zob. tez Smullyan 1994, s. 3-4). Ot6z
diagonalizacja jest szczegolnym przypadkiem operacji podstawiania. Porownajmy ze
soba nastgpujace dwa zwroty:

(i) Wyrazenie, ktore powstaje przez podstawienie w wyrazeniu ¢ za zmienng x
nazwy (numeru Godlowskiego) wyrazenia .

(i) Wyrazenie, ktore powstaje przez podstawienie w wyrazeniu ¢ za zmienng x
nazwy (numeru Godlowskiego) wyrazenia .
Rzecz jasna, (ii) jest szczegdlnym przypadkiem (i). Wynikiem podstawiania wyko-
nanego zgodnie z (ii) jest wyrazenie ksztaltu ¢("¢@(x)"). Diagonalizacja to wlasnie
podstawianie typu (ii): diagonalizacja formuty a(x) jest zdanie powstate z o(x) przez
podstawienie za wystgpujaca w niej zmienng x nazwy (numeru Godlowskiego) tej
formuty. Wezmy przykladowo formulg ,,Jan czyta x”, ktora skracam piszac

) IC(x),

Diagonalizacja (1) jest zdanie ksztattu

! Predykat falszywosci mozna zdefiniowaé jako negacje prawdziwosci: Fa(x) = —Pr(x).
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Q) JC(IC()).

Stwierdza ono, ze Jan czyta (1), tj. Jan czyta ,,Jan czyta x”. Zdanie (2) nie jest samo-
odno$ne, poniewaz nie stwierdza, ze Jan czyta (2). Zamiast pisac ,,diagonalizacja
(wyrazenia) ...” bedg uzywat skrotu ,,d(-)”. Rozwazmy teraz formule:

3) IC(d(x)).

Mozemy ja odczytywac: Jan czyta diagonalizacj¢ (wyrazenia) x. Diagonalizacja (3)
jest zdanie ksztattu

“ JC(d(IC(d(x))).

Zdanie (4) stwierdza, ze Jan czyta diagonalizacje (3). Zarazem diagonalizacja (3) jest
(4). A zatem zdanie (4) stwierdza, ze Jan czyta (4), czyli jest ono samoodnosne. Sa-
moodno$ny charakter zdan powstatych za pomoca diagonalizacji wyraza si¢ rowno-
scig d("aAd(x))") ="od((d(x))"))". ,,Arytmetyczne” zdanie ktamcy otrzymuje zatem
postac:

&) Fa(d(Fa(d(x))").

Gtosi ono, ze diagonalizacja formuty Fa(d(x)) spetnia Fa(x), czyli jest falszywa. Ale
diagonalizacja Fa(d(x)) jest whasnie (5). Stad (5) jest samoodnosne i orzeka o sobie
samym, ze jest falszywe. Przypomnijmy, na mocy lematu przekatniowego istnieje
zdanie A, ktore jest inferencyjnie rbwnowazne (na gruncie T) zdaniu Fa('1). Zdanie
Fa('1") na pewno odnosi si¢ do zdania A (za posrednictwem liczebnika "1"), ale A nie
jest zdaniem ksztattu Fa("1"), lecz raczej ma ono postaé (5). W efekcie zdanie Fa("1)
nie jest samoodno$ne; samoodno$ne jest natomiast zdanie A, chociaz rdzni si¢ ono od
»potocznego” zdania klamcy, stanowiacego jego inspiracj¢. Analiza zdania (5) suge-
ruje wzmocnienie lematu przekatniowego: jezeli T jest odpowiednio bogata teoria, to
dla dowolnej formuty a(x) jezyka Jt, posiadajacej jedna zmienna wolna x, istnieje
w Jr term staty z,, ktorego wartoscia jest kod zdania a(t,), czyli teza T jest rowno$é:
to="0a(ty)" (Smullyan 1985). Term ten ma postaé: d("a(d(x))"). Skoro ¢, odnosi si¢ do
kodu zdania o(t,), wigc a(t,) jest zdaniem (bezposrednio) samoodnosnym. Ponadto
oAt,) jest inferencyjnie rownowazne (na gruncie T) zdaniu a("a(t,)"), czyli jest ono
jednym z tych zdan S, dla ktorych = o(" ) jest teza teorii T. Tak wiec, zdanie
Fa(e), gdzie e ="Fa(e)’, skonstruowane zgodnie ze wzmocnionym lematem przekat-
niowym, jest lepszym (niz poprzednie) odpowiednikiem ,,potocznego” zdania ktamcy.
Mozemy teraz zaja¢ si¢ aspektem pierwszym. Problem samoodno$no$ci zdan
uzyskanych opisana wyzej metoda mozna rozpatrywac rozrézniajac poziomy, na kto-
rych uzywamy wyrazen jezyka Jr: (1) poziom danego systemu formalnego, w kto-
rym wyrazenia sa niezinterpretowane, (2) poziom arytmetyczny, na ktorym mowimy
o liczbach i ich wiasnosciach, (3) poziom metamatematyczny, na ktorym mowimy
o pewnych wlasnoSciach wyrazen owego systemu (zob. w tej kwestii np. Krajewski
2003, ss. 123-125; tam tez znajduja si¢ odniesienia do innych prac poswieconych
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temu zagadnieniu). Zdanie ktamcy literalnie odczytane ma tre$¢ czysto arytmetycz-
na, tj. mowi co$ o pewnej liczbie (mianowicie, ze nie ma ona pewnej arytmetycznej
whasnos$ci). Oczywiscie, przy tym odczytaniu zdanie to nie jest samoodnosne. Jesli
natomiast liczb¢ owa zinterpretujemy jako kod zdania ktamcy, a wlasno$é ja doty-
czaca jako odpowiednia wlasno$¢ metamatematyczna, to rozwazane zdanie stanie si¢
samoodnos$ne. Mozna powiedzie¢, ze interpretacja owa jest dodatkowym sensem,
wniesionym do arytmetyki z zewnatrz (przez jakiego$ interpretatora). Dodajmy na
koniec, ze zdanie ktamcy (jego ,,arytmetyczna” posta¢) ma szereg wariantow, wyko-
rzystywanych w dowodach pewnych waznych metamatematycznych twierdzen. Naj-
bardziej znanymi sa: zdanie Gddla pokazujace niezupelnosé PA (orzeka ono swa
wlasnag niedowodliwo$¢) oraz hipotetyczny program (maszyna) pokazujacy nieroz-
wiazywalno$¢ problemu stopu (dla maszyn Turinga).

Przyktadem samoodnosnos$ci drugiego rodzaju sa zdania sktadajace si¢ na tzw.
,,Koto ktamcow”:

(Ky) Nastepne zdanie jest fatszywe,
(Ky) Poprzednie zdanie jest prawdziwe.

Stosunki migdzy tymi dwoma zdaniami przedstawia ponizszy rysunek:

Nastgpne zdanie jest falszywe

Poprzednie zdanie | jest prawdziwe

Rowniez te zdania maja swoje ,arytmetyczne” odpowiedniki (Smullyan 1985,
s. 442-443). Na ,,Kole ktamcoéw” wzorowany jest przyktad zdan wzajemnie odno-
$nych podany przez Kripkego. W trakcie debaty politycznej Jones wypowiedziat tyl-
ko jedno zdanie (alternatywnie: jesli wypowiedziat wigcej zdan, to byly to zdania
wylacznie prawdziwe):

Q) Wigkszo$¢ wypowiedzi Nixona o aferze Watergate jest fatszywych.
Z kolei, Nixon oznajmit:

N) Wszystkie wypowiedzi Jonesa o aferze Watergate sa prawdziwe.
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Zauwazmy, ze antynomialnos¢ zdan (J) i (N) zalezy od kontekstu konwersacyjnego,
mianowicie liczby wypowiedzianych przez Nixona zdan prawdziwych i falszywych;
sa one antynomialne, jesli wérod wypowiedzi Nixona dotyczacych afery Watergate
— roznych od (N) — albo zdan falszywych jest tyle samo, co zdan prawdziwych,
albo liczba zdan fatszywych jest o jeden wigksza.

Kolejne przyktady pochodza z teorii mnogosci. Przyjmijmy, ze zbior x odnosi si¢
do zbioru y wtw y € x. Samoodnos$ny bezposrednio jest zbioér bedacy rozwiazaniem
rownania x = {x}. Samoodno$ne posrednio sa natomiast zbiory bedace rozwiazaniem
nastgpujacego uktadu réwnan: x = {a, y}, y = {b, z}, z = {x}, gdzie a, b sa okreslo-
nymi zbiorami (lub atomami), ktorych uzywamy jako ,.statych”.?

I jeszcze jeden przyklad, pochodzacy z teorii wiedzy. Analiza tzw. wiedzy
wspolnej (ang. common knowledge) na temat pewnej sytuacji wymaga dopuszczenia
wystepowania sytuacji kolistych. W literaturze mozna si¢ spotka¢ z nastepujaca ta-
miglowka, zwana paradoksem Conwaya. Czworo dzieci bawi si¢ w ogrodzie. Mama
zakazata im si¢ ubrudzi¢ pod grozba surowej kary. Jak to zwykle w takiej sytuacji
bywa, kazde dziecko stara si¢ ubrudzi¢ inne, ale tak, aby nie mogto ono o tym wie-
dzie¢, powiedzmy na czole. W efekcie po pewnym czasie czg$¢ dzieci, powiedzmy
dwoje, ma brudne czolo. Oczywiscie zadne dziecko nie wie, czy jest brudne
(poniewaz nie moze obejrze¢ swojego czola), ale wie, ktore z pozostatych dzieci sa
brudne. Tata po powrocie do domu zauwaza ubrudzone dzieci i méwi: Co najmniej
jedno z was jest brudne. Czy ktdre§ bez wahania moze przyznaé si¢ do tego? Oczy-
wiscie, zadne dziecko nie przyznaje sig, gdyz nie widzi wlasnego czota. Pytanie zo-
staje powtorzone. Dopiero teraz brudne dzieci bez wahania przyznaja si¢ do winy.
Rozwiazanie tej tamigldéwki wymaga pewnych zatozen dotyczacych wiedzy wspol-
nej. Przede wszystkim analiza jej wymaga dopuszczenia wystgpowania zjawiska ko-
listosci. Zatozmy, ze dana jest pewna sytuacja s i ze s potwierdza pewien sad p doty-
czacy sytuacji s. Sad p nalezy do wspdlnej wiedzy grupy G, jesli:

1) kazdy osobnik nalezacy do G wie, ze p;

2 Zbiory tego typu dopuszcza teoria hiperzbiordw (AFA), zaproponowana przez Petera Aczela
w pracy Non-well-founded Sets (1988). Zawiera ona wszystkie aksjomaty teorii mnogosci Zermela-
Fraenkla (ZF) z wyjatkiem aksjomatu ufundowania (regularnosci), ktory zostaje zastapiony aksjo-
matem antyufundowania (glosi on, ze kazdy oznaczony graf punktowy posiada doktadnie jedna de-
koracjg, czyli obrazuje doktadnie jeden zbidr). Dotaczenie tego nowego aksjomatu dos¢ radykalnie
rozszerza uniwersum zbioré6w, mianowicie dopuszczone zostaja zbiory, ktore nie sa dobrze ufundo-
wane, bo sa np. zapgtlone. Alternatywny w stosunku do powyzszego sposob konstytuowania hi-
perzbioréw, gwarantujacy szeroki zakres zastosowan omawianej teorii, wykorzystuje tzw. lemat
rozwiqzan (gwarantuje on, ze kazdy uktad rownan (1) jest spelniony przez pewna kolekcjg zbioréw
z AFA-uniwersum, bedaca jego rozwiazaniem oraz (2) istnieje doktadnie jedna taka kolekcja). Na
jego mocy istnieje dokladnie jeden zbidr, mianowicie Q, spetniajacy rownanie x = {x}. Rowniez
uktad réwnan z przyktadu drugiego ma (doktadnie jedno) rozwiazanie w postaci nastgpujacej kolek-
cji (nieufundowanych) zbioréw: p = {a, {b, {{p}}}}, ¢ = {b, {p}} oraz r = {p}. Zob. Barwise,
Etchemendy 1987, s. 48-53; Barwise, Moss 1996, s. 67-76.
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) kazdy osobnik nalezacy do G wie, ze (1);
(n+1) kazdy osobnik nalezacy do G wie, ze (n).

Tego typu wiedza jest nierzadko najistotniejsza czgScia wiedzy wspdlnej. Modelujac
sytuacje s (potwierdzajaca dany sad p) musimy uwzglednié¢ sady (fakty), ktore za-
chodza w s. Trzeba wigc przyjaé, ze s jest sytuacja zawierajaca nie tylko fakt wyra-
zany przez sad p, ale takze fakt, ze kazdy rozmoéwca wie, ze p oraz fakt, ze kazdy
rozméwca zna sytuacj¢ s. Pojawia si¢ tym samym kolistos¢. Istnieje wiele teorii do-
starczajacych analizy wspolnej wiedzy. Jedna z nich jest teoria Barwise’a opierajaca
si¢ na poj¢ciu punktu statego i teorii zbiorow nieufundowanych P. Aczela. (Jak jest
mozliwe, ze chociaz tata nie podal po pierwszym pytaniu zadnej nowej informacji,
a jedynie owo pytanie powtdrzyl, dzieci zachowaly si¢ trafnie? Rozwazmy w tym
celu rozumowanie jakiego$ dziecka o brudnym czole, powiedzmy Alfa. Alfa wie, ze
co najmniej jedno dziecko jest brudne (ale nie wigcej niz dwoje). Widzi bowiem twa-
rze wszystkich dzieci z wyjatkiem wlasnej. Stad niczego nie moze stanowczo stwier-
dzi¢ o sobie, wie natomiast, ktore z pozostatych dzieci sa brudne. Niech tym drugim
brudnym dzieckiem bedzie Beta. Po ustyszeniu pierwszego pytania i braku na nie
odpowiedzi, Alfa rozumuje nastgpujaco: Skoro Beta od razu si¢ nie przyznat, wigc
wie on, ze kto$ jeszcze jest brudny (czego ja nie wiem). Nie widze, aby kto$ inny po-
za Beta byt jeszcze brudny. A wigc, ja muszg by¢ tym drugim brudnym dzieckiem.)
Zdefiniujmy jeszcze jedng wlasno$¢ charakteryzujaca relacje odniesienia:

DEFINICJA 5. Relacja R jest refleksywna wtw dom(R) < rng(R).

Moéwiac swobodnie, w przypadku relacji refleksywnej kazdy obiekt odnoszacy
si¢ do czegos$ jest zarazem odniesieniem czego$. Metaforycznie: dziedzina ,,0dbija”
— niczym zwierciadto — przeciwdziedzing. Z relacja refleksywna mamy do czynie-
nia np. w roznych sytuacjach samoobserwacji: ogladania siebie w lustrze lub analizy
introspekcyjnej, w trakcie ktorej badamy wtlasne przezycia psychiczne. Na terenie
sztuki ma ona swojg ilustracj¢ w postaci obrazu przedstawiajacego pokdj, w ktorym
wisi on sam. Teoria, w ktorej relacja R jest refleksywna, moze nie tylko odnosi¢ si¢
do obiektow ze ,$wiata zewngtrznego” (opisywac je lub oznaczaé), ale takze moze
odnosi¢ si¢ do swej wlasnej zawartosci — w szczegdlnosci swoich tez.

Refleksywnos$¢ sama przez si¢ nie jest warunkiem wystarczajacym kolistosci re-
lacji odniesienia (R) (ani tez warunkiem koniecznym). Twierdzenie to ilustruje na-
stepujaca nieskonczona sekwencja:

... byR ... R bR by,

w ktorej wszystkie obiekty poczawszy od b; naleza do dom(R), czyli dla kazdego
k>0, b, € dom(R). Przypomnijmy, relacja R jest kolista, jesli pewien element z jej
dziedziny odnosi si¢ do samego siebie. Jezeli relacja R jest refleksywna, to dla kaz-
dego elementu @ € dom(R) istnieje element b € dom(R) taki, ze b odnosi si¢ do a (1.
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istnieje R-$ciezka z b do a). Nic jednak nie wymusza, by element b byt identyczny
z elementem a.

Mozna powiedzie¢, ze refleksywnos¢ jest epifenomenem kolistosci. Relacja R
majaca wilasno$¢ refleksywnoscei jest kolista, o ile jej dziedzina jest zbiorem skon-
czonym lub zawiera jaki$§ obiekt uniwersalny (uniwersalnie odno$ny). Zaleznosé
pierwsza jest oczywista. Zajme si¢ wigc zaleznoécia druga.

DEFINICJA 6. Mowig, ze obiekt a € dom(R) jest uniwersalny (z uwagi na relacjg R)
wtw dla kazdego b € rng(R), a odnosi si¢ do b.

Uniwersalny jest program (maszyna Turinga) pokazujacy nierozwiazywalnosé
problemu stopu. Uniwersalne jest tez np. zdanie: W kazdym zdaniu jezyka polskiego
wystepuje czasownik. Mamy tu do czynienia ze zdaniem, ktore jest o dowolnym zda-
niu jezyka polskiego (w tym o sobie samym). Dodajmy, Zze tego typu generalizacje
nazywa si¢ niekiedy zdaniami samostosowalnymi (i odréznia od zdan samoodno-
$nych, charakteryzujacych si¢ wystgpowaniem frazy nazwowej, za pomoca ktorej
zdanie odnosi si¢ do samego siebie).

Jednakze w og6lnym przypadku, sama uniwersalno$¢ nie pociaga samoodniesie-
nia. Mozna fatwo pokazac, ze

FAKT 3. Jezeli obiekt @ € dom(R) jest uniwersalny, a ponadto relacja R jest reflek-
sywna, to obiekt 0w jest samoodno$ny (bezposrednio).

Uzasadnienie. Zatozmy, ze obiekt a € dom(R) jest uniwersalny i R jest refleksywna.
Wtedy dla kazdego b € rng(R), aRb. Poniewaz dom(R) C rng(R), wigc w szczegol-
nosci aRa. m

Teorie, ktore moga odnosi¢ si¢ do swej wlasnej zawartosci i w ktorych mozna
formutowac zdania uniwersalne, skazane sa na samoodno$nos¢ i ryzyko wystapienia
antynomii.

Zalezno$¢, o ktorej tu mowa, zilustruje przyktadem zaczerpnigtym z teorii mno-
gosci. Otdz na gruncie naiwnej teorii mnogosci zbior okresla si¢ jako dowolna ko-
lekcje okreslonych przedmiotow, m.in. zbioréw. Mozna wigc pomysle¢ o zbiorze
wszystkich zbioréw; oznaczmy go przez V. Przyjmujemy, ze zbiér x odnosi sig¢ do
zbioru y wtw y € x. W tym sensie zbidr V' jest uniwersalny, gdyz odnosi si¢ do
wszystkich — w ogdle — zbiorow jako swych elementéw. Ponadto relacja odniesie-
nia jest refleksywna, gdyz jej dziedzina zawiera si¢ w przeciwdziedzinie. Stad zbior
V jest samoodnos$ny (bezposrednio), V' € V, co powoduje komplikacjg, zwana anty-
nomiq Cantora.

Z analogiczna sytuacja mamy do czynienia na gruncie semantyki sytuacyjnej
Barwise’a i Etchemendy’ego, gdzie wprowadza si¢ ograniczenie, ze nie wolno wy-
glasza¢ sadoéw dotyczacych wszystkich faktow (calego $wiata). Grozi to bowiem
sprzecznoscia.

Samoodniesieniu (kolisto$ci) towarzyszy nieugruntowanie (ale nie na odwrot).
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DEFINICJA 7. Obiekt a € dom(R) nazywam ugruntowanym wtw nie istnieje nie-

skonczona sekwencja elementdow ay, a;, a, , ... taka, ze ag = a oraz dla kazdego i = 0,
1,2, ..., a;Ra; .. Jezeli taka sekwencja istnieje, obiekt 0w nazywam nieugruntowa-
nym.

Tak wigc, obiekty ugruntowane maja skonczone R-$ciezki. Obiekty nieugrunto-
wane maja nieskonczone R-$ciezki: obiekt a jest nieugruntowany, gdy a jest pierw-
szym elementem pewnej nieskonczonej R-$ciezki, w ktorej kazdy nastepny obiekt
jest odniesieniem poprzedniego. Mozna to przedstawi¢ nastgpujaco:

a—>a—>a — ...

Jako przyktad mozna podac nieskonczona sekwencje zdan, z ktorych kazde stwier-
dza prawdziwos¢ nastgpnego.

UWAGA. Powyzsza definicja obiektu ugruntowanego stanowi analogon teoriomno-
gosciowego pojecia zbioru dobrze ufundowanego. Przypomnijmy, zbior X okreslamy
jako dobrze ufundowany, jesli nie istnieje zaden nieskonczony ciag zbiorow taki, ze
...€ Xje Xi_1 € ... € X| € Xo=X; w przeciwnym przypadku jest on nieufundowa-
ny. m

Mozna tatwo pokazac, ze:

FAKT 4. Jezeli obiekt a € dom(R) jest samoodnos$ny, to jest nieugruntowany (ale nie
na odwroét, chyba ze pole relacji R jest zbiorem skonczonym).

Uzasadnienie. Niech ay, ay, ..., a; bedzie cyklem w R i niech a = ay = a;. Nieskon-
czong sekwencj¢, o ktorej mowa w powyzszej definicji, otrzymujemy przez powto-
rzenie nieskonczenie wiele razy owego cyklu:

aoRalR Rak(=a0)Ra1R Rak(=a0)Ra1 R
Zachodzi tez nastepujaca zalezno$é:

FAKT 5. Gdy relacja R ma charakter izolujacy, czyli dom(R) N mg(R) = &, wow-
czas wszystkie elementy sa ugruntowane.

Uzasadnienie. Gdy relacja R ma charakter izolujacy, to dla dowolnego obiektu
a € dom(R) nie istnieje sekwencja taka, ze a =agoraz agR a; R a; R ... . Gdyby taka
sekwencja istniata, wowczas kazdy z obiektow ay, as, ... nalezalby do dom(R) i zara-
zem do rng(R) wbrew zatozeniu, ze R jest relacja izolujaca. m

Nieugruntowanie nie zawsze prowadzi do antynomii, chociaz antynomie sa czg-
sto skutkiem ubocznym nieugruntowania. Stephen Yablo (1993) przedstawil kon-
strukcje, zwana antynomiq Yablo lub w-Klamcq, w ktorej wszystkie sktadajace si¢ na
nig zdania sa nieugruntowane oraz zadne z wystgpujacych w niej zdan nie odnosi si¢
do siebie samego ani bezposrednio, ani posrednio, a mimo to generuje ona sprzecz-
no$¢. Znaczy to, ze samoodno$no$¢ nie jest ani warunkiem wystarczajacym, ani ko-
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niecznym powstania antynomii. Doktadniej, antynomi¢ Yablo otrzymujemy biorac
pod uwagg nieskonczony ciag zdan, z ktoérych kazde glosi jedynie, ze wszystkie zda-
nia nast¢pujace po nim sg nieprawdziwe (zob. Apendyks, punkt 1). Ciag 6w mozna
przedstawi¢ w postaci nastgpujacego zbioru:

{(s(k), Vn >k —Pr(s(n))) : k= 0}
lub zbioru (jesli kwantyfikator generalny zastapimy przez nieskonczona koniunkcjeg):
{(s(k), =Pr(s(k+ 1)) A =Pr(s(k +2)) A =Pr(s(k+3)) A ...) : k2> 0},

gdzie Pr jest predykatem prawdy, s(k) za$ jest nazwa k-tego zdania. Relacj¢ odnie-
sienia dla rozwazanej sekwencji zdan reprezentuje nastgpujacy diagram:

s(0)——»s(l) —» 82) —>s3)—»

Antynomia Yablo stata si¢ wzorcem konstrukcji innych antynomii, majacych obywac
si¢ bez zjawiska kolistosci (np. jesli kazde ze zdan s(k) zastapimy implikacjq postaci:

Vn >k (Pr(s(n)) » L),

gdzie L reprezentuje falsz, to uzyskamy infinitarny paradoks Curry’ego). Pozwole
sobie w zwiazku z tym na dygresje w kwestii natury tej antynomii. Wedlug G. Prie-
sta (Priest 1997), antynomia Yablo nalezy do tej samej rodziny, co antynomia ktam-
cy. Réwniez w nia uwiklane jest zjawisko kolistosci, chociaz nie w sposob jawny.
Aby to uwidocznié, Priest nadaje jej postac ,,skonczona” w ten sposob, ze sekwencje
zdan konstytuujacych antynomig Yablo zast¢puje formutq postaci:

Y) Vx(Y(x) = Vy > x =Sat(y, "Y(x)"),

gdzie Sat jest 2-argumentowym arytmetycznym predykatem spelniania, Y(x) za$ jest
predykatem Yablo. Prawa strona rownowaznos$ci (Y) glosi — w jezyku arytmetyki
PA wzbogaconym o predykat spelniania — ze zadna liczba wigksza od x nie spetnia
formuty ¥(x) (to, ze zamiast o nieprawdziwosci mowi si¢ tu o niespetnieniu formuty
przez liczby, jest nieistotnym szczegotem). Predykat Y(x) jest punktem statym predy-
katu: Vy>x —=Sai(y, z), tj. zdanie (Y) jest teza rozwazanej teorii. Otrzymujemy
z niego zdania Y(0), Y(1), Y(2), ..., ktéore mozna uzna¢ za tworzace antynomig Yablo.
Zdanie (Y) w potaczeniu z
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) Vy(Sal(y, "Y(x)) = ().

prowadzi do sprzecznosci. Jezeli uznamy, ze pojecie punktu stalego w logice mate-
matycznej trafnie wyraza ideg¢ samoodniesienia zastosowana do wyrazen jezyko-
wych, to antynomia Yablo sformalizowana w ramach arytmetyki PA opiera si¢ na
zjawisku kolistoéci (zob. komentarz do ,arytmetycznej” wersji zdania ktamcy).
Mozna jednak argumentowaé, ze Priest przez skompresowanie zbioru zdan
Y0), Y(1), ¥(2), ... zbudowat ,,nowa” antynomig, strukturalnie r6zna od antynomii
Yablo (bo skonczong) i opierajaca si¢ na zjawisku samoodno$niesienia (via Lemat
przekatniowy i numeracja Godlowska).

Nastgpna konstrukcja nawiazuje z jednej strony do antynomii Yablo, z drugiej
za$ do antynomii Berry’ego i ,,Hotelu Hilberta”. Niech e(1), e(2), ... bedzie przeli-
czalna (niekoniecznie skonczona) lista nazw jednostkowych. Niektore z nich moga
byé nazwami liczb catkowitych dodatnich, ktérych zbiér oznaczam symbolem C".
Niech max(e(1), e(2), ...) nazywa najwigksza liczbg sposrdd liczb nazywanych przez
e(1), e(2), ... ; jesli zadne z wyrazen e(1), e(2), ... nie jest nazwa jakie$ liczby z C”,
wtedy max(e(1), e(2), ...) = 0; jesli za$ istnieje nieskonczenie wiele réznych liczb z
C" nazywanych przez e(1), e(2), ... (tj. nie istnieje liczba najwigksza wérod liczb na-
zywanych przez e(1), e(2), ...), wtedy max(e(1), e(2), ...) = @ (pierwsza pozaskon-
czona liczba porzadkowa). Rozwazana konstrukcja ma posta¢ nieskonczonego ciagu
nazw, takich, ze k-ta nazwa d(k) odnosi si¢ do liczby 1 + max(d(k+ 1), d(k+ 2), ...),
gdzie max(d(k + 1), d(k + 2), ...) oznacza najwigksza liczbg sposrod liczb desygno-
wanych przez nazwy nastgpujace po d(k). Ciag ten mozna przedstawi¢ w postaci na-
stepujacego zbioru:

{d(k), 1 + max(d(k + 1), d(k +2), ...))y : k= 0}.

Mozna pokazaé, ze sekwencja ta jest antynomialna, mimo ze zaden jej element nie
jest samoodnosny, a ponadto nie jest ,,przeczacy” (zob. Apendyks, punkt 2).

Mozna wyro6zni¢ kilka warunkow koniecznych, z uwagi na ktore dana sekwencja
wyrazen jest antynomialna, mimo Ze nie jest kolista:

— jest ona nieskonczona;

— istnieje co najmniej jedna nieskonczona R-$ciezka startujaca od wyrazenia wy
i dla kazdego k > 0 oraz kazdego n > k, wy R w,;

— wszystkie wyrazenia w owej sekwencji sa nieugruntowane;

— dla dowolnej liczby £, ,,poprzedniki” wyrazenia wy sg nieistotne w tym sensie,
ze nawet po ich usunigciu ,,reszta” sekwencji bedzie nadal antynomialna.

PrzedstawiliSmy powyzej niektore warunki sprzyjajace pojawieniu si¢ zjawiska
kolisto$ci (samoodniesienia). WskazaliSmy przy tym, Ze samo przez si¢ nie jest ono
antynomiotworcze. Stad pomyst rozwiazania antynomii przez wykluczenie zjawiska
kolisto$ci nalezy uzna¢ za chybiony. Trafne zlokalizowanie i adekwatne wyjasnienie
zrodet antynomii powinno koncentrowac si¢ raczej na wlasnosciach relacji odniesie-
nia i jej argumentow. Na zakonczenie warto zwrdci¢ uwage na jeszcze jedng kwestig.
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Ot6z G. Priest pokazal, jak ,nieskonczona” antynomi¢ mozna przeksztalci¢ w odpo-
wiednia ,,skonczong” antynomig, co ma Swiadczy¢ o tym, Ze kolisto$¢ jest istotna dla
powstania antynomii. Aby uchyli¢ ten wniosek, nalezy wskazaé sposdb na prze-
ksztatcenie odwrotne. Czy mozna zdefiniowa¢ funkcje ,,przektadu” przyporzadko-
wujaca kazdemu wyrazeniu samoodno$nemu nieskonczona sekwencje¢ wyrazen, ktora

— nie zawiera zadnego cyklu oraz

— zachowuje wszystkie najwazniejsze wlasnosci wyrazenia ,,wyjsciowego” (np.
jezeli jest ono antynomialne, to przyporzadkowana mu sekwencja tez bedzie anty-
nomialna)?

Sadze, ze znalezienie odpowiedzi na to pytanie pomoze wskaza¢ whasnosci od-
powiedzialne za powstawanie antynomii.

APENDYKS

1. Rozumowaniu tworzacemu antynomi¢ Yablo mozna nada¢ nast¢pujaca postacé
formalna (r6zni si¢ ono nieco od przedstawionego przez S. Yablo z uwagi na uzycie
w roli przestanki zasady (A)). Poniewaz warunki prawdziwosci zdan tworzacych se-
kwencje

{(s(k), Vn >k —=Pr(s(n))) : k= 0}

sa strukturalnie takie same (tj. nie r6znig si¢ budowa), mozemy je zamknac¢ w jedne;j
ogolnej zasadzie (regule heurystycznej):

(A) Yk(Pr(s(k)) = Vn >k —Pr(s(n)))
Przypusémy teraz, ze Pr(s(0)). Dalej rozumujemy nastepujaco. Z jednej strony,
Pr(s(0)) = Vn>0—Pr(s(n)) (na mocy (A))
— —=Pr(s(1))

Z drugiej zas$,

Pr(s(0)) = Vn>0—Pr(s(n)) (na mocy (A))
— Vn>1=Pr(s(n))
— Pr(s(1)) (na mocy (A)),

Przez reductio ad absurdum otrzymujemy: —Pr(s(0)). Przyjmijmy wigc: —Pr(s(0)).
Znaczy to — w uwagi na zasade (A) — Ze na rozwazanej liscie, wérdd zdan naste-
pujacych po s(0), istnieje co najmniej jedno zdanie prawdziwe, tj. In > 0 Pr(s(n)).
Niech s(m) bedzie pierwszym takim zdaniem. Dalej rozumujemy nastepujaco.

Pr(s(m)) — Vn>m —=Pr(s(n)) (na mocy (A))
— —Pr(s(m + 1))
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Z drugiej strony,
Pr(s(m)) — Vn>m —Pr(s(n)) (na mocy (A))
— Vn>m+1-=Pr(s(n))
— Pr(s(m + 1)) (na mocy (A))
Przez reductio ad absurdum otrzymujemy: nieprawda, ze Pr(s(m)). Sprzecznos¢.
2. Rozumowaniu tworzacemu antynomi¢ druga mozna nadac nastgpujaca postac
formalna (Simmons 2005). Zapytajmy: Czy kazda z nazw tworzacych sekwencje
{{d(k), 1 + max(d(k+ 1), d(k+2),...)) : k= 0}.

desygnuje pewna (doktadnie jedna) liczbe? Niech d(k) bedzie jedna — obojetne kto-
ra — sposrod tych nazw. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze

2) d(k) nazywa liczbe p, dla pewnegop e C*,

Poniewaz rozwazana nazwa ma postac¢

d(k) 1 + max(d(k+ 1), dk+2),...)
oraz

d(k) nazywa p,
wiec

max(d(k + 1), dk+2), ..)=p— 1.

Istnieje wigc wsrod nazw d(k+ 1), d(k+ 2), ... taka, ktora nazywa p — 1; niech to
bedzie d(n). Ma ona postac

d(n) 1 +max(d(n+ 1), d(n+2),...).
UWAGA. Oczywiscie istnieje doktadnie jedna taka nazwa. W przeciwnym bowiem
przypadku otrzymaliby$my, ze p — 2 2 p — 1, co jest wykluczone. Istotnie, przypu-
§¢my, ze d(m) i d(n) obie nazywaja liczbg p — 1. Mozemy tez zalozyé — nic nie tra-
cac z ogblnosci — ze m < n. Zatem d(m) ma postaé
d(m). 1+ max(d(m + 1), d(m +2), ...).
Skoro d(m) nazywa liczbg p — 1, wigc

max(dm + 1),dim +2), ...,dn),...)=p-2.

Poniewaz jednak — na mocy zalozenia — rowniez d(n) nazywa liczbg p — 1, wigc
max(d(m + 1), d(m +2),...) 2 p — 1. Ostatecznie,p—22p—1. =
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Skoro d(n) nazywa liczbg p — 1, wigc max(d(n + 1), d(n + 2), ...) =p — 2. Znaczy
to, ze wérdd d(n + 1), d(n + 2), ... istnieje jakas nazwa, powiedzmy d(/), ktoéra nazy-
wa liczbe p — 2. Postgpujac dalej analogicznie otrzymamy nazwe, powiedzmy d(z),
ktoéra nazywa liczbe 1. Nazwa d(z) ma postac:

d(z). 1 +max(d(z+1),d(z+2),...).

Wobec tego, ze d(z) nazywa liczbe 1, max(d(z+ 1), d(z+2),...)=1-1=0. Zuwa-
gi na definicj¢ operacji ,,max’:

* Ani d(z + 1), ani d(z + 2), ani ... nie nazywa zadnej liczby z C".
W szczegolnosci mamy wige, ze

(**) d(z + 1) nie nazywa zadnej liczby z C".

Nazwa ta ma postac:

diz+1). 1 + max(d(z +2), d(z + 3), ...).

Na mocy (*) ani d(z +2), ani d(z + 3), ani ... nie nazywa zadnej liczby z C'. Stad
max(d(z +2), d(z + 3), ...) = 0. Ale wtedy d(z + 1) nazywa liczbe 1 + 0, czyli:

(*¥*%) Nazwa d(z + 1) nazywa pewna liczbe z C", mianowicie 1.

Sprzeczno$é (¥*) i (¥***). Obala ona zatozenie (Z), czyli d(k) nie nazywa zadnej licz-
by z C". Wobec dowolnosci &, jest tak dla kazdej nazwy d(k). Stad dla dowolnego £,
max(d(k), d(k+ 1), ...) = 0. W szczegblnosci,

max(d(2), d(3),...)=0
max(d(3), d(4), ...) =0, itd.
Ale wtedy
d(1), nazywa 1 + 0,
d(2), nazywa 1 + 0, itd.
Ogodlnie, d(k) nazywa 1 + 0. Reasumujac:
d(k) nie nazywa zadnej liczby z C" oraz
d(k) nazywa pewna liczbe z C" (mianowicie 1).

Sprzecznos$¢.
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