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Eudoxos versus Dedekind’

0. W pracach z historii matematyki czy w ksiazkach matematycznych w uwagach
zwiazanych z konstrukcja lub definicja ciata liczb rzeczywistych mozna znalezé, ze
konstrukcje liczb rzeczywistych metoda przekrojow liczb wymiernych jako pierwszy
zarysowal, przeprowadzit czy tez odkryl grecki matematyk Eudoxos. Doskonala ilu-
stracja tej mysli sa stowa Johna Conway’a z pierwszych kart jego On Numbers and
Games:

Dedekind (a przed nim autor piatej ksiggi [Elementow — P. B.] Euklidesa — uwaza sig, ze byt
to Eudoxos) skonstruowat liczby rzeczywiste z liczb wymiernych. Konstrukcja polegata na po-
dziale liczb wymiernych na dwa takie zbiory L i R, ze zaden element zbioru L nie jest wigkszy
od zadnego elementu zbioru R, i na ustaleniu, ze gdy w klasach L i R nie ma elementow skraj-
nych, to za pomoca ‘podziatu’ {L, R} definiowana jest nowa liczba.?

I jeszcze jedna, podobna wypowiedz:

Wazna mozliwos$¢ zdefiniowania dowolnych liczb rzeczywistych przez liczby wymierne zostata
odkryta przez greckiego matematyka Eudoksosa, ktory znalazt metod¢ wyznaczania, kiedy dwa
rozne stosunki wyrazajace si¢ liczbami rzeczywistymi sg rowne. [...] W terminologii nowocze-
snej ta definicja Eudoksosa opisuje liczbg rzeczywista dodatnia » = a/b za pomoca zbioru S
wszystkich dodatnich stosunkéw wymiernych n/m, dla ktérych ma > nb, nastgpujaco: r jest
wigksze niz kazdy stosunek n/m z S i jest najmniejsza liczba rzeczywista wigksza od wszyst-
kich tych stosunkow.’

' Artykut jest oparty na VI rozdziale ksiazki [Blaszczyk 2007].

% [Conway 2001], s. 3. Dedekinda konstrukcja liczb rzeczywistych jest opisana w: [Dedekind
1872]; zob. takze [Fichtenholtz 1981], Wstep, ss. 5-32.

3 [Birkhoff, Mac Lane 1960], s. 99-100; a/b ma tu oznacza¢ stosunek a : b odcinkow a, b.
(W miejsce ma > nb, w tekscie stoi ma < nb, co jest oczywista pomytka.)
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Przyjmujemy, Ze cytowani autorzy, jak i ci, ktorych dalej przywotamy, respektuja
fakt, ze Grecy nie mowili o liczbach rzeczywistych, ale o stosunkach wielkosci geo-
metrycznych; w rezultacie chodzi tu nie o identycznos¢, ale o zwiazek teorii Eu-
doxosa z teorig liczb rzeczywistych. Ma on w szczegdlnosci polegac na tym, ze kaz-
demu stosunkowi mozna przyporzadkowac liczbg rzeczywista; jednocze$nie przy-
znaje sie, ze przyporzadkowanie takie nie jest bijekcja;* czasami pokazuje sie, ze na
gruncie teorii proporcji mozna zdefiniowa¢ mnozenie,” a nawet dodawanie stosun-
kow,® co ma wzmocnié przekonanie o podobieristwie miedzy dziedzina stosunkow
i dziedzina liczb rzeczywistych.

W artykule zajmujemy si¢ teza, ze stosunkowi wielko§ci mozna przyporzadko-
wac liczbe rzeczywista. Mysl t¢ na poczatku XX w. rozpropagowat Thomas Heath,
dlatego nazwaliSmy ja fezq Heath’a. W artykule sprecyzujemy feze Heath’a, nadajac
jej $cisle matematyczny sens, a nastgpnie, podajac odpowiedni kontrprzyktad, poka-
zemy, ze jest ona bledna.

ELEMENTY

1. Powstanie Elementow okreéla si¢ tak samo, jak okres zycia Euklidesa: okoto
roku 300 p.n.e. Oryginatu nie odnaleziono. Tekst grecki ustalit i wydat w latach
1883-1888 Johan L. Heiberg.” Wydanie to na jezyk angielski jako pierwszy przetozyt
Sir Thomas Heath. Ttumaczenie Heath’a ukazato si¢ w roku 1908, wydanie drugie
(zmienione i poprawione) — w roku 1926. W roku 1956 oficyna Dover Publications,
na mocy porozumienia z dotychczasowym wydawca (Cambridge University Press),
wznowita wydanie drugie; od tego czasu ksiazka wydawana jest juz w sposob ciagty,
jako reprint i wreez zalata caty Swiat.

.....

mentarzy o charakterze filologicznym, historycznym i matematycznym.

EUKLIDES, ELEMENTY, KSIEGA V

2. Ksigga V Elementow zawiera wyktad teorii proporcji wielkoséci geometrycz-
nych. Jej autorstwo przypisuje si¢ Eudoxosowi z Knidos i dlatego jest ona nazywana
teoria proporcji Eudoxosa. Ksigga sktada si¢ z osiemnastu definicji i dwudziestu pig-
ciu twierdzen. Dla celéw artykutu istotne sa definicje 4, 51 7.

Definicje V.4 (aksjomat Archimedesa) zapisujemy jak nastepuje:®

* Wyjatek stanowi [Stein 1990].

5 Zob. [Baszmakowa 1975(b)], [Stein 1990].

¢ Zob. [Stein 1990].

7 Zob. [Fowler 1999], rozdz. VI, [Heath 1956], t. I, Wstep, ss. 1-151.

% Odniesienia do Elementéw zaznaczamy, podajac numer ksiegi (w notacji rzymskiej) oraz nu-
mer twierdzenia lub definicji (w notacji arabskiej).
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VA, B3n[nA > B,
gdzie A, Be M= (M, +,<), nd =y d+..+4.

Dodawanie w strukturze MM jest dziataniem wewngtrznym, tacznym i przemien-
nym, porzadek jest liniowy; o elementach 4, B mowi sig, ze sa wielko$ciami tego
samego rodzaju.

Definicja V.5 to definicja proporcji:

A:B::C:D <<y Vm, n[(nd > mB <> nC> mD) A
A (mA=mB < nC=mD) A (nd <, mB < nC <, mD)],

gdzied,Be M, =M, +,<)),aC,De M= (M, +,<,).]

A : B nazywane jest stosunkiem, 4 : B :: C : D — proporcja.'’ Czasami miast
0 proporcji mowi si¢ o rownosci stosunkéow 4 : B=C: D.

Definicja V.7 to definicja porzadku stosunkow:

A:B > C:D<>gdm, n(nd > mB <> nC <, mD).

2.1. Wielkosci wystepujace w stosunku sa tego samego rodzaju. Doskonale ilu-
struje to twierdzenie VI.1: ,,Trojkaty [...] o tej samej wysoko$ci maja si¢ tak do sie-
bie, jak ich podstawy”. W proporcji wystepuja tu z jednej strony trojkaty (71, T3),
z drugiej — odcinki (b, b,) i twierdzenie to mozna zapisaé w postaci 7 : T; :: by : b,.

Wielkosci tego samego rodzaju to dla przyktadu: (1) odcinki prostoliniowe, (2)
katy ptaskie, (3) trojkaty, (4) prostokaty, (5) tuki ustalonego okregu; odpowiednio
wielko$ciami réznego rodzaju sa: odcinek i kat, kwadrat i odcinek, kwadrat i koto.

2.2. Teoria proporcji z Ksiggi V stanowi podstawe teorii figur podobnych rozwi-
nigtej w Ksigdze VI. W geometrii teoria figur podobnych miast na teorii proporcji
moze by¢ oparta na teorii liczb rzeczywistych w tym sensie, ze jest rozwijana po
wprowadzeniu metryki.'" Stad najpewniej pochodzi przekonanie o zwiazku teorii
proporcji z teoria liczb rzeczywistych. Dobrze oddaja to stowa:

to Grekom zawdzigczamy pierwsza, Scista 1 spjna teorig stosunkow wielkosci, czyli w istocie
liczb rzeczywistych.'?

2.3. W artykule zajmuja nas komentarze historykéw matematyki i matematykow
zwigzane z ustaleniem zaleznos$ci migdzy teoria proporcji Eudoxosa i teoria liczb
rzeczywistych. Zwiazek ten jest przedstawiany jedynie na gruncie definicji V.4 1 V.5.
Do zalozen tych zaliczamy ponadto tacznos$¢ i przemienno$¢ dodawania oraz linio-
wo$¢ porzadku w strukturze M.

? Samej definicji V.5 po$wiccilismy odrebne opracowanie; zob. [Blaszczyk 2006].

' Oznaczania te wprowadzono w XVII w.; zob. [Grattan-Guiness 1996], s. 365-366.

"' Zob. [Borsuk, Szmielew], rozdz. II. Jeszcze inaczej jest to przeprowadzone w [Hilbert 1930].
"2 [Bourbaki 1966], s. 406.
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KOMENTARZ HEATH’A DO DEFINICJI V.5, ROK 1908

3. Definicjg proporcji Heath opatrzyt nastgpujacym komentarzem:

Jest oczywiste, ze istnieje $cista odpowiednio$¢, niemal zgodno$¢, migdzy Euklidesa definicja
rownych stosunkow i wspotczesng teorig liczb niewymiernych pochodzaca od Dedekinda. Za-
ktadajac, ze liczby naturalne sa uporzadkowane rosnaco, rozszerzajac nastgpnie dziedzing liczb
tak, by zawierala (1) zaréwno liczby ujemne, jak i dodatnie, (2) utamki a/b, gdzie a, b sa licz-
bami naturalnymi, pod warunkiem, ze b jest rozne od zera, porzadkujac utamki wraz z innymi
liczbami na podstawie definicji:

% <=> gwtedy i tylko wtedy, gdy ad <=> cd,
Dedekind podaje nastepujaca definicjg liczby niewymiernej [...]."

Na czym polega ,,zgodno$¢ definicji rownych stosunkoéw z teoria liczb niewy-

miernych”? Rozumowanie Heath’a jest nastgpujace. Rozwazmy dwa przypadki: (1)
Hhiewymierny” i (2) ,,wymierny”.

Ad (1). ,,Niech x/y i x’/y’ beda rownymi stosunkami w sensie Euklidesa. Wow-

czas £ podzieli wszystkie liczby wymierne na dwa zbiory 4 i B; f podzieli wszyst-

kie liczby wymierne na dwa zbiory 4" i B”.

v
795 14

X5 (4,B), gdried={2ecQ, 2<%y, B={LecqQ, : L5,
y b b y b b y

i analogicznie w przypadku % - (4, B)) .

)

(@)

Pary (4, B) i (4’, B’) sa rbwne, mianowicie:
Niech % bedzie taka liczba wymierna z 4, ze § < )i To znaczy, ze ay < bx. Lecz wowczas,

na podstawie definicji Euklidesa zachodzi takze ay’ < bx’. A stad 4 < f— ; dlatego kazdy ele-

ment 4 jest takze elementem A’. [...] Tak wigc, innymi stowy, 4 i B sa odpowiednio rowne A"

iB’; dlatego < = f , zardbwno wedtug Dedekinda, jak i wedtug Euklidesa.'

Rownos¢ 4 = A" zachodzi na mocy implikacji:
a x , ., a X
—<——=ay<bx<>ay <bx' > —-<—,
b y b

a x , , a x
—<=S-2ay<bxXay<bx >—<—.
by by

" [Heath 1956], t. II, s. 124-125. Komentarz ten znajduje si¢ juz w edycji z roku 1908.
' [Heath 1956], t. 11, s. 125.
' [Heath 1956], t. 11, s. 125.
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Podobnie jest z rownoscia B = B’, ergo (4, B) = (4", B’).

Ad (2).,,Gdy x/y, x’/y’ sa wymierne, to jeden ze zbiorow, powiedzmy 4, zawiera
x/y, oraz jeden ze zbiorow, powiedzmy A’, zawiera x’/y’. Wowczas 4 moze by¢ row-
ne <, tj. =1, coznaczy, ze ay = bx. Dlatego, na podstawie definicji Euklidesa, ay’

=bx'; czyli = f Tym sposobem zbiory zndéw sa rowne”;'®

E

3 X

a x a
—=Soa=bxoa ===
by by

Ostatecznie, w przypadku ,,niewymiernym” i ,,wymiernym” zachodzi, ze

definicja Euklidesa wyznacza w zbiorze wszystkich liczb wymiernych réwne przekroje i dlate-
go definiuje rowne stosunki, w sposob, ktéry doktadnie odpowiada teorii Dedekinda;'”

A4,By=A",B)Y>x:y=x":y.
3.1. Komentarz Heath’a odnosi si¢ z jednej strony do Elementow Euklidesa,

a z drugiej — do rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen
(1872). W przejsciach (1)-(3) rownowaznosci

ay<bx <> ay <bx',ay=bx < ay’ =bx’

oparte sg na definicji V.5, natomiast implikacje i rtOwnowaznoSci

a x X _a

—<——>ay<bx, apy<bx—>—<—,

by y

a x , , , , X a
—<=-ay<bx, ay'<bx - —<—,
b vy v b
z—£e>ay—bx, ay’ =bx H—zi,,
by y

to zatozenia pochodzace od Heath’a.

W zwiazku z Elementami rozumowanie Heath’a oparte jest wigc na dwoch zato-
zeniach:

@) M:In=X:)y <> my=nx,

5) m:n<x:y<<> my<nx,

' [Heath 1956], t. II, s. 125-126.
"7 [Heath 1956], t. 11, s. 126.
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gdzie w (4) stosunek x : y jest ,,wymierny”, a w (5) — ,,niewymierny”. Dodajmy, ze
stosunek wielkosci geometrycznych x : y Heath oznacza za pomoca kreski utamko-
wej +, natomiast utamek 2 przedstawiliSmy we wzorach (4), (5) jako stosunek
liczb m : n. Wyjasnimy to nizej w punkcie 5.
W odniesieniu do Stetigkeit rozumowanie Heath’a polega na przypisaniu Dede-
kindowi definicji:
(6) el o, mg<np, =
‘ n

=£Hd/.mq=np, ﬂ>£demq>np,
noq q noq

oraz na pomysle, aby z przekrojem osi liczb wymiernych (Q., <) wiaza¢ czy tez
utozsamiac liczbg rzeczywista.

TEZA HEATH’A. 1

4. Przyjmijmy rownowaznosci (4) i (5), oraz przyjmijmy, ze x, y, x’, ', € M =
(M, +, <), zastepujac znak proporcji znakiem rownos$ci. Definicja V.5 przyjmie po-
stac

x:y=x"1y <, Vmn

R T P )
y n n y n n y n y  n

Rownos¢ stosunkow mozna teraz interpretowac jako rowno$¢ zbiorow:

m m x x
FeQ, :2<T=t2eq,: £,
n ny q q Yy
m m x x
FeqQ,: 2=0=2cq,: L=,
n noy qg Y
m m_ x x
P Bsh=Leq, :£51)
n noy q qg Y

Na tej podstawie stosunkowi x : y odpowiada para zbioréw (4., Bx,)),

(H)) x 1y (A, By)),
. m m X X
gdzie A  ={—€Q,:—<—}, B = {£e Q, a ==,
n noy q q9 ¥

lub, przyjmujac w miejsce 2 parg (m, n), a w miejsce %4 <= i L2, via rdwno-

waznosci (4) i (5), nierownosci my < nx oraz py < gx:
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(7 A,, ={(mn):my<nx}, B  ={(p,q):py=qgx}

Zaktadajac, ze kazda para (4,,, B,,) jest przekrojem osi liczb wymiernych (Q., <),
tj.:
© Vx,y€ MVm,n,p,qe N[((m,n)e 4, ,.(p.q)€ B, ;) = mq <np],

dostajemy, ze odwzorowanie (H;) stosunkowi x : y przyporzadkowuje liczbe rzeczy-
wista.

Tezg, ze kazdej parze wielkosci geometrycznych (x, y) mozna przyporzadkowaé
liczbe rzeczywista (A.,, By,) nazywam tezq Heath’a. Jest ona powtarzana, acz w roz-
nych wariantach, przez caty wiek XX.'® Heath bynajmniej nie oglosit jej jako pierw-
szy,"” ale ze wzgledu na zasieg jego edycji Elementéw znaczaco przyczynit si¢ do jej
rozpowszechnienia.

W zwiazku z fezq Heath’a dowodzi si¢ tez, ze stosunkom ,,rownym w sensie Eu-
klidesa” odpowiadaja rowne liczby rzeczywiste, a ,,r6znym” stosunkom — rézne
liczby rzeczywiste. Tymi aspektami nie bedziemy zajmowac si¢ w niniejszym artykule.

4.1. Teza Heath’a zwiazana jest z definicja zbiorow A, ), B,,. Definicja ta moze
by¢ uzasadniona albo na gruncie Elementow, i tak jest w komentarzu Heath’a, albo
w oderwaniu od kontekstu historycznego, na gruncie czysto matematycznym, i tak
jest w cytowanym na wstepie fragmencie z Przeglqdu algebry wspolczesnej. Otoz
formuty my = nx 1 my < nx moga by¢ traktowane albo jako formuty teorii proporcji,
albo jako formuty teorii opisujacej strukturg M. W zwiazku z tym méwimy o tezie
Heath’a w wersji historycznej lub matematycznej. Te pierwsza zapisujemy jak na-
stepuje:

kazdemu stosunkowi wielko$ci geometrycznych x:y, via odwzorowa-
nie (f;), odpowiada liczba rzeczywista (4, By,)).

OCENA ZALOZEN TEZY HEATH’A W WERSJI HISTORYCZNEJ

5. Rozumowanie Heath’a jest blgdne zarowno w tej czgsci, w ktorej odnosi si¢
do Elementow, jak i w tej, w ktorej odnosi si¢ do Stetigkeit. W zwiazku z Elementa-

'8 Zob. [Baron 1969], s. 27, [Baszmakowa 1975(a)], s. 107, [Baszmakowa 1975(b)], s. 121,
[Birkhoff, Mac Lane 1960], s. 99-100, [Boyer 1964], s. 55, [Claphan, Nicholson 2005], s. 157,
[Conway 2001], s. 3, [Dummett 1991], s. 283, [Edwards 1979], s. 14, [Hartshorne 2000], s. 166-
167, [Kordos 1994], s. 69, [Kostin 1954], s. 28, [Kulczycki 1973], s. 196, [Maizner 1995], s. 34,
[Mioduszewski 1996], s. 69, [Maurin 1991], s. 316, [Nikoli¢ 1974], s. 230, [Struik 1960], s. 31,
[Weyl 1949], s. 39, [Wigstaw 1997], s. 38, [Wygodski 1956], s. 78-79.

' O zwiazku definicji V.5 z teorig liczb rzeczywistych Dedekinda pisat juz Otto Holder w arty-
kule Die Axiome der Quantitit und die Lehre von Mass (1901). Podajemy za [Dummett 1991], ss.
281-283; zob. takze [Fuchs 1963], s. 45-46.
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mi jest ono oparte na rownowaznos$ciach (4) i (5). Nie sa to ani twierdzenia, ani defi-
nicje Euklidesa, z kolei Heath ich tez nie dowodzi. Pokazemy, ze rownowaznosci
tych nie da si¢ uzasadni¢ na gruncie Elementow.

5.1. W Elementach rozwinigte sa dwie teorie proporcji: w Ksigdze V — teoria
proporcji wielkosci geometrycznych 1 w Ksigdze VII — teoria proporcji liczb. Ta
druga oparta jest na definicji VII.20:

m:n:k:l <, Ip[pn=m, pl =k]vIp[pm=n, pk =1]v
v3u,,u,Ap,qlm = pu,,n=qu,, k = pu,,l = qu,],

gdzie wszystkie zmienne to liczby naturalne > 1.° Dalej dowodzone jest twierdzenie
VIIL.19:

mM:in:p:q <> mq=np,
znane dzisiaj jako definicja liczby wymiernej: (m,n) =(p,q) <>, mq=np .

5.2. W zwiazku z tezq Heath’a Ksigga VII jest interpretowana jako teoria liczb
wymiernych: proporcja to rownos¢ stosunkow, stosunek liczb to utamek i w rezulta-

cie proporcja m:n:: p:q to rownos¢ utamkow 2 = § . Trzymajac si¢ jednak faktow,

mozemy powiedzie¢ co nastgpuje: (1) Ani w Ksigdze VII, ani w Ksiedze V w ogole
nie jest zdefiniowane pojecie stosunku.?' (2) Nawet gdy przyjaé, ze stosunek liczb
jest utamkiem, a proporcja rownoscia, to i tak nigdzie w Elementach ,,utamki” te nie
sa ani dodawane, ani mnozone, co wigcej, w dobie Euklidesa operacje takie nie byty
nawet znane. Tej jednej kwestii David Fowler poswigcit odrgbny rozdziat swej
ksiazki The Mathematics of Plato’s Academy. Czytamy tam:

W rozdziale tym pokazg, ze w greckich tekstach matematycznych, naukowych, finansowych,
pedagogicznych pochodzacych z okresu przed Heronem i Diofantesem nie znajdujemy ani po-
jecia utamka zwyklego p/q, ani operacji na utamkach takich jak np. p/g X r/s = prigs, czy p/q +
rls = (ps + qr)/ps.>

(3) Dodajmy do tego, ze nigdzie w Elementach owe ,,utamki” nie sa poréwnywane
w sensie relacji mniejszy-wigkszy, oraz jeszcze i to (4), ze jako pierwszy definicjg
plg < rls <>4 ps < qr podat Heinrich Weber w roku 1895.%

W rezultacie, nawet gdy przyjac, ze stosunek m : n jest ulamkiem 2*, to réznica

migdzy dzisiejszym rozumieniem liczb wymiernych a tym, co mozna znalezé
w Elementach jest taka, jak r6znica miedzy cialem uporzadkowanym (Q, +, -, 0, 1, <)

2 W Elementach liczba to dzisiejsza liczba naturalna > 1.

2! Literalnie V, def. 3. jest definicja stosunku, ale jak dotad nikt nie potrafil nada¢ matematycz-
nego sensu temu zdaniu.

2 [Fowler 1999], s. 227.

2 Zob. nizej pkt 8.
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a zbiorem Q. W zadnym wiec razie nie mozna przyjaé, ze w Elementach wystepuja
przekroje zbioru (Q, <).

5.3. Teorie proporcji z Ksiggi V 1 VII spotykajq si¢ w Ksiedze X, w twierdze-
niach X.5 1 X.6:

Wielko$ci wspotmierne sg do siebie w takim stosunku, jak liczba do liczby;

Gdy dwie wielkosci sa do siebie w takim stosunku, jak liczba do liczby, to wielkosci te sa
wspotmierne.

Mozna je zapisa¢ razem w postaci:
8) X 1y ::m:n <> wielkosci x, y sa wspotmierne.**

W twierdzeniu X.5 stosunki liczb sa porownywane ze stosunkami wielkosci
wspotmiernych. Pojecie to jest wprowadzone definicjg X.1:

Wspotmiernymi nazywane sa te wielkosci, ktore sa mierzone ta sama miara;
3AC e M3p, g[x=pC,y=¢qC], gdziex,ye M.
Druga czg$¢ definicji X.1 to definicja wielko$ci niewspoimiernych:
[...] a niewspdtmiernymi te, ktore nie moga mie¢ zadnej wspolnej miary.

5.4. Rownowaznos$¢ (4) ma odpowiadaé przypadkowi, gdzie ,,x/y, x’/y” happen to
be rational”, ale nie chodzi tu o wymierno$¢ w rozumieniu Euklidesa. Pojecie
,»odcinek wymierny” (rational straight line) wprowadza Euklides definicja X.3:

[...] jest wykazane, Ze istnieje nieskonczenie wiele linii prostych, ktore sa wspotmierne i od-
powiednio niewspoimierne z pewna ustalong linig, jedne tylko ze wzglgdu na dlugosé, inne
takze ze wzgledu na kwadrat. T¢ ustalona lini¢ nazwijmy wymierna, a linie proste, ktore sa
z nig wspotmierne, czy to ze wzgledu na dhugosé, czy tylko na kwadrat, wymiernymi, te zas,
ktore sa z nig niewspotmierne — niewymiernymi.

Pojecie odcinka wymiernego wiaze si¢ z wyrdznieniem pewnego odcinka a,
w stosunku do ktorego dany odcinek b moze by¢é wymierny ze wzgledu na dtugosé
(rational in length), tj. a 1 b sa wspotmierne w mysl definicji X.1, lub wymierny ze
wzgledu na kwadrat (rational in square), tj. kwadraty zbudowane na odcinkach a i b
sq wspotmierne w mysl definicji X.1.%

Tak wiec przypadek, w ktorym stosunki x : y i x” : ) sa wymierne, nalezy rozu-
miec tak, ze x, yix’, y" sa parami wielko$ci wspotmiernych.

5.5. Aby na podstawie (8) udowodnic¢ (4) nalezatoby pokazac, ze zachodzi:
wielkoSci x, y sa wspolmierne <> nx = my.
* W Elementach nie jest powiedziane, na gruncie ktorej definicji — V.5 czy VII.20 — ustalana

jest ta proporcja.
# Zob. [Euklides], X, def. 2.



104 Piotr Blaszczyk

Gdy x, y sa wspolmierne, to dla pewnego C oraz pewnych p, ¢ zachodzi x = pC,
y=¢qC, awtedy gx = py. Ale jak na gruncie Elementow wykazac

) gx=py — ACIm, n[x=mC, y =nC]?

Implikacje¢ (9) mozna uzasadni¢, gdy x i y sa odcinkami: via twierdzenia V1.2,
VL9, przyjmujac C == dostajemy x = pC, y = gC.*® Ale nawet wtedy rownowaz-
no$¢ (4) bylaby twierdzeniem, ktére mozna udowodni¢ na gruncie teorii proporcji
oraz aksjomatéw geometrii. Jest bowiem tak, ze w dowodach twierdzen V1.2, VI.9
Euklides wykorzystuje postulat o prostych rownolegtych.

Reasumujac: rownowaznos$¢ (4) mozna uzasadnic¢ na gruncie Elementow, ale tyl-
ko w przypadku odcinkéw, nie za§ dowolnych wielkoSci geometrycznych, oraz na
podstawie innych zalozen niz tylko aksjomat Archimedesa.

6. Przejdzmy do zidentyfikowania nierownosci wystepujacych w wyrazeniu (5)
m _x
— <= & my<nx.
noy
Z prawej strony jest to nierdwno$¢ wielkosci: my <; nx, gdzie x, y € M, = (M|,
+, <1), z lewej — nierownos¢ stosunkéw w mys$l definicji V.7:

(10) LAPEN
n

y

Niero6wno$¢ (10) jest bezpodstawna, bo w Elementach stosunki wielko$ci nie sa
poréwnywane ze stosunkami liczb w sensie relacji <. Po drugie, nawet gdy przyjac,
ze x : y jest porownywane z m : n na podstawie definicji V.7, to w miejsce:

m X
— <= my<, nx
noy

powinno by¢:

m x
P Ip.qlgx >, py,np 2 mq],
gdzie x,y € M, m,n e M= (N, +, <). Po trzecie, w Ksiedze V przyjete sa (implici-

te) dwa zalozenia o strukturze M, ktore nie odnosza si¢ do struktury M. Pierwsze
znajdujemy w dowodzie twierdzenia V.5, mianowicie:

VAVn3B[nB = A], gdzie A, B € M,
drugie to zalozZenie o istnieniu czwartej proporcjonalne;j:
VA,B,CIX[A:B:: C:X],gdzied, B, C,Xe M

% V1.2 to twierdzenie Talesa; V1.9 zawiera konstrukcj¢ podziatu odcinka na n czegscei.
2 Zob. [Euklides], V, tw. 18.



Fudoxos versus Dedekind 105

Euklides wprost pyta o istnienie czwartej proporcjonalnej w odniesieniu do struktury
N, a odpowiedz, jaka daje, jest negatywna: nie dla kazdej trojki n, m, p istnieje takie
q,ze n: m :: p : ¢ w sensie definicji VIL.20.

Reasumujac: w Elementach nie ma podstaw do uzasadnienia rownowaznosci (5).

RICHARD DEDEKIND, STETIGKEIT UND IRRATIONALE ZAHLEN,
ROK 1872

7. Przechodzimy do tej czesci komentarza Heath’a, ktora zwigzana jest z rozpra-
wa Stetigkeit und irrationale Zahlen. Przede wszystkim w rozprawie tej nie ma defi-
nicji (6). Liczbom wymiernym wprost poswigcony jest §1. rozprawy. Ich wlasnosci
podzielone sa na dwie grupy: zwiazane z dziataniami i zwiazane z porzadkiem.
O dziataniach Dedekind pisze niewiele, ale za warte wyszczegolnienia uznat ich
wewngtrznos¢ (w dzisiejszym rozumieniu); istotnie, w owym czasie byta to zupehie
nowa idea. Z §6. mozna natomiast wnosi¢, ze dzialania te sa przemienne oraz ze
mnozenie jest rozdzielne wzglgdem dodawania.

O porzadku liczb wymiernych (,,systemu R”) czytamy:

[...] system R jest dziedzing jednowymiarowa dobrze uporzadkowana [porzadek jest liniowy
— P. B.], nieskonczona w dwu przeciwnych kierunkach.”

Dalej, explicite i we wspotczesnej formie podane sa wlasnosci: przechodnio$¢ oraz
gestosé; spojnos¢ porzadku jest wyrazona poprzez pojecia przekroju, w quasi defini-
cji porzadku zawarta jest za$ zgodno$é¢ porzadku z dodawaniem. ™

W §4. implicite przyjmuje Dedekind kolejne witasno$ci: aksjomat Archimedesa
oraz zgodnos$¢ porzadku z mnozeniem.

Ostatecznie, przyjmujac to, co w Stetigkeit jest powiedziane wprost oraz impli-
cite, liczby wymierne to cialo archimedesowe, uporzadkowane w sposob ggsty, w
ktorym liczby catkowite dodatnie spetniaja aksjomat indukcji.’!

Reasumujac: ani w Elementach, ani w Stetigkeit nie ma uporzadkowanego zbioru

liczb wymiernych (Q., <), gdzie Q, = {#:m,ne N}, a porzadek oraz réwnos¢ dane

sa definicjami (6). Skad zatem pochodzi dzisiejsze pojecie liczby wymiernej?

% Zob. [Euklides], IX, tw. 19.

» [Dedekind 1872], s. 138.

30 Zob. ,,R6znos¢ dwoch liczb wymiernych objawia si¢ w tym, Ze réznica a — b ma albo warto§é
dodatnia, albo ujemna" [Dedekind 1872], s. 138; symbolicznie a > b <> a — b > 0, co jest rowno-
wazne warunkowi: a>b —>a+c>b+c.

3! Aksjomaty ciata uporzadkowanego po raz pierwszy zostaty sformutowane w [Hilbert 1900].
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HEINRICH WEBER, LEHRBUCH DER ALGEBRA, ROK 1895

8. We Wprowadzeniu do Lehrbuch der Algebra, nawiazujac do Ksiggi V Ele-
mentow oraz Stetigkeit und irrationale Zahlen, Heinrich Weber podaje zupehie ory-
ginalng konstrukcje¢ ciata liczb rzeczywistych oparta na definicji stosunku. To wia-
$nie z tej pracy pochodza definicje (6); tam tez znajdujemy rownowaznosci (4) i (5),
stanowiace podstawg rozumowania Heath’a. Nizej przedstawimy teori¢ proporcji
rozwinigta przez Webera.

8.1. ,,Zbiér mierzalny” to struktura 2 = (W, +, <), gdzie dodawanie jest dziata-
niem wewngtrznym, facznym i przemiennym, porzadek jest liniowy, a zwiazek mig-
dzy dodawaniem i porzadkiem okre$laja aksjomaty:

(W1) dn[na > b],
(W2) a>c—>3dbe W[b+c=a],
(W3) a+tb>a,gdzie na=,a+..+ta.

n—razy
,»Zbior mierzalny gesty” to struktura 8, w ktorej porzadek jest gesty.

Zbior gesty mozna utworzy¢ w ten sposob, ze pary liczb naturalnych uznajemy za elementy
nowego zbioru. Pary te bedziemy nazywa¢ utamkami i bedziemy je oznacza¢ jako m : n lub
%. Przyjmujemy, ze dwa utamki m : n i m’ : n’ sa rowne wtedy, gdy m - n’ = n - m’. Gdy

przyjmiemy, ze wszystkie rowne utamki stanowia element i gdy przyjmiemy ponadto, ze m : n
jest wigksze od m” ; n’, wtedy gdy m - n’ > n - m’, to otrzymamy zbidr uporzadkowany. Latwo
pokaza¢, ze tak otrzymany zbidr jest uporzadkowany w sposob gesty:>

(11) MIN=piqe>, m-q=n-p,
(12) min=m':n' <, mn'>nm'
,,Zbior mierzalny ciagly” to struktura ¥, w ktorej porzadek < jest gesty i ciagly

w sensie Dedekinda.

Przyktadem zbioru ggstego sa utamki wymierne. Zbior ten bedziemy oznaczaé przez R. Nie jest
on ciagly, lecz zbiér R mozna wykorzysta¢ do zbudowania zbioru ciaglego. Zbior wszystkich
przekrojow zbioru R oczywiscie tez jest zbiorem, oznaczmy go przez S.>

Dodawanie i porzadek w S definiowane sa tak, jak dodawanie i porzadek prze-
krojow zbioru (Q, <) w konstrukcji Dedekinda; mozna pokazaé, ze (S, +, <) jest
»Zbiorem mierzalnym cigglym”.

32 [Weber 1895], s. 4-5.
33 [Weber 1895], s. 6.
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8.2. Niech W= (W, +, <) bedzie ,,zbiorem mierzalnym”, niech a, b € 2,
niech (m, n) bedzie para liczb naturalnych. Gdy na = mb, to stosunek a : b ex defini-
tione jest rowny utamkowi m : n;

(13) a:b=m:n<, na=mb.

Podawszy t¢ definicje, Weber pisze:

Wszystkie rowne stosunki wymierne tworza liczbg¢ wymierna. Liczby wymierne, podobnie jak
ulamki, tworza zbior gesty mierzalny. Do liczb wymiernych naleza tez liczby naturalne, przy
zalozeniu, ze przez liczbg naturalng m bedziemy rozumieli stosunek m : 1.3

Gdy na # mb, to stosunek a : b jest wigkszy (mniejszy) od m : n;

(14) a:b>=m:n<>, na> mb, a:b=<m:n<>, na< mb.

Nastepnie Weber definiuje porzadek oraz rowno$¢ stosunkow:

(15) a:b>c:d <, Im,nlna> mb,md >, nc],

(16) a:b=c:d o, —(a:b>c:d)r=(a:b=<c:d),
gdzie a, b e W= (W, +, <)), ¢, d € W,= (W, +, <;). Stad, na podstawie (13) i (16),
otrzymujemy:
a:b=c:d <, Vm,n
[(na <, mb,nc <, md) v (na =mb,nc =md)v (na > mb,nc >, md)],
to za$ jest rownowazne definicji V.5.

Pominiemy konstrukcje ciata liczb rzeczywistych,” istotne jest to, ze w teorii
Webera rownowaznosci (4) i (5) nie sa twierdzeniami, ale definicjami, chodzi mia-

nowicie o definicje (13) i (14).

8.3. W teorii Webera mozna udowodnié feze Heath’a. Niech mianowicie a, b €
W,. Przyjmujac

A, ={(m,n):m:n<a:by, B,,={(p,q):p:q=a:bvp:q=a:b},
zachodzi:

© Va,be MNm,n, p,q[((m,n)e 4,,,(p,q)€ B,,) — mq < np]

Mozna pokazaé, ze aksjomaty Webera (W1)+(W2)+(W3) sa rownowazne aksjo-
matom (W1)+(W2)+(W4), gdzie (W4) to aksjomat: a >c — a + b > c + b, a zatem

3 [Weber 1895], s. 13.
% To Weber, a nie Peano czy Russell — jak sig czesto podaje — jako pierwszy utozsamit liczbe
rzeczywista z przekrojem zbioru (Q, <).
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(mb <, na,qa <, pb) — (mgb <, nqa,nqa <, npb).

Z przechodniosci porzadku dostajemy, ze mgb <, npb, a stad, na mocy (W1), (W4)
oraz spojnosci, ze mq < np.*

8.4. U Webera liczba wymierna jest zbiorem wszystkich ,,stosunkéw” rownych
danemu utamkowi m : n. Dla skonstruowania ciata liczb rzeczywistych wystarczy
jednak przyjac, ze liczba ta jest zbiorem wszystkich utamkéw, a nie ,,stosunkow”,
rownych m : n. I tak wlasnie postgpuje Edmund Landau w pracy Grundlagen der
Analysis, i to wlasnie od niego pochodzi wspolczesna definicja liczby wymiernej
wyrazona juz w jezyku teorii relacji, a nie teorii proporcji.’’

TEZA HEATH’A. 11

9. Definicja zbioréw A, ,, By, , moze by¢ uzasadniona inaczej niz w rozumowaniu
Heath’a. Niech x, y, x, y € M = (M, +, <). Przyjmijmy na mocy definicji:

(17) A, ={(m,n):my <nx},B, , ={(p,q): py 2 qx}.

W rozumowaniu Heath’a formuty my < nx, my = nx, via rownowaznosci (4) i (5),
maja naleze¢ do teorii proporcji i wlasnie to zostalo zakwestionowane przez nas
w punkcie 6. W definicji (17), w odréznieniu od (7), formuly te naleza do teorii opi-
sujacej strukturg M. W miejsce tajemniczego x : y przyjmuje sig teraz parg uporzad-
kowana (x, y), w miejsce m : n — parg (m, n). Aksjomat Archimedesa jest przyjmo-
wany teraz nie dlatego, ze tak jest w Elementach, ale po to, aby wykluczy¢ ewentu-
alnos¢, ze ktory$ ze zbiordw A.,, B, jest pusty. Pozostaje tylko pytanie: jaki jest
zwiazek definicji (17) z teorig proporcji Eudoxosa?

Ot6z zapiszmy definicjg V.5 podobnie jak w punkcie 4.:

(x,»)=(x",y) &, Ym,n

[(nx > my <> nx’ > my") A (nx =my <> nx’ = my’) A (nx <my < nx’ < my")].
Rownosé (x, y) = (x', ") mozna teraz interpretowac jako rownosci zbiorow:

{(m,n)e N* : my < nx} = {(m,n) e N* : my” < nx'},
{(m,n)e N* : my = nx} = {(m,n)e N> :my” = nx"},

{(m,n)e N* :my > nx} = {(m,n)e N* :my" > nx'}.

Parze (x, y) przyporzadkujmy parg (4., Bx,y),

36 Zachodzi: 2b > b oraz m = n — mb = nb. Por. [Mioduszewski 1996], s. 63.
37 Zob. [Landau 1930].
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(H,) RN
y

X,y

B )

Zaktadajac, ze para (4, ,, By, ,) jest przekrojem osi liczb wymiernych (Q., <), tj.:
© Vx,y€ M¥m,n, p,qe N[((m,n)e 4, ,,(p,q)€ B, ) — mq<np],

dostajemy teze Heath’a w wersji matematyczne;j:

kazdej parze elementow (x, y) struktury M, via odwzorowanie (H,),
odpowiada liczba rzeczywista (4,, ,, By, ).

KONTRPRZYKLAD

10. 7eza Heath’a jest zazwyczaj jedynie formulowana, ale czasami jest tez do-
wodzona; dowody zwykle sa tylko szkicowane, ale zdarzaja si¢ tez i szczegdlowe
uzasadnienia.”® Milczacym zaloZeniem fezy Heath’a w obydwu wersjach — histo-
rycznej i matematycznej — jest domniemanie, iz para zbiorow (4, ,, By ,) zdefinio-
wanych rownaniami (7) lub (17) jest istotnie przekrojem zbioru (Q., <) tj., ze za-
chodzi warunek (C), powtoérzmy go:

© Vx,ye M¥m,n, p,q € N[((m,n)e 4, ,,(p,q)€ B, ) = mq <np],

lub inaczej

Vx,ye MVm,n, p,qe N[(my < nx,gx < py) = mq < np].

Wskazemy teraz strukturg M = (M, +, <), w ktorej dodawanie jest dziataniem
wewngetrznym, facznym i przemiennym, porzadek jest liniowy, w ktorej spetniony
jest aksjomat Archimedesa i nie zachodzi warunek (C), tj.:

=C) (3x,ye M3m,n, p,qe N[(my <nx Aqx < py Amq = np].

10.1. Niech & bedzie liczba niewymierna z przedziatu [0,1], £ € IQ m [0,1]. De-
finiujemy ciag {&,} jak nastepuje: &, = né — E(nd), gdzie E(x) oznacza cze$é calko-
witg liczby x. Niech / bedzie przedziatem zawartym w [0,1], niech |/| oznacza dtu-
g0$¢ przedziatu I, n(I) za§ — moc zbioru {i < n : & € I}. Pokazuje sie, ze zachodzi:

Twierdzenie (o ekwipartycji). Dla dowolnego przedziatu / — [0,1] jest

lim

n—eo

l’l([) :lll 39
_n .

3 Zob. [Nikoli¢ 1974], [Mioduszewski 1996], ss. 63-69.
39 Zob. [Niven 1956], ss. 71-75; zob. takze [Narkiewicz 1977], rozdz. VIIL
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Dla naszych celéow wystarczy skromny wniosek z tego twierdzenia: dla dowol-
nego przedziatu I < [0,1] istnieje takie n, ze &, € 1.

Oczywiscie jest &, € IQ M [0,1]. Przyjmujac w twierdzeniu o ekwipartycji za
liczbe £ liczbe &, dostajemy, ze dla dowolnego przedziatu 7 < [0,1] istnieje takie m, ze

mg, —Emg,)=(5,), =S, €1

10.2. Przyjmujemy M= (M, +, <), gdzie M= {&, }. Elementy zbioru M, doda-
jemy mod 1, a porzadek pokrywa si¢ z porzadkiem osi liczb rzeczywistych.
Przyjmijmy &= % . Niech x= %,y = 725 —1. Oczywiscie x,ye M, . Mozna
A
sprawdzié, ze zachodzi

3y<5xA3x<yA3-3>5-1,

co daje zaprzeczenie warunku (C).

Fakt, ze w M spetiony jest aksjomat Archimedesa, otrzymujemy jak nastgpuje:
gdy dla pewnych n, m jest & < &,, to dla pewnego k, na podstawie twierdzenia
o ekwipartycji, jest k&, = &, € (&, 1), co oznacza, ze k&, > &,

10.3. W tezie Heath’a jedynym zatozeniem dotyczacym struktury I jest aksjo-
mat Archimedesa. Nie wynika z niego zgodno$¢ porzadku z dodawaniem. Mozna
pokaza¢, ze wlasnie w strukturze M porzadek nie jest zgodny z dodawaniem i na
tym w zasadzie polega istota przedstawionego kontrprzyktadu.

ELEMENTY, KSIEGA 'V

11. Spojrzmy teraz na teori¢ Eudoxosa jako na system dedukcyjny. Niech dana
bedzie struktura M = (M, +, <). Biorac pod uwage to, co w Ksiedze V powiedziane
wprost lub implicite, dostajemy, ze (1) dodawanie jest dziataniem wewnetrznym,*
(2) tacznym i przemiennym®', (3) porzadek jest liniowy,"” a zwiazek dodawania z po-
rzadkiem zadany jest aksjomatami:

(E1) Jne N[nd> B],
(E2) A>C—>3Ee M[C+E=A4]*
(E3) A>C—>A+B>C+B.™

W punkcie 6. wskazali§my dwa kolejne zatozenia:

0 Zob. [Euklides], V, passim.

41 Zob. [Euklides], V.1.

* Przechodnio$é — V. 8, spojnosé — V.9, V.10, V.18.

4 Zob. V.8. Aksjomat ten podaja takze [Bourbaki 1966] i [Maizner 1995].
* Zob. [Euklides], V.12, V.25. Aksjomat ten nie zostat jak dotad zauwazony.
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(E4) VAVn3iB[nB = A],
(ES) V4,B,CAX[A:B::C: X].

11.1. W komentarzach aksjomat (ES5), via Kategorie Arystotelesa, probuje si¢
skojarzy¢ z ciaglo$cia porzadku w strukturze M.*> Wystarczy jednak wziaé strukture
(Q., +, <), by zobaczy¢, ze z (E1)-(E5) nie wynika ciagto$¢ porzadku w M. Z dru-
giej strony, przyjmujac, ze w M spetnione sg warunki (1)-(3) mozna pokazaé, ze ak-
sjomaty (E1)-(E3) sa rownowazne aksjomatom (W1)-(W3), a w teorii Webera za-
chodzi twierdzenie: gdy porzadek < jest ciagly (w sensie Dedekinda), to zachodzi
(E5).* W dowodzie tym istotna jest jednak liniowo$¢ porzadku stosunkéw, a nie od
razu widaé, czy analogiczna wtasno$¢ mozna uzyskaé w teorii Eudoxosa.*’

11.2. Aksjomaty (E1)-(E3) sa — jak powiedziano — rownowazne (W1)-(W3).
Zwazywszy, ze w teorii Webera zachodzi feza Heath’a mozna spytac, czy fez¢ He-
ath’a w wersji matematycznej mozna udowodni¢ na gruncie (E1)-(E3)?

Pierwsza trudnos$¢ polega na tym, ze w teorii Webera teza Heath’a wynika z li-
niowosci porzadku stosunkow, natomiast liniowo$é porzadku zadanego definicja V.7
nie jest bynajmniej oczywista. Druga trudnos$¢ jest natury filozoficznej, chodzi mia-
nowicie o uzasadnienie zwiazku migdzy tezq Heath’a a teoria Eudoxosa. Na jeden
aspekt tego zagadnienia wskazaliSmy juz w punkcie 9. — to interpretacja definicji
V.5. Teraz oméwimy drugi aspekt.

W matematycznej wersji tezy Heath’a parze (x,y) przyporzadkowywana jest licz-
ba rzeczywista. Ujmujac teori¢ Eudoxosa jako teori¢ aksjomatyczng — czy to
w wersji (E1)-(E3), czy (E1)-(ES) — zwrot ,,wielko$¢ geometryczna” oznacza tyle,
co element struktury M. W Elementach wielkosci geometryczne to obiekty geome-
tryczne ustalonego rodzaju, w szczeg6élnosci odcinki i katy srodkowe danego okre-
gu.*® Euklides nie definiuje ani dodawania odcinkéw, ani dodawania katow. Latwo
jest zdefiniowa¢ dodawanie i porzadek odcinkow tak, aby byl spelniony aksjomat
(E3), ale jak to zrobi¢ w przypadku katow? Czy mozna zdefiniowa¢ dodawanie ka-
tow tak, aby byly spelnione zatozenia Ksiggi V?

Nie potrafimy wprost odpowiedzie¢ na to pytanie, mozemy natomiast pokazac,
jak rzecz jest rozwiazana w dzisiejszej matematyce. Wiaze si¢ to z trzema interpreta-
cjami pojecia ,,kat”.

(1) W geometrii elementarnej, gdzie kat jest obiektem geometrycznym, dodawa-
nie katow (swobodnych) jest zdefiniowane tylko w ograniczonym zakresie, moéwiac
nieprecyzyjnie: dla pary (¢, £) suma o + [ jest okreslona tylko wtedy, gdy nie prze-

5 Zob. [Stein 1990].

4 Zob. [Weber 1895], s. 15.

7 Gdy w strukturze M spekione sa jedynie dwa warunki (E1) i (E3), to porzadek stosunkow
nie musi by¢ spojny.

8 Zob. [Euklides], VI. 33.
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kracza kata potpetnego.®’ Tak zdefiniowane dodawanie jest zgodne z naturalnym,
danym na mocy definicji, porzadkiem katow.>

(2) Zgodnos¢ porzadku z dodawaniem jest istotna w dowodzie twierdzenia o ist-
nieniu miary katéw; to samo w przypadku miary odcinkéw.”' Z tym za$ wiaze sig
druga interpretacja, a doktadniej zniesienie pojgcia kata. Otdz w teorii przestrzeni
euklidesowych nie jest definiowany kat, a jedynie miara kata, doktadniej: kat (mig-
dzy wektorami) to ex definitione pewna liczba rzeczywista.’> Podobnie jest w trygo-
nometrii, gdzie pordwnywane sa nie katy i odcinki rozumiane jako obiekty geome-
tryczne, ale miary katow i dtugosci odcinkéw, a wige pewne liczby rzeczywiste.

(3) Trzecia interpretacje znajdujemy w analizie zespolonej: liczby zespolone
o module 1 moga by¢ rozumiane jako katy, wowczas mnozenie liczb zespolonych
interpretujemy jako dodawanie katow. W tym przypadku mozna przywotaé twier-
dzenie: nie istnieje porzadek w zbiorze liczb zespolonych C, ktory bytby zgodny
z dziataniami w ciele liczb zespolonych (C, +, -, 0,1).” Wtasnie do tej interpretacji
pojgcia ,kat” nawiazuje kontrprzyktad podany w punkcie 10.
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