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W duchu Tarskiego:
o alternatywach teorio-dowodowej metalogiki

1. Wstep. Logike traktuje sie czgsto jako intuicyjnie pierwotna, prosta i skrajnie
og6lna rame pojeciowa. Tak rozumiana, nadaje si¢ ona do analizy i wyja$niania pojec
metalogicznych, takich jak np.:

(i) dowdd, dedukcja lub konsekwencja;

(ii) teoria dedukcyjna lub system zamknigty dedukcyjnie;

(iii) dedukcyjna niesprzeczno$¢ lub wzajemna zgodnos$¢;

(iv) dedukcyjna separowalno$¢ lub omijanie;

(v) dedukcyjna zupetno$¢ lub pewnego rodzaju maksymalnos¢, etc.

Punktem wyjscia niniejszego artykutu jest fakt, ze relacja powyzsza — prowadzaca
od intuicyjnie prostej i pierwotnej logiki do pochodnej i zlozonej metalogiki — jest
odwracalna. Logike mozna bowiem potraktowaé rowniez jako kompleks zlozony,
rozkladalny na sktadniki prostsze, intuicyjnie bardziej pierwotne, z ktérych daje si¢ ona
ztozyé z powrotem i przy pomocy ktérych mozna ja w peini zdefiniowaé. Fakt, ze
kazda z idei (i) - (v), wzig¢ta z osobna, pozwala skonstruowac (t¢ sama) logike, jest
interesujacy, a moze i pozyteczny. Wyrazajac si¢ Scislej, na kazda z idei (i) - (v) mozna
natozyé pewien zesp6t warunkéw takich, ze logika, ktéra jest przez nie wyznaczona,
pokrywa si¢ doktadnie z logika klasyczna. Mozna tez pyta¢ w tym kontek$cie o wza-
jemna réwnowaznos¢ uzyskanych na tej drodze charakterystyk poszczeg6linych idei (i)
- (v). Charakterystyki poszczegdlnych idei (i) - (v), jakie tu przedstawiamy, sa w rzeczy
samej parami rownowazne, 3 logika, ktéra kazda z nich wyznacza, jest doktadnie logika
klasyczna. Dlatego wiasnie nazywamy je charakterystykami klasycznymi. Oczywiscie,
zespot warunkéw charakteryzujacych kazda z idei (i) - (v) mozna modyfikowaé tak,
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zeby logika, ktora jest przez ten zesp6t wyznaczona, pokrywata si¢ z pewng, z géry
ustalong, logikq nieklasyczng. Kwestii tej nie podejmujemy jednak w tym artykule.

Rozwazenie kazdego z punktéw (i) - (v) odbywa si¢ w dwu kolejnych etapach. Na
etapie pierwszym — absolutnym (teoriomnogosciowym) — abstrahujemy w ogéle od
struktury wewngtrznej jezyka przedmiotowego. Jgzyk ten traktujemy na tym etapie po
prostu jako niepusty zbior zdad o nieznanej strukturze. Jedyne co zakladamy o tych
zdaniach to to, ze istniejq. Na etapie drugim — logicznym — analiza zalezy réwniez od
struktury jezyka przedmiotowego, wyznaczonej przez jego relatywizacje do pewnego
ustalonego zbioru stalych logicznych. Pozwala to traktowaé poszczegdlne zdania roz-
wazanego jezyka jako zdania zbudowane z pewnych statych logicznych, a wigc jako
zdania zlozone.

Konstrukcja logiki opierajaca si¢ na idei (i) jest intuicyjnie najbardziej oczywista.
Nic wigc dziwnego, ze standardowe systemy metalogiki sa systemami teorio-dowodo-
wymi. Najbardziej znanym systemem tego typu jest Tarskiego teoria konsekwencji
zbudowana przez niego w pracach [9], [10] i [11]. Szczegblowe zestawienie pdzniej-
szych wynikéw badawczych w obregbie tej dobrze dzi§ znanej teorii zawiera praca [12)
(por. rdwniez [1]). Pewien wariant teorii konsekwencji Tarskiego zarysowany jest
réwniez w dalszym ciagu tego artykutu.

Druga rama pojeciowa metalogiki jest oparta na idei (ii). Absolutny, teorio-
mnogosciowy skiadnik tego programu jest inspirowany przez Tarskiego teorie syste-
moéw (por. [11]), jak réwniez przez algebraiczng charakterystyke¢ systeméw domknigcia
(por. [6] 1 [2]). Uzupelnienie tego programu o skladnik logiczny, zalezny od struktury
rozwazanego jezyka przedmiotowego, nie nastrecza trudnosci.

Rama metalogiczna oparta na idei (iii) jako na idei pierwotnej, jest rowniez, jak si¢
zdaje, intuicyjna. Mniej oczywista jest jedynie konsekwentna realizacja tego programu,
a zwlaszcza proba realizacji jego skladnika absolutnego. Zrédtem trudnosci jest tu fakt,
ze w praktyce niesprzeczno$¢ zdaje si¢ wystepowaé zawsze w kontekstach zawieraja-
cych state logiczne, a przynajmniej zawierajacych negacj¢. Mozna jednak podaé przy-
najmniej dwa powody, dla ktérych, w punkcie wyjcia, pojecie niesprzecznosci
powinno by¢ traktowane niezaleznie od jakichkolwiek stalych logicznych. Po pierwsze,
wymaga tego program konstrukcji wyjasnienia stalych logicznych za pomoca pojecia
Hhiesprzecznodci”. Po drugie, absolutna, niezalezna od struktury rozwazanego jezyka
charakterystyka niesprzecznoSci powinna zawiera¢ warunki konieczne i wystarczajace
dla jej rbwnowaznosci z teqriq konsekwencji, z teorig systeméw dedukcyjnych, z teorig
separowalnosci lub z teorig zupelno$ci. Ponizej scharakteryzujemy zaréwno absolutne,
jak 1 wzgledne wlasnosci pojecia niesprzecznosci, i wskazemy na réwnowazno$C tej
charakterystyki z teorig konsekwencji Tarskiego.

Idea (iv), intuicyjnie mniej oczywista niz idee wczesniejsze, prowadzi do kolejnej
alternatywy metalogicznej, w ramach ktérej podajemy pewien system charakteryzujacy
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zardwno wlasnosci absolutne, jak i wlasnoci wzgledne operacji separacji, i pokazuje-
my réwnowazno§¢ tego systemu z systemem opartym na idei niesprzecznosci.

Metalogika oparta na idei (v), jako na idei pierwotnej, jest chyba jeszcze mnigj
intuicyjna. Jedyna pewna intuicja zwigzana z zupetnoScia jest taka, ze wtasno$§é ta
przystuguje zbiorom duzym. Ponadto préba wyjasnienia logiki w terminach zupelnosci
jest, jak sie zdaje zakiocona réwniez przez fakt, ze pojecie to mozna artykulowaé na
wigcej niz jeden spos6b. Ponizej eksperymentujemy z dwiema kategoryzacjami, trak-
tujac (v) raz jako pewien operator rozszerzania (nazywamy go tu operatorem Linden-
bauma), a drugi raz jako pewna rodzing maksymalnie rozszerzonych zbioréw.

Omawiane w tym artykule alternatywy metalogiczne sa modelowane na Tarskiego
konceptualizacji idei konsekwencji, tj. sq one tu potraktowane «w duchu Tarskiego».
Jak si¢ wydaje, alternatywy te nie byly dotad przedmiotem odrgbnych badaii. Prébg ich
systematycznej analizy przedstawilem w pracy [8]. Sposréd prac wcze$niejszych o
podobnej tematyce wymienié nalezy [5], [7] i [13].

2. Jezyk. Przez S oznaczamy zbiér wszystkich zdait pewnego ustalonego jezyka
przedmiotowego. O zbiorze tym zakladamy jedynie, ze jest zbiorem niepustym. Ele-
menty S i podzbiory S symbolizujemy jako A, B, C,..., oraz, odpowiednio, jako X, Y,
Z,..., ze wskaznikami lub bez. Wyrazenia typu ®(XU{A|, A2,..., An}) piszemy, prosciej,
jako ®(X, Ai, A2,..., An). Zbidr potggowy zbioru X, tj. zbiér wszystkich podzbioréw
zbioru X, oznaczamy przez 2%, Odpowiednik dualny zbioru potegowego, tj. zbibr
wszystkich nadzbioréw (w obrgbie S) zbioru X oznaczamy i definiujemy jako 2x={Y ¢
c S: X c Y}. Oczywiscie, X € 2Y wtedy i tylko wtedy, gdy Y e 2x; 2x < 2y wtedy i
tylko wtedy, gdy 2¥ c 2x; oraz 25 c 2. W dalszym ciggu uzywamy tez wyrazenia
»Wtw” jako skrétu dla wyrazenia ,,wtedy i tylko wtedy, gdy”.

Jesli # jest n-argumentowym spéjnikiem zdaniowym oraz Ay, A2,..., An € S, to
rOwniez #A41, A2,....,An € S. Innymi stowy, zbidr wszystkich zdaf rozwazanego jezyka
jest zamknigty na spdjnik #, ilekro¢ spdjnik ten jest ustalony. Jesli # jest spojnikiem
dwuargumentowym, to zamiast pisa¢ #4B piszemy, zgodnie z przyjetym zwyczajem,
A#B. Dla prostoty, w dalszym ciagu zajmujemy si¢ gtéwnie sp6jnikami standardowymi
negacji (—) i implikacji (—).

Powiemy, ze X jest zbiorem (—)-pelnym wtw, dla dowolnych A i B, to, ze A—>Be S
jest réwnowazne temu, ze je§li A € X, to B € X. Oczywiscie, wystgpujacy w ostatnim
zdaniu sp6jnik ,jesli..., to...” jest korelatem metajezykowym spéjnika — z rozwazane-
go jezyka przedmiotowego. Oznaczajac ten korelat symbolem —*, mozemy przepisaé
powyzsza definicje jak nastgpuje: X jest zbiorem (—)-petnym wtw, dla dowolnych A i
B, to, ze A—>B € X jest rtownowazne temu, ze (Ae X)—* (B € X). Podobnie, powiemy,
ze X jest zbiorem (—)-petnym wtw, dla dowolnego A, to, ze —A €X, jest rownowazne
temu, ze —*(4A €X), {j. temu, ze A ¢ X, poniewaz —* jest korelatem metajezykowym
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spojnika z jezyka przedmiotowego. W ten sposéb dochodzimy do nastepujacej defini-
cji ogblnej.

Niech # bedzie n-argumentowym spdjnikiem zdaniowym. X jest zbiorem (#)- pel-
nym wtw, dla dowolnych A1, A2,..., An, ponizsze warunki sa rtwnowazne:

i. #A1A2..Ane X,

ii.  #*(A1e X)(Az2¢ X)...(Ane X).

Dla uproszczenia notacji wygodnie bedzie, jeSli nie doprowadzi to do niepo-
rozumief, opuszcza¢ wskaznik gérny * w wyrazeniu #*. Zgodnie z tg konwencja
warunek (ii) mozna bedzie wtedy zapisa jak nast¢puje:

i’ #Ai1e X)(A2e X)...(Ane X).

Moéwiagc swobodnie, zbidr X jest petny ze wzgledu na pewien spdjnik wtw, spdjnik
ten «robi» w X doktadnie to, co sam «moéwi, ze robi».

3. Operacja konsekwencji. Definicja operacji konsekwencji przy pomocy logiki
jezyka S. Pojecie konsekwencji, w sensie uzywanym w tym artykule, wprowadzit
Tarski. W artykutach ogloszonych w latach trzydziestych zbudowal on teorig
konsekwencji, ktorg zastosowat w rozlegtych badaniach nad takimi wtasno§ciami synta-
ktycznymi systeméw dedukcyjnych jak niesprzeczno$é, zupetno$§é, aksjomatyzowal-
no$¢, niezalezno$¢, definiowalnosé i rozstrzygalnosé.

Jak wiadomo, operacj¢ konsekwencji mozna zdefiniowaé w jezyku logiki, jesli
logika jest zadana wczesniej i niezaleznie od tej operacji. Literatura przedmiotu podaje
szereg definicji tego typu (por. np. [4]). Zalézmy, ze X < S i oznaczmy przez L logike
jezyka S. Oznaczmy przez Pr(X) zbiér wszystkich konsekwencji wszystkich zdaf
zbioru X, zdefiniowanych przy pomocy L. Oto niektdre bardziej znane definicje Pr(X)
w jezyku logiki L.

i. A€ Pr(X) wtw, A jest prawem logiki L lub A € X lub A wynika z X na

podstawie regut logiki L.
ii. AePr(X)wtw,Ae Prk(X), dla pewnego k>1, gdzie A € Prk(X) jest zdefinio-
wane przez ponizsza rekursje:
a. Ae Pr'(X) wtw, A € X lub A jest prawem logiki L;
b. A e Pr"'(X) wtw, A € Pr(X) lub istnieja m21 oraz A[, A2,.., Am € A
€ Prk(X) takie, ze A wynika z Ay, A2,..., Am na podstawie regut logiki L.
(Jest to tzw. definicja z dotu - w gore.)

iii. A e Pr(X) wtw, A €,7, dla dowolnego Y € 2x zamknigtego na reguty logiki L.
(Jest to tzw. definicja z gbry - w dét.)

iv. A € Pr(X) wtw, istnieja A1, A2,..., An € X takie, ze Aj=>(A2-(... (An—A)...))

jest prawem logiki L.
(Oczywiscie, ta definicja zaklada, ze w S wystgpuje spdjnik —, lub przynajmniej, ze
jest on definiowalny przy pomocy spdjnikow pierwotnych jezyka S.)
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Z kontekstu powyzszego wynika, ze Pr jest operatorem na zbiorze potggowym 25
jezyka S, tj. ze jest on operatorem typu 255 2s, odwzorowujgcym podzbiory zbioru S
na podzbiorach S.

4. Podejscie aksjomatyczne do operacji konsekwencji. Konsekwencja jako ope-
rator domkniecia. Wprowadzona w poprzednim paragrafie operacja konsekwencji Pr
jest pewnym konkretnym operatorem na zbiorze potggowym 25 jezyka S, a znaczenie
tego operatora jest zdeterminowane calkowicie przez ktéra$ z definicji Pr przytoczo-
nych w tej sekcji. Od definicji tej zalezy cala powstata na tej drodze teoria konsekwencji
Pr, tj. od definicji tej zalezy kazde twierdzenie teorii konsekwencji Pr.

Formalnie biorac, wszystkie twierdzenia teorii konsekwencji Pr sa wypowiedziami
o pojeciach Pri S. W tym sensie mozna je wszystkie traktowac jako (S, Pr)--twierdze-
nia. Niektére sposrdd tych (S, Pr)-twierdzei, ze wzgledu na ich specjalne wiasnosci,
zastuguja na szczegdlng uwage. Analiza wzglednej mocy dedukcyjnej i ekspresyjnej
poszczegdlinych twierdzei tego typu wymaga jednak uniezaleznienia tych twierdzef od
definicji Pr, i potraktowania poje¢ S i Pr jako pojeé pierwotnych. Dla podkreslenia
faktu, ze pewne (S, Pr)-twierdzenie jest traktowane niezaleznie od kontekstu teorii Pr,
bedziemy oznacza¢ je jako (S, Cn)-twierdzenie, gdzie Cn oznacza dowolny operator na
25. Celem tego paragrafu jest analiza wzglednej sily takich wiagnie (S, Cn)-twierdzes.

Mbéwigc Scislej, gtdowny problem polega na znalezieniu pewnego (skoficzonego lub
rekursywnego) zespotu (S, Cn)-twierdzen i na udowodnieniu, ze twierdzenia tak obra-
nego zespolu staja si¢ prawdziwe po zastgpieniu kazdego wystapienia symbolu Cn
przez Pr, a zespét ten, ze swej strony, pociaga definicje Pr.

Jak powiedzieli§my juz wcze$niej, analiza tego problemu jest dwuetapowa. Na
etapie absolutnym, teoriomnogo§ciowym, wystepuja tylko dwa pojecia pierwotne:
pojecie zbioru S wszystkich zdaii pewnego jezyka przedmiotowego, oraz pojecie opera-
tora Cn na zbiorze potggowym zbioru S. Na tym etapie zakladamy o S jedynie to, ze
jest niepusty, a wigc ze zawiera pewne zdania, ale nie zakltadamy niczego o strukturze
tych zdai. Dalsza analiza wlasnosci Cn zalezy juz w spos6b jawny od struktury synta-
ktycznej zdai zbioru S. Uwzgledniamy ten fakt na etapie drugim, logicznym, na ktérym
zakladamy, ze S zawiera zdania zlozone, zbudowane z pewnych statych logicznych.
Dla prostoty rozwazaf ograniczamy si¢ w tym artykule wylacznie do dwéch spéjnikow
zdaniowych: negacji (—) oraz implikacji (—). Czasami jednak bedziemy rozwaza
dowolny n-argumentowy spdjnik #. Wiasnosci Cn zalezne od spjnika # nazywamy
wlasnoéciami relatywnymi do # lub po prostu (#)-wlasnoSciami. W celu SciSlejszego
przedstawienia naszego problemu oraz jego rozwigzania, zaczynamy od nastgpujacej
definicji.

i. Cn jest operatorem domknigcia wtw: Cn jest operatorem jatowym na X (4.

Cn(X) c S), dla dowolnego X; Cn jest operatorem zwrotnym (tj. X < Cn(X),
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dia dowolnego X); Cn jest operatorem monotonicznym (tj. X < Y implikuje
Cn(X) < Cn(Y), dla dowolnych X i¥); oraz Cn jest operatorem idempoten-
tnym (tj. Cn(Cn(X)) c Cn(X), dla dowolnego X).

Cn jest operatorem regularnym wtw, dla dowolnych A i X, to, ze A ¢ Cn(X),
implikuje istnienie Y € 2x, dla ktérego A ¢ Cn(Y), oraz A € Cn(Y, B) dla
dowolnego B ¢ Y, tj. wtw, dla dowolnego A, kazdy zbidr izolujacy A mozna
rozszerzy¢ do zbioru, ktéry nie posiada nadzbioru wlasciwego izolujacego A.
Cn jest operatorem mocno regularnym wtw, dla dowolnych Ai X, to, ze A ¢
¢ Cn(X) implikuje istnienie Y € 2x, dla ktérego A ¢ Cn(Y), oraz Cn(Y, B) =S
dla dowolnego B ¢ Y.

X jest Cn-maksymalny (lub, krotko, maksymalny) pod wzgledem izolowania
A wtw, A ¢ Cn(X) ale A € Cn(X, B) dladowolnego B ¢ X, tj. wtw, X izoluje A,
ale nie posiada A-izolujacego nadzbioru whasciwego.

X jest mocno maksymalny wtw, Cn(X) # S oraz Cn(X, B) = S dla dowolnego
Be X

Cn jest operatorem (#)-nasyconym wtw, dla dowolnych A i X, to, ze X jest
Cn-maksymalny pod wzgledem izolowania A, implikuje, ze X jest (#) -peiny.
Cn jest operatorem (A)-nasyconym wtw, Cn jest (#)-nasycony dla dowolnego
# € A, gdzie A jest pewnym zbiorem spdjnikow zdaniowych.

Cn jest operatorem (—)-zwartym wtw, Cn(A, —A) = S, dla dowolnego A.

Cn dopuszcza (—)-cigcia wtw, Cn(X, A)NCn(X, —A) < Cn(X), dla dowolnych
Ai X

Cn jest operatorem (—)-klasycznym wtw, dla dowolnych A i X, to, ze
A € Cn(X), jest rOwnowazne temu, ze Cn(X,—A) = S.

Cn ma wlasno$¢ (—)-dedukcji wtw, dla dowolnych A, B i X, to, ze A»B e
€ Cn(X) jest rownowazne temu, ze B € Cn(X, A).

Cn dopuszcza (—)-cigeia wtw, Cn(X, A)YNCn(X, A—B) c Cn(X), dla dowol-
nychA,Bi X.

Cn jest operatorem (—)-klasycznym wtw, Cn ma wlasno$é (—)-dedukcji oraz
dopuszcza (—)-cigcia

Cn jest operatorem (—,—)-klasycznym wtw, dla dowolnego m> 0, dowolnych
Al, A2,..., Am, B, oraz dowolnego X, to, ze A|—>(A2—(...(Am—B)...) € Cn(X)
jest rownowazny temu, ze Cn(X, A, A2,..., Am, ~B) = S.

Opis ramy pojeciowej dla metalogiki teorio-dowodowej jest w ten sposdb
zakoriczony. Jednakze, teoria konsekwencji nie jest glbwnym tematem tego artykutu.
Koncentrujemy si¢ tu raczej na niektérych aspektach relacji zachodzacej migdzy teoria
konsekwencji, z jednej strony, a pewnymi alternatywnymi ramami metalogicznymi
opartymi na ideach innych niz idea konsekwencji, z drugiej strony. Totez zamkniemy t¢
czg$§¢ naszych rozwazafi raczej pobiezng ilustracja (bez dowod6w) pewnych bezposred-



W duchu Tarskiego 55

nich wlasnosci poje¢ wprowadzonych w powyzszych definicjach, oraz kilku prostych
zwiazk6w migdzy tymi pojeciami.

Uwaga 1.

i.  Jesli Cn jest operatorem monotonicznym, to to, ze Cn jest jalowy na S, jest
rébwnowazne temu, Ze jest on jalowy na kazdym zbiorze, tj. temu, ze Cn:
25595,

ii. Kazdy mocno maksymalny zbiér jest maksymalny pod wzglgdem izolowania
pewnego zdania A.

iii.  Jesli Cn jest operatorem monotonicznym, to dla dowolnego zbioru X, to, ze X
jest mocno maksymalny, jest rownowazne temu, ze Cn(X)# S, oraz ze Y = X
dla dowolnego Y € 2x, dla ktérego Cn(Y) # S.

iv.  Jesli Cn jest operatorem monotonicznym, to dla dowolnych A i X, to, ze X jest
maksymalny pod wzgledem separacji A jest rtownowazne temu, ze A ¢ Cn(X),
oraz ze Y= X, dla kazdego ¥ € 2%, dlaktérego A ¢ Cn(Y).

v.  Jesli Cn jest operatorem domknigcia oraz X jest zbiorem maksymalnym pod
wzgledem izolowania pewnego zdania A, to Cn(X) = X.

vi. Je§li Cn jest regularnym operatorem domknigcia oraz A ¢ {—, -}, to to, ze
Cn jest operatorem (A)-nasyconym, jest rGwnowazne temu, ze Cn jest opera-
torem (A)-klasycznym.

Obserwacje powyzsze moga byé pomocne przy lekturze dalszych czeéci artykutu.

5. NiesprzecznoSé.

5.1. Definicja niesprzecznosci. W tym paragrafie pokazujemy, ze teoria mocno
regularnych konsekwencji, tj. mocno regularnych operatoréw domknigcia na zbiorze
potegowym zbioru wszystkich zdaii ustalonego jezyka przedmiotowego, z jednej stro-
ny, oraz teoria regularnych klas (wlasnosci) niesprzecznosci, z drugiej strony, s3 wza-
jem rébwnowazne.

Zazwyczaj pojecie ,,niesprzecznosci” jest definiowane za pomoca pojecia ,.konse-
kwencji”. Podamy najpierw dobrze znang definicje pochodzaca od Posta. Oznaczmy
przez Conspr klas¢ wszystkich niesprzecznych zbioréw zdaii, jakie mozna zdefiniowaé
w obrebie zbioru S wszystkich zdan rozwazanego jgzyka za pomoca pojgcia Pr wpro-
wadzonego w poprzednim paragrafie. Definicja Conspr brzmi jak nastgpuje:

i.  Jesli Pr jest operacja konsekwencji, zdefiniowang w poprzednim paragrafie,

to Conspr = {X: Pr(X) # S}.

Wedle tej definicji, Conspr jest klasa wszystkich Pr-zamknigtych podzbioréw
wlasciwych zbioru S. Wyraza ona wigc podstawowa intuicj¢ niesprzecznosci jako
wlasnoéci zbior6w matych. Widzimy tez, ze wedle tej definicji Conspr nie zalezy w
og6le od zadnych statych logicznych. Najczesciej spotykana w praktyce definicja ,,nie-
sprzecznoéci”, jako pojecia zaleznego od statych logicznych, jest definicja ,,niesprzecz-
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nosci” za pomoca pojecia ,,negacji”. Oznaczmy klasg wszystkich niesprzecznych zbio-
roéw zda, jakie mozna zdefiniowa¢ w obrebie zbioru S za pomoca pojecia Pr i —, przez
Cons(pr, —). Definicja tej klasy brzmi nastgpujaco:
ii.  JeSli Pr jest operacja konsekwencji, zdefiniowang w poprzedniej sekcji, to
Conspr, —) = {X: —~A ¢ Cn(X, A), dla dowolnego A} = {X: to, ze A € Cn(X),
implikuje, ze A ¢ Cn(X), dla dowolnego A}.

5.2. Aksjomatyzacja pojgcia niesprzecznoSci. Jasne jest, ze jesli przyjmiemy jakies
konkretne twierdzenie o niesprzeczno$ci w charakterze aksjomatu charakteryzujacego
»hiesprzeczno$¢” jako pojecie pierwotne, to musimy twierdzenie to nie tylko odizolo-
wac od kontekstu teorii konsekwencji, ale rowniez, przynajmniej na etapie absolutnym,
pokaza¢ mozliwo$¢ podania jego charakterystyki niezaleznie od jakichkolwiek statych
logicznych. Musimy tez by¢ w stanie efektywnie rozpoznaé wystepujace w tym twier-
dzeniu pojecie ,,niesprzecznoici” jako pojgcie pierwotne, a wigc jako rézne od Conspr
lub od Cons(pr, ). Zgodnie z tym wymogiem, pojecie ,niesprzecznosci”, potraktowane
jako pojecie pierwotne, oznaczamy odtad symbolem Cons. Analiz¢ problemu aksjoma-
tyzacji Cons poprzedzimy definicja, kt6ra pozwala uscisli¢ wszystkie uzyte tu pojecia
pomocnicze.

i Cons jest klasa (wlasnoscia) niesprzeczno$ci wtw: Cons jest klasa nietry-

wialng (tj. S ¢ Cons); oraz Cons jest klasa dziedziczng (tj. to, ze ¥ €
€ ConsN2y, implikuje X € Cons, dla dowolnych X i Y).

ii. X jest Cons-maksymalny (lub, krocej, maksymalny) wtw, X jest maksymal-
nym (ze wzgledu na inkluzj¢) elementem klasy Cons, tj. wtw, X € Cons oraz
Y =X, dla dowolnegoY € ConsN2x.

iii. Cons jest klasg regularng wtw, dla dowolnego X, to, ze X € Cons, implikuje
istnienie Cons-maksymalnego rozszerzenia zbioru X, tj. wtw, wszystkie ele-
menty klasy Cons sg inkluzja-maksymalizowalne.

iv.  Cons jest klasa (#)-nasycona wtw, dla dowolnego X, to, ze X jest Cons-maksy-
malny, implikuje, ze jest on (#)-petny.

Cons jest klasa (A)-nasycong wtw, Cons jest klasa (#)-nasycona, dla dowolne-
go # € A, gdzie A jest pewnym zbiorem spdjnikow.

v.  Cons jest klasa (—)-zwartg wtw, {A, —A}¢ Cons, dla dowolnego A.

vi. Cons dopuszcza (—)-ekspansi¢ wtw, to, ze X € Cons, implikuje, ze
XU{A} € Cons lub XU{—A} € Cons, dladowolnychA i X.

vii. Cons jest klasg (—)-klasyczng wtw, Cons jest klasa (—)-zwarta i dopusz-
czajaca (—)-ekspansje.

viii. Cons jest klasg (—)-analityczng wtw, to, ze X U{A—B, A}e Cons, implikuje,
ze X U{A, B} € Cons, dla dowolnych A, Bi X.
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ix. Cons jest klasa (—)-syntetyczna wtw, to, ze X ({B}e Cons, implikuje, ze
X U{A—B}e Cons, dla dowolnych A, Bi X.

x. Cons dopuszcza (—)-ekspansj¢ wtw, to, ze X € Cons, implikuje, ze
XU{A} € Cons lub XU{A—B} € Cons, dla dowolnych A, Bi X.

xi. Cons jest klasa (—)-klasyczng wtw, Cons jest klasa (—)-analityczna, (—)-
-syntetyczna, dopuszczajaca (—)-ekspansjg.

xii. Cons jest klasa (—, —)-klasyczna wtw, to, ze XU{A1—(A2(... Am—B)...))}
€ Cons, jest rtownowazne temu, ze XU{A|, A2,..., Am, B} ¢ Cons, dla dowol-
nego m=>0, dowolnych Aj, A2,..., Am, B, i dowolnego Cons-maksymalnego
zbioru X.

Obserwacja ponizsza uwidacznia jedna z wazniejszych wiasnosci logicznych (kla-

sycznego) pojecia niesprzecznosei Cn.

Uwaga 2.

Jesli Cons jest regularng klasa niesprzecznosci oraz A ¢ {--, —}, to jest ona klasa

(A)-nasycong wtw, jest klasg (A)-klasyczna.

5.3. Regularne klasy niesprzecznosci a mocno regularne operatory domkniecia.
Twierdzenie ponizsze, ktdre przytaczamy tu bez dowodu (szczegélowy dowdd tego
twierdzenia znajduje si¢ w [8]), podaje warunki (definicyjnej lub ekspresyjnej) rowno-
waznosci teorii niesprzeczno$ci Cons i klasycznej teorii konsekwencji.
Twierdzenie 1.
i.  Jesli Cn jest mocno regularnym operatorem domknigcia i jeSli przyjmiemy, ze
Conscn = {X < S: Cn(X) S}, to Conscn jest regularng klasa niesprzecznosci.
Jesli Cons jest regularna klasa niesprzecznoici i dla dowolnych A i X przyj-
miemy, Ze:
A € Cncons(X) wtw, Y U{A} € Cons, dla dowolnego Y € ConsU2y,
to Cncons jest mocno regularnym operatorem domknigcia.

ii.  Jesli Cn jest mocno regularnym operatorem domknigcia, to CnConsc, = Cn.
Jesli Cons jest regularna klasa niesprzecznosci, to ConsCng,s = Cons.

iii.  Jesli operator Cn jest (#)-nasycony, to Conscn jest klasa (#)-nasycona. Jesli

klasa Cons jest (#)-nasycona, to CnCons jest operatorem (#)-nasyconym.

Z twierdzenia 1;ii wynika natychmiast, ze definicja Conscn za pomocg pojecia Cn
oraz definicja Cncons za pomoca pojecia Cons ustalaja odpowiednio$¢ jedno-jedno-
znaczng pomiedzy mocno regularnymi operatorami domknigcia a regularnymi klasami
niesprzecznosci.

5.4. Kilka uwag na temat wzajemnego stosunku konsekwencji i niesprzecznosci.
W $wietle twierdzenia 1, niesprzeczno$¢ i konsekwencja sa nawzajem definiowalne, i
fakt ten daje si¢ ustalié na poziomie absolutnym, niezaleznym od struktury jezyka
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przedmiotowego. W rezultacie, klasyczna teoria niesprzecznosci jest rownowazna kla-
sycznej teorii konsekwencji i kazda z tych teorii determinuje te sama (klasyczna) logike.
W tym miejscu warto wspomnieé, ze skladnik absolutny idei (iii) zostat zainspirowany
przez Suszkg jeszcze w latach sze§édziesigtych (por. {13]).

Tradycyjna charakterystyka niesprzecznoSci zaki6cona jest. przez obecno$é spodjnika
negacji. W rzeczy samej, wedle definicji Arystotelesowkie;j:

i.  Zbi6r zdaid X pewnego jezyka jest niesprzeczny wtw, nie istnieje zdanie A w

tym jezyku takie, ze A i —A sa jednocze$nie konsekwencjami X.

Jest jasne, ze przedstawiajac niesprzeczno$¢ jako wlasnos¢ «pasozytujaca» na nega-
cji, definicja powyzsza ogranicza w spos6b istotny zakres stosowalnosci tego pojecia.
Tradycyjnie zdefiniowana niesprzeczno$¢ nie stosuje si¢ do fragmentéw pozytywnych
(beznegacyjnych) ekspresyjnie pelnego jgzyka. Dzigki dobrze znanemu rezuvltatowi
Posta negacja daje si¢ jednak wyeliminowa¢ catkowicie z definicji niesprzecznosci.

Negacja bywa przedstawiana jako katalizator réwniez w znanych obiegowych defi-
nicjach konsekwencji odwolujacych si¢ do niesprzecznosci. Jedna z takich definicji,
przypisywana Carnapowi, wyglada jak nastgpuje:

ii.  Zdanie A jest konsekwencja zbioru zdaf X wtw, negacja A jest sprzeczna z X,

tj. wtw, zbior X U{—A} jest sprzeczny.

Jednym z wynikéw niniejszego artykulu jest to, ze adekwatna charakterystyka
konsekwencji za pomocy niesprzecznosci nie musi w ogéle zaleze¢ od negacji. Jedng z
takich mozliwosci realizuje wlasnie definicja uzyta w twierdzeniu 1, tj. definicja:

iii. A jest konsekwencja zbioru X wtw, dla dowolnego zbioru zdaii ¥, to, ze X jest

niesprzeczny z Y, implikuje, Ze A jest niesprzeczne z XUY.

Warto moze zauwazy¢, ze w definicji powyZzszej nie mozna zastgpi¢ zbioru zdaf Y
przez pojedyncze zdanie B, a przynajmniej nie mozna tego zrobié¢ na poziomie absolut-
nym, niezaleznym od struktury jezyka przedmiotowego. Jednakze, nastgpujaca defi-
nicja:

iv. - A jest konsekwencja zbioru X wtw, A jest elementem kazdego inkluzja-maksy-

malnego niesprzecznego rozszerzenia zbioru X
jest (absolutnie) réwnowazna definicji (iii).

Warto tez zauwazy¢, ze — jak to pokazuje wglad w dowdd rownowaznosci ekspre-
sywnej teorii niesprzecznoSci i teorii konsekwencji — dow6d ten zalezy istotnie od
tego, co nazywamy ,regularno$cia niesprzecznosci” oraz od skorelowanej z regular-
noécia niesprzecznos$ci mocnej regularnosci konsekwencji. Zwykla, tj. slaba, regular-
noéé konsekwencji nie pozwala dowie$¢ rownowaznoéci tych dwu teorii.

6. Separacja lub omijanie.
6.1. Operatory separacji a klasy niesprzeczne. Poziom absolutny. Zajmiemy si¢
tu abstrakcyjng ideg separacji lub omijania. Podobnie jak w paragrafach poprzednich,
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podejicie nasze do tej idei jest aksjomatyczne. Znaczy to, ze traktujemy separacje jako
ide¢ pierwotna. Méwiac dokladniej, traktujemy ja jako relacje miedzy zbiorami zdan
jezyka przedmiotowego, z jednej strony, a zdaniami tego jezyka, z drugiej strony,
zawarto$¢ tej relacji wyjasniamy za§ za pomoca kilku prostych aksjomatéw. Podobnie
jak w wypadku wcze$niej omawianych idei konsekwencji i niesprzecznosci, wyjasnia-
nie to prowadzimy na dwu poziomach, absolutnym i logicznym.

W celu uzasadnienia uzyskanej w ten sposob aksjomatyzacji powolujemy si¢ na
fakt, ze rama metalogiczna oparta na idei separacji daje sie zinterpretowaé jedno-jedno-
znacznie we wczesniej opisanej ramie opartej na klasycznej idei niesprzeczno$ci oraz,
e interpretacja ta zachowuje dowodliwo§é twierdzeit w obu kierunkach, tj. w kierunku
od teorii niesprzeczno$ci do teorii separacji oraz w kierunku od teorii separacji do teorii
niesprzeczno$ci. Dostarcza to dowodu «zewngtrznej» niesprzeczno$ci dla opisanej po-
nizej teorii separacji oraz pokazuje, ze logika, ktéra jest przez t¢ teori¢ zdeterminowana,
jest dokladnie logika klasyczna. Powt6rzmy, ze pomijamy w tym artykule skadinad
interesujgca kwestie dotyczaca tego, jak zmodyfikowaé warunki natozone na separacje,
z jednej strony, oraz na niesprzeczno$¢, z drugiej strony, aby logika, ktora jest przez
kazda z tych teorii zdeterminowana, pokryia si¢ z pewng z gory ustalona logika nie-
klasyczna.

Jak to juz powiedzieliSmy wczesniej, bedziemy tu definiowaé pojecie ,,separacji”
jako relacje migdzy podzbiorami zbioru S, z jednej strony, a zdaniami tego zbioru, z
drugiej strony. Dla uproszczenia dalszej analizy uzywamy wyrazenia ,.X € O(A)” aby
powiedzied, ze zbidr zdafi X separuje zdanie A lub ze X omija A. Wynika stad, ze O jest

odwzorowaniem takim, ze O: S — 228. Analizg wlasnosci tak rozumianego odwzoro-
wania O rozpoczynamy od jego wlasnosci absolutnych. W zwiazku z tym przyjmuje-
my nastgpujaca definicje.

i. O jest operatorem trywialnym wtw, istnieje A takie, ze S € O(A). W przeciw-
nym wypadku, tj. wtw, S ¢ O(A), dla kazdego A, O jest operatorem nietry-
wialnym.

ii. O jest operatorem dziedzicznym wtw, to, ze X ¢ Y € O(A), implikuje, ze
X € O(A), dla dowolnych A, X oraz Y.

iii. O jest operatorem rozdzielczym wtw, to, ze X € O(A), implikuje, ze A ¢ X, dla
dowolnych A i X.

iv. O jest operatorem separacyjnie-pelnym wtw, to, ze X € O(A), implikuje, ze
{B: X ¢ O(B)}e O(A), dla dowolnych A i X. Innymi stowy, jesli X separuje A,
to zbiér wszystkich tych zdaf, ktérych X nie separuje, réwniez separuje A.

v. O jest operatorem separacji wtw, O jest operatorem nietrywialnym, dziedzicz-
nym i separacyjnie-petnym.

vi. X jest zbiorem O-maksymalnym ze wzgledu na A wtw, X € O(A) oraz, dla
dowolnych Bi C to, ze XU{B}e O(C), implikuje, ze Be X.
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X jest zbiorem O-maksymalnym wtw, X jest zbiorem O-maksymalnym ze
wzgledu na A, dla pewnego A.

vii. O jest operatorem regularnym wtw, dla dowolnych A i X, to, ze X € O(A),
implikuje istnienie Y € O(A)2x takiego, ze B € Y, dla dowolnych B i C, dla
ktérych Y U{B} € O(C).

Uwaga 3.

Jesli O jest operatorem separacji, to dla dowolnego X to, ze X jest zbiorem O-ma-

ksymalnym, implikuje, ze {B: X ¢ O(B)} = X.

Mozna udowodni¢ nastgpujace twierdzenie (réwnolegle do twierdzenia 1), ktére
pokazuje, w jaki spos6b wlasnosci regularnych operatoréw separacji daja sie «odcytro-
waé» z wlasnoSci regularnych klas niesprzecznosci i vice versa.

Twierdzenie 2.

i.  Niech Cons bgdzie regularng klasa niesprzecznosci. Zalézmy, ze dla dowol-
nych A i X, X € Ocons(A) wtw, istnieje ¥ € Consn2yx takie, ze YU{A)e
¢ Cons. Wtedy Ocons jest regularnym operatorem separacji.

Niech O bgdzie regularnym operatorem separacji. Zatozmy, ze: Consg =
=U{0(A): A € S}. Wtedy Conso jest regularng klasa niesprzecznosci.

ii.  JeSli Cons jest regularng klasa niesprzecznosci, to ConsQg,,s = Cons. Jesli O
jest regularnym operatorem separacji, to OConsg = O.

Z twierdzenia 2;ii wynika natychmiast, ze definicja Ocons za pomoca Cons oraz

definicja Conso za pomoca O ustala odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczng pomigdzy
regularnymi operatorami separacji oraz regularnymi klasami niesprzecznosci.

6.2. Wilasnosci logiczne operatordow separacji. Jak juz powiedzieli$my, analiza
operatora separacji jest prowadzona na dwu poziomach: absolutnym i logicznym.
Wiasnosci absolutne tego operatora omawiali§my w paragrafie poprzednim. Dalsza
analiza wlasno$ci O zaklada, ze w S istnieja zdania zlozone, zbudowane z pewnych
ustalonych spdjnikdw zdaniowych. Dwa takie spdjniki zostaty ustalone jako spéjnik
negacji — i spdjnik implikacji —. W wypadkach, w ktérych chcemy mowic o dowolnym
spdjniku, oznaczamy go przez # i zakladamy, ze jest on n-argumentowy. Wiasnosci
operatora O relatywne wzgledem sp6jnika # nazywamy (#)-wlasnoSciami. Przyjmuje-
my tez nastgpujacq definicje.
i. O jest operatorem (#)-nasyconym wtw, dla dowolnego X, to, ze X jest zbiorem
O-maksymalnym, implikuje, ze X jest (#)-zupelny.
O jest operatorem (A)-nasyconym wtw, O jest (#)-nasycony, dla kazdego
#e A, gdzie A jest zbiorem sp6jnikdw zdaniowych.

ii. O jest operatorem (—)-klasycznym wtw, dla dowolnych A i X, to, ze X € O(A),
jest rownowazne temu, ze XU{-A}e U{O(B): B € S}.
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iii. Operator O ma wlasno$¢ (—)-dedukcji wtw, to, ze X € O(A—B), jest réwno-
wazne temu, ze X U{A}e O(B), dla dowolnych A, Bi X.

iv. O dopuszcza (—)-ekspansj¢ wtw, to, ze X e O(C), implikuje, ze
XU{Ale O(C) lub X U{A—B) € O(C), dladowolnych A, B, Ci X.

v. O jest operatorem (—)-klasycznym wtw, O ma wlasnos¢ (—)-dedukcji i do-

puszcza (—)-ekspansjg.
vi. O ma wlasno§¢ (=, —)-dedukcji rzedu m wtw, to, ze X € O(A1—(A2—>
(...(Am—B)...))), jest rdbwnowazne temu, ze X U{Ai, A2,.., Am—B]}
e U{O(C): C € S}, dla dowolnych Ay, A2,..., Ami B.

vii. O jest operatorem (—, —)-klasycznym wtw, O ma wlasno$¢ (-, —)-dedukc;ji
rz¢du m, dla dowolnego m 2 0.

Zauwazmy, ze O ma wlasno$é (—, —)-dedukcji rzgdu O wtw, O jest operatorem
(—)-klasycznym.

Twierdzenie 3.

Niech O bedzie regularnym operatorem separacji. Wtedy:

i. O jest (—)-nasycony wtw, O jest (—)-klasyczny.

ii. O jest (—)-nasycony wtw, O jest (—)-klasyczny.

iii. O jest (—, —)-nasycony wtw, O jest (=, —)-klasyczny wtw, O ma wiasno§¢

(—, —)-dedukcji rzgdu m, dla dowolnego m takiego, ze 0 < m <1.

Uwaga 4.

Jesli O jest regularnym operatorem separacji, to O jest operatorem (A)-nasyconym
wtw, O jest operatorem (A)-klasycznym, dla kazdego A < { —,—}.

Zauwazmy, Ze uwaga 4 daje si¢g uog6lni¢ rowniez na pozostale spdjniki stan-
dardowe, takie jak koniunkcja (A), alternatywa (v) czy rownowazno$¢ (=). W rzeczy
samej, nie trudno jest tak scharakteryzowa¢ przymiotnik ,klasyczny” w odniesieniu do
tych spdjnikéw, azeby réwniez i w tych wypadkach przymiotnik ten byt réwnozakreso-
wy z przymiotnikiem ,,nasycony”.

6.3. Separacja i niesprzeczno$¢. Poziom logiczny. Paragraf poprzedni jest pewnym
krokiem w kierunku bardziej systematycznego badania wlasnoSci nasycenia klasyczne-
go operatora separacji, tj. operatora separacji charakterystycznego dla logiki klasyczne;j.
Systematyczne badanie separacji nie jest jednak gtéwnym tematem tego artykuiu. Totez,
zamykajac rozwazania po§wigcone ramie metalogicznej opartej na separacji, przytoczy-
my twierdzenie, ktore przenosi rozwazanie relacji migdzy separacja, z jednej strony, a
niesprzecznoscia, z drugiej strony, z poziomu absolutnego do poziomu logicznego.

Twierdzenie 4.

i.  Jesli Cons jest (#)-nasycong regularng klasg niesprzecznosci, to OCons jest
operatorem (#)-nasyconym.
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ii.  JeSli O jest (#)-nasyconym regularnym operatorem separacji, to ConsQ jest
klasa (#)-nasycona.
Ostatnie dwa paragrafy, w ktérych omawiamy dwa warianty aksjomatyzacji idei
maksymalizacji, potraktujemy bardziej pobieznie, tym bardziej, ze sa one skonstruowa-
ne wedle tego samego wzoru co paragrafy wczesniejsze.

7. Operatory Lindenbauma. Na mocy znanego lematu Lindenbauma o rozszerze-
niach, kazdy niesprzeczny podzbiér zbioru S wszystkich zdaii ustalonego jezyka przed-
miotowego daje si¢ rozszerzy¢ do niesprzecznego i dedukcyjnie zupetnego podzbioru S.
Jednakze rozszerzenie takie nie musi by¢ jednoznaczne. Przejicie od jakiego§ zbioru
niesprzecznego do pewnego jego rozszerzenia zarazem niesprzecznego i zupetnego nie
jest, w ogdlnym przypadku, odwzorowaniem. Jeden ze sposobdéw wprowadzenia idei
odwzorowania do analizy rozszerzefi tego typu polega na skorelowaniu z kazdym
podzbiorem S, sprzecznym lub niesprzecznym, rodziny wszystkich zarazem niesprzecz-
nych i zupelnych rozszerzen tego podzbioru. Oczywiscie, uzyskane w ten spos6b

odwzorowania sa odwzorowaniami typu 255 228.

Wszystkie omawiane w tym paragrafie operatory Lindenbauma sg odwzorowaniami
tego typu. Podobnie jak i w poprzednich paragrafach, analiza nasza jest prowadzona
metoda aksjomatyczna. Znaczy to, ze — na etapie absolutnym — operujemy dwoma

pojeciami pierwotnymi, ktére oznaczamy jako S i Lin, gdzie Lin: 255 228. Na etapie
logicznym dodajemy do tej listy dwa specyficzne spdjniki — i — lub parametryczny
spojnik #, reprezentujacy dowolny n-argumentowy sp6jnik zdaniowy. Dla uproszczenia
dalszego wywodu wprowadzamy definicjg, ktorej celem jest zwrdcenie uwagi na pew-
ne specjalne wlasnoSci wymienionych pojeé pierwotnych.
i.  Lin jest operatorem trywialnym na X wtw, S € Lin(X), dla kazdego X.
Lin jest operatorem trywialnym wtw, Lin jest operatorem trywialnym na X dla
pewnego X. W przeciwnym wypadku, Lin jest operatorem nietrywialnym.
ii.  Lin jest operatorem ekspansywnym wtw, Lin(X) < 2x, dla kazdego X.
iii. Lin jest operatorem antymonotonicznym wtw, to, ze X < Y, implikuje, ze
Lin(Y) c Lin(X), dla dowolnych X, Y.
iv.  Lin jest operatorem inkluzywnym wtw, Lin(@)"\2x < Lin(X), dla kazdego X.
v.  Lin jest operatgrem Lindenbauma wtw, Lin jest operatorem nietrywialnym,
ekspansywnym, antymonotonicznym i inkluzywnym.
vi. Lin jest operatorem regularnym wtw to, ze Y € Lin(X) oraz X € Lin(J),
implikuje, ze X = Y, dla dowolnych X, Y.
vii. Lin jest operatorem (#)-nasyconym wtw, to, ze X € Lin(<), implikuje, ze X
jest zbiorem (#)-zupelnym, dla kazdego X.
viii. Lin jest operatorem (—)-zwartym wtw, Lin(A)nLin(—A)= &, dla kazdego A.
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Lin jest operatorem (—)-ekspansywnym wtw, Lin(X, A)ULin(X, —A) =
=Lin(X), dla dowolnych Ai X.

Lin jest operatorem (—)-klasycznym wtw, Lin jest operatorem (—)-zwartym i
(—)-ekspansywnym.

Lin jest operatorem (—)-analitycznym wtw, Lin(X, A->B)NLin(X, A) ¢
< Lin(X, B), dla dowolnych A, Bi X.

Lin jest operatorem (—)-syntetycznym wtw, Lin(X, B) ¢ Lin(X, A—B), dla
dowolnych A, Bi X.

Lin jest operatorem (—)-ekspansywnym wtw, Lin(X, A)ULin(X, A—B) =
=Lin(X), dla dowolnych A, Bi X.

Lin jest operatorem (—)-klasycznym wtw, Lin jest operatorem (—)-analitycz-
nym, (—>)-syntetycznym i (—)-ekspansywnym.

Lin jest operatorem (—, =—)-klasycznym wtw, Lin(X, Aj—(A2-(..
(Am—B)...)) ) Lin(X, A1, A2,.., Am~—B)=0 , i Lin(X, A1=(A2-(...
(Am—>B)...)) YWLin(X, A1, A2,..., Am,—B)= Lin(J), dla dowolnego m= 0,
dowolnych Ay, A2,..., Am, B, oraz dla dowolnego Cons-maksymalnego zbioru
X.

Uwaga ponizsza daje pewien wglad we wlasno$ci, zaréwno absolutne, jak i logicz-
ne, ramy pojeciowej opartej na Lin jako na pojgciu pierwotnym.

Uwaga 5.

i.

Jesli Lin jest operatorem antymonotonicznym, to to, ze jest on operatorem
trywialnym jest rownowazne temu, ze jest on trywialny na zbiorze &.

Jesli Lin jest operatorem Lindenbauma, to Lin jest operatorem (A)-nasyco-
nym wtw, jest on operatorem (A)-klasycznym.

Przechodzac teraz do charakterystyki relacji zachodzacej migdzy rama metalo-
giczna oparta na Lin, z jednej strony, a ramg oparta na Cons, z drugiej strony, mamy
nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.

L

iti.

Niech Cons bedzie regularng klasa niesprzecznosci. Dla dowolnych X i Y
zatdzmy, ze: Y € Lincons(X) wtw, Y € Consn2y oraz Z=Y dla dowolnych Z €
€ Cons2y. Wtedy Lincons jest regularnym operatorem Lindenbauma.

Niech Lin bedzie regularnym operatorem Lindenbauma. Dla dowolnego X
zalézmy, ze: X € ConsLin wtw, Lin(0)2x #0. Wtedy ConsLin jest regularng
klasa niesprzecznosci.

Jesli Cons jest regularng klasg niesprzecznosci, to ConSLincons = Cons. Jesli
Lin jest regularnym operatorem Lindenbauma, to LinConsy,, = Lin.

Jesli klasa Cons jest (#)-nasycona, to Lincons jest operatorem (#)-nasyconym.
Jesli operator Lin jest (#)-nasycony, to ConsLin jest klasa (#)-nasycong.
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Z twierdzenia 5;ii wynika natychmiast, ze definicja LinCons za pomocg Cons oraz
definicja ConsLin za pomoca Lin ustalajp odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczng
pomiedzy regularnymi klasami niesprzecznoSci a regularnymi operatorami Linden-

bauma.

8. Maksymalne rodziny zbioréw. Idea maksymalizacji daje si¢ zaksjomatyzowac
nie tylko jako pewnego rodzaju odwzorowanie, tak jak np. operatory Lindenbauma z
poprzedniego paragrafu, ale rdwniez przez odwotanie do rodzin maksymalnie rozsze-
rzonych zbioréw zdaf. Oznaczmy przez Cpl dowolng taka rodzing i przyjmijmy
nastgpujaca definicje, w ktdrej koncentrujemy si¢ na pewnych aspektach tak rozumiane;j
reprezentacji idei maksymalizacji.

iii.

iv.

Cpl jest rodzing trywialng wtw, S € Cpl.

Cpl jest rodzing regularng wtw, to, ze X € Cpl oraz Y € Cpln2yx , implikuje,
ze X =Y, dla dowolnych X, Y.

Cpl jest rodzing maksymalng wtw, jest ona zarazem rodzing nietrywialng i
regularng.

Cpl jest rodzing (#)-nasycong wtw, to, ze X € Cpl, implikuje, ze X jest
zbiorem (#)-zupetnym, dla dowolnego X.

Prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 6.

1.

ii.

Niech Lin bedzie regularnym operatorem Lindenbauma. Zalézmy, ze:
CplLin = {X: X € Lin(®@)}. Wtedy CplLin jest rodzing maksymalna.

Niech Cpl bedzie rodzing maksymalna. Dla dowolnego X zatézmy, ze:
Lincpi(X) = {Y € 2x: Y € Cpl}. Wtedy Lincpl jest regularnym operatorem
Lindenbauma. _

Jesli Lin jest regularnym operatorem Lindenbauma, to Lincpiy, = Lin.

Jesli Cpl jest rodzina maksymalna, to CplLincy = Cpl.

Jesli operator Lin jest (#)-nasycony, to CplLin jest rodzing (#)-nasycona. Jesli
rodzina Cpl jest (#)-nasycona, to Lincpl jest operatorem (#)-nasyconym.
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