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WSTEP

Przedmiotem prezentowanej pracy jest pewna konceptualizacja zjawiska zmien-
no$ci sytuacji, opisana przez logike zmiany LCG i zamierzona dla niej semantyke.
Proponowane ujgcie zmiany jest wyznaczone przez szereg zalozen metateoretycz-
nych, wsrod ktorych sa takze takie, ktore majq charakter filozoficzny. W ramach tych
ostatnich rozstrzygamy po pierwsze, ze tym, co podlega interesujacym nas zmianom,
sa pewnego rodzaju kompleksy sytuacji elementarnych. Sytuacje elementarne maja
w zamierzonej interpretacji rachunku LCG status atoméw i nie sa w niej definiowa-
ne. Mozna jednak powiedzieé, ze intuicje filozoficzne zwiazane z ich natura odwo-
luja si¢ do Arystotelesa ontologii substancji, na ktorej oparta jest Arystotelesowska
teoria zmiany substancjalnej.” Konstruowana semantyka sytuacyjna stwarza co praw-
da mozliwo$¢ méwienia nie tylko o takich zmianach, ktére bierze pod uwage sam
Arystoteles. T¢ roznice traktujemy jednak jako wynikajaca z faktu, iz system Ary-
stotelesa ma inny status semantyczny niz system LCG — pierwszy z nich jest teoria
o charakterze pozalogicznym, drugi za§ rachunkiem logicznym jedynie inspirowa-
nym pojeciami ontologii klasycznej. Aby wskazaé owe inspiracje, powiedzmy, ze
istniejqce sytuacje elementarne — tzw. fakty elementarne — moga by¢ uwazane za
odpowiedniki istniejqcych istot indywidualnych — tzw. substancji pierwszych (ktore

! Niniejszy tekst zostat zaprezentowany na XI Konferencji pt. Zastosowania Logiki w Filozofii
i Podstawach Matematyki organizowanej przez Uniwersytet Wroctawski, Uniwersytet Slaski i Uni-
wersytet Opolski, ktora odbyta si¢ w dniach 8-12 maja 2006 r. w Szklarskiej Porgbie.

? Taki zwiazek wydaje si¢ uzasadniony juz choéby w kontekscie przedstawionych w [Wolnie-
wicz 1968] porownan Arystotelesowskiej ontologii substancjalnej z rekonstrukcja ontologii sytu-
acyjnej Traktatu L. Wittgensteina dokonang przez B. Wolniewicza.
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wedlug koncepcji Arystotelesa sa podmiotami zmian substancjalnych). Zjawisko
zmiany polegajace na tym, iz dana substancja a; ginie i zamiast niej powstaje nowa
substancja a, bedziemy rozumie¢ w naszej semantyce tak, ze fakt elementarny istota
a; istnieje staje si¢ fikcja (faktem staje si¢ wigc to, ze istota a; nie istnieje) 1 powstaje
nowa sytuacja — faktem staje si¢ to, ze istota a, istnieje.

Tego rodzaju zmiang mozna przedstawic¢ za pomoca diagramu, w ktorym symbol
— oznacza relacj¢ stawania sie, 0 1 0, za$ maja opisywac¢ odpowiednio sytu-
acje: istota a; istnieje; istota a; istnieje:

o —» —0 A O

Rys. la

Aby zobrazowa¢ wielostopniowa zmiang, polegajaca na przeistaczaniu sie kolej-
nych substancji: a;, a,,...a,,..., nalezatloby nasz diagram «przedtuzy¢» w nast¢pujacy
Sposob:

o —P» 0 A0y —P» ... —P» 0 A0 A 03 A ... A0 A0, —P

Rys. 1b

Lancuch przedstawiony na powyzszym rysunku bedziemy dalej nazywac historiq
kolejnych sytuacji elementarnych (opisywanych przez zdania: oy, 0,.....,0,...) Oraz
ich komplekséw (ktérym odpowiadaja koniunkcje pewnych zdan elementarnych
oraz negacji innych).

Wobec tego, ze efektem prezentowanych rozwazan ma by¢ jednak nie tyle kon-
strukcja jakiej$ okreslonej pozalogicznej teorii zmiany, ile wyznaczenie rachunku
logicznego (ktory mozna byloby nast¢pnie rozszerza¢ do takiej teorii), w ramach
proponowanej semantyki wezmiemy pod uwage rodzing wszystkich mozliwych tan-
cuchéw tego rodzaju jak przedstawia to nasz rysunek 1b. Sposob konstrukeji takiej
rodziny historii sytuacji opiszemy w (1).

Drugie istotne zatozenie o charakterze filozoficznym, ktére przyjmujemy w pre-
zentowanych rozwazaniach, dotyczy zwiazkéw ontologicznych zachodzacych mig-
dzy zmiana a czasem i skutkuje wyborem jako$ciowego, a nie ilosciowego sposobu
opisu zmiany. Co do iloSciowego aspektu opisu zmian, zgodnie z ktérym zmiana de-
finiowana jest przez odwotanie si¢ do pojgcia czasu lub innych poj¢é temporalnych,
podzielamy opini¢ Leona Koja — taka charakterystyka nie tyle wyjasnia, czym jest
w istocie zmiana, ile raczej pomaga rozwiaza¢ problem jej ciaglosci w zwiazku
z przyjeta struktura czasowa (por. [Koj, Modrzejewska 2002]). Tak wlasnie mozna
traktowaé precyzacje pojecia zmiany w ramach rachunkéw temporalnych.” Z filozo-

? Takimi logikami sa np. formalizmy J. Wajszczyka: rachunek zmian dychotomicznych (LZD)
i rachunek zmian ciagltych (LZC), przedstawione w [Wajszczyk 1995] oraz proponowane przez tego
autora rozszerzenia logik And Next G. H. von Wrighta i £.4 J. Lukasiewicza razem z odpowiednimi
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ficznego punktu widzenia, ilo§ciowy opis zmiany mozna wigza¢ w naturalny sposob
z newtonowska koncepcja czasu, zgodnie z ktora czas jest ontologicznie pierwotniej-
szy wzgledem zmiany. W naszej formalizacji przyjmujemy stanowisko odwrotne,
kojarzone zazwyczaj z mysla Leibniza, a sformutowane juz przez Arystotelesa:

czas nie istnieje bez ruchu i bez zmian; a jest tez oczywiste, ze czas nie jest ruchem, lecz nie
jest niezalezny od ruchu ([Fizyka, ks. IV, 219a]).*

Przyjmujac taki wlasnie poglad, zmiang (a przynajmniej pewien jej rodzaj) od-
notujemy w jezyku konstruowanej logiki za pomoca terminu pierwotnego (jedno-
argumentowego spojnika C czytanego: zmienia sie to, ze....), uzytego dalej do zdefi-
niowania pojecia bycia (bezposrednio) pozniejszym (ktoremu odpowiada jednoargu-
mentowy spojnik N — nastepnie jest tak, ze....).” Zmiany odnotowywane funktorem
C (C-zmiany) nie sa jedynym rodzajem zmian, o ktérych moéwi si¢ w prezentowanym
formalizmie. Drugim rodzajem sa tzw. G-zmiany. Intuicje wyznaczajace sposob ro-
zumienia C- i G-zmian mozna pokazaé¢, odwotujac si¢ do rysunku la. O sytuacji o
powiemy, ze podlega ona C-zmianie — bedac faktem, nastgpnie staje si¢ fikcja. Po-
jawienie si¢ nowej sytuacji 0, jest natomiast zmianga rodzaju G. W ramach propono-
wanej semantyki, w ktorej bierzemy pod uwagg nie tylko historie takie jak przedsta-
wia to Ryslb, obydwa rodzaje zmian bedziemy pojmowac szerzej: C-zmiany dzieja
si¢ wowczas, gdy fikcja staje si¢ faktem lub gdy fakt staje si¢ fikcja; G-zmiany zwiaza-
ne sg natomiast z powigkszaniem si¢ (w okreslony sposéb) uniwersum sytuacji ele-
mentarnych, ktore jednak nie zawsze sa faktami. Pierwotny funktor C zyska swoja
aksjomatyczng charakterystyke w czgsci (2) prezentowanej pracy — w rachunku LC.
Jak pokazemy w (3), G-zmiany mozna opisa¢ w pewnym definicyjnym rozszerzeniu
logiki LC. To definicyjne rozszerzenie bedziemy dalej nazywac logikq zmian LCG.
Na koniec prezentowanych rozwazan — w (4) — przedstawimy par¢ uwag dotycza-
cych poréwnania systemu LCG z rachunkiem zmiany LNC — formalizacja zapre-
zentowana w pracy pt. Propozycja formalizacji pojecia zmiany — rachunek LNC
([Swigtorzecka 2006]).

interpretacjami w algebrach temporalnych.

* Mé6wiac o leibnizjafiskim sposobie rozumienia pojecia czasu, bierzemy raczej pod uwage de-
finicj¢ czasu przez abstrakcjg zaproponowana przez Z. Augustynka w [Augustynek 1975] niz po-
glad Leibniza, zgodnie z ktérym: czas jest porzqdkiem nastepstwa rzeczy (por. [Leibniz 1969]).
Zgodnie z nia, czas bylby zbiorem momentéw czasowych — klas abstrakcji relacji réwnoczesnosci
w zbiorze zdarzen (za Leibnizem przyjeliby$my, ze jako indywidua istnieja jedynie zdarzenia).

> W warstwie syntaktycznej postepujemy tu tak, jak robi to Wajszezyk — w logikach LZD
i LZC zmiana i nastepstwo sa takze odnotowywane za pomoca spojnikow jednoargumentowych.
Brane pod uwagg terminy maja jednak inng interpretacje w niniejszych rozwazaniach niz ta, ktora
wyznacza si¢ w formalizacjach Wajszczyka.
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(1) SEMANTYKA PREZENTOWANEJ FORMALIZACJI
(1.1) Zamierzone struktury

Rozwazmy pewien niepusty i uporzadkowany zbior sytuacji elementarnych, kto-
re opisywane sa odpowiednio przez zdania proste: o.;, (,..... nalezace do zbioru ES,
tj. ES={o;, 0y,...}.0

Elementy zbioru ES sa wzajemnie niezalezne logicznie (na gruncie logiki kla-
sycznej). Zbior ES,, jest zbiorem negacji wszystkich elementow zbioru ES, tj. ES,,
= {—|0(1,—|0C2,....}.

Sytuacje zlozone (kompleksy sytuacji elementarnych) sa opisywane przez ko-
niunkcje zdan nalezacych do ES i ES,, — tworza one zbior CS. Te elementy sumy:
ES U ES,, U CS, ktore sa niesprzeczne (na gruncie klasycznej logiki), sa zdaniami
opisujacymi sytuacje globalne. Dhugos¢ koniunkcji opisujacej dang sytuacj¢ global-
na jest miara zlozonoSci tej sytuacji. Wzrost ztozonosSci sytuacji globalnych jest
zwiazany z G-zmianami.

Powiedzmy, ze zdanie elementarne o, i jego negacja —0l; opisuja dwie najprost-
sze sytuacje globalne i tworza zbidr Bi={o;, -0, }.

Rozwazmy nastgpnie zdanie o,. Zbidr B, jest wowczas zbiorem koniunkcji:
0L AOL, O A0, =10 AOLD, —0A—C.

W ogo6lnosci mozemy sformutowaé nastgpujaca definicje indukcyjna:

Definicja 1
Blz{ala _'al}a
B = {815 = ($pA0:1) Tub s = (SpA—04+1), gdzie s,e B, ).

Kazdy zbior B, zawiera wszystkie koniunkcje dlugosci n zbudowane ze zdan: o,
..., O, oraz ich negacji, ktore to koniunkcje opisuja sytuacje globalne o stopniu zto-
zonosci n.

W kazdym uniwersum B, tylko jedna z koniunkcji do niego nalezacych moze
by¢ prawdziwa. Wowczas o sytuacji globalnej, ktora jest korelatem tej koniunkcji,
bedziemy mowic, ze jest faktem lub istnieje aktualnie. Aby to wyrazié¢ precyzyjniej,
przyjmijmy, ze dla kazdego n ustalona jest funkcja @" rozumiana nastepujaco:

Definicja 2
¢": B,— {0,1} jest funkcja taka, ze: 3!s (se B, oraz @"(s)=1).

Zgodnie z powyzsza definicja, @" jest funkcja wyboru, ktéra z kazdego zbioru B,
wybiera doktadnie jedna koniunkcje. Dla n stopni istnieje doktadnie 2" takich moz-
liwych funkcji. Dla kazdej z nich mozemy nastgpnie utworzy¢ funkcjg, ktora kazde-

® Nie rozstrzygamy, czy zbior ES jest skonczony, czy nieskonczony.
7 Symbol: = jest znakiem identycznoéci syntaktycznej.
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mu n przyporzadkuje opis aktualnie istniejacej sytuacji globalnej (tj. t¢ koniunkcje,
dla ktorej @" przyjeta wartosé 1):

Definicja 3

Niech N bedzie poczatkowym przekrojem zbioru liczb naturalnych N lub N=N
(w zaleznosci od liczby kardynalnej zbioru ES): N={ie N : i < card(ES)}. Wowczas,
dla kazdej dowolnie ustalonej funkcji @" (dla kazdego ne N) istnieje funkcja ¢: N —
UnenBi taka, ze:

o(n)=s wtw, gdy ¢"(s)=1.*

Funkcja ¢ moze by¢ utozsamiana z mozliwa historiq transformacji (przemiany)
danej sytuacji globalnej. Krotko mowiac, przez historie sytuacji globalnej rozumie-
my przebieg wartosci funkcji ¢. Zauwazmy, ze do stopnia n, mozna wyznaczy¢

n(n+1)

2 * mozliwych historii .

Dla wigkszej przejrzystosci naszych rozwazan, brane pod uwage struktury poka-
zemy za pomoca diagramu. Tym razem przyjmiemy, ze za pomoca wyrazenia:
Sn— {SaAOh41, Sp A —10041 } bedziemy na diagramie odnotowywac fakt, iz dla dane;j
sytuacji globalnej s, o stopniu ztozonosci n daje si¢ wygenerowaé dwie bardziej zto-
zone od niej (o stopniu n+1) sytuacje globalne. Trzema réznymi rodzajami czcionek
zaznaczamy poczatkowe wartosci trzech przyktadéw réznych historii sytuacji glo-
balnych — funkcji: @, [@],(@)* (o jest wartoscia poczatkowa funkcji @ oraz [@]):

B B, Bs By

Ty AN
Oy M— Ol —0

Rys 2.

¥ Kontekst uzycia symbolu ¢ (z gornym indeksem lub bez niego) bedzie decydowat o znacze-
niu — czy nalezy rozumie¢ go tak jak opisuje to Definicja 2, czy tak jak Definicja 3.
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Jak wida¢ na powyzszym rysunku, zdania o, i —0y generuja dwa rozlaczne
drzewa.’ Niektore historie podazaja za wybranym laficuchem strzatek: —
Jesli przyjmiemy, ze gdy:
s —» {s’, s}, wowczas bedziemy pisaé: s<s’ oraz s<s” (gdzie wyra-
zenie s<s* czytamy: s jest poczqtkowq czesciq s*); o takich historiach powie-
my, iz:

s<8’ = (¢"(s)=1 & ¢""'(s)=1).

W przypadku historii tego rodzaju jest tak, ze wszystko, co zdarza si¢ na stopniu n,
bedzie takze zdarza¢ si¢ na nast¢pnych stopniach. Zmienno$¢ bgdzie wowczas pole-
gata jedynie na pojawianiu si¢ nowych (elementarnych) sytuacji — por. @p.

Dla wszystkich funkcji ¢ o wartosciach nalezacych tylko do jednego z drzew,
musi istnie¢ przynajmniej jedna sytuacja, ktora zdarzyta si¢ na poczatku i ktora jest
sktadnikiem wszystkich sytuacji globalnych sktadajacych sig na historig ¢.

Niektore z funkcji @ maja warto$ci nalezace do obu drzew ([@], (¢)*). W takich
przypadkach, cokolwiek wydarza sig¢ na stopniu n, moze nie wydarzy¢ si¢ na stopniu
n+1. Zauwazmy przy okazji, ze funkcja (@)* jest ta historia, ktora przedstawiat rysu-
nek 1b.

(1.2) Jezyk i interpretacja

Aby opisa¢ wybrane wlasnosci funkcji @, ktére moga by¢ interesujace w ramach
naszej konceptualizacji zjawiska zmiany, sformutujemy rachunek wyrazony w jezy-
ku zdaniowym, w ktérym oprocz funktorow prawdziwosciowych wystapi jeden mo-
dalny funktor C (czytany: zmienia si¢ to, ze....). Sam jezyk bedzie ulegat w tym sen-
sie zmianie, ze bgdzie si¢ on powigkszal w zwiazku ze wzrostem ztozonos$ci kolej-
nych opisywanych w nim sytuacji globalnych. Precyzyjniej rzecz biorac, do opisu
kazdego B, uzyjemy jezyka poziomu n, przy czym wszystkie wyrazenia do niego
nalezace bgda nalezaty takze do jezyka poziomu n+1. Jezyk poziomu n (n-jgzyk)
zdefiniujemy nastgpujaco:

Definicja 4
) Zdania proste: o.,...,0, sa n-formutami;
(i1) Jesli A jest n-formuta, to —A takze jest n-formuta;
(iii) Jesli A, B sa n-formutami, to n-formutami sa rowniez: AAB, AVB,

A—B, A&B, AvB,
@iv) Jesli A jest n-formuta, to CA jest n-formuta.

Dodatkowo zaktadamy, ze:

® Oczywiste jest, ze drzewa te sa skoficzone tylko wtedy, gdy zbior ES jest skofczony.
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Jesli A jest formula poziomu n oraz m>n, to A jest takze formula po-
ziomu m.

Poziomem minimalnym formuly A (1v(A)) bedziemy nazywac ten poziom, na kto-
rym A wystapita pierwszy raz. Tak wigc, kazda napisana formula ma ustalony po-
ziom minimalny.

Przystapimy teraz do ustalenia semantycznych zwiazkéw migdzy zadeklarowa-
nym je¢zykiem (raczej: rodzing jezykow) a strukturami opisanymi w (1.1).

Dla danej historii ¢ mozemy wyznaczy¢ relacj¢ bycia prawdziwym na stopniu n.
Wyrazenie: @="A bedziemy czytaé tak, ze: A jest prawdziwe na stopniu n w odnie-
sieniu do historii @ 1 rozumiec tak, jak opisuje to nastgpujaca definicja:

Definicja S
Niech @ (n)=s (gdzie n jest poziomem minimalnym formuty s), wowczas:

@) o=" oy wtw, gdy o; wystepuje w s bez znaku negacji (1<i<n),

Niech A, B beda n-formutami, wowczas:

(i1) o= "—A wtw, gdy o "A,

(iii) O="AAB wtw, gdy ¢="A oraz ¢="B,

(iv) ¢="AvVB wtw, gdy ¢="A lub o="B,

) o="A—B wtw, gdy ¢ "A lub ¢="B,

(vi) O="AB wtw, gdy (o= "A lub ¢="B) oraz (¢="A lub @r"B),
(vii) o="AvB wtw, gdy (p="A oraz @ " B) lub (& "A oraz @="B),
(viii) QE"CA wtw, gdy (@="A oraz @™ A) lub (pr" A oraz @=""'A).

Korzystajac z powyzszej definicji, mozemy sformutowac pojgcia @-prawdziwos-
ci i (logicznej) prawdziwosci:

Definicja 6
Dla dowolnej formuty A, dla ktorej Iv(A)=n:

A jest @-prawdziwa wtw, gdy o=* A dla kazdego k>n.
Definicja 7
Dla dowolnej formuty A:

A jest (logicznie) prawdziwa wtw, gdy A jest @-prawdziwa dla kazdej
funkcji @.

Pokazemy nastgpnie logiczna prawdziwosé formut, ktore beda uzyte jako aksjo-
maty formutowanego rachunku — logiki zmiany LC:
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Twierdzenie 1.* '
Nastgpujace schematy generuja formuty prawdziwe logicznie:
@) CA — C—A,
(jesli A zmienia sie, wowczas takze zmienia sie nie A)
(ii) C(AAB) - CAVCB,

(jesli zmienia sie sytuacja, na ktorq skladajq sie A i B, to zmienia si¢ przynajmniej
Jjeden z jej sktadnikow: A lub B)

(iii) —AABACAA—CB — C(AAB),

(jesli nie jest tak, ze A, ale to ulega zmianie i jest tak, ze B i to nie ulega zmianie,
wowczas zmienia sie: A i B)

@iv) —AA—BACAACB — C(AAB),

(jesli nie jest tak, ze A, ale to ulega zmianie i nie jest tak, ze B i to takze ulega zmia-
nie, wowczas zmienia sie: A i B)

V) —AACAA—B — C(AVB),

(jesli nie jest tak, ze A, ale to ulega zmianie, i nie jest tak, ze B, wowczas zmienia sie:
A lub B)

(vi) C(A-B) — CAVCB,

(jesli zmienia sie sytuacja, w ktorej A i B wspolwystepujq lub wspolniewystepujq,
wowczas musi sie zmieni¢ dokladnie jeden z jej skladnikow: A albo B).

Zauwazmy par¢ przyktadow schematoéw generujacych formuty, ktére nie sa lo-
gicznie prawdziwe:

Twierdzenie 2.*
Formuly o nastgpujacych postaciach nie sa logicznie prawdziwe:

@) C(AAB) — CAACB,

(ii) CAACB — C(AAB),

(iii) CAVCB — C(AVB),

(iv) C(A—B) — (CA—CB),

) C(A—B) — (CBCA),

(vi) —~C(A—>B) = (-CA—>—CB),

' Dla utatwienia lektury prezentowanej pracy, obszerniejsze dowody formutowanych twierdzen
umieszczamy na jej koncu — w Dodatku. W takich przypadkach przy numerze twierdzenia umiesz-
czamy indeks *.
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(vii) —C(A—B) - (-CB—>—CA),
(viii) CAAB — C(AAB),
(ix) CA — C(AvB).

Wyznaczymy parg regut inferencji zachowujacych wilasnos¢ prawdziwosci lo-
gicznej:

Twierdzenie 3.*

Zbidr formut logicznie prawdziwych jest domknigty ze wzgledu na nastgpujace
reguly:

@) modus ponens (MP): A—B, A+ B,
(i1) reguta wprowadzania funktora C (—C-reg): A + —CA,
(ii1) reguta ekstensjonalnosci (Rep): A[B], BB’ - A[B’]

(gdzie: A[B] znaczy, ze B jest pewna podformuta formuty A).

(2) RACHUNEK ZMIANY LC — FORMALIZACJA Z JEDNYM
PIERWOTNYM MODALNYM FUNKTOREM ZMIANY C

Zdefiniowana rodzina jezykow umozliwi nam nastgpnie wyznaczenie rachunku
opisujacego zamierzona semantyke — logiki LC.

Logika LC wyznaczona jest przez:

Aksjomaty —
wszystkie wyrazenia o postaci tautologii klasycznej logiki zdaniowej oraz wszystkie
wyrazenia otrzymane ze schematow: (i) — (vi) z Twierdzenia 1 tj.:

Axl. CA — C—A,

Ax2. C(AAB) —» CAVCB,

Ax3. —AABACAA—CB — C(AAB),
Ax4. —AA—BACAACB — C(AAB),
AXS. —AACAA—B — C(AVB),
Ax6. C(A<B) - CAvCB

oraz

Reguty — jako pierwotne reguly wnioskowania wybieramy schematy (i)-(iii)
z Twierdzenia 3 tj.: (MP) A, A—>B + B, (=C-reguta) A - —CA, (Rep) A[B], B&B’
~A[B’].

Dotychczasowe ustalenia pozwalaja odnotowac, ze:
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Twierdzenie S*
Kazda formuta LC-wyprowadzalna jest logicznie prawdziwa.

W LC mozemy dowie$¢ nastepujace tezy:

T1. CA & C—A,

1. CoA—C—A [Ax] (A/=A)],

2. C-A—CA [Rep, 1],

3. CAGC—A [Ax1, 2].
2. AABACA —> C(AAB),

1. AAC=AAB — C(—|A\/—|B) [AXS, A/—|A,B/—|B],

2. AACAAB — C—(=Av—B) [Rep, T1, 1],

3. AACAAB — C(AAB) [Rep, 2].
T3. AABA—CAACB - C(A—B),

1. AABA-CAAC—B—C(AA—B) [Ax3, A/—B, B/A],

2. AABACAACB — C—(A—B) [T1, 2],

3. AABACAACB — C(A—B) [T1, 2].
T4, —AACAA—BA—CB — C(A—B),

2. “AACAA—BA-CB—C(—B——A) [Rep, T1, 1],

3. ~AACAA—BA—CB—C(A—B) [Rep, 2.
TS. “AACAABACB - C(A—B),

1. ~AACAABAC—B — C(AA—B) [Ax4, B/—B],

2. ~AACAABACB — C—(A—B) [Rep, T1, 1],

3. ~AACAABACB — C(A—B) [Rep, T1, 2].
Té. C(AVB) = CAVCB,

2. C—~(AvB)—C—AVC—B [Rep, 1],

3. C(A—B)—CAVCB [Rep, T1, 2.
7. C(A—B) = CAVCB

1. C(AA—B)—CAVC—B [Ax2, B/—B],

2. C—~(A—B)—CAVC—B [Rep, 1],

3. C(A—B)—CAVCB [Rep, T1, 2.

Wezmy nastgpnie pod uwage schemat: (AA—CA)Vv(—AACA). Zgodnie z Defini-
cja 5, mozemy powiedzie¢, ze formuta tego rodzaju jest prawdziwa na stopniu n
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wtedy i tylko wtedy, gdy A jest prawdziwa na stopniu n+1. Aby wyrazi¢ ten fakt, de-
finicyjnie wprowadzimy nowy funktor N — czytany: nastepnie jest tak, ze...:

DefN. NA <> (AA—CA)V(=AACA)

(co jest logicznie rownowazne formule: NA <> (A<——CA)).
Definicjg 5 relacji £ uzupetnijmy o warunek wyprowadzalny z (ii)-(viii):

(ix) 0=" NA wtw, gdy ¢=""A.

Funktor N jest taki, ze:

1. (-AA—=B)V(AAB) <> —(AA—B)A—(—AAB) [logika klasyczna],
2. (FAA=CA)V(AACA) <> —=(AA=CA)A =(—AACA) [B/CA, 1],
3. (FAA=C=A)V(AAC—A) &> =(AA-CA)A ~(—AACA) [Rep, T1, 2],
4. N—-A < —NA [Rep, DefN, 3].

Dla pokazania nastgpnej waznej wlasnosci pojecia opisywanego funktorem N
uzyteczne beda lematy L1(a)-(d):
L1. (a)* (A—>B)A—C(A—B)AAA—CA — (BA—=CB)v(—BACB),
(b)* (A>B)A=C(A—B)A—=AACA — (BA—=CB)Vv(—=BACB),
(¢)* =(A>B)AC(A—>B)AAA—CA — (BA—=CB)v(—BACB),
(d)* =(A—B)AC(A—B)A—=AACA — (BA—=CB)Vv(—=BACB).
Stad, mozemy dowies¢ ze:
T9. N(A—B) - (NA—NB).
Powyzsza formule otrzymujemy z nastgpujacej formuty (za pomoca DefN):
((A—B) A =C(A—B)) v (=(A—B) A C(A—B)) = ((AA=CA) v (=AACA) —
(BA=CB) v(—=BACB)),
ktoéra moze by¢ dowiedziona na podstawie lematéw L1(a)-(d). Nalezy zauwazy¢, ze
jest ona postaci:
DVE — (FvG — HvK) i wynika inferencyjnie z formut o postaciach:

DAF — HvK, DAG — HvK, EAF — HvK, EAG—HVK,
a taki ksztatt maja wlasnie formuly z lematow L1(a)-(d).

Funktor modalny N moze by¢ takze wprowadzany do prezentowanej logiki za
pomoca regut modalnych, poniewaz:

Twierdzenie 4.*
(N-reguta) A + NA oraz (—N-reguta) A—>B - NA—NB sa wyprowadzalne
w LC.
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Zamiast —C-reguly, mozna wzia¢ jako pierwotna w naszym systemie N-regule,
poniewaz —C-reguta jest takze wyprowadzalna za pomoca N-reguly:

1.-A

2.-NA

3.+ (AA—CA)V(—AACA)
4.+ (AA—=CA)

5.-—=CA

[zatozenie],
[N-reguta, 1],
[Rep, DefN, 2],
[1, 3],

[4].

—N-reguty uzyjemy w dowodzie implikacji odwrotnej do T9:

T10. (NA—NB) — N(A—B)

1. NB—>N(A—B)

2. N—=A—>N(A—B)

3. N—AvNB—-N(A—-B)
4. -NAVNB—N(A—B)
5. (NA—>NB)—>N(A—B)

Mozemy takze zauwazy¢, ze:
T11. (a) NAANB — N(AAB),

. N(A—>B)—>(NA—-NB)

. (NA—>NB)——-N(A—B)
. NAA—NB—-N—(A—B)

. NAA—NB—N(AA—B)

. NAA—N—-B—N(AAB)

. NAANB—N(AAB)

(b) N(AAB) —» NAANB,

. N(AAB)>NA
2. N(AAB)—>NB
3. N(AAB)->NAANB

T12. (a) NAVNB — N(AVB),

AN N AW~

[

. N(=AA—B) - N-AAN—-B
. N(=AA—B) - -NAA—-NB
. N—(AvB) —» —~(NAVNB)

. =N (AvB)—>—(NAVNB)

. NAVNB—N(AVB)

(b) N(AvB) - NAVNB,

DN AW N =

[por. dowdd (a), zamiast T11(b) nalezy uzy¢ T11(a)].

[logika klasyczna, —N-regula],
(1, 2],

[Rep, T8, 3],

[4].

[T9],

(11,

[Rep, T8, 2],
(31,

[B/—B, 4],
[Rep, T8, 5].

[logika klasyczna, —N-reguta],
(L, 2]

[T11(b), A/—A, B/—B],
[Rep, T8, 1],

2],

[Rep, T8, 3],

[4].



T13.

T14.

T15.

T16.

O R O

T17.

R S

T18.

O R S

T19.

NN DN R W=

T20.
1
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(AVB)AN(DVE) <> (AAND)V(AANE)V(BAND)V(BANE)
[na mocy logiki klasycznej, T12(a), (b)],
(AANB)A(DANE) <> (AAD)AN(BAE)
[na mocy logiki klasycznej, T11(a), (b)],
(AANB)AND < AAN(BAD)
[na mocy logiki klasycznej, T11(a), (b)].
(a) AAN—=A — CA,
. AAN(AACA)V(—=AA—CA))—>CA [logika klasyczna],
. AA((AAC—=A)V(=AA—-C—A))—CA [Rep, T1, 1],
. AAN-A—CA [Rep, DefN, 3].
(b) mAANA — CA,
[FAA((AA=CA)V(=AACA))—CA, DefN]
CNA — NCA,
. C(A>CA) —» CAvCCA [Ax6, B/CA],
. C=(A<CA) » CAvCCA [Rep, T1, 1],
. C((AA=CA)V(=AACA)) = (CAA—CCA)V(—CAACCA) [2],
.CNA—>NCA [Rep, DefN, 3].
CA = (A—>N-A),
. CA>(A—>(AACA)V(=AA—CA)) [logika klasyczna],
. CA>(A—>(AAC—A)V(—-AA—-C—A)) [Rep, T1, 1],
. CA>(A—>(—AA—=C=A)V(—AAC—-A)) [21,
.CA>(A>N-A) [Rep, DefN, 3].
CA - (A©N=A),
. C=A—>(-A->NA) [T18, A/=A],
. CA—>(—A—>NA) [T1, 1],
. CA—>(—NA—>A) [21,
.CA>(N-A—>A) [T8, 3],
. CA>(AN-A) [T18, 4],
. (AN—-A)—>CA [T16(a), (b)],
.CA & (AN-A) [5, 6]
NCA — CNA,

.NCA - N(AN—-A) [T19, >N-reguta],
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2. NCA — N((A>N—=A)A(N=A—A)) (1],
3. NCA — (N(A—>N—-A)AN(N=A—A)) [2, T11(b)],
4. NCA — (NA—>NN—A)A(NN—A—-NA) [T9, T10, Rep,3],
5. NCA — (NA—N-NA)A(N-NA—NA) [Rep, TS, 4],
6. NCA — (NA©N—NA) [5],
7.NCA — CNA [T19, 6].

Zauwazmy jeszcze, ze pojgcie opisywane przez funktor modalny N nie ma wia-
snosci, o ktorych mowi si¢ w schematach z Twierdzenia 5:

Twierdzenie 5.*
Formuty o nastgpujacych postaciach nie sa logicznie prawdziwe:

1) NA - A, A—> NA,

(i1) NNA — NA, NA — NNA,
(ii1) AAN(BAND) — AANBAND,
@iv) AANBAND — AAN(BAND),
) C(AAB) —» (NA—CB).

(3) DEFINICYJNE ROZSZERZENIE RACHUNKU LC
O POJECIE G-ZMIANY — FORMALIZM LCG

Nastepnym krokiem w formalizacji zamierzonych struktur jest takie wzbogace-
nie jezyka naszej logiki, aby moc w nim wyrazié¢ to, ze sytuacje globalne podlegaja
zmianie takze w sensie wzrostu ich ztozono$ci. Tego rodzaju zmiany nazwaliSmy we
Wstepie G-zmianami. Wzrost zlozonosci dowolnej sytuacji globalnej ma miejsce
wtedy, gdy zwigksza si¢ zbior sytuacji elementarnych o kolejna sytuacj¢ elementar-
na. W terminach ontologii substancji powiedzielibysmy, ze gdy ta nowa sytuacja jest
faktem, jest ona odpowiednikiem kolejnej substancji w okreslonym tancuchu zmian.
Niezaleznie od tego jednak, czy nowa sytuacja jest faktem, czy fikcja, rozszerza si¢
spektrum wszystkich mozliwych sytuacji globalnych o wigkszym stopniu ztozonosci
niz dotychczasowe sytuacje. Aby moc mowi¢ o efekcie takiej zmiany (o bardziej
ztozonej sytuacji globalnej), powigkszamy jezyk, ktorego uzywaliSmy, zanim ta
zmiana nastapita, w taki sposob, ze dodajemy do jego stownika zdanie elementarne
opisujace nowa sytuacj¢ elementarna. Zaktadamy przy tym, ze kazda sytuacja, ktora
moze aktualnie zaistnie¢ na stopniu n, bedzie miata takze taka mozliwos$¢ na stopniu
n+1. Na poziomie syntaktycznym zatozenie to skutkuje tym, ze konstrukcja jezykow
wyzszych poziomow polega wylacznie na powigkszaniu ich stownikéw o nowe zda-
nia elementarne, a nigdy na ich pomniejszaniu. W naszej koncepcji G-zmiana moze
byé odnotowywana za pomoca funktorow: G*, G~ zdefiniowanych w nastepujacy
Sposob:
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Niech A bedzie formuta o minimalnym poziomie n-1, tj. Iv(A) = n-1, woéwczas:
DefG". G'A & Ana,
DefG™. G A & AA—0,

Zgodnie z powyzszymi rOwnowazno$ciami, jeszcze raz rozszerzymy Definicjg 5
pojecia bycia prawdziwym na stopniu n w odniesieniu do historii ¢. Tym razem do-
damy nast¢pujacy warunek:

(%) jezeli Iv(A) =n-1, to: (a) =" G'A wtw, gdy @="A oraz ¢="a, oraz
(b) o=" G A wtw, gdy @="A oraz Q" o,

Zgodnie z punktem (x), koniecznym warunkiem tego, by G'A (lub G"A) byta
prawdziwa na stopniu n jest to, by A juz wystgpowata w jezyku poprzedniego po-
ziomu n-1. OczywiScie nie znaczy to, ze A ma by¢ na stopniu n-1 prawdziwa. Za-
uwazmy, ze w przeciwienstwie do znaczenia funktora C, w przypadku ktdrego istot-
ne jest to, co dzieje sie miedzy stopniami n i n+1, gdy chodzi o funktory G™ i G,
wazne jest to, co si¢ dzieje migdzy stopniami n i n-1. Po drugie, znaczenie funktora
C jest skonstruowane w taki sposob, ze nie decyduje sig, czy A jest na stopniu n
prawdziwa (wazne jest tylko, ze na stopniu n+1 ma by¢ odwrotnie), natomiast dla
funktorow G* i G~ jest ustalone, ze A ma by¢ na stopniu n prawdziwa. Mozna po-
wiedzie¢, ze w rezultacie zastosowania operacji opisywanych funktorami G' i G~ do
(wczesniej) mozliwej sytuacji s, otrzymujemy nowa sytuacjg, ktoéra zawiera dwa
komponenty: aktualnie istniejaca sytuacj¢ s oraz nowa sytuacj¢ elementarna, ktora
takze jest aktualna (w przypadku G ) lub nie jest aktualna, ale mozliwa (G").

Niech G bedzie zmienna reprezentujaca G' lub G™. Uzywajac zdefiniowanych
poj¢¢, mozemy dowiesé, ze:

T21. GA—> A [AAB—A, DefG", DefG ],
T22. —G (0 A—0L) [T21],
T23. (@) 0= G (Ol V=001 [DefG'],
(b) =0t = G (0.1 V—00-1) [DefG7],
T24. (a)G'A— -G A [AAB——(AA—B), DefG", DefG ],
(b) GA——-G'A [AA—B——(AAB), DefG~, DefG'],
T25. (a) -G'AAA—>GA [<(AAB)AA—AA—B, DefG", DefG ],
(b)) -G AAA—GA [<(AA=B)AA—AAB, DefG™, DefG ],
T26. G-A — —GA [~AAB——(AAB), DefG", DefG ).

Jezeli Iv(A)=lv(B), to tezami sa takze formuty o postaciach:

T27. G(AAB) <> GAAGB [AABAD<>(AAD)A(BAD), DefG", DefG],
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T28. G(AVB) <> GAVGB  [(AVB)AD<>(AAD)V(BAD), DefG", DefG ],
T29. G(A—B) = (GA—>GB) [(A—B)AD—(AAD—BAD), DefG", DefG].

Mozna zauwazy¢, ze implikacje odwrotne do T21, T26 oraz T29 nie sg praw-
dziwe logicznie w zamierzonej semantyce. W przypadku tez T27-29 ograniczenie,
zgodnie z ktorym A i B maja ten sam poziom minimalny, jest istotne, poniewaz bez
niego formuty o postaciach takich jak T27-29 takze nie sg prawdziwe logicznie.

Twierdzenie 6.*

(1) A — GA nie jest logicznie prawdziwa,

(i1) —GA — G—A nie jest logicznie prawdziwa,

(ii1) (GA—GB) — G(A—B) nie jest logicznie prawdziwa,

(iv) jezeli Iv(A)#lv(B), to nastgpujace formuty nie sa logicznie prawdziwe:
(a) G(AAB) <> GAAGB,
(b) G(AVB) & GAVGB,
(¢c) G(A—B) » (GA—GB).

W komentarzu do schematu (i) z powyzszego twierdzenia mozna zauwazy¢, ze
relacja migdzy asercja oraz G jest taka, Ze za silna jest rowniez reguta: A - GA (tzn.
nie zachowuje ona wlasnosci prawdziwosci logicznej — nie jest dopuszczalna). Do-
puszczalna jest natomiast reguta stabsza: A<>B  GA<GB, ktora jest takze wypro-
wadzalna:

Twierdzenie 7.*
(G-reguta) A-B - GA<GB jest wyprowadzalna w LC (gdzie Iv(A)=Iv(B)).

Odnotujmy jeszcze niektore zwiazki migdzy pojeciami opisywanymi przez
funktory G*, G~, C oraz N:

T30. (a) =0, = (CG'A—-NG'A),
1. =0, = (AAo,e>—NAv—No,) = (NAANQ,)) [logika klasyczna],
2. =0t = ((AAOLEN—(AAOL)) = N(AAGL)) [T8, T11, 1],
3. =0, = (C(AADL) = N(AAQL)) [T19, 2],
4. -0, — (CG'A > NG'A) [DefG", 3].
(b) 0, —> (CGA-SNGA) [por. powyzszy dowod],
T31. —NA — (GA—>GCA),
1. ~AANA—CA [T16(b)],
2. NA—>(—A—>CA) [1],
3. N=A—(A>C—A) [A/=A, 2],
4, —-NA—>(A—CA) [Rep, T8, T1, 3],
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T32.
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T33.

T34.

0 NN N AW~

T35.
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. NA—=(Aro,—CAAQL)

. NA—=>(AA—=0,—>CAA—O)
. —=NA—(G'A—G'CA)

.~ NA—=>(G A—>G CA)

. —NA—(GA—-GCA)

—NA — (GCA—GA),

.CA—>(—A—>NA)

. —NA—(CA—A)

. ANA—=(CAA0,—AAQL)

. —NA = (CAA—0,—>AA—,)
.=NA—(G'CA—>G'A)
.—NA—>(G CA—>G A)
.—NA — (GCA—>GA)

—NA — (GA-GCA)

—NA — (GA—CGA),

. " NA—(AAB—(AAB-—NAV—-NB))
. " NA—(AAB—(AAB-—N(AAB))

. 7 NA—(AAB—C(AAB))

. NA—->(AA0,—>C(AAQ,))

. NA—=(AA—0,L,—>C(AA—OL))
.—NA—(G'A—CG'A)

.~ NA—=>(G A—->CG™A)

. " NA—(GA—CGA)

—NA — (CGA—GA),

. (AAB&>(—=NAvV—NB)) — (-NA—AAB)
. (AAB&—N(AAB)) — (-NA—AAB)

. C(AAB) - (-NA—AAB)

. C(AAO,) = (NA—SAAQ)

. C(Arn=0,) = (NASAA—O,)

.CG'A = (-NA—>G'A)

.CG'A— (=NA->GA)

. CGA—(—NA—>GA)

. (-NA—(CGA—GA))

—NA — (GA<CGA)
—NA — (CGA-GCA)

35

[4],

[4],

[5, DefG],
[6, DefG ],
[7, 8].

[T18,A/—A, T1],
(1],

[2],

(2],

[3, DefG],

[4, DefGT,

[6, 7].

[T31, T32],

[logika klasyczna],
[Rep, T11(a), (b), 2],
[Rep, T19, 2],

(31,

(31,

[4, DefG],

[4, DefGT,

[6, 71.

[logika klasyczna],
[Rep, T11, 2],
[Rep, T19, 2],

(31,

[2],

[4, DefG'],
[5, DefGT],
(6, 71,

[8].

[T34, T35],

[T33, T36].
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Nastgpne tezy pokazuja nam, ze zwiazki migdzy N oraz G sa stabsze niz migdzy
N oraz C:

T38. (@) oy = (NG'A—-G'NA),
1. o, > (NAANo,—>NAAW,) [logika klasyczna],
2. 0, = (N(Anoy,)>NAAOL) [Rep, T11, 2],
3. 0,— (NG'A — G'NA) [DefG", 2].
(b) =0, > NG"A—>G NA) [por. powyzszy dowdd, o,/—0t,, DefG™],
T39. (a) No,, = (G'NA—SNGA),
1. No,—>(NAA0,—>NAANo,) [logika klasyczna],
2. No,—>(NAAa,—>N(AAQL)) [Rep, T11, 2],
3. No,—(G'NA—-NG'A) [DefG', 2].
(b) N=0a, > (GTNA—-SNG A) [por. powyzszy dowdd, o,/—0t,, DefG™],
T40. (@) opANO, = (NG'AG'NA) [T38a, T39a],
(b) =0y, AN—0, = (NGTAG NA) [T38b, T39Db].

Twierdzenie 8.*
Implikacje odwrotne do T30 i T31 nie sa schematami formut prawdziwych:

@) (CG'A-NG'A) - —o,, (por. T30a),
(ii) (CG'A-NGA) - o, (por. T30b),
(iii) (GA—GCA) — —NA (por. T31).

Na koniec prezentacji wybranych tez systemu LCG sformutujemy jeszcze parg
praw dotyczacych iteracji symboli G* i G. Powiedzmy, ze wyrazenie (G)* symboli-
zuje k — elementowy sekwens wystapien funktora G, rozumiany tak, ze dla k>0:

Def(G) (G)’A e A,
(G)"'A <> G(G)*A.

Dla wygody, koniunkcj¢ zdan elementarnych o nastgpujacych po sobie pozio-
mach minimalnych od n do ntk bedziemy notowad: OLA...AOh, Wyrazenie:
—0LA. .. A0 Dedzie za$ oznaczaé koniunkcje negacji owych zdan.

Mozemy dalej zauwazy¢, ze:

T41. (@) (G)"A <> AAOLA. .. Al 1), gdzie m>0 oraz

(b) (G)"A > AA—OLA. .. A0k (m-1), gdzie m>0

[DefG", DefG™, Def(G)].
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Dowodliwe sa takze:

T42. (2) (GH™A <> (G)™' AAO: (1), gdzie m>0 [T41a],
(b) (G)"A <> (G)™ AA—0yi(m1), gdzie m>0 [T41b].
oraz:
T43. (@) (GH"A & (GYA A (G 04, gdzie k,j>0 oraz j+k=m;
1. AAOLA. . . AOyr(i-1)AOn A . . AOntit (k1) € AACRA. .. AOln+(-)ACn A . . Al 1)
2.(GY™A & (GYA A Oij A -.. A Oy [1, T41a],
3. (GH"A & (G'YA A (GH 0y [2, T41a, j+k=m].

(b) (G)™A > (G YA A (G)*" 0y , gdzie k,j>0 oraz j+k=m.
[por. powyzszy dowod przy uzyciu T41b].

Dla doktadniejszej charakterystyki G-zmian rozwazmy takze mieszane sekwensy
funktoréw G' i G notowane: (G'G")* oraz (G"G")* i zdefiniowane w taki sam spo-
sob jak sekwens (G)* w Def(G). W tym wypadku dogodnie bedzie mowié¢ o sekwen-
sach dhugosci k sktadajacych si¢ z koniunkcji zdan elementarnych i negacji takich
zdan, o nastgpujacych po sobie poziomach minimalnych. Takimi sekwensami sa dla
przyktadu wyrazenia:

(0L A—00), (0L A—0R)A(03A0L), (0A—0G)A(OLA—OS)A(OlA—OL),
a takze:
(—|0(,1/\0(,2), (—|(Xl/\(lz)/\(—|d3/\d4), (—|(12/\(X3)/\(—|(X4/\(X5)/\(—|Q6/\Q7).

Dla dowolnie ustalonego n > 1, dla kazdego k>1 mozemy indukcyjnie zdefinio-
wac takie sekwensy:

Def(rseq). (@) (OyA—0ni)' ¢ OlpA—0lns1,
(O A—0y11)" €5 (OmA—0y 1) A (Ol Al 21c11) OTAZ
(b) (—0mAOy11)' € —0mAOk1,
(0 AO1) ! € (0Ol 1) A0l 21Ol ).

Liczba k moze by¢ nazywana diugosciq danego sekwensu, n za§ — poczqtkiem
sekwensu. Wobec tego, ze jesli A jest wyrazeniem poziomu n oraz m>n, to A jest
takze wyrazeniem poziomu m, dla kazdego n i k=1 dowolny sekwens otrzymany na
podstawie powyzszej definicji ma wyznaczony poziom minimalny: 1v((0t,A—0k: 1) )=
IV((—0AOL 1)) = n+2Kk-1.

Pierwsze trzy z przytoczonych przyktadow sa sekwensami opisanymi przez
Def(Aseq) (a) o dlugosci k odpowiednio: 1, 2 oraz 3. Ich poczatkiem n sg odpowied-



38 Kordula Swietorzecka

nio: 1, 1, 2 za$ poziomami minimalnymi: 2, 4, 7. Nastgpne przyktady sa sekwensami
opisanymi przez Def(Aseq)(b) o tych samych dlugosciach, punktach poczatkowych
i poziomach minimalnych co przyktady poprzednio opisane.

Za pomoca definicji Def(Aseq) tatwo mozemy zauwazy¢, ze dla kazdego k>1:

T44. () (G'G) A & AA(—0, A 0s)Y, gdzie Iv(A)=n-1;

Dowdd indukcyjny ze wzgledu na k:
(1) dla k=1 — teza moze by¢ otrzymana wprost z DefG", DefG;
(2) hipoteza indukcyjna:

1.1 (G'G)*A & AA(—0l, A Oyiy)®

[do otrzymania: (G'G)*"'A <> AA(—0, A Opey)]
12 G (G'G A G (AA(—0 A 0:1)) [G-reguta, 1.1]
13G'G(G'G)A & G G(AA (—0 A 01)) [G-reguta, 1.2]

1.4 (G'G A & AA (=00 A Oyt ) A(— 0ok AOLy 2k 1)
[DefG™, DefG", IV(AA (=00 A Ons1)) = IV((—04 A Oe)* )= n+2k-1]
1.5 (G'G)"'A & (AA (=0, A Op)< [Def(rseq)(a), 1.4]

(b) (G GH*A > AA(0ly A =01 .

[por. powyzszy dowod przy uzyciu Def(Aseq)(b)].

(4) PARE UWAG W SPRAWIE ZWIAZKOW LCG
Z WYBRANYMI ZDANIOWYMI LOGIKAMI ZMIANY

Jak juz zostato to wczesniej odnotowane, struktury semantyczne opisane w (2)
stanowia takze semantyke zamierzona dla logiki LNC — rachunku zdaniowego
z dwoma pierwotnymi funktorami modalnymi: C i N, ktory zostal omowiony
w [Swigtorzecka 2006]. Formalizm LNC moze byé wyrazony w jezyku (rodzinie jeg-
zykow) o tej samej budowie co LC z ta roznica, ze funktor N (czytany: nastepnie jest
tak, ze...) wystepuje tu jako drugi termin pierwotny.'' Uzywa si¢ w nim takze dwu-
argumentowego funktora t (czytanego: .... zmienia sie w....), ktory wprowadzony
jest za pomoca definicji:

Deft. At1B <> A ANB A (AvB)."

Rachunek LNC wyznaczaja aksjomaty o postaciach tautologii klasycznego ra-
chunku zdan oraz o schematach:

Ax1.N—-A < —|NA,
Ax2’. N(A—>B) » (NA—>NB),
Ax3’. CA— C—A,

! Konsekwentnie, definicja zbioru n-formut (Def4) powinna by¢ uzupehiona o warunek: (v)
Jesli A jest n-formuta, to NA jest n-formuta.
2 Do Def5 dodamy kolejny warunek: (xi) =" A 1B wtw, gdy 0="A i o#"B i p=""'A i ¢=""'B.
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Ax4’. CA — (A—N—A),
AX5’. A1—A — CA,
AX6’. —A1TA — CA,
AXx7’. CNA—NCA

razem z takimi samymi pierwotnymi regutami inferencji jak w rachunku LC (tj. mo-
dus ponens, (—C-r): A+ —CA, (Rep): A[B], B&B’ - A[B’)).

Jak mozna zauwazyé, obydwie proponowane formalizacje C-zmian (tj. LC
i LNC) sa wzajemnie rownowazne:

Twierdzenie 9.*
Rachunki LC i LNC sa dedukcyjnie rownowazne.

W zwiazku z réwnowazno$cia dedukcyjna rachunkow LC i LNC oczywiste jest,
ze rownowazne sa takze ich rozszerzenia o definicje funktorow G' i G™.

Odnotujmy jeszcze par¢ uwag wynikajacych z wykazanej rownowaznosci, a do-
tyczacych stosunkow migdzy LC i wybranymi zdaniowymi logikami zmiany, do kto-
rych zaliczymy: trzy wersje rachunku And Next von Wrighta (wersj¢ orginalng oraz
aksjomatyzacje Clifforda i Wajszczyka), rachunek F — Clifforda i logik¢ LZD —
Wajszczyka. Relacje migdzy LC a wymienionymi logikami sa takie same, jak
w przypadku LNC — przyjmujac odpowiednie definicje, pozwalajace porownywac
migdzy soba jezyki branych pod uwage formalizacji, mozna zauwazy¢, ze LC jest:
(a) definicyjnie silniejsza od oryginalnej wersji And Next von Wrighta'*, (b) defini-
cyjnie rownowazna rachunkom And Next w sformutowaniach Clifforda i Wajszczy-
ka oraz logice F'*, a takze (c) definicyjnie stabsza od LZD." Systemy LC i LNC sa
w tym sensie rézne od wymienionych rachunkéw temporalnych, ze sa nieregularne
— usunigcie modalnosci nie generuje logiki klasycznej. T¢ nieregularno$¢ powoduje
w LC aksjomat Ax1, w LNC za§ — aksjomat Ax3’. W konsekwencji, niesprzeczno$¢
LC i LNC nie moze by¢ dowodzona przez usunigcie funktora C. Z semantycznego
punktu widzenia poréwnywane formalizacje temporalne r6znia si¢ od LC i LNC pod
wieloma istotnymi wzgledami (o niektorych z nich powiedzielismy w [Swigtorzecka
2006]). Bardziej wnikliwe rozwazania na ten temat powinny by¢ jednak poprzedzone
dowodem — silniejszego niz Twierdzenie S — twierdzenia o pelnoséci dla LCG

"> W jezyku rachunku And Next jedynym modalnym funktorem pierwotnym jest dwuargumen-
towy spojnik: T (czytany: ....and next.....) (por. [Wright 1965]). Definicjami umozliwiajacymi po-
réwnanie odpowiednich formalizméw bylyby wyrazenia: ATB=: AANB oraz NA=: (Bv—B)TA.

' W rachunku F jedynym modalnym terminem pierwotnym jest jednoargumentowy spojnik F
czytany: on the next occasion.... (por. [Clifford 1966]). W tym przypadku nalezatloby przyjaé¢ me-
tajezykowa definicjg: FA=: NA.

'3 Wiasciwie chodzi jedynie o fragment logiki zmian dychotomicznych: >~LZD, w ktérej jedy-
nym terminem pierwotnym jest jednoargumentowy spojnik > — w bardzo niedalekiej przysztosci
bedzie tak, ze....(por. [Wajszczyk 1995]). Podobnie jak w przypadku formalizmu Clifforda, naleza-
toby wziaé¢ pod uwagg przektad wyznaczony przez metadefinicjg: >A=:NA.
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w zamierzonych strukturach semantycznych. Zagadnienie konstrukcji takiego dowo-
du pozostawiamy w ramach prezentowanej pracy kwestig otwarta.

ZAKONCZENIE

W wyniku prowadzonych analiz zostata przedstawiona formalizacja dwoch ro-
dzajow zmienno$ci sytuacji inspirowana klasyczna koncepcja zmiany substancjalne;.
Pierwszy z nich, ktory nazwaliSmy C-zmianami, a ktoéry zwiazany jest z aktualnym
istnieniem sytuacji, opisaliSmy za pomoca jedynego terminu pierwotnego naszej
formalizacji — modalnego spojnika zmiany C (bgdacego skrotem wyrazenia: zmie-
nia si¢ to, zZe...). W ramach skonstruowanego rachunku LC zdefiniowali$my spojnik,
ktoéry moze mie¢ interpretacje temporalng — funktor N, czytany: nastepnie jest tak,
ze... W ten sposob zrealizowaliSmy zalozenie zwigzane z przyjgciem tzw. leibnicjan-
skiej koncepcji czasu, zgodnie z ktorym czas jest ontologicznie wtorny wzglegdem
zmiany. Na gruncie rachunku LC zdefiniowaliémy nastgpnie pojecie G-zmiany.
Zmienno$¢ tego rodzaju zwiazana jest ze wzrostem ztozonosci sytuacji globalnych,
ktory spowodowany jest z kolei rozszerzajacym si¢ uniwersum sytuacji elementar-
nych. Mozliwo$¢ opisu owej zmiennosci za pomoca odpowiedniego definicyjnego
rozszerzenia rachunku LC zostala zagwarantowana przez ideg konstrukcji rodziny
takich jezykdéw zdaniowych, ze kazdy nastepny n+1-jezyk roézni sig¢ od poprzedniego
n-jezyka stownikiem bogatszym o wyrazenia opisujace nowe sytuacje elementarne.
W wyniku definicyjnego rozszerzenia LC o funktory G™ i G~ opisujace G — zmiany,
otrzymaliémy LCG — logike¢ zmian, dla ktdrej wykazaliémy, ze jest ona spetniona
w klasie wyznaczonych wczesniej struktur. (Jak si¢ okazuje, logika LCG jest takze
pelna w tej klasie, jednak dowdd twierdzenia o petnosci wykracza poza ramy niniej-
szego artykulu). Na gruncie logiki LCG przedstawiliSmy nastgpnie dowody niektd-
rych tez (T1-T44) pokazujacych wybrane wtasnosci C- i G-zmian oraz zaleznosci
migdzy nimi. Na koniec sformutowali$my twierdzenie o dedukcyjnej rownowaznos$ci
rachunku LC z formalizacja LNC — zdaniowg logika zmiany, ktora operuje dwoma
terminami pierwotnymi — terminami zmiany i nastgpstwa (czasowego), a nast¢pnie
szkicowo poréwnalismy go z wybranymi temporalnymi logikami zmiany: And Next
von Wrighta, F — Clifforrda oraz LZD — Wajszczyka.
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DODATEK

Ad Twierdzenie 1.
Dowody:

(1) Zatézmy, ze: CA—C—A nie jest prawdziwa, wowczas ¢ In2lv(A) (p=" CA oraz ¢#" C—A)
[Def5,6,7]. Wtedy @*="CA oraz @*# *C—A. Stad: (¢*="A oraz ¢*£*"'—A) lub (@*="—A oraz ¢*="'A).
A takze: (@*# A lub @*r "' A) oraz (¢*r*A lub @*#*"'—A). Teraz zakladamy: (¢*=*A oraz @*="'-A).
Z tego oraz alternatywy: (@*#*A lub @*#*"'—A) otrzymujemy sprzecznosé: ¢*="A, ¢*r *A. Jezeli zatozy-
my: (@*E*—A oraz @*=""'A), wowczas na podstawie alternatywy: (@*#*—A lub @*#'A) takze mamy
sprzecznosé: @*F" A, p*E A,

(ii) Zatozenie: C(AAB)—>CAVB nie jest prawdziwa, co znaczy, ze: 3¢ In=max(lv(A),lv(B)) (¢="
C(AAB) oraz " (CAVCB) [Def5,6,7]. Stad: 1. ¢*=* C(AAB) oraz 2. @*=* CAVCB. Na mocy Def5, 1 jest
rownowazny z: 3. (¢*=*(AAB) oraz ¢*="'—(AAB)) lub (@*="~(AAB) oraz *="'(AAB)), 2 za$ jest row-
nowazny z: 4. *#*CA oraz @*#*CB, co jest takze rownowazne z: 5. @*EA lub @*# "' A oraz 6. @*#*A lub
@*="1A oraz 7. @*E*B lub @*#*"'B oraz 8. @*#B lub ¢*=*"'B. Teraz zatézmy pierwszy czlon alternatywy
3: 1.1 (@*="(AAB) oraz @*=""'=(AAB))." Z 1.1 otrzymujemy: 1.2 ¢*=*A, 1.3 ¢*="B, 1.4 ¢*#*"'A lub
@*#"'B. W zwiazku z 6 oraz 1.2 prawda jest, ze: 1.5 ¢*="'A. Z 1.5 oraz 1.4 mamy: 1.6 ¢*#*"'B. Nastep-
nie na mocy 1.6 oraz 8: 1.7 ¢*#*B — i tak otrzymujemy sprzeczno$¢ 1.7 oraz 1.3. Teraz bierzemy drugi
czlon alternatywy 3: 2.1 ¢*=*—~(AAB) oraz @**"'(AAB), co jest rownowazne z: 2.2 ¢*#*A lub ¢*#*B oraz
2.3 *"1A oraz 2.4 ¢*="'B. Z 2.3 oraz 5 mamy: 2.5 @*=*A. Teraz uzyjemy 2.5 oraz 2.2, aby otrzymac:
2.6 Q*#*B. Z 2.6 oraz 7 wynika sprzeczno$¢ z 2.4: 2.7 ¢*#"'B.

(iii) Zaktadamy, ze: ~AABACAA—-CB—C(AAB) nie jest prawdziwa, tj.: 3¢ In=max(lv(A),lv(B))
E" —A oraz =" B oraz ¢=" CA oraz @=" —CB oraz @#"C(AAB))[Def5,6,7]. Stad: 1.¢*#A; 2.¢*=" B; 3.
o P o o P ¢ ¢
(phk CA; 4. (p*#k CB; 5. (p*#k C(AAB). Za pomoca Def5 oraz 3 mamy: 6. ((p*hkA oraz (p*#k”A) Iub
(@*#*A oraz @*=*"'A). Z 4 wynika to, ze: 7. (¢*#*B lub @*="'B) oraz z 5 mamy: 8. @*=(AAB) lub
0*#'(AAB). Z 6 oraz | otrzymujemy: 9. *=*"'A. Nastepnie 2 oraz 7 implikuja: 10. ¢*="'B. Z 9 oraz 10
mamy: 11. g*“"'(AAB). W zwiazku z alternatywa 8 oraz 11 mozemy napisaé: 12. @*=*A, co jest sprzecz-
nezl.

(iv) Zatozmy, ze: —~AA—BACAACB—C(AAB) nie jest prawdziwa, stad: 3¢ In>max(lv(A),lv(B))
(=" —A oraz @="—B oraz @&" CA oraz ¢"CB oraz ¢#" C(AAB)) [Def5,6,7]. Dlatego: 1.¢*#*A; 2.0*#" B;
3. @** CA; 4. ¢*=* CB; 5. ¢*#* C(AAB). Z 3 wynika to, ze: 6. (¢p*=*A oraz @*#"'A) lub (@*#*A oraz
(p*l:k”A). Za pomoca 4 otrzymujemy: 7. ((p*h:kB oraz @*#"'B) lub (¢*#*B oraz (p*l:k”B). Z 1 oraz 6 ma-
my: 8. @*=""Aoraz z2 i 7: 9. ¢*=*"'B. Stad, 8 oraz 9 implikuja: 10. @*=*"'(AAB). Ponownie za pomoca

' Stosujemy sposob numerowania wierszy poddowodu z [Stupecki, Borkowski 1985].
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Def5 mozemy wyprowadzi¢ z 5: 11. (¢*=(AAB) lub ¢*#*"'(AAB)). Z 10 oraz 11 otrzymujemy: 12.

@*=(AAB) co jest sprzeczne z 1.

(v) Zaktadamy, ze: ~AACAA—B—C(AVB) nie jest prawdziwa, tj.: 3¢ In=max(Iv(A),lv(B)) (=" —=A

oraz Q=" CA oraz Q" —B oraz @#" C(AvB)) [Def5,6,7]. Dlatego: 1.9*#*A; 2. @*=* CA; 3. ¢*#* B; 4. ¢*&
C(AVB). Z 2 wynika, ze: 5. (9*E*A oraz ¢*#"'A) lub (@*#*A oraz ¢*=*"'A). Z 5 oraz 1 wyprowadzamy:
6. @*="'A. Def5 oraz 4 implikuja: 7.9*="(AvB) lub @*#"'(AVB). Z 6 mamy: 8. *="'(AVB) co razem z
7 daje: 9. 9*E*(AVB). Za pomoca 9 oraz 1 otrzymujemy sprzeczno$é z 3: 10. g*=*B.

(vi) Zaktadamy, ze: C(A<>B) — CAVCB nie jest prawdziwa, co znaczy, ze: 3¢ In(max(lv(A),lv(B))

(p=" C(A<>B) oraz @#"(CAvCB). Stad:

1. ¢*=* C(A-B)
2. *#* (CAVCB)
3. (@*E* (A<>B) oraz @*#"! (A&B)) lub (¢*#* (A<>B) oraz ¢*=*"' (A-B))
4. 9*£* ((CAACB)v (=CAA—CB))
1.1 ¢*=* (AB)
1.2 ¢*#*'! (A&B))
1.1.1 ¢*=* (CAACB)
1.12 ¢*=* CA
1.1.3 ¢*=* CB
1.1.4 (@*E*A oraz @*#"'A) lub (¢*#" A oraz p*E"'A)
1.1.5 (@*£*B oraz @*#*"'B) lub (¢*#* B oraz ¢*=""'B)

[Defs, 1]
[Defs, 2]

[zatozenie — por. alternatywa 3]
[zatozenie — por. alternatywa 4]

[1.1.1]
[Defs, 1.1.2]
[Defs, 1.1.3]

1.1.1.1 (@*E*A oraz @*#'A)  [zal —1.1.4] 2.1.1.1 (¢*#* A oraz ¢*=*"'A) [zal — 1.1.4]

1.1.1.2 o*EA 2.1.12 g*#* A
1.1.1.3 o*#'A [1.1.1.1] 2.1.1.3 @*="A
1.1.1.4 o*=*B [1.1;1.1.1.2] 2.1.1.4 ¢*#*B

1.1.1.5 ¢*#"'B [1.1.5;1.1.1.4] 2.1.1.5 ¢*="'B

1.1.1.6 *£*"' (A<>B))
sprz: 1.1.1.6,1.2

2.1.1 ¢** (=CAA—CB)

2.1.2 ** —=CA

2.1.3 p*=* —CB

2.1.4 @*#*A lub @*E*""'A

2.1.5 @*EX A lub @*E<"'A

2.1.6 @*#*B lub p*=*"'B

2.1.7 @** B lub ¢*="'B

[1.1.1.3;1.1.1.5] 2.1.1.6 ¢*="' (A&B))

32.1.1 o*#A [zal-2.1.4] 4.2.1.1 g*="'A
32.12 o*# B [1.1;32.1.1] 4.2.12¢**'B
3.2.1.3 o*#''B [3.2.1.2;2.1.7] 4.2.1.3 ¢*#B
32.1.4 o*='A [1.2;32.1.3] 4.2.1.4 ¢*#A
32.1.5 @*EA [2.1.5;3.2.1.4] 4.2.1.5 ¢*#'A

sprz: 3.2.1.1,3.2.1.5.
2.1 *#* (A<>B)
2.2 o*="" (A©B))
3.2.1 ¢*=* (CAACB)
3.2.2 @*E* CA
3.2.3 ¢** CB
3.2.4 (¢*=A oraz @*#"'A) lub (@*#" A oraz @*=*"'A)
3.2.5 (0*E"B oraz @*#*"'B) lub (¢*#* B oraz ¢*=""'B)

5.3.1.1(¢*="A oraz ¢*#"'A) [zal-por. 3.2.4] 6.3.1.1 (¢*#* A oraz p*£"'A)

5.3.1.2 @*EA 6.3.1.2 g*#* A

[2.1.1.1]
[1.1;2.1.1.2]
[2.1.1.4;1.1.5]
[2.1.1.3;2.1.1.5]
sprz: 2.1.1.6; 1.2
[zatozenie — por. 4]

[2.1.1]
[Def5, 2.1.2]

[Def5; 2.1.3]
[zat-2.1.4]
[1.2;4.2.1.1]
[4.2.1.2;2.1.6]
[1.1;4.2.1.4]
[2.1.5;4.2.1.4]

sprz: 4.2.1.1; 4.2.1.5.

[zalozenie — por. 3]
[zatozenie — por. 4]

[3.2.1]
[Def5, 3.2.2]
[Def5, 3.2.3]

[zat-3.2.4]
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53.1.3 p*#'A [53.1.1] 6.3.1.3 @*="'A [6.3.1.1]
53.1.4 9*#B [2.1;5.3.1.2] 6.3.1.4 ¢*=* B [2.1;6.3.1.2]
53.1.5 o*=*"'B [3.2.5;53.1.4] 6.3.1.5 9*#"'B [6.3.1.4;3.2.5]
5.3.1.6 9*#"! (AB)) [5.3.1.3;5.3.1.5] 6.3.1.6 ¢*#"' (AoB))  [6.3.1.3;6.3.1.5]
sprz: 5.3.1.6;2.2. sprz: 6.3.1.6; 2.2.
42.1 ¢*=* («CAA—CB) [zalozenie — por. 4]
422 @** —CA
423 @** ~CB [4.2.1]
4.2.4 @*#*A lub @*=*"'A
42.5 *=F A lub @*#'A [Def5,4.2.2]
4.2.6 *#*B lub ¢*=*"'B
427 ¢*=* B lub ¢*#*"'B [Def5; 4.2.3]
7.4.1.1 @*#A [zat—por. 42.4] 7.4.2.1 ¢*="'A [zat. — por. 4.2.4]
7412 ¢*=*B [2.1;7.4.1.1] 7.422 ¢*"'B [2.2;7.4.2.1]
7.4.13 o*=*"'B [7.4.12; 42.6] 7.4.23 ¢*B [7.4.2.2;4.2.7]
7.4.1.4 g*=TA [2.2;7.4.1.3] 7.42.4 @*#A [2.1;7.4.2.3]
7.4.1.5 @*EA [42.5;7.4.14] 7.4.2.5 ¢*#"'A [4.2.5;7.4.2.4]
sprz: 7.4.1.1,7.4.1.5. sprz: 7.4.2.1; 7.4.2.5.
Ad Twierdzenie 2.

(i) Niech n=2 oraz: ¢'(A), ¢'(B)=1, ¢*(A)=1, ¢*(B)=0; (ii) Niech n=2 oraz: ¢'(A)=0, ¢'(B)=1,
@*(A)=1, ¢*(B)=0; (iii) Niech n=2 oraz: ¢'(A)=1, ¢'(B)=0, ¢*(A)=0, ¢*(B)=1; (iv) Niech n=2 oraz:
0'(A)=0, ¢'(B)=0, p*(A)=1, ¢*(B)=0; (v) Niech n=2 oraz: ¢'(A)=1, ¢'(B)=1, ¢*(A)=1, ¢*(B)=0; (vi) Niech
n=2 oraz: @'(A)=0, ¢'(B)=1, ¢*(A)=0, ¢*(B)=0; (vii) Niech n=2 oraz: ¢'(A)=1, ¢'(B)=1, ¢*(A)=0,
¢*(B)=1.; (viii) Poréwnaj: (ii); (ix) Poréwnaj: (vii).

Ad Twierdzenie 3.
Dowody mozna skonstruowa¢ w sposob standardowy. Rozwazmy jedynie (ii) oraz specjalny przypa-
dek (iii) — schemat inferencyjny: CA, A<>BECB:

(ii) Zaktadamy nie wprost, ze: A jest prawdziwe oraz —CA nie jest prawdziwe. Na mocy Def5, 6, 7
mozemy nastgpnie napisac: 1. VoVisiya) (ph:kA , 2. pTieiva (pl:k —CA. W zwiazku z 2: 3. T (pl:k CA.
Stad mamy: 4. (@*£*A oraz @*#"'A) lub (¢*#*A oraz ¢*=""'A). Obydwa czlony alternatywy 4 razem z 1
prowadza do sprzecznosci.

(iii) Zalézmy, ze formuly: CA oraz A<>B sa prawdziwe oraz CB nie jest prawdziwa [dowdd nie
wprost]. Stad mamy: 1. VVisiya) (pl:kCA, 2. VoV ieomax(iva)ivB) (pl:k AeB, 3. ITFene) (p#k CB. W zwiazku z
3 mozemy napisa¢: 4. @*#*B lub ¢*=*"'B oraz 5. ¢*=*B lub @*#*"'B. Z 1 oraz 2 mamy: 6. (¢*=*A oraz
O*#A) lub (@*#*A oraz @*="""A), 7. ¢*(AoB), 8. 9*E*"'(AoB). Najpierw bierzemy: 1.1 (¢*=A
oraz @*#"'A) [6]. Wowczas mamy: 1.2 @*="B [1.1, 7] i nastgpnie: 1.3 @*="'B [1.2, 4]. Stad: 1.4 ¢*="'A
[1.3, 8] — to jest sprzeczne z: @*#"'A z 1.1. Teraz bierzemy: 2.1 (¢*#*A oraz @*=*"'A) [6], z tego za$
mamy: 2.2 @*=*"'B [2.1, 8]. Stad: 2.3 ¢*=* B [2.2, 5], a nastepnie: 2.4 @*="A [2.3, 7] — to jest sprzeczne
7 *¥* Az 2.1.

Ad Twierdzenie S.
Dowdd jest indukcyjny — wszystkie aksjomaty sa logicznie prawdziwe [Twierdzenie 1], reguty pier-
wotne zachowuja prawdziwo$¢ logiczng [Twierdzenie 3].
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Ad L1(a)-(d).

(@) —

1. AABA-CAACB—C(A—B) [T3], 2. AA-CAA—-C(A—B)—»—-Bv—CB [1], 3. (A>B)AA—BVCB,
4. (A—>B) A =C(A—>B) A A A =CA — (=Bv—=CB) A (BVCB) [2,3], 5. (A—>B) A =C(A—B) A A A =CA
— (BA=CB) v (=BACB) [4].

(b)—

1. =AACAA—-BA—-CB — C(A—B) [T4], 2. =AACAA—-C(A—B) — BVCB [1], 3. =AACAABACB
— C(A-B) [T5], 4. =AACAA—-C(A—B) — —Bv—CB [3], 5. =AACAA—-C(A—B) — (BVCB)A
(=Bv—CB) [2,4], 6. (A>B)A=C(A—=B)A-AACA — (BA—=CB) v (=BACB) [5].

(0)—

1. C(A—B)—CAVCB [T7], 2. C(A—>B)AAA—B — CAVCB [1], 3. C(A—>B)AAA—CA — BVCB, 4.
—(A—B) — —-Bv—CB [logika klasyczna], 5. =«(A—>B)AC(A—-B)AAA—-CA — (BvCB) A (—Bv—CB)
[3.4], 6. 2(A—B)AC(A—B)AAA—=CA — (BA=CB) v (=BACB) [5].

(d) — na mocy logiki klasyczne;j.

Ad Twierdzenie 4.

(i) wyprowadzalno$¢ N-reguty:

1. £ A [zalozenie], 2. & —CA [—C-regufa,1], 3. £ AA=CA [1,2], 4. E (AA=CA)v (=AACA) [3],
5. NA [Rep,DefN,4].

(ii) wyprowadzalno$¢ —N-reguty:

1. £ A—B [zalozenie], 2. = N(A—B) [poniewaz (i)], 3. = NA—NB [T9, 2].

Ad Twierdzenie 5.

(i) dla: NA—>A — niech n=2 oraz: ¢'(A)=0, ¢*(A)=1, dla: A>NA — niech n=2 oraz: ¢'(A)=I,
O(A)=0;

(i) dla: NNA—NA — niech n=3 oraz: ¢'(A)=1, ¢*(A)=0, ¢’(A)=1, dla: NA—-NNA — niech n=3
oraz: ¢'(A)=1, @*(A)=1, ¢*(A)=0;

(iii) Niech n=3 oraz: ¢'(A)=1, ¢*(B)=1, ¢*(D)=0, ¢’(D)=1, (iv) Niech n=3 oraz: ¢'(A)=1, ¢*(B)=1,
¢X(D)=1, ¢*(D)=0; (v) Niech n=2 oraz: ¢'(A)=0, ¢'(B)=1, ¢*(A)=1, ¢*(B)=1.

Ad Twierdzenie 6.

(i) Niech n=2 oraz: '(A)=1, ¢*(A)=1. Dla G=G": ¢*(01,)=0, dla G=G: ¢*(0,,)=1;

(ii) Niech n=2 oraz: ¢*(A)=0. Dla G=G": ¢*(0,,)=0, dla G=G": ¢*(ci)=1;

(iii) Niech n=2 oraz: ¢*(A)=1, ¢*(B)=1. Dla G=G": ¢*(0t)=0, dla G=G": ¢*(0t)=1;

(iv) (a): Niech n=3 oraz: Iv(A)=1, Iv(B)=2. ¢*(A)=1, ¢*(B)=1. Dla G=G": ¢*(0,)=0, ¢*(0i3)=1, dla
G=G": @*(0p)=1; @*(03)=0; (b): Niech n=3 oraz: Iv(A)=1, Iv(B)=2. ¢*(A)=1, ¢*(B)=0. Dla G=G:
@*(0)=0, @*(az)=1, dla G=G™: ¢*(o)=1; 9*(03)=0; (c) Niech n=3 oraz: Iv(A)=2, Iv(B)=1. ¢*(A)=1,
¢’(B)=1. Dla G=G": ¢*(01)=0, *(0z)=1, dla G=G: ¢*(0tp)=1; ¢*(03)=0.

Ad Twierdzenie 7.
1. - A©B [zaloZenie], 2. - AAo, <> Baa, [Rep,1], 3. H AA—ol, <> BA—a, [Rep,1], 4. - GA <> GB
[DefG", DefG™, 2,3].

Ad Twierdzenie 8.
(i) Niech n=2 oraz: @*(0L)=1, ¢*(c)=1, @*(A)=1; (ii) Niech n=2 oraz: ¢*(0)=0, ¢*(0t,)=0, ¢*(A)=1;
(iii) Niech n=2 oraz: ¢*(A)=0, ¢*(A)=1. Dla G=G": ¢*(a, )=1, dla G=G: ¢*(0,)=0.

Ad Twierdzenie 9.
Rozwazane rachunki maja te same pierwotne reguly inferencji, wystarczy wigc wykazaé, ze aksjo-
maty je charakteryzujace sa w nich odpowiednio wyprowadzalne. Jak zauwazamy:
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(a) kazdy aksjomat rachunku LNC jest teza logiki LC: Ax1’-Ax4’ oraz Ax7’ sa odpowiednio tezami
logiki LC: T8, T9, Ax1, T18, T17; aksjomaty Ax5’ i Ax6’ mozna otrzymac z T16a i b na podstawie defini-
cji DefT;

(b) kazdy aksjomat LC jest teza logiki LNC: Ax1 wystgpuje w LC jako aksjomat Ax3’.

W dowodach wyprowadzalnos$ci pozostatych aksjomatéw rachunku LC na gruncie LNC sa uzyteczne
nastepujace tezy LNC, ktérych szczegdtowe dowody sa podane w [Swigtorzecka 2006]:

T1’. CAC—A [Ax3’]

T2’. CA—>(—A—NA) [Ax4’,T1’]

T3’. CA>(AN—-A) [Ax4’, T2']

T4’. —~ATA <>—AANA [DefT]

T5’. CA>AT—AVv—ATA [T3’,Ax1°,T4’]

T6’. CAAT-AV—ATA [T5°, AX5’, Ax6’]

T7’. CA<>(A©N—-A) [T6’, DefT].

T8’. NA < (AA—CA) v (=AACA) [T3’, Ax1’, Ax6’, DefT, Ax5°,T1’]

T9’. N(AAB)<->NAANB[AX2’].

T10’. N(AVvB)¢<>NAVNB [T9,Ax1’]

TI11’. NCA—>CNA [T7,T9’,Ax2’, Ax1’],

T12’. NCA—CNA [Ax7, T11]

Aksjomat Ax2 w LNC jest w LNC teza z nr 13:

T13’. C(AAB)—CAVCB [Ax2]

1. (AABA=N(AAB)) v (=(AAB)AN(AAB)) — (AABAN—(AAB)) v (=(AAB)AN(AAB)) [logika kla-
syczna, Ax1’] + 2. (AABA=N(AAB)) Vv (—(AAB)AN(AAB)) — (AABAN(—=Av—-B)) v
((wAv—=B)AN(AAB)) [1] + 3. (AABA—=N(AAB)) v (—(AAB)AN(AAB)) — (AABA(N-AVN—-B)) v
((=Av—=B)A(NAANB)) [2, T9’, T10’] + 4. (AABA=N(AAB)) v (=(AAB)AN(AAB)) — (AABAN—A) v
(AABAN—B) v (=AANAANB) v (=BANAANB) [3] + 5. C(AAB) — C(AVB) [Rep, 4, T6’].

Zachowujac przyjeta w oryginalnym sformutowaniu numeracjg tez rachunku LNC, zauwazmy:

T14’. C(AvB)—CAVvCB

1.C(-AA—-B)—»C—-AVC—-B [T13* (A/=A, B/=B)], 2. C—(AvB)-»C-AvC-B [1],
3. C(AvB)—>CAVCB [TI’];

T15. (AVvB)AN(EVD)<>(AANE)V(AAND)V(BANE)V(BAND) [T10°]

T16’. (AANB)A(EAND)<>(AAE)AN(BAD) [T9]

T17’. (AANB)AND<AAN(BAD) [T9°],

a nastgpnie sformutujmy dowody wyrazen bgdacych w LC aksjomatami odpowiednio Ax3-Ax6:

T18’. —SAABACAA—CB—C(AAB) [Ax3]

1.—AABA((AA=NA) v (mAANA)A-CB —  —AABANAA-CB [logika klasyczna],
2. - AABACAA—CB - —AABANAA—((BA=NB) v (—=BANB)) [Rep, Te6’, 1],
3. "AABANAA—((BA=NB)V(=BANB)) - —A A B A NA A NB A (=BVNB) A (Bv—NB) [logika kla-
sycznal]; 4. ~AABANAA(—=BVNB) A (Bv—NB) - —A A B A NA A NB [logika klasyczna], 5. A A B A
CAA—-CB —>—-AABANAANB|[2,3,4]; 6. A AB ANA ANB — —(AAB) A NA A NB [logika kla-
syczna], 7. =A A B A CA A =CB — —(AAB) A N(AAB) [5,6, Rep, T9’], 8. =A A B A CA A =CB—
(=(AAB)AN(AAB)) v (AABA=N(AAB)) [7], 9. =FAABACAA—CB — C(AAB) [Rep, T6, 8];

T19’. —SAA—BACAACB—C(AAB) [Ax4]

1.~AA=BA((AA=NA)V(=AANA))ACB - —AA—BANAACB [logika klasyczna],
2. - AA—BACAACB - —AA—BANAA((BA=NB)v(—BANB)) [Rep,T6’,1];
3. " AA—BANAA((BA—NB)V(—BANB)) — —AA—BANAANB [logika klasyczna], 4. ~AA—BACAACB
— —AA—BAN(AAB) [Rep, T9’, 3], 5. —~AA—BACAACB — —(AAB)AN(AAB) [4], 6. ~AA—BACAACB
— (—(AAB)AN(AAB))V(AABA—N(AAB)) [5], 7. "AA—BACAACB — C(AAB) [Rep, T6’, 6];

T20’. =AACAA—=B—C(AVB) [Ax5]

1.=AA((AA=NA)V(=AANA))A—B — —AANAA-B [logika klasyczna], 2. —AACAA—B —
—AANAA—B [Rep, T6’,1], 3. ~AACAA—B — —(AVB)ANA [2], 4. ~AACAA—B — —(AVB)A(NAVNB)
[3], 5. ~AACAA—B — —(AVvB)AN(AVB) [Rep, T10’,4], 6. ~AACAA—B — C (AvB) [Rep, T6’, 5];
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T21’. C(A<>B) — CAVvCB [Ax6]

1. (A©B) & -(NA©NB)) - —((Ae>—NA) < (B<>—NB)) [logika klasyczna], 2. ((A<B) <
—N(A©B)) - —((A—NA)<>(B<—-NB)) [T11°, T9’, 1], 3. (A<B) < N—(A-B)) > —((AN—-A)
< (Be&N-B)) [Rep, Ax1’, 2], 4. C(AB) —» =(CA<CB) [Rep, T7, 3], 5. C(A<>B) — CAvCB [4].



