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O naduzywaniu pojecia mozliwosci
w filozofii matematyki

W niniejszej pracy podejmuj¢ problem uzywania poje¢ modalnych w filozoficz-
nych dyskusjach dotyczacych matematyki. Chcg wskaza¢ niekonsekwencje pewnego
pogladu dotyczacego statusu wiedzy matematycznej, ktéry funkcjonuje jako — mo-
wiac zargonowo — ,,poglad zastany” (received view). W pracy chcg wskazaé¢ przy-
ktady trudnosci, jakie pojawiaja si¢ w zwiazku z niefrasobliwym wyglaszaniem
pewnych tez angazujacych pojecia modalne, ktére — pozornie — brzmia jasno,
a faktycznie jasne nie sag. W artykule skupiam si¢ wylacznie na problemie uzycia
poje¢ modalnych w konteks$cie matematycznego realizmu i zwracam uwagg na to, ze
wbrew pozorom teza gloszaca istnienie wszelkich mozliwych bytéw matematycz-
nych nie jest wcale latwa do pogodzenia z teza matematycznego realizmu. Oto dwa
podstawowe problemy:

1) Akceptacja tez modalnych a problem redukcji matematyki do teorii
mngosci.

2) Akceptacja tez modalnych a problem obiektywnos$ci wiedzy matema-
tycznej.

W trakcie analizy tych problemow pokazg swoiste napigcie pomigdzy filozoficz-
nymi intuicjami i tezami, a ich formalnymi parafrazami.' Cho¢ jestem goracym
zwolennikiem poszukiwania takich parafraz, i metod¢ t¢ uwazam za wazna i po-

' Z powodu tego napiecia zmuszony jestem w niektérych miejscach artykulu postugiwaé sig
jezykiem nie do konca precyzyjnym — chodzi mi bowiem o zrozumienie pewnych intuicji zwigza-
nych z analizowanym stanowiskiem, a nie o narzucenie okreslonej interpretacji (a wybor okreslone;j
parafrazy formalnej tych intuicji taka interpretacjg narzuca).
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znawczo ptodna, to za wazne uwazam takze wskazanie pewnych ograniczen tej me-
tody. Niniejsze studium shuzy réwniez temu celowi.

1. TEZY MODALNE DOTYCZACE MATEMATYKI
W DEBACIE FILOZOFICZNEJ

W dyskusjach filozoficznych dotyczacych matematyki czgsto pojawiaja si¢ tezy
o charakterze ontologicznym, semantycznym czy epistemologicznym angazujace
poj¢cia modalne. Oto kilka przyktadow:

(a) Prawdy matematyczne to prawdy konieczne.

(b) Istnieja wszystkie mozliwe obiekty matematyczne.

(c) Obiekty matematyczne istnieja w sposob konieczny.

(d) Swiat matematyczny jest tak bogaty, ze zawiera wszystkie mozliwe byty.

(e) Poznanie prawd matematycznych jest poznaniem prawd koniecznych.

(f) Mozliwo$¢ istnienia obiektu matematycznego jest warunkiem wystarczajacym
istnienia tego obiektu.

(g) Wszelkie mozliwe teorie matematyczne maja swoje realizacje.

(h) Wszelkie pojgcia matematyczne maja swoje ontyczne korelaty.

(i) Istnieja wszelkie mozliwe modele teorii matematycznych.

(j) Wszystkie (mozliwe) prawdy matematyczne maja swoje realizacje.

(k) W $wiecie bytow matematycznych realizuja sig¢ wszelkie mozliwe koncepcje.

(1) Istnieja wszystkie mozliwe struktury matematyczne.

(m) Swiat matematyczny jest nieograniczony w swoim bogactwie.

Powyzsze tezy wyrastaja z podstawowych intuicji dotyczacych natury matema-
tyki — intuicji dotyczacych problemu prawdy matematycznej, problemu poznania
prawd matematycznych, problemu natury obiektéw matematycznych i uniwersum
matematycznego. Te podstawowe intuicje mozna krotko opisa¢ w nastgpujacy sposob:

1. Istnienie obiektu matematycznego nie zalezy od przygodnego uktadu faktow,
ktory okresla ksztatt aktualnego swiata. Innymi stowy: to, ze aktualny $wiat jest aku-
rat taki a nie inny, nie ma wptywu na to, jakie obickty matematyczne istnieja i jakie
prawdy matematyczne obowiazuja.

Takie prze$wiadczenie prowadzi do tez dotyczacych koniecznej prawdziwosci
twierdzen matematycznych czy koniecznosci istnienia obiektow matematycznych.

2. Uniwersum matematyczne nie podlega ograniczeniom — jesli wigc tylko ist-
nienie jakiego$ obicktu matematycznego jest mozliwe, to taki obiekt faktycznie ist-
nieje. Nie ma powodu sadzi¢, ze jaka$ mozliwo$¢ matematyczna pozostala niezreali-
zowana. Kazde (dobre) pojecie matematyczne posiada wigc pewien ontyczny kore-
lat, czyli odnosi si¢ do pewnego sktadnika (czy fragmentu) Swiata matematycznego.
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To przekonanie lezy u podloza tez dotyczacych istnienia wszelkich mozliwych
obiektow matematycznych — co mozna tez wyrazi¢ jako tezg o istnieniu realizacji
wszelkich koncepcji matematycznych, istnienia korelatow wszelkich mozliwych teo-
rii matematycznych efc.

W sposob skrotowy, powyzsze przekonania mozna ujaé w formie nastgpujacych
tez:

(1) Prawdy matematyczne sa konieczne.

(2) Istnieja wszystkie mozliwe obiekty matematyczne.

W tym artykule zajmuje si¢ jedynie teza (2) — dalej bedg ja oznaczat skroétowo
MBI (od Mozliwe Byty Istnieja).

2. OBIEKTY CZY STRUKTURY?
SENS TERMINOW MATEMATYCZNYCH

Teza MBI glosi, ze istnieja wszystkie mozliwe obiekty matematyczne. Co jednak
mamy na mysli, kiedy moéwimy o istnieniu obiektow matematycznych? Czym sg
obiekty matematyczne? Latwo mozemy podaé szereg przyktadow obiektu matema-
tycznego: liczba naturalna, wymierna, zespolona, ciag liczbowy, zbidr liczb parzys-
tych, funkcja ciagla, szereg funkcyjny, przestrzen C[0,1], torus, przestrzen R", klasa
operatoréw liniowych na przestrzeni Hilberta L*([0,1]), zbiér automorfizméw grupy
permutacji S, klasa funkcji rekurencyjnych, maszyna Turinga efc. Mowiac swobod-
nie, widzimy, Ze te obiekty maja rozny stopien komplikacji — tworza zlozone
struktury algebraiczne, przestrzenie, zbiory przeksztalcen etc. Czy wyglaszajac teze
MBI mamy na mysli ,,proste byty matematyczne”? Rozwazmy parg przyktadow, kto-
re zwracaja uwage na wazne aspekty tego zagadnienia.

2.1. Przyklad: liczby naturalne

Czy teza MBI w odniesieniu do liczb naturalnych winna by¢ rozumiana jako te-
za, ze istnieja wszystkie mozliwe liczby naturalne? Takie sformulowanie brzmi
dziwnie, za$ nasz sprzeciw wobec takiego sformutowania bierze si¢ stad, ze o licz-
bach naturalnych myslimy w sposéb — swobodnie mowiac — catosciowy, ,,widzac
w tle” inne liczby. Musi by¢ bowiem dany pewien szerszy kontekst pojeciowy, do-
piero w ramach ktorego maja sens wypowiedzi o liczbach. Liczba 2006 — moéwiac
metaforycznie — zawdzigcza swoja tozsamos¢ temu, ze istnieja liczby 1,2,3....
2005, 2007... etc. W pojgciu liczby naturalnej tkwi np. to, ze liczby mozna dodawacé,
podnosi¢ do dowolnej potegi etc., wige gdy myslimy o liczbie 2006, to ,,w tle” mamy
wyobrazenie pewnej (potencjalnie) nieskonczonej klasy liczb. Nasze przekonania
dotyczace liczb naturalnych mozna wigc okreslic mianem ,holistycznych” w tym
sensie, ze o wlasnosciach liczb naturalnych moéwimy tylko w obrebie pewnego sys-
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temu poje¢, w ktorym mowa jest o wszystkich liczbach naturalnych. Nie ma wigc
sensu mysle¢ o jakiejkolwiek liczbie naturalnej per se — w izolacji od innych.” Tym
samym tezy ,.istnieja wszystkie mozliwe liczby naturalne” nie mozna interpretowac
jako tezy dotyczacej istnienia poszczegbdlnych obiektow (liczb — desygnatow termi-
néw arytmetycznych), ale jako tezg¢ odnoszaca si¢ do calej koncepcji, jako stwier-
dzenie o istnieniu ontologicznych korelatow dla naszej koncepcji liczb naturalnych
(a nie dla poszczegdlnych terminéw wystepujacych w tej koncepcji).

2.2. Przyklad: sprzeczno$é zdan egzystencjalnych

Zauwazmy, ze dwa zdania egzystencjalne, z ktorych kazde jest niesprzeczne
z interesujaca nas teoria matematyczng (np. PA albo ZFC, albo niesformalizowana
analiza zespolona efc.), moga by¢é wzajemnie sprzeczne. Prosta ilustracja jest para
zdan:

(a) Istnieje zbior liczb rzeczywistych mocy pomigdzy moca X i moca kontinuum.

(b) Istnieje bijekcja pomigdzy P(w) i X;.

Pierwsze ze zdan jest rownowazne negacji hipotezy kontinuum, drugie za$ hi-
potezie kontinuum, wigc sa one wzajemnie sprzeczne. Kazde z nich z osobna jest
jednak niesprzeczne z ZFC. Mozna wigc uznaé, ze mozliwe jest istnienie zar6wno
zbioru, o ktorym mowa w (a), jak i funkcji, o ktorej mowa w (b). Zgodnie z teza
MBI nalezatoby wigc uznaé zaré6wno istnienie jednego, jak i drugiego obiektu. Jed-
nak zdanie wyrazajace istnienie jednego z nich jest rtOwnowazne wyrazajacemu nie-
istnieniu drugiego z nich, nie moze wi¢c chodzi¢ o ,,jednoczesne” istnienie obu
obiektow. Sens ma jedynie interpretacja, ze istnieje taka dziedzina (sktadajaca si¢ ze
zbiordw), w ktorej istnieje obiekt postulowany w zdaniu (a), oraz taka dziedzina,
w ktorej istnieje obiekt postulowany w zdaniu (b).

Ten prosty przyktad stanowi ilustracjg faktu, ze przy analizie problemu mozliwo-
$ci istnienia obiektow matematycznych konieczne jest ustalenie wiasciwej perspek-
tywy, czyli — swobodnie mowiac — poziomu, na ktorym stawiany i analizowany
jest problem istnienia mozliwych obiektéw matematycznych.’

? Rozwazmy — w charakterze ilustracji — przyktad dwéch zdan: (a) Istnieja wszystkie mozli-
we grupy. (b) W danej grupie istnieja wszystkie mozliwe jej elementy.

Stwierdzenie (a) jest stwierdzeniem na temat matematycznego uniwersum, natomiast stwier-
dzenie (b) jest tautologia, w ktorej termin ,,mozliwe” petni rolg zbgdnego stylistycznego ozdobnika.
Kiedy bowiem méwimy o danej grupie, to — ex definitione — mys$limy rowniez o jej elementach.
Absurdalnie brzmiatoby stwierdzenie: ,,W n-elementowej grupie istnieje — sposroéd wszystkich n
mozliwych — tylko potowa elementow”.

* Rozwazmy jako dodatkowy przyklad teze, ze istnieja wszystkie mozliwe podzbiory zbioru
liczb rzeczywistych R mocy posredniej migdzy moca X, a moca kontinuum. Istnieje wiele roznych
(wzajemnie niesprzecznych) rozszerzen teorii mnogosci, w ktorych mozemy przypisa¢ kontinuum
okreslona warto$¢. Jesli wigc przyjmiemy np. dodatkowe zatozenie, Zze c=R g6, to twierdzeniem tak
powstalej teorii bedzie to, Ze istnieja podzbiory R mocy posrednich X, X»...Rjgs. Jesli przyjmie-
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2.3. Sytuacja ogélna: znaczenie termin6w matematycznych

Powyzsze przyktady ilustruja pewien ogdlny fakt, ktéry ma istotne znaczenie dla
rozwazan dotyczacych tezy MBI: sens poje¢ matematycznych nie jest zadany w spo-
sob izolowany, ale zawsze jest zadany w pewnym systemie poje¢. Postugujemy sig
tymi pojeciami zawsze w konteks$cie pewnych teorii, w pewnym $rodowisku poje-
ciowym. Sens termindw matematycznych jest zadany poprzez postulaty znaczeniowe
— badz to sformulowane w postaci aksjomatycznej, badz w postaci akceptowanych
przez matematykoéw podstawowych prawd dotyczacych pewnej dziedziny. Pojgcia
liczby naturalnej, rzeczywistej, funkcji ciagtej, funkcji analitycznej w sensie zespo-
lonym efc. sa zrozumiate jedynie w kontekscie pewnej koncepcji — definicje tych
poj¢¢ nie maja uchwytnego znaczenia, dopoki nie zostanie zadany sens ,,okolicz-
nych” terminéw. Mozna wigc powiedzie¢, ze w wypadku matematyki obowiazuje teza
swoistego holizmu semantycznego. Fakt ten ma istotne znaczenie z punktu widzenia
rozumienia tez ontologicznych (w szczeg6lnosci tezy MBI): gdy wyglaszamy teze
dotyczaca istnienia danego obiektu (o ktorym mowa w danej teorii), to ma ona sens
tylko wowczas, gdy akceptujemy postulaty dotyczace istnienia innych bytow, o kto-
rych méwi dana teoria. Stwierdzenie, Ze istnieje ontyczny korelat dla terminu pewnej
teorii ma sens zaposredniczony w stwierdzeniu, Ze teoria jako taka ma korelat ontyczny
(bedacy — moéwiac bardzo swobodnie — obiektem wyzszego rzedu niz korelat on-
tyczny dla terminéw). Analizy dotyczace tezy MBI musza uwzgledniac ten fakt.

3. TWIERDZENIE O PELNOSCI — FORMALNA PARAFRAZA TEZY MBI?

W naturalny sposob pojawia si¢ pytanie, czy teza MBI ma formalny odpowied-
nik. Naturalna jest rowniez hipoteza, ze formalna parafraza tezy MBI jest twierdze-
nie o petnosci (ktore glosi, ze kazda niesprzeczna teoria pierwszego rzedu ma mo-
del).* Przyjecie takiej interpretacji wymagatoby jednak przyjecia szeregu zalozen:

(1) Teorie matematyczne daja si¢ sformalizowaé w postaci teorii pierwszego rz¢-
du (a przynajmniej w logice majacej wtasnoéé petnosci).”

my, ze c¢=8,, to bgda istnie¢ tylko zbiory mocy posredniej X,. Jak w tej sytuacji nalezy rozumie¢
stwierdzenie — jak si¢ wydaje, zgodne z intuicja maksymalizmu ontologicznego MBI — Ze istnieja
wszystkie mozliwe podzbiory R mocy posredniej? Nasuwa si¢ interpretacja, w mysl ktorej rozne
— rownoprawne — koncepcje zbioru sa realizowane w réznych strukturach (maja ontyczne kore-
laty). To réwniez stanowi ilustracjg tezy, ze tez¢ MBI dotyczaca istnienia obiektow nalezy odnosi¢
do koncepcji matematycznych, a nie poszczegdlnych terminéw tych koncepcji.

* Przyjecie takiej tezy pozwalaloby na utozsamienie tezy o istnieniu mozliwych obiektow ma-
tematycznych i tezy o istnieniu modeli dla niesprzecznych teorii.

* Chodzi o logike, ktora ma wiasnoéé pelnosci, a zarazem jest dostatecznie silna i naturalna, aby
mozna uznac¢ jq za adekwatna dla dokonywania stosownych formalizacji. Z twierdzen Lindstrdma wy-
nika, ze najsilniejsza logika, dla ktérej zachodzi twierdzenie o pelnosci i ktora jednoczesnie spelnia
pewne naturalne warunki, jest logika pierwszego rzedu, dlatego w rozwazaniach skupiam sig na niej.
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(2) Odpowiednikiem pojecia mozliwosci jest niesprzecznosé.®

(3) Mowiac o istnieniu ontycznego korelatu dla matematycznej koncepcji T ma-
my na mysli istnienie modelu (w sensie Tarskiego).

Taka interpretacja jest niewatpliwie kuszaca, bo niezbyt jasne pojecie korelatu
ontologicznego dla koncepcji matematycznej zastgpujemy dobrze okreslonym poje-
ciem modelu dla teorii. Dzigki takiemu ujgciu do dyspozycji bedziemy mie¢ wyrafi-
nowane narzedzia metamatematyczne, stworzone do badania formalnych wiasno$ci
teorii. Nie sadze jednak, aby taka interpretacja dobrze zdawata sprawe z intuicji, ja-
kie leza u podloza tezy MBI.

Uznanie twierdzenia o petno$ci za wlasciwa formalizacjg tezy MBI opiera si¢ na
zatozeniu, Ze interpretacje dla teorii matematycznych sa zadane poprzez struktury
teoriomnogosciowe. Tym samym pojecie prawdziwosci zdania matematycznego
i zwiazkéw logicznych migdzy zdaniami matematycznymi redukowatyby si¢ do zde-
finiowanych w teorii mnogosci pojgé: prawdziwosci zdania w modelu i konsekwen-
cji logicznej. Stwierdzenie, ze dana koncepcja matematyczna K jest prawdziwa
w odniesieniu do pewnej struktury matematycznej S (realizuje si¢ w tej strukturze,
stanowi wiedzg na temat tej struktury)’ byloby wigc parafrazowane jako metateore-
tyczne zdanie dotyczace modeli i relacji spetniania w tych modelach. Wszystkie po-
jecia matematyczne traktowalibysmy wigc jako redukowalne do poje¢ teorii mnogo-
$ci, a zamiast o korelatach ontologicznych dla teorii matematycznych, méwilibySmy
o teoriomnogos$ciowych modelach. Konieczne byloby wigc przyjecie zatozenia o ist-
nieniu i adekwatnos$ci takich parafraz dla wszelkich koncepcji matematycznych.

Problem pogodzenia takiej wizji matematyki z teza MBI zostanie podjety w dal-
szej czgsci pracy. Tu cheiatbym natomiast zwrdci¢ uwagg na fakt, ze nawet przyjecie
tezy, ze matematyka redukuje si¢ (pojeciowo i ontologicznie) do teorii mnogosci, nie
pozwala na uznanie, ze to wlasnie twierdzenie o petnosci stanowi adekwatng para-
frazg formalng tezy MBI. Gdy bowiem mowimy o realizacji wszelkich mozliwych
koncepcji zbioru (a tylko tak — zgodnie z tym, co zauwazyliSmy w paragrafie 2 —
mozna odnosi¢ tezg MBI do pojg¢ teoriomnogosciowych), to nie mamy na mysli li
tylko faktu, ze istnieja formalne modele dla tych teorii, ale znacznie silniejsza tez¢
ontologiczna. Obrazowo mowiac, intencja tezy MBI nie jest wyrazenie przekonania,
ze oto w (jednym) uniwersum mnogo$ciowym V istnieja modele® — ale to, ze jest
wiele takich uniwerséw, o rownym statusie. Te uniwersa realizowa¢ miatyby wszyst-
kie mozliwe koncepcje zbiordw — 1 w tym sensie istnialyby wszystkie mozliwe

® Przy tym zatozeniu, méwienie o mozliwosci sprowadza si¢ do méwienia o niesprzecznosci
logiczne;.

7 Podaje te swobodne sformutowania po to, aby podkresli¢, ze mam na mysli intuicje, a nie
formalne parafrazy tych intuicyjnych stwierdzen.

¥ Nalezy zauwazy¢, ze niektore z modeli (np. modele na termach) maja wyraznie sztuczny cha-
rakter — charakter pewnych czysto formalnych konstrukcji, ktére nie sa w petni zgodne z naszym
intuicyjnym rozumieniem pojgcia ,,struktura matematyczna opisana przez teori¢ T”.
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obiekty matematyczne.” Teze MBI w odniesieniu do teorii mnogosci nalezatoby wiec
rozumie¢ jako tez¢ o istnieniu wszelkich mozliwych struktur (uniwerséw) teoriomno-
gosciowych, traktowanych jako korelaty ontologiczne dla teorii mnogosci (wzgled-
nie: dla réznych wariantéw teorii mnogosci).'

4. POJECIA MATEMATYCZNE A TEORIOMNOGOSCIOWA REDUKCJA

W tym paragrafie rozwazam problem tezy MBI w kontekscie problemu redukcji
matematyki do jednego, fundamentalnego systemu pojgé. Twierdze, Ze niezaleznie
od tego, jak rozstrzygniemy problem redukcji, przyjecie tezy MBI prowadzi do trud-
nosci, dla ktorych brak jest dobrego rozwiazania.

W matematyce mamy do czynienia z niezwyklym bogactwem i réznorodnoscia
poj¢¢, technik, teorii, struktur, probleméw efc. Zarazem jednak mamy poczucie
swoistej jednosci matematyki jako takiej, swobodnego przenikania si¢ technik z r6z-
nych dziedzin, ,,wspolpracy” roznych dziatow. Jest dobrze znanym faktem, ze moz-
liwa jest rekonstrukcja (praktycznie calej) matematyki w ramach teorii mnogosci.
Kazde pojecie matematyczne daje si¢ zdefiniowaé jako pojecie teoriomnogosciowe,
i tym samym kazde zdanie matematyczne o daje si¢ przettumaczy¢ na zdanie o* teo-
rii. mnogosci. Dzieje si¢ to z zachowaniem zwiazkdéw logicznych — jesli o jest
twierdzeniem np. teorii T, to o* jest twierdzeniem teorii T* — gdzie T* jest teo-
riomnogosciowym tlumaczeniem teorii matematycznej T. Jakie znaczenie ma ten fakt
dla naszej interpretacji tezy MBI? I czy konsekwencja obserwacji dotyczacej redu-
kowalnosci poje¢ matematycznych do pojec¢ teoriomnogosciowych jest przyjecie te-
zy ontologicznej, w mysl ktorej obiekty matematyczne, o ktorych mowi MBI, sag
zbiorami?

Przedmiotem badan ,,zwyklego matematyka” (np. specjalisty od rownan roéznicz-
kowych albo teorii proceséw stochastycznych) nie sa bynajmniej skomplikowane
konstrukcje teoriomnogosciowe, ale zwykle obiekty matematyczne: rownania roz-
niczkowe w przestrzeniach Banacha, rozmaitosci czterowymiarowe, proces Wienera
w R" etc. — traktowane jako takie, a nie jako zbiory. Swoje badania uprawia

’ W szczegblnosci w jednym z uniwerséw zachodzi CH i tam istnieje stosowna bijekcja migdzy
P(w) i X, w innym za$§ zachodzi —=CH — i tam istnieje stosowny zbiér mocy pomigdzy X, i moca
kontinuum.

' Na przyklad teza, ze (wérod wielu innych poje¢ takze) pojecie mierzalnej liczby kardynalnej
ma swoja realizacj¢ (ontologiczny korelat) w matematycznym uniwersum nie wyraza jedynie prze-
konania, ze istnienie takich liczb jest niesprzeczne relatywnie do teorii mnogosci, i ze teoria ,,ZFC +
Istnieje liczba mierzalna” posiada formalny model. Maksymalista ontologiczny (a jest nim zwolen-
nik tezy MBI) ma wigc na mysli istnienie uniwersum mnogosciowego (ktore zawiera liczbg mie-
rzalna) — przy czym jest to ,,pelnoprawne” uniwersum, a nie tylko jaki$§ czysto formalny model
(np. przeliczalny model na termach) dla teorii ZFC+MC. Sam fakt, ze takie modele istnieja moze co
najwyzej odgrywac¢ w jego argumentacji rolg pomocnicza — lecz whasciwa teza ontologiczna jest
inna!
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W ,,naturalnym jezyku matematycznym”, a nie w jezyku teorii mnogos$ci. Na pytanie,
czy nie martwi go np. relatywnos$¢ pojeé teoriomnogosciowych i fakt, ze w kazdym
modelu M dla teorii mnogo$ci istnieja kopie przestrzeni Banacha C[0,1] czy LP[0,1]
(a nawet roézne kopie odcinka [0,1]), odpowie negatywnie — dodajac by¢ moze sar-
kastycznie, ze on si¢ zajmuje prawdziwa matematyka, i prawdziwymi problemami
i obiektami matematycznymi, a nie dziwacznymi konstrukcjami teoriomnogoscio-
wymi. Zauwazmy, ze z punktu widzenia problemoéw, bedacych przedmiotem zainte-
resowania np. teorii rownan rézniczkowych, analizy rzeczywistej i zespolonej, teorii
proceséw stochastycznych efc. problem, jak wyglada teoriomnogos$ciowa rekon-
strukcja liczb rzeczywistych (poprzez przekroje Dedekinda, ciagi Cauchy’ego czy
jeszcze jakos$ inaczej) nie ma zadnego znaczenia. ,,Pracujacy matematyk” uzna wigc,
7ze teoria mnogosci jest pewnym narzedziem idealizacyjnym, ktore shuzy
(zainteresowanym tym zagadnieniem logikom — bo raczej nie jemu samemu) do
formalnej rekonstrukcji matematyki, ale nie stanowi naturalnego ujecia poje¢ mate-
matycznych znanych ze zwyklej praktyki matematycznej."!

Jednak przyjecie tez o charakterze metodologicznym, dotyczacych samego spo-
sobu uprawiania matematyki, nie musi wigzac si¢ z akceptacja tez ontologicznych,
dotyczacych natury obiektow matematycznych. Moéwiac swobodnie, mozna uprawiaé
matematyke na poziomie czysto ,,fenomenalistycznym” — badac np. liczby rzeczy-
wiste, nie zastanawiajac si¢ nad tym, czy one de facto sa zbiorami, czy nie, nicjako
,biorac w nawias” problem prawdziwej natury badanych obiektow. Takie — jak sa-
dz¢ — jest robocze stanowisko wigkszo$ci matematykéw — powiedza, ze badaja
liczby, a nie zbiory, ale kiedy kto$ zacznie ich zasypywaé argumentami na rzecz
redukcji teoriomnogos$ciowej, to prawdopodobnie dla Swigtego spokoju si¢ na taka
redukcje zgodza (i nadal beda pracowac z przekonaniem, ze jednak badaja liczby ja-
ko takie). To jednak nie rozwiazuje problemu natury obiektoéw matematycznych —
a w kontekscie tezy MBI nabiera on szczegdlnego znaczenia.'

Mozna wskazaé powazne argumenty na rzecz tezy, ze wszystkie obiekty mate-
matyczne sa zbiorami, jak rowniez powazne argumenty na rzecz tezy przeciwne;j.
Tego problemu nie bede tu w ogodle podejmowat — chce natomiast zwréci¢ uwage
na fakt, ze w obu przypadkach pojawiaja si¢ powazne trudno$ci zwiazane z teza
MBI. U podtoza tezy MBI lezy bowiem swoisty maksymalizm ontologiczny, jest ona

"'Nie chce tu oczywiscie deprecjonowaé badan metamatematycznych — chodzi mi tu jednak
o fakt, ze matematyk si¢ taka rekonstrukcja za bardzo nie interesuje. Mowiac zartobliwie — gdyby
okazalo sig, ze w rekonstrukcji liczb rzeczywistych metoda przekrojow Dedekinda tkwi (nomen
omen) luka, to specjalista od rownan rézniczkowych wcale by si¢ tym faktem nie przejal.

'2 Upraszczajac powiedzmy, ze matematyk na pytanie ,jaka jest prawdziwa natura obicktow
matematycznych?” odpowie zapewne ,,to nie ma znaczenia — jaka by nie byta, to twierdzenia na
temat rownan rézniczkowych pozostaja w mocy”. To jednak znaczy tylko tyle, Ze z punktu widze-
nia codziennej pracy matematyka rozstrzygnigcia filozoficzne nie maja znaczenia — podobnie, jak
z punktu widzenia chemika czy geologa nie ma znaczenia rozstrzygnigcie sporu migdzy idealizmem
subiektywnym a realizmem. Jednak filozoficzny problem pozostaje.
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przeciwienstwem brzytwy Ockhama: nie powinni$my ogranicza¢ si¢ jedynie do
zbiordw, ale dopuszczaé rowniez istnienie bytdw matematycznych innego typu.

Bliskie intuicjom tezy MBI bedzie przyjecie tezy ontologicznej, w mysl ktorej
obiekty matematyczne sa bytami per se, a nie zbiorami. Swiat matematyczny nie
sktada si¢ wigc tylko i wylacznie ze zbiordw, ale rowniez z obiektow per se — liczb
rzeczywistych jako takich, funkcji zespolonych jako takich, obiektow topologicz-
nych, probabilistycznych efc. Te obiekty beda traktowane jako obiekty pierwotne
stosownych teorii, dziedziny za$, do ktdrych odnosza si¢ te teorie, zostana uznane za
ontyczne korelaty simpliciter (a nie za teoriomnogosciowe konstrukty).

Jednak mozliwo$¢ pojeciowej redukcji (znanej nam) matematyki do teorii mno-
gosci jest faktem." Jak uzgodni¢ ten fakt z teza MBI? Zwolennik tezy MBI musi
wybiera¢ migdzy dwoma mozliwosciami, z ktdrych pierwsza jest poniekad blizsza
praktyki matematycznej, a druga — intuicji MBI

(1) W mysl pierwszej interpretacji, obiekty matematyczne nie sa wprawdzie
zbiorami, zdania matematyczne nie sa zdaniami teorii mnogosci, ale:

(1.a) Obiekty matematyczne maja swoje wierne reprezentacje w postaci zbiorow.

(1.b) Zdania matematyczne maja swoje tltumaczenia na zdania teorii mnogosci.

(1.c) Zachowane sa stosowne zaleznosci strukturalne.

W tej sytuacji fakt, ze z teorii T* (teoriomnogosciowy odpowiednik teorii T)
wynika zdanie a* (teoriomnogos$ciowy odpowiednik zdania o) upowaznia nas do
uznania, ze rowniez migdzy teorig T i zdaniem o zachodzi taka relacja. Tym samym
nie tracimy mozliwo$ci metamatematycznej refleksji dotyczacej np. zaleznosci lo-
gicznych. Takie ujgcie opiera si¢ na zatozeniu, ze istnieje petna zgodnos¢ pomigdzy
preformalnym pojgciem prawdziwosci 1 wynikania, a ich formalnymi odpowiedni-
kami. Innymi stowy, trzeba zalozy¢, ze odpowiednikiem preformalnych stwierdzen,
takich jak ,koncepcja K jest prawdziwa o S” oraz ,,z koncepcji K wynika o sa for-
malne stwierdzenia ,Mg FTy” oraz ,,Tx |=(p(x” (gdzie Ty — formalny odpowiednik
koncepcji K, Mg — model odpowiadajacy strukturze S, ¢, — formalny odpowiednik
zdania o). Przyjecie tezy o tym, ze istnieja mnogosciowe reprezentacje dla istnieja-
cych per se obiektow matematycznych pozwalaloby na zachowanie zalet teoriomno-
gosciowej rekonstrukcji.

Jednak taka strategia wydaje si¢ niezgodna z intuicjami lezacymi u podtoza tezy
MBI. Méwiac swobodnie, przyjmujac taka strategi¢, nasz maksymalista ontologicz-
ny zatrzymuje si¢ wpot drogi. Dlaczego bowiem miatyby istnie¢ tylko takie obiekty
matematyczne, ktore sa kopiami zbiordw (czy raczej: ktére maja kopie w postaci
zbioréw)? Wydaje si¢ wige, ze zwolennik tezy MBI powinien przyja¢ punkt widze-
nia bardziej radykalny niz (1). Bardziej zgodne z jego intuicjami bedzie wigc stano-
wisko (2):

'3 Dla sporych fragmentéw matematyki mozliwa jest taka redukcja takze do stabszej teorii niz
teoria mnogosci, a mianowicie do arytmetyki drugiego rz¢du Z,.
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(2) Obiekty matematyczne nie sa reprezentowalne w postaci zbioréw — tak na-
prawdg istnieja per se, za$ zdania teorii matematycznych dotycza tych bytow simpli-
citer, a nie poprzez ttumaczenia na jezyk teorii mnogosci i reprezentowanie struktur
matematycznych w postaci struktur teoriomnogos$ciowych. W mysl tego stanowiska,
$wiat matematyczny jest zbyt bogaty, aby mozna byto go wttoczy¢é w teoriomnogo-
sciowy paradygmat — naktadanie na niego takich ograniczen bytoby sprzeczne z ,,du-
chem MBI”. Nalezy wowczas tez uznac, ze problem zwiazkow logicznych (migdzy
matematycznymi koncepcjami a matematycznymi zdaniami) badamy wprost, a nie
poprzez reprezentacje teoriomnogosciowe dla catej matematyki.

W takim ujeciu tez¢ MBI mozna sformutowac¢ jedynie jako:

(MBI*) Oprocz (wszystkich mozliwych) zbiorow, istnieja takze wszystkie moz-
liwe obiekty matematyczne niebedace zbiorami (i — nalezaloby doda¢ — niemajace
reprezentacji teoriomnogosciowych).

Takie ujecie ma jednak rowniez pewne wady. Jesli uznamy, Ze istnieja obiekty
matematyczne, ktore nie maja mnogosciowej reprezentacji, to tracimy mozliwo$é
sformutowania dobrej, jednolitej semantyki, teorii wynikania logicznego i prawdy
dla catej matematyki. Trudniejsze jest wowczas rowniez wyjasnienie zwigzkéw mig-
dzy dzialami matematyki (na co pozwala teoriomnogosciowa rekonstrukcja). Zara-
zem prowadzi to do dziwnej sytuacji, w ktorej niewatpliwie mamy (na co pokazuje
praktyka) teoriomnogo$ciowe redukcje teorii matematycznych (np. teorii liczb natu-
ralnych, rzeczywistych efc. w postaci zbiorow), a jednoczesénie twierdziliby$my, ze
to sa tylko rekonstrukcje, ale prawdziwe liczby sa inne. Kolejna trudno$é polega na
tym, Zze rozmywa si¢ pojgcie matematycznosci: skoro odrzucamy ramy paradygmatu
teoriomnogosciowego, i reprezentowalno$¢ w teorii mnogosci przestaje by¢ warun-
kiem matematycznosci, to pojawia si¢ problem granic matematycznosci. Jakie poje-
cia uznajemy za jeszcze matematyczne? Czy to powinna rozstrzygaé tylko i wylacz-
nie praktyka matematyczna (tzn.: matematyczne sa te problemy, ktorymi zajmuja si¢
osoby zatrudnione na Wydziale Matematyki)? Swobodnie moéwiac, co wyrdznia
obiekty matematyczne wérdd wszystkich obiektow abstrakcyjnych, skoro tym kryte-
rium nie jest posiadanie teoriomnogos$ciowych reprezentacji i mozliwo$¢é wpisania
w pewien jednolity system pojec?

Rozwazania w tym paragrafie mozna podsumowac stwierdzeniem, ze zadne
z mozliwych stanowisk w sprawie redukcji matematyki do teorii mnogos$ci nie daje
si¢ w prosty sposob uzgodni¢ z teza MBI — w kazdym bowiem przypadku powstaja
powazne trudnosci.

5. MBI: CZY ISTNIEJE WIEDZA MATEMATYCZNA?

Realista — w szczegdlnosci realista matematyczny — jest przekonany, ze na
temat §wiata matematycznego posiada pewna (cho¢ oczywiscie nickompletng) wie-
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dze. Jest wigc przekonany o swoistej obiektywnosci matematyki, o tym, Ze pytania
matematyczne (by¢ moze nie wszystkie, ale liczne) pytania matematyczne maja do-
brze okre$lone odpowiedzi. Zastandéwmy sig, czy przyjecie tezy MBI jest do pogo-
dzenia z ta fundamentalng intuicja? Innymi stowy: czy rowniez zwolennik tezy MBI
moze twierdzi¢, iz posiada wiedz¢ matematyczna w takim samym sensie, w jakim
(sadzi iz) ja posiada kazdy ,,porzadny” matematyczny realista?

Przyjecie tezy MBI powoduje, Zze pytania matematyczne (jesli nie wszystkie, to
przynajmniej caly ich szereg) staja si¢ pytaniami bez odpowiedzi.'* Zadna koncepcja
matematyczna nie moze zosta¢ wyrdzniona: wszystkie sa rownoprawne, wszystkie
maja ontologiczne korelaty, wszystkie odnosza si¢ do pewnego fragmentu matema-
tycznego $wiata — ale zadna nie moze pretendowac do roli teorii opisujacej $wiat
matematyczny. Wiedza matematyczna sprowadzataby si¢ wigc do ustalen o charakte-
rze czysto warunkowym (w duchu deduktywizmu): ,,w ramach koncepcji K, praw-
dziwe jest stwierdzenie o”. Mdowiac obrazowo: w pewnym kawatku §wiata matema-
tycznego zachodzi 0, w innym za§ — —o.."> Nie ma jednak sensu pytanie, czy tak
naprawde kazda funkcja ciagla na odcinku [0,1] jest jednostajnie ciagla, albo czy tak
naprawdg istnieje niemierzalny podzbior R. W ostatecznym rozrachunku zwolennik
tezy MBI nie bgdzie wowczas mogt uznaé za prawde zadnego zdania matematyczne-
g0, bedzie jedynie dopuszczat tautologie oraz pewne metateoretyczne stwierdzenia
o charakterze warunkowym.

Takie postawienie sprawy jest zdecydowanie sprzeczne z podstawowymi zaloze-
niami stanowiska realistycznego. Realista twierdzi bowiem, ze tak naprawdg istnieje
pewna prawdziwa teoria §wiata (nawet jesli tej teorii nie znamy). Z punktu widzenia
stanowiska realistycznego, zdania matematyki maja charakter obiektywny — a nie
czysto warunkowy i hipotetyczny (czyli de facto konwencjonalny), za$ pytania ma-
tematyczne (a nie tylko metamatematyczne) maja bezwarunkowa odpowiedz. Tym-
czasem MBI prowadzi do pozbawienia wiedzy matematycznej obiektywnosci.

Nie wida¢ prostej metody uzgodnienia tezy MBI z zasadniczymi przekonaniami
matematycznego realisty w odniesieniu do wiedzy matematyczne;j.

' Czy kazda funkcja rzeczywista ciagla na odcinku domknietym [0,1] osiaga swoje kresy? Kto-
re szeregi funkcyjne sa zbiezne? Czy kazdy ograniczony zbior liczb rzeczywistych ma supremum
iinfimum? Czy istnieje niemierzalny podzbiér R? Czy kazda o$rodkowa przestrzen Hilberta jest
izomorficzna z LY[0,1]? Czy suma przeliczalnej iloci zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeli-
czalnym? Czy CH jest prawdziwa?

!5 Na przyklad CH moze by¢ prawdziwa w jednym kawatku mojego $wiata, a falszywa w in-
nym (prawdziwa w tym, ktory odpowiada CH-pojgciu zbioru, falszywa w tym, ktory odpowiada
—CH-pojeciu zbioru); w jednej czgéci $wiata matematycznego kazdy ograniczony zbior liczb rze-
czywistych ma infimum 1 supremum, w innej — nie ma, efc.



