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Czy pojecie prawdy jest konstruktywne?

Szedt przez pola i lasy, przez drogi bite i nie bite,
przez miasta warowne i nie warowne, przez mosty
zwodzone i nie zwodzone, az wreszcie zobaczyt
drogowskaz, na ktorym bylo napisane:

ZIELONA GORA

— Pigknie si¢ nazywa — powiedzial sam do sie-
bie i poszedl w te strong, ktora drogowskaz wska-
zywat.

Stefan Themerson, Przygody Pedrka Wyrzutka'

Korzenie pojecia prawdy tkwig w mysleniu potocznym. Pojecie to pojawito sig
explicite wraz z pytaniem o to, jakie przekonania zastuguja (w okreslonych okolicz-
nos$ciach) na to, by je zywi¢ i uznawac ich tresci, a jakie na to nie zastuguja, a tresci
ich winny zosta¢ (w owych okoliczno$ciach) odrzucone. Trwata obecno$¢ pojecia
prawdy w mysleniu potocznym to rezultat wspotdziatania dwoch czynnikow. Z jed-
nej strony $wiadomosci istnienia ogromnie, a nawet nadspodziewanie wielu przeko-
nan, ktore wszystkie domagaja si¢ uznania ich treéci, a z drugiej strony silnego prze-
$wiadczenia, ze nie wszystkie one na uznanie takie zastuguja. Wiaze si¢ wigc takze
z pytaniem, ktore zawsze 1 odnosnie do kazdego przekonania mozna zasadnie posta-
wi¢, a mianowicie, czy (w okreslonych okoliczno$ciach) warto to przekonanie zy-
wic. Przywiazanie do tego pojgcia opiera si¢ wigc na domniemaniu, ze nie wszystkie,
tak przeciez liczne, przekonania sa rownocenne.

Uznanie doniostosci pojgcia prawdy nieuchronnie prowadzi do pytania o to,
czym wlasciwie sa przekonania i dlaczego jedne z nich warto zywi¢, a innych nie

''S. Themerson, Przygody Pedrka Wyrzutka, Warszawa 2002, Wydawnictwo ISKRY, s. 95-96.
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warto, czyli w istocie do pytania o to, na czym polega prawda i falsz. W konsekwen-
cji prowadzi wigc takze do préb formutowania definicji charakteryzujacych tresé
pojecia prawdy.

Analizujac tre$¢ pojgcia prawdy, Kazimierz Ajdukiewicz pisat:

Tresci tego pojecia lepiej odpowiada definicja klasyczna, wedle ktorej mys$l prawdziwa to taka
mys$l, ktéra zgodna jest z rzeczywistoscia. [...] Ze jakie$ twierdzenie jest zgodne z rzeczywisto-
Scig — to znaczy, ze jest tak wiasnie, jak to twierdzenie glosi. A wigc mysl, ze Ziemia jest
okragta, jest zgodna z rzeczywistoscia, poniewaz Ziemia jest okragta, my$l, Zze Stofice jest
wigksze od Ziemi, jest zgodna z rzeczywisto$cia, poniewaz Stonce istotnie jest wigksze od
Ziemi. Wobec tego zasadnicza mysl klasycznej definicji prawdy wyrazi¢ mozna w sposob na-
stgpujacy: Mysl m jest prawdziwa — to znaczy: mys$l m stwierdza, ze jest tak a tak, i rzeczywi-
Scie jest tak a tak. Z tym ostatnim sformutowaniem klasycznej definicji prawdy tacza si¢ pewne
trudnosci natury logicznej, ktore nakazuja duza ostrozno$¢ w postugiwaniu sig ta deﬁnicja[.2

Tadeusz Kotarbinski w podobnej sprawie pisat z kolei:

Przejdzmyz tedy do doktryny klasycznej i zapytajmy, co tu si¢ rozumie przez owa ,,zgodnosc
z rzeczywistoscia”. Nie idzie wszak o to, ze mysl prawdziwa ma by¢ dobra kopia, czyli wierna
podobizna rzeczy, o ktorej myslimy, na wzor kopii malarskiej lub fotografii. Chwila zastano-
wienia wystarczy, by utwierdzi¢ metaforyczny charakter takiego poréwnania. Tu potrzebna
staje si¢ jaka$ inna interpretacja owej ,,zgodno$ci z rzeczywistoscia”. Poprzestanmy na inter-
pretacji nastgpujacej: ,,Jan mysli prawdziwie zawsze i tylko, jezeli Jan mysli, ze tak a tak rze-
czy sig¢ maja, i jezeli przy tym rzeczy si¢ maja tak wtasnie.” Dla kogo sens tej formutki nie jest
do$¢ jasny, temu przyda si¢ rozwazenie paru przyktadow jej zastosowania. Oto np. mysl glow-
na doktryny Kopernika jest my$la, ze Ziemia obraca si¢ dokota Stonca. I ot6z Kopernik myslat
prawdziwie. Myslat bowiem, ze Ziemia obraca si¢ dokota Stonca; i Ziemia obraca si¢ dokota
Stonca. Odwrotnie rzecz ma sig z fatlszywoscia. Np. falszywa jest mysl Priestleya dotyczaca
roli tlenu w procesie spalania. Mianowicie, jest to mysl, Ze spalanie nie jest utlenianiem. Prie-
stley myslat falszywie, gdyz myslal, Ze spalanie nie jest utlenianiem; a spalanie jest utlenia-
niem.’

W obu przytoczonych fragmentach mowa jest o prawdziwo$ci mysli. Jednak, nie
odbiegajac zbytnio od intencji obu cytowanych autoréw, rownie dobrze moéwi¢ moz-
na o prawdziwosci wypowiedzi lub przekonan, czyli aktéw, ktore o czym$ mowia,
co$ glosza lub co$ twierdza. Dlatego wypowiedzi, przekonania czy inne akty, o kto-
rych sensownie orzeka¢ mozna prawde lub falsz, odsylaja zawsze do swych tresci
propozycjonalnych wyrazanych zwykle przez sensowne zdania oznajmujace. Wy-
powiedz lub przekonanie jest bowiem prawdziwe lub falszywe ze wzgledu na swoja
tre$¢ propozycjonalna, czyli na to, co glosi.

Z drugiej strony, uznanie dowolnej wypowiedzi czy przekonania za prawdziwe
jest rownowazne z uznaniem wszystkiego tego, co ta wypowiedz lub to przekonanie
glosi.

? K. Ajdukiewicz, Zagadnienia i kierunki filozofii, Warszawa 1983, Czytelnik, s. 38-39.
* T. Kotarbifiski, Dziela Wszystkie I, Elementy teorii poznania, logiki formalnej i metodologii
nauk, Wroctaw 1990, Ossolineum, s. 116-117.
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Wszystko to sktania do przyjrzenia si¢ wyrazeniom postaci: p gfosi, ze P,

Litera p oznacza tutaj wypowiedz, przekonanie lub jakikolwiek inny akt, ktory
0 czym$ mowi, co$ glosi lub tez co$ stwierdza. Akt taki bedziemy nazywac oznaj-
mieniem, przekonaniem lub wypowiedzia. Chodzi tu przy tym o akty rozumiane jako
obiekty ogoélne, czyli o akty typy. Przyjmujemy bowiem, ze jedno i to samo przeko-
nanie zywi¢ moga rézne osoby w roéznych okolicznosciach, cho¢ spetniaja one przy
tym takze rozne inne akty psychiczne swoiste tylko dla nich i dla okolicznosci,
w ktorych si¢ znalezli. Podobnie, jedna i ta sama wypowiedZ moze zosta¢ wygloszo-
na przez réozne osoby w roznych okolicznosciach, mimo Ze osoby te podejmuja przy
tym takze pewne inne jednostkowe dziatania egzemplarze.

Litera P moze za$ zostaC zastapiona przez pewne zdanie oznajmujace wyrazajace
pewna okreslona tre§¢ propozycjonalna. Litera ta nie oznacza jednak ani nie repre-
zentuje zdania, lecz tres¢ propozycjonalna, ktoéra jedynie moze zostaé wyrazona
przez zdanie.

Przez tre$¢ propozycjonalna rozumie¢ tutaj bedziemy mniej wigcej to, co Church
nazywal sqdem w sensie abstrakcyjnym (proposition in the abstract sense®), a Stal-
naker, po prostu sqdem (proposition).” Nie bedziemy jednak uzywaé terminu sqd,
stosowanego zwykle jako polski odpowiednik angielskiego terminu proposition,
gdyz termin ten w polskim pismiennictwie filozoficznym uzywany bywa takze w in-
nym, choé nieco pokrewnym sensie.® Tresci propozycjonalne to pewne partycje, wy-
odregbniajace w okreslonej klasie wszystkich mozliwych okoliczno$ci dwie wyklu-
czajace si¢, a zarazem dopelniajace si¢ podklasy.

Dodajmy jeszcze, ze $wiadomie unikamy do$¢ rozpowszechnionego zwyczaju
nakazujacego moéwic¢ o prawdzie i fatszu zdan. Zdania rozumiane jako pewnego ro-
dzaju wyrazenia jezykowe o okresSlonych z gory sensach (np. poprzez ustalone
uprzednio znaczenia tworzacych je symboli oraz przyjete reguty kompozycji deter-
minujace znaczenia dla skonczonych ciagdw symboli) nie sa dostownie rzecz biorac
ani prawdziwe, ani falszywe. Dopiero wypowiadajac takie zdania (w okreslonych
okoliczno$ciach) Iub formutujac przy ich pomocy przekonania mozemy moéwié
prawde lub mysle¢ prawdziwie. Sa oczywiscie i takie zdania, ze kazde ich wypowie-
dzenie lub pomyslenie stanowi wypowiedz lub przekonanie prawdziwe. Mozna wigc,
skrotowo rzecz ujmujac, twierdzi¢ na przyklad, ze zdanie ‘$nieg jest bialy’ jest
prawdziwe. Jest to jednak parafraza bardziej rozbudowanego zwrotu, a mianowicie:
wypowiadajac stowa ‘$nieg jest biaty’ zawsze (lub prawie zawsze) mowimy prawde.
Podobnie rzecz ma si¢ z falszem. Dlatego zdanie rozpatrywane pod katem prawdy

* A. Church, Propositions and Sentences, [w:] The Problem of Universals, University of Notre
Dame Press, Notre Dame, Indiana 1956, s. 3-11.

* R.C. Stalnaker, Pragmatics, [w:] Semantics of Natural Language, red. D. Davidson, G. Har-
man, Dordrecht, Holland 1972, D. Reidel Publishing Company, s. 380-397.

® Por. np. T. Czezowski, Glowne zasady nauk filozoficznych, Torun 1946, Nakladem Ksiggarni
Naukowej T. Szczesny i S-ka, s. 6-8; G. Frege, Pisma semantyczne, przet. B. Wolniewicz, Warsza-
wa 1977, PWN, s. 107-109; R. Ingarden, O Dziele literackim, Warszawa 1988, PWN; s. 229-237.
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lub fatszu ujmowane jest zawsze jako sktadowa pewnego oznajmienia, czyli pewne-
go aktu, ktorego dokonujac postugujemy si¢ tym wilasnie zdaniem. Ujawnia ono tym
samym swoj aspekt pragmatyczny. Z drugiej jednak strony zdanie rozpatrywaé moz-
na takze jako reprezentanta pewnej tresci propozycjonalnej. Ujawnia ono wtedy swoj
aspekt semantyczny.” Mowienie po prostu o prawdziwosci zdan moze wigc dopro-
wadzi¢ do zaniku tego waznego rozréznienia pomigdzy pragmatyczna rola zdania
jako sktadowej pewnego oznajmiania a semantyczna funkcja zdania jako reprezen-
tanta okreslonej tre$ci propozycjonalnej. Dokonujac aktu oznajmienia poshugujemy
si¢ bowiem zdaniem, aby oceni¢ okolicznosci, w ktorych sig znajdujemy z uwagi na
pewna tres¢ propozycjonalng. Natomiast rozpatrujac samo tylko zdanie jako zdanie
sensowne, wyodrebniamy jedynie pewna tres¢.

Po tych kilku wyjasnieniach sformutujmy trzy nastgpujace ustalenia wstgpne.

Po pierwsze, kazda wypowiedz posiada jaka$ tre$¢ propozycjonalna, ktora moze
by¢ reprezentowana przez pewne zdanie oznajmujace. To znaczy, dla dowolnie
ustalonego oznajmienia p istnieje taka tre$¢ propozycjonalna P, ze p glosi, ze P.
Ustalenie to jest wigc wyrazem pogladoéw racjonalistycznych. Odrzucenie go ozna-
cza bowiem przyznanie, ze istnieja takie przekonania, a zatem takie no$niki prawdy
lub falszu, ktére nie posiadaja zadnych tresci propozycjonalnych. Jego akceptacja nie
oznacza jednak, ze dla kazdego przekonania zawsze mozna efektywnie wskaza¢ (np.
wypowiedzie¢) zdanie oznajmujace, ktore reprezentuje jego tre$¢ propozycjonalna.
Zdanie takie nie musi bowiem wcale naleze¢ do j¢zyka, ktorym mozemy si¢ postu-
zy¢. Dlatego kwantyfikator szczegblowy nie powinien by¢ tutaj interpretowany pod-
stawieniowo. Kwantyfikujemy bowiem nie po zdaniach, lecz po tresciach propozy-
cjonalnych, ktére jedynie moga by¢ wyrazane przez zdania.

Po drugie, jesli dowolnie ustalona wypowiedz p glosi, ze P, to wypowiedz p jest
prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy P. Ustalenie to nazwaé¢ mozna zasada popraw-
no$ci merytorycznej. Ustala ono bowiem warunek poprawnego uzycia stow ‘jest
prawdziwe’ jako orzecznika wyrazajacego prawde w sensie logicznym.

Po trzecie, jesli dowolnie ustalona wypowiedz p glosi, ze P, a przy tym wypo-
wiedz p glosi, ze Q, to takze P wtedy i tylko wtedy, gdy Q. Jak tatwo zauwazyc,
trzecie ustalenie wstgpne wynika logicznie z drugiego. Ustalenie to nazwiemy zasada
lokalnej jednoznacznosci przekonan. Wskazuje ona pewien wazny aspekt wyrazania
tresci propozycjonalnych przez wypowiedzi czy przekonania. Chodzi o to, ze w do-
wolnie ustalonych okolicznosciach tresci propozycjonalne ustalonej wypowiedzi
wyznaczone s3 z doktadnoscia do rownowazno$ci materialnej. Nie mozna wigc —
na przykltad — twierdzi¢, Ze treSci propozycjonalne pewnej wypowiedzi reprezentuja
dwa rézne zdania sensowne i przy tym uznawaé jedno z tych zdan, a drugie odrzu-
cac. Zwroémy uwage, ze zasada ta nie przypisuje wypowiedziom absolutnej jedno-
znacznosci co do ich tre$ci. Dwa rdzne zdania sensowne reprezentujace tresci propo-
zycjonalne jednej i tej samej wypowiedzi nie musza by¢ bowiem réwnowazne lo-

’ R. Stalnaker, Pragmatics..., op. cit.
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gicznie. Natomiast w dowolnie ustalonych okoliczno$ciach, w ktérych jedna i ta sa-
ma wypowiedZ wyraza tre$ci propozycjonalne reprezentowane przez dwa roézne zda-
nia sensowne, oba te zdania mozna tylko albo razem uznaé, albo razem odrzucic. Za-
sada ta przypisuje wigc wypowiedziom jedynie jednoznaczno$¢ lokalng wzgledem
dowolnie ustalonych okolicznosci.

Z zasady lokalnej jednoznacznosci przekonan wynika w szczegolnosci, ze

(a) dla dowolnie ustalonej wypowiedzi p, nie istnieje taka tres¢ propozycjonalna
P, Ze p glosi, ze P oraz p glosi, ze ~ P, a wigc takze, ze

(b) dla dowolnie ustalonej wypowiedzi p nieprawda, ze dla kazdej tresci propo-
zycjonalnej P, p glosi, ze P, oraz, ze

(c) dla dowolnie ustalonej wypowiedzi p, jesli istnieje taka tre$¢ propozycjonalna
P, ze p glosi, ze P, to takze istnieje taka tres¢ propozycjonalna Q, ze nieprawda, ze p
glosi, ze Q.

Za podstawowe zasady logiczne uznamy teraz pierwsze i trzecie z przedstawio-
nych wiasnie ustalen. Pojecie prawdy wprowadzimy natomiast definicyjnie. Ustale-
nie drugie uznamy za$ za warunek poprawnosci merytorycznej dla formut definiuja-
cych pojgcie prawdy.

Przejdzmy zatem do definicji charakteryzujacej tre$¢ pojecia prawdy. Ot6z oby-
dwa zacytowane fragmenty sugeruja, ze wypowiedz prawdziwa to taka wypowiedz,
ktora glosi jedynie to, ze ,,jest tak a tak” i przy tym ,,jest tak a tak”. Jesli litera P be-
dzie zastgpowac dowolne zdanie oznajmujace lub reprezentowac¢ dowolna tre$é pro-
pozycjonalna, to mozna powiedzie¢, ze dowolnie ustalona wypowiedz p jest praw-
dziwa wtedy i tylko wtedy, gdy wypowiedz p glosi, ze P oraz P.

Podkreslmy jednak, ze jest to definicja charakteryzujaca tres¢ pojgcia prawdy.
Dlatego, uzywajac sformutowania Ajdukiewicza, mozna powiedzie¢, ze ustala ona,
co znaczy, ze mysl m jest prawdziwa. Warunek poprawno$ci merytorycznej zapew-
ni¢ ma za$, ze definicja ta przypisuje pojeciu prawdy tres¢ zgodna z faktycznym spo-
sobem postugiwania si¢ tym pojeciem w mysleniu potocznym. Nie jest to natomiast
definicja podajaca jednoznaczng charakterystyke cechy, ktora przyshuguje wszystkim
wypowiedziom prawdziwym i tylko wypowiedziom prawdziwym oraz sprawia, Ze sg
one prawdziwe. Taka definicja musialaby bowiem okresla¢ zwiazek, jaki zachodzi
pomie¢dzy wypowiedziami a ich treSciami oraz zdawac sprawg z tego, na czym pole-
ga zachodzenie treSci propozycjonalnych. Ta ostatnia kwestia nie bedzie nas tu
w ogble interesowac.

Przedstawione wyzej sformulowanie definicji charakteryzujacej tre$¢ pojecia
prawdy prowadzi jednak do pewnych niejasnosci. Czy w definicji charakteryzujacej
tre$¢ pojecia prawdy chodzi¢ powinno o zupelnie dowolng tre$é propozycjonalna,
czy tez o jedna sposrod ustalonych juz tresci propozycjonalnych (np. poprzez skoja-
rzenie z ustalonym wyrazajacym ja sensownym zdaniem oznajmujacym)? Co za tym
idzie, czy litera P reprezentowa¢ ma zupelnie dowolna tre$¢ propozycjonalna, czy
tez jedna sposrod ustalonych juz treéci propozycjonalnych, na przyktad takich, ktore
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zostaly juz wyrazone w jezyku i tym samym wyodrgbnione przez pewne sensowne
zdania oznajmujace?

(I. 1) Jak juz powiedzieliSmy, w wyrazeniu postaci: wypowiedz p glosi, ze P, lite-
ra P nie oznacza ani nie reprezentuje zdania, lecz pewna tres¢ propozycjonalna. Tym,
co glosi ustalona wypowiedz, nie jest bowiem samo zdanie, lecz co najwyzej jego
tre$¢. Dlatego dla dowolnie ustalonej wypowiedzi p, wyrazenie ‘p glosi, ze’ uznaé
mozemy za pewnego rodzaju operator modalny wiazacy treSci propozycjonalne.
Z drugiej strony, poniewaz istotna cecha kazdej wypowiedzi jest to, ze wyraza ona
pewna tre$¢ propozycjonalna, logiczna analiz¢ wypowiedzi mozemy oprzeé na lo-
gicznej analizie wyrazen postaci ‘p glosi, ze P’.

Formalnym odpowiednikiem poczynionych juz ustalen, a takze podstawowym
narzgdziem logicznym, ktorym postugiwac si¢ bgdziemy w dalszej czgsci rozwazan,
bedzie zatem pewna multimodalna logika zdaniowa z kwantyfikatorem propozycjo-
nalnym. W jezyku tej logiki jednoargumentowe operatory modalne stanowic¢ beda
formalne odpowiedniki wypowiedzi, za§ formuty poprawnie zbudowane reprezen-
towaé beda tresci propozycjonalne. Logike tg, ktora teraz opiszemy, nazywac be-
dziemy logika M.

(I. 2) Stownik jezyka logiki M zawiera jedynie nastgpujace symbole:

(S1) state zdaniowe: P, Py, P,, ... , 0znaczajace ustalone tresci propozycjonalne,

(S2) zmienne zdaniowe: Py, Py, P,, ..., reprezentujace dowolne tre$ci propozy-
cjonalne,

(S3) spdjnik negacji, koniunkcji i implikacji materialnej: ~, & , —,

(S4) jednoargumentowe operatory modalne: [po], [p1], [P2]-. ..

(S5) kwantyfikator szczegdtowy: 3, oraz

(S6) nawiasy: (,).

Napis P; zastgpowac bedzie i-ta stata zdaniowa, napis P; zastgpowac¢ bedzie j-ta
zmienna zdaniowa, za$ napis [p;] zastgpowaé bedzie k-ty operator modalny, gdzie i,
Jj,ike N.

Symbole [p], [¢] itd. zastgpowaé beda dowolnie ustalone operatory modalne,
symbole P, Q, R, ... zastgpowac beda dowolnie ustalone state zdaniowe, za§ sym-
bole P, O, R,... zastgpowac beda dowolnie ustalone zmienne zdaniowe.

Wyrazeniem je¢zyka logiki M nazywaé bedziemy kazdy skonczony ciag symboli
nalezacych do stownika jezyka logiki M.

Napis postaci o{s} rozumie¢ begdziemy jako wyrazenie zawierajace jako pewien
swoj wyraz symbol s. Przez a{f/s} rozumie¢ bedziemy wyrazenie powstate przez
zastapienie w wyrazeniu o symbolu s we wszystkich miejscach wyrazeniem J3.
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Zbior formut poprawnie zbudowanych logiki M, lub krotko formul, to najmniej-
szy zbior Z taki, ze:

(1) dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej i, P; € Z,

(2)jeslide Z,to~A € Z,

(3)jeslide ZiBe Z,to(A& B)e Z,

4)jeslide ZiBe Z,to(4 > B) e Z,

(5) jesli A{P} € Z,to (AP)(A{P/P}) € Z, o ile Pnie wystepuje w formule 4 {P},

(6) jesli A € Z, to dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej &, [p;]4 € Z.

Zbidr ten oznaczaé bedziemy symbolem For. Zauwazmy, ze formuty poprawnie
zbudowane nie moga zawiera¢ zmiennych wolnych.

Litery 4, B, C ... zastgpowac beda dowolnie ustalone formuty poprawnie zbu-
dowane. Formul¢ postaci [p]4 czytamy: wypowiedz p glosi, ze A.

Pozostale spojniki klasycznego rachunku zdan oraz kwantyfikator ogdlny wpro-
wadzamy jako skroty definicyjne w zwykly sposob.

Zbior twierdzen logiki M, lub krotko twierdzen, to najmniejszy zbior zawierajacy:

(A0) wszystkie formuty bedace podstawieniami tautologii KRZ,

(A1) wszystkie formuty postaci 4{B/P} — (AP)(A{P/P}),

o ile zmienna P nie wystgpuje w formule 4{P},

(A2) wszystkie formuty postaci (3P)([p]P),

(A3) wszystkie formuty postaci (VP)(VO)(([p]P & [p10) — (P = Q)),

oraz domknigty na:

(RO) regute odrywania: 4 — B, 4/ B,

(R1) regute wprowadzania kwantyfikatora szczegotowego:

A{P} > B/ (3P)A{P/P}) — B, o ile stata P nie wystgpuje w formule B, oraz

(R2) regule ekstensjonalnosci: 4 = B/ [p]4 = [p]B.

Zbior ten bedziemy oznaczac litera M.

Schemat (A2) to formalny odpowiednik pierwszego wst¢pnego ustalenia, za$
schemat (A3) to formalny odpowiednik trzeciego wstgpnego ustalenia.

(I. 3) Powiemy, ze formuta 4 jest wyprowadzalna ze zbioru formut X, gdy ist-
nieje taki skonczony podzbidr zbioru X, {By, By, B,..., By}, ze formuta (By & B &
By &...& By) — A jest twierdzeniem.

Powiemy takze, ze zbior formut X jest sprzeczny, gdy istnieje taka formuta A4, ze
formuty 4 i ~4 sa wyprowadzalne ze zbioru X.

Powiemy wreszcie, ze zbior formut X jest niesprzeczny, gdy nie jest on sprzecz-
ny. Oczywiscie jesli zbior formut X jest niesprzeczny i formuta 4 nie jest wyprowa-
dzalna ze zbioru X, to zbior formut X U{~A4} takze jest niesprzeczny.

Przez C; oznacza¢ bedziemy strukturalna operacje konsekwencji zdefiniowana
nastgpujaco: dla dowolnego zbioru formut X, C(X) to najmniejszy zbior formut za-
wierajacy X U M oraz domknigty na regule odrywania. Oczywiscie dowolna formuta
jest wyprowadzalna ze zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy formuta ta nalezy do
Ci(X). Ponadto, zbior formut X jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy C;(X) = For.
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Powiemy, ze zbiory formut X i Y sa inferencyjnie rownowazne na gruncie logiki
M, gdy Ci(X) = Ci(Y). Powiemy takze, ze zbior formut X jest inferencyjnie silniej-
szy od zbioru formut Y, na gruncie logiki M, gdy C,(Y) < C((X), gdzie c oznacza
inkluzje¢ wlasciwa.

(I. 4) W dalszej czgSci wskazemy na kilka interesujacych faktow dotyczacych
logiki M. Dowody pomijamy ze wzgledu na ich czysto formalny i rachunkowy cha-
rakter.

Na poczatek przyjmijmy jednak jeszcze kilka ustalen pomocniczych. Niech J bg-
dzie jezykiem zdaniowym, ktorego stownik zawiera jedynie nastgpujace symbole:

(S*1) symbole zdaniowe pierwszego typu: Py, Py, Py,...

(S*2) symbole zdaniowe drugiego typu: Qo, Q1, Q»,... ,

(S*3) spojniki klasycznego rachunku zdan: ~, & , —, oraz

(S*4) nawiasy: (,).

Napis P; zastgpowaé bedzie i-ty symbol zdaniowy pierwszego typu, a napis Q;
zastgpowac bedzie j-ty symbol zdaniowy drugiego typu.

Zbiér formul poprawnie zbudowanych jezyka J definiujemy indukcyjnie w zwy-
kty spos6b. Symbole 1 i 0 zastgpowac bgda, odpowiednio, dowolnie ustalong for-
mulg jezyka J, ktora jest tautologia klasycznego rachunku zdan, oraz dowolnie usta-
lona formule jezyka J, ktora jest kontrtautologia klasycznego rachunku zdan.

Niech V bedzie z kolei funkcja odwzorowujaca zbior formut logiki M w zbior
poprawnie zbudowanych formut jezyka zdaniowego J taka, ze

V(P) =P,

V(=A) = ~V(4),

(A & B) =V (4) & V(B),

V(A — B)=V(A) — V(B),

V@P)ALP/PY)) = VALLPY) v K(A{O/P)),

V([pilA) = (Qc = V(A)).

(I. 5) Mozna teraz pokazac, ze jesli jakakolwiek formuta 4 logiki M jest twier-
dzeniem, to formuta V(A4) jest tautologia klasycznego rachunku zdan. Dlatego zbior
twierdzen logiki M jest niesprzeczny. Nie istnieje bowiem taka formuta 4, ze 4 jest
twierdzeniem, a zarazem ~4 jest twierdzeniem.

Logika M jest wigc poprawnym formalnie odpowiednikiem dotychczasowych
ustalen, a takze bezpiecznym narzgdziem logicznym dla dalszych rozwazan.

(I. 6) Mozna takze udowodni¢, ze kazda formuta postaci ~ (IP)([p]P & [p]~P)
jest twierdzeniem, kazda formuta postaci ~ (VP)([p]P) jest twierdzeniem, a wigc tak-
ze kazda formuta postaci (3P)([p]P) — (FP)(~ [p]P) jest twierdzeniem.

Fakty te sa sformalizowanymi wersjami sformutlowanych juz wcze$niej wnio-
skow, powiadajacych, ze nie istnieje taka wypowiedz, ktora wyraza wzajemnie
sprzeczne tresci propozycjonalne, nie istnieje taka wypowiedz, ktora wyraza wszyst-
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kie tresSci propozycjonalne oraz kazda wypowiedz, ktdra wyraza jakas$ tres¢ propozy-
cjonalna takze jakiej$ tresci propozycjonalnej nie wyraza.

II.

(IL. 1) To, ze dowolnie ustalona wypowiedz p jest prawdziwa, bedziemy zapisy-
wac za pomoca skrotu T(p). Jezyk logiki M mozna wigc teraz wzbogacic, rozszerza-
jac zbidr statych zdaniowych tego jezyka o przeliczalnie wiele napisow T(py), T(p;),
T(),... , a dla dowolnej liczby naturalnej k napis T(py) czytaé: wypowiedz p; jest
prawdziwa. Tak otrzymany jezyk bedziemy oznacza¢ symbolem Forr. Dla dowolnej
liczby naturalnej k, przez T(p;) oznacza¢ bgdziemy k-ty wyraz ciagu T(py), T(p)),
T(pg), e

Przez schemat definicyjny wyznaczajacy pojecie prawdy rozumieé bgdziemy
dowolnie ustalony schemat:

(S) T(p) = A{[pil}.

Prawa strong réwnowaznosci definicyjnej nazywac bedziemy formula definiuja-
ca pojecie prawdy. Formuta ta nie moze oczywiscie zawiera¢ zadnego sposrod sym-
boli T(py), T(p;), T(V,),-.. .

Niech Xg oznacza zbidr zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie for-
mutly podpadajace pod ustalony schemat definicyjny (S).

Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej &, niech X, oznacza z kolei zbior zawie-
rajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie formuty postaci ~([p;]P & P). Uznajac
wszystkie zdania nalezace do zbioru X, dla dowolnej statej zdaniowej P przeczymy
wigc temu, ze wypowiedz py glosi, ze P, a przy tym P. Zaden element ciagu wszyst-
kich statych zdaniowych nie pozwala wtedy na wyodrebnienie takiej tresci propozy-
cjonalnej P, ze wypowiedz p; glosi, ze P, a przy tym P.

Powiemy, ze schemat definicyjny (S) wyznacza nickonstruktywne pojecie praw-
dy, gdy dla kazdej formuty postaci T(p;), zbior {T(py)} W Xs U X, jest niesprzeczny.
Natomiast jesli dla kazdej formuly postaci T(p;), zbior {T(py)} U Xs U X; jest
sprzeczny, to powiemy, ze schemat definicyjny (S) wyznacza konstruktywne pojgcie
prawdy. Dlatego postugujac si¢ schematem definicyjnym wyznaczajacym niekon-
struktywne poj¢cie prawdy mozemy twierdzi¢, ze dowolnie ustalona wypowiedz p
jest prawdziwa, a zarazem dla dowolnej statej zdaniowej P, przeczy¢ temu, ze p gto-
si, ze P, oraz P. Uznanie prawdziwosci pewnych wypowiedzi nie wymusza wigc lo-
gicznie odwotywania si¢ ani explicite, ani implicite do zdan wyrazajacych ich tresci.
Natomiast postugujac si¢ schematem definicyjnym wyznaczajacym konstruktywne
poje¢cie prawdy ilekro¢ twierdzimy, ze pewna wypowiedZ jest prawdziwa, musimy
przynajmniej implicite odwotac si¢ do zdania wyrazajacego jej tresc.

(IL. 2) Tres$¢ drugiego ustalenia wstgpnego mozemy zapisa¢ w postaci schematu:

(1) (YP)([pilP = (T(p) = P)).
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Powiemy, ze schemat ten okresla warunek poprawnosci merytorycznej dla for-
muly definiujacej pojecie prawdy. To znaczy, dowolnie ustalony schemat definicyjny
T(po) = 4{[pd} jest poprawny merytorycznie, gdy kazda formula postaci
(VP)([pr]P — (A{[p]} = P)) jest twierdzeniem.

Niech Xt oznacza zbior zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie for-
muly podpadajace pod schemat (T).

(IL. 3) Przyjmijmy teraz jeszcze jedno ustalenie pomocnicze.

Niech V¢ bedzie funkcja odwzorowujaca zbior Fory w zbidr poprawnie zbudo-
wanych formut opisanego wczesniej jezyka zdaniowego J taka, ze

Vi(P) =P,

Vi~A) = ~Vi(A),

V{4 & B) = V{A) & V{B),

V{4 — B)=VH{A) — ViB),

Vi@P)ALP/P}) = VAA{LPY) v V{A{O/P,),

Villpdd) = Qi = Vi(A)),

Vi(T(pi) = Q.

(IL. 4) Mozna teraz pokazaé, ze jesli jakakolwiek formuta 4 jezyka Fory jest
twierdzeniem logiki M, to formuta V(4) jest tautologia klasycznego rachunku zdan.
Ponadto, jesli jakakolwiek formuta A jezyka Forr jest elementem zbioru C;(Xry), to
formuta V(A4) jest tautologia klasycznego rachunku zdan. Dlatego zbidr C(Xr) jest
niesprzeczny. Przyjecie schematu (T), nie powodujac sprzecznosci, jest wiec do-
puszczalne na gruncie logiki M.

(IL. 5) Rozwazmy najpierw taka definicj¢ pojecia prawdy, w mys$l ktérej wypo-
wiedz jest prawdziwa, gdy wyraza pewna tre$¢ propozycjonalng taka, ktora zacho-
dzi. Wypowiedz p jest wigc prawdziwa, gdy istnieje taka tre§¢ propozycjonalna P, ze
p glosi, ze P, a przy tym P. Uzyte w tej definicji wyrazenie kwantyfikujace dotyczy
wszelkich mozliwych tresci propozycjonalnych. Dlatego powiemy, ze definicja ta
wyznacza absolutne pojgcie prawdy.

Przyjmijmy wigc nastgpujaca rownowazno$¢ definicyjna:

(D) T(p) = @P)([piIP & P).

Powiemy, ze rownowaznos¢ ta wyznacza absolutne pojgcie prawdy.

Niech Xp oznacza zbidr zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie for-
muly podpadajace pod schemat (D).

(II. 6) Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej &, zbior C;({T(py)} v Xp) nie
zawiera zadnej formuly postaci [p;]P & P. Dlatego zbior {T(p;)} W Xp U X jest nie-
sprzeczny. Postugujac si¢ zdefiniowana wczesniej funkcja V, odwzorowujaca zbiodr
formut logiki M w zbior poprawnie zbudowanych formut jezyka zdaniowego J,
mozna bowiem pokazaé, ze zadna implikacja postaci (IP)([p]P & P) — ([p]P & P)
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nie jest twierdzeniem. Dlatego dla dowolnie ustalonej formuty postaci T(p;), Zzadna
formuta postaci [p,]P & P nie jest wyprowadzana ze zbioru {T(p,)} W Xp. Schemat
definicyjny (D) wyznacza zatem niekonstruktywne pojecie prawdy. Absolutne poje-
cie prawdy jest wigc niekonstruktywne.

Jednak, jak si¢ okaze, absolutne pojecie prawdy wyznaczone przez rownowaz-
no$¢ definicyjna (D) ma podstawowe wlasnosci przypisywane intuicyjnie pojgciu
prawdy.

(IL. 7) Przede wszystkim mozna bowiem pokazaé, ze rownowaznos¢ definicyjna
(D) jest poprawna merytorycznie ze wzgledu na schemat (T). Jest to konsekwencja
faktu, ze kazda formuta postaci (VP)([p]P — (3O)([p]Q & Q) = P)) jest twierdze-
niem logiki M.

(IL. 8) Ponadto schemat definicyjny (D) jest na gruncie logiki M (w jezyku Forr )
inferencyjnie rownowazny schematowi (T). Poniewaz kazda formuta postaci (T(p;) =
@AP)([p]P & P)) = (VP)([p:lP — (T(p;) = P)) jest twierdzeniem logiki M (w jezyku
Fory), Cy(Xr1) = Cy(Xp). Dlatego zbiory Xt i Xp sa inferencyjnie rOwnowazne na
gruncie logiki M.

Dlatego schemat (T) nie tylko gwarantuje poprawno$¢ merytoryczna pojecia
prawdy wyznaczonego przez schemat definicyjny (D), lecz takze wyczerpuje cala
tre$¢ tego pojecia.

(IL. 9) Pojeciem nieodtacznie zwiazanym z pojeciem prawdy jest oczywiscie
pojecie fatszu. To, Zze dowolnie ustalona wypowiedz p jest falszywa, bedziemy zapi-
sywaé za pomoca skrotu F(p). Jezyk Forr mozna wige bardziej wzbogacac, rozsze-
rzajac dalej zbidr statych zdaniowych o przeliczalnie wiele napisow F(p,), F(p)),
F(p,),... , a dla dowolnej liczby naturalnej i napis F(p;) czytaé: wypowiedz p; jest fal-
szywa. Tak otrzymany j¢zyk bedziemy z kolei oznacza¢ symbolem Forre. Dla do-
wolnej liczby naturalnej i, przez F(p;) oznacza¢ bedziemy i-ty wyraz ciagu F(py),
Flpn, Fp2), ...

Przez analogi¢ do pojecia prawdy mozna powiedzie¢, ze wypowiedz falszywa to
taka wypowiedz, ktora wyraza pewna treS¢ propozycjonalna, ktora nie zachodzi.
Wypowiedz p jest wigc fatszywa, gdy istnieje tre$¢ propozycjonalna P, taka ze p glo-
si, ze P, a przy tym nieprawda, ze P.

Przyjmijmy wigc nastgpujaca rownowazno$¢ definicyjna:

(D*) F(p) ="' @P)([p]P & ~P).

Powiemy, ze rownowaznos¢ ta wyznacza absolutne pojecie fatszu.

Niech Xp+ oznacza zbior zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie for-
muly podpadajace pod schemat (D¥).

(IL. 10) Fatsz w sensie definicji (D*) jest na gruncie logiki M inferencyjnie row-
nowazny brakowi prawdy w sensie definicji (D). Na gruncie logiki M (w jezyku



122 Marek Magdziak

Forrr) oraz schematow definicyjnych (D) i (D*) dla kazdej liczby naturalnej i, for-
muta F(p,) jest bowiem réwnowazna z formuta ~T(p;). Mozna bowiem udowodnic,
ze kazda formuta postaci (IP)([p]P & ~P)) = ~(3AP)([p]P & P) jest twierdzeniem lo-
giki M. Dlatego dla dowolnej liczby naturalnej i, zbior Cn(Xp, Xp+) zawiera formulg

~T(p;) =F(py).

(IL. 11) Tematem, ktory od samego poczatku $cisle wiazat si¢ z problematyka lo-
gicznej analizy pojecia prawdy, jest oczywiscie paradoks ktamcy.

Wypowiedz p, taka ze [p](AP)([p]P & ~P), czyli taka, ktora powiada, Ze sama
jest falszywa w sensie schematu definicyjnego (D¥), nazwiemy slabg wypowiedzig
ktamcy. Wypowiedz p, taka ze [p]~(3P)([p]P & P), czyli taka, ktéra powiada, ze sa-
ma nie jest prawdziwa w sensie schematu definicyjnego (D), nazwiemy silng wypo-
wiedziq ktamcy.

(II. 12) Nie istnieje ani taka wypowiedz p, ze [p](IP)([p]P & ~P), ani taka, ze
[p1~(3P)([p]P & P). Nie istnieje wigc ani staba ani silna wypowiedz ktamcy. Mozna
bowiem udowodni¢, ze kazda formuta postaci ~[p](IP)([p]P & ~P) i kazda formuta
postaci ~[p]~(3P)([p]P &P) jest twierdzeniem logiki M.

Ustalenia te wydaja si¢ zgodne z prze§wiadczeniem, ze pod grozba sprzecznosci,
zadna wypowiedz nie moze stwierdzaé¢ ani jedynie tego, ze sama jest falszywa, ani
jedynie tego, ze sama nie jest prawdziwa.

I11.

(IIL. 1) Powiada si¢ niekiedy, ze pojecia prawdy i falszu wypowiedzi zawsze od-
sytaja jedynie do skonczenie wielu tresci propozycjonalnych. Kazda tre$¢ propozy-
cjonalna musi by¢ bowiem zawsze wyznaczona i wyodrgbniona przez pewne zdanie
sensowne, czyli takie, ktore kto$ kiedy$ wypowiedzial, napisat czy pomyslat Iub tez
ustyszatl, odczytat i zrozumiatl jako zdanie sensowne. Dlatego prawdziwos$¢ wypo-
wiedzi odsyta¢ moze jedynie do skonczenie wielu tresci propozycjonalnych wyod-
rebnionych i reprezentowanych przez skonczenie wiele zdan sensownych.

Zatem w definicji, w mysl ktorej wypowiedz jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,
gdy wypowiedz ta glosi, ze P oraz P, lub jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy wy-
powiedz ta glosi, ze P oraz ~P, chodzi zawsze o jedna sposrod skonczenie wielu
ustalonych i wyodrgbnionych za posrednictwem jezyka tresci propozycjonalnych.

Dlatego zamiast wyrazenia kwantyfikujacego ‘istnieje taka tres¢ propozycjonal-
na P, ze’ nalezy uzy¢ wyrazenia ‘przynajmniej jedna sposrod skonczenie wielu usta-
lonych i wyodrebnionych za pomocq zdan tresci propozycjonalnych jest taka, zZe’.
Majac do dyspozycji tylko skonczenie wiele tresci propozycjonalnych, zawsze mo-
zemy ustawi¢ je w skonczony n-wyrazowy ciag. | zamiast ‘przynajmniej jedna spo-
srod skonczenie wielu ustalonych tresci propozycjonalnych jest taka, ze’ mozemy
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powiedzieé ‘pierwsza z wyodrebnionych tresci propozycjonalnych jest taka, ze... lub
druga z wyodrebnionych tresci propozycjonalnych jest taka, ze... lub...lub n-ta z wy-
odrebnionych tresci propozycjonalnych jest taka, ze...’.

Tresci propozycjonalne wyodrgbnione za pomoca zdan reprezentowane sa przez
state zdaniowe jgzyka logiki M.

Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n, niech C" bedzie teraz ustalonym
skonczonym n-wyrazowym ciagiem statych zdaniowych. Dla dowolnego m, takiego,
ze 1< m < n, przez P, oznacza¢ bedziemy m -ty wyraz ciagu C".

Dla dowolnie ustalonego ciagu C" rozwazmy teraz nastepujacy schemat defini-
cyjny:

(Dc) T = ([piPe; & Pey) v ([pdPe: & Pe) V... ([pi]Pey & Poy).

Powiemy, ze kazdy taki schemat wyznacza czgstkowe pojecie prawdy. Mamy te-
raz bowiem juz nie jeden schemat wyznaczajacy jedno pojgcie prawdy, lecz wiele
schematoéw wyznaczajacych wiele czastkowych pojec¢ prawdy.

Niech Xpc, oznacza zbidr zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie
formuty podpadajace pod schemat (D).

(IIL. 2) Dla dowolnej formuty postaci T(py), zbior {T(py)} W Xpcn W X jest
sprzeczny. Dla dowolnej liczby naturalnej &, zbior {([pi]Pc; & Pci) v ([pi]Pc2 & Pcs)
V...V ([pidPc & Pg,)} U X, jest bowiem takze sprzeczny. Dlatego schemat defini-
cyjny (D¢,) wyznacza konstruktywne pojecie prawdy. Czastkowe pojecia prawdy sa
zatem konstruktywnymi pojgciami prawdy.

Okaze si¢ jednak, ze czastkowe pojecia prawdy wyznaczone przez rGwnowazno-
$ci definicyjne (D,) nie maja wielu podstawowych wiasnosSci przypisywanych intu-
icyjnie pojeciu prawdy.

(IIL. 3) Postugujac si¢ funkcja ¥ mozna bowiem pokazaé, ze zadna formuta po-
staci (VP)([p]P — (([pIPc: & Pcy) V ([PIPc2 & Peo) V...V ([p]Pcy & Pcy)) = P)) nie
jest twierdzeniem logiki M. Formuta postaci V((VP)([p]lP — (([p]Pc; & Pcy) v
([p1Pc: & Pry) v...v ([p]Pc, & Pc,)) = P))) nie jest bowiem tautologia klasycznego
rachunku zdan. Dlatego réwnowazno$¢ definicyjna (Dc,) nie jest poprawna meryto-
rycznie ze wzgledu na schemat (T).

(III. 4) Dla ustalonego ciagu C" rozwazmy jednak nastepujacy wariant sche-
matu (T):

(Tc) VPY([pilPci Vv [PdPc2 V...V [piPcy) & [pilP — (T(p) = P)).

Przyjmijmy, ze schematy takie okreslaja warunki poprawno$ci merytorycznej dla
formut definiujacych czastkowe pojecia prawdy. Mamy juz jednak nie jeden, lecz
wiele schematow okreslajacych warunki poprawnosci merytorycznej dla formut de-
finiujacych pojgcia prawdy.

Niech Xrc, 0znacza zbior zawierajacy, jako swe elementy, jedynie wszystkie
formuty podpadajace pod ustalony schemat (T¢,).
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(IIL. 5) Jesli jakakolwiek formuta A4 jezyka Forr jest elementem zbioru Ci(Xtc,),
to formuta V(4) jest tautologia klasycznego rachunku zdan. Zbiér C;(Xrc,) jest za-
tem niesprzeczny. Przyjecie schematoéw (T¢,) jest wigc takze dopuszczalne na grun-
cie logiki M.

(II1. 6) Mozna takze udowodnic, ze kazda formuta postaci (VP)(([p]Pc; V [pIPc:
V...V [pIPc, ) & [pIP — ((([p]Pc1 & Pcr) v ([pIPc2 & Peo) v...v ([pIPcy & Pcy)) =
P)) jest twierdzeniem. Dlatego dla dowolnie ustalonego ciagu C", rOwnowazno$¢ de-
finicyjna (D¢,) jest poprawna merytorycznie ze wzgledu na schemat (T¢,).

(III. 7) Z drugiej strony mozna jednak udowodni¢, ze kazda formuta postaci
(T() =(([p1Pc; & Pcy) v ([PIPc: & Peo) v...v ([pIPcy & Pci))) = (YP)([P]Pcr v
[pIPc: v...v [pIPcy) & [p1P ) — (T(p) = P)) jest twierdzeniem. A postugujac sig
funkcja V't mozna pokazaé, ze zadna formuta postaci (VP)(([p]Pc; Vv [pIPc: V...V
[pIPc) & [pIP ) — (T(p) = P)) = (T(p) = ([pIPc; & Pcy) Vv ([p]Pc: & Pey) v...v
([p1Pcn & Pc,))) nie jest twierdzeniem, albowiem formuta V((VP)((([p]Pc; Vv [pPIPc:
v...v [pIPc) & [p]P) — (T(p) = P)) — (T(p) = (([p]Pc; & Pcy) v ([p]Pc: & Pc)
V...V ([pIPc, & P¢,)))) nie jest tautologia klasycznego rachunku zdan. Dlatego
C1(X1cn) € Ci(Xpen), czyli zbidr Xpc, jest silniejszy inferencyjnie od zbioru Xrc, na
gruncie logiki M. Na gruncie logiki M schemat definicyjny (D¢,) jest wigc silniejszy
inferencyjnie od schematu (T¢,).

Schemat okreslajacy warunek poprawnosci merytorycznej dla ustalonego czast-
kowego pojecia prawdy nie wyczerpuje wige calej tresci tego pojecia.

(II1. 8) Mozemy oczywiscie takze definiowaé czastkowe pojecia fatszu.

Dla dowolnie ustalonego ciagu C" rozwazmy z kolei nastepujacy schemat defini-
cyjny:

(D*c, ) F(p) = ([piIPc; & ~Pcy) v ([pilPc2 & ~Pco) V...V ([pi]Pcy & ~Pcy).

Powiemy, ze kazdy taki schemat wyznacza czgstkowe pojecie falszu.

Dla ustalonego ciagu C", niech Xp«c, 0znacza zbidr zawierajacy, jako swe ele-
menty, jedynie wszystkie formuly podpadajace pod schemat (D*,).

Zobaczmy teraz, jakie zwiazki logiczne zachodza pomigdzy czastkowymi pojg-
ciami prawdy i falszu wyznaczonymi przez ten sam ustalony ciag statych C".

(II1. 9) Poniewaz mozna udowodni¢, ze kazda formuta postaci (([p]P¢; & ~P¢;)
V...V ([p1Pc: & ~Pcy) = ~(([p1Pc; & Pcp) v...v ([p]Pc. & Pcy)) jest twierdzeniem,
zbidr Ci(Xpcn U Xprcn) zawiera, jako swe elementy, wszystkie formuly postaci F(p,)
— ~T(p;). Dlatego dla ustalonego ciagu C", falsz w sensie schematu (D*¢,) pociaga
za soba brak prawdy w sensie schematu (Dc,).

(II1. 10) Wykorzystujac funkcje ¥ mozna jednak pokazaé, ze zadna formuta po-
staci ~(([p]Pc; & Pcy) v ([PIPc2 & Pco) V...V ([p]Pcw & Pcy)) = ([P1Pc; & ~Pcy) v
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([p1Pc: & ~Pc2) V...V ([p]Pc: & ~P(,)) nie jest twierdzeniem. Formuta V(~(([p]P¢;
& Pc)) v ([pIPc: & Pco) v...v ([p]Pcy & Pc)) = (([p]Pc; & ~Pcr) v ([pIPc2 &
~Pcy) v...v ([p]Pc, & ~P(,))) nie jest tautologia klasycznego rachunku zdan. Dlate-
g0 zbior C(Xpcn U Xpxcn) Nie zawiera, jako swego elementu, zadnej formuty postaci
F(p;) = ~T(p;). Dla ustalonego ciagu C", brak prawdy w sensie schematu (D¢,) nie
pociaga wigc za soba fatszu w sensie schematu (D*,).

Falsz nie jest juz wigc doktadnie tym samym, co brak prawdy.

(IIL. 11) Postugiwanie si¢ definicjami wyznaczajacymi czastkowe pojgcia praw-
dy i falszu prowadzi takze do catkowicie odmiennych wnioskow w kwestii antyno-
mii ktamcy.

Niech p bedzie wypowiedzia, ktdra powiada jedynie to, Ze nie jest prawdziwa w
sensie schematu (D,). Wypowiedz p nazwiemy silng czqstkowa wypowiedziq ktamcy.
Na mocy schematu definicyjnego (D,), p jest wigc wypowiedzia taka, ze

[P1~(([pIPc; & Pcy) v ([pIPc2 & Po) v...v ([p]Pcy & Pgy)).

Niech ¢ bedzie z kolei taka wypowiedzia, ktéra powiada jedynie to, ze jest fal-
szywa w sensie schematu definicyjnego (D*,). Wypowiedz g nazwiemy stabq czqst-
kowq wypowiedziq klamcy. Na mocy schematu definicyjnego (D*,), g jest wigc wy-
powiedzia taka, ze [¢](([q]Pc; & ~Pcr)v ([q]Pc2 & ~Pc2) v...v ([q]Pc, & ~Pcy)).

(III. 12) Wykorzystujac funkcj¢ ¥ mozna bowiem pokazac, ze ani formula
~pIM(pIPc; & Pc) v (PIPc: & Pcy) v...v ([p]Pci & Pg,)), ani formula
~[q1(([¢]Pc; & ~Pcp) v ([q]Pc: & ~Pc) v...v ([q]Pc, & ~Pc,)) nie jest twierdze-
niem. Ani formuta V (~[p]~(([p]Pc; & Pc)) v ([p]Pc2 & Pc2) v...v ([p]Pcy & Pcy))),
ani formuta V(~[¢](([¢]Pc; & ~Pc;) v ([q]Pc> & ~Pc2) v...v ([¢]Pcy & ~Pcy))) nie
jest bowiem tautologia klasycznego rachunku zdan. Dlatego zaréwno zbior M U
{pI~(([pIPc; & Pcy) v ([p]Pc: & Pco) v...v ([p]Pcy & Pcy))} — jak i zbior M U
{[q1(([q]Pc; & ~Pcy) v ([]Pc: & ~Pc2) v...v ([¢]Pcy & ~Pc,))} — jest niesprzecz-
ny. Postugujac si¢ czgstkowym pojeciem prawdy mozna dopuscic istnienie wypowie-
dzi, ktora stwierdza jedynie to, ze sama nie jest prawdziwa, a postugujac si¢ czgst-
kowym pojeciem falszu mozna dopusci¢ istnienie wypowiedzi, ktora stwierdza jedy-
nie to, ze sama jest fatszywa, nie popadajac przy tym w sprzecznos¢.

(II1. 13) Mozna jednak udowodni¢, ze kazda formuta postaci [p]~(([p]Pc; & P¢;)
v ([pIPc; & Pco) v...v ([pIPcy & Pc)) = ~(([PIPc; & Pey) v ([p]Pc2 & Peo) v ... v
([pIPc, & Pcy)) jest twierdzeniem. Dlatego dla dowolnie ustalonego schematu defi-
nicyjnego (D,), zbior C;(Xp,) zawiera, jako swe elementy, wszystkie formuly postaci
[2i)~T(p) = ~T(py). Zgodnie z dowolnie ustalonym schematem definicyjnym (D,),
musimy zatem uzna¢ zdanie wyrazajace tre$¢ propozycjonalng silnej czastkowej wy-
powiedzi klamcy. Ale tym samym musimy takze przyznaé, ze sama silna czastkowa
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wypowiedz klamcy nie jest prawdziwa w mysl schematu definicyjnego charaktery-
zujacego czastkowe pojecie prawdy.

(IIL. 14) Ponadto, mozna udowodni¢, ze kazda formuta postaci [p](([p]Pc; &
~Pc)) vV ([PIPc2 & ~Pcy) V...V ([p]Pcw & ~Pcy) = ~(([p]IPc: & ~Pci) v ([p]Pc: &
~Pc) v ... v ([p]Pc: & ~P(,)) jest twierdzeniem. Dlatego dla dowolnie ustalonego
schematu definicyjnego (D*,), zbior C,(Xp+,) zawiera, jako swe elementy, wszystkie
formuty postaci [pJF(pi) — ~F(py). Zgodnie z dowolnie ustalonym schematem defi-
nicyjnym (D*,), musimy zatem odrzuci¢ zdanie wyrazajace tres¢ propozycjonalng
stabej czastkowej wypowiedzi ktamcy. Ale tym samym musimy przyznaé, ze sama
staba czastkowa wypowiedz klamcy nie jest fatlszywa w my$l schematu definicyjne-
go charakteryzujacego czastkowe pojgcie fatszu.

(IIL. 15) W obu powyzszych przypadkach mamy wigc pewna niezgodno$¢ po-
migdzy ustaleniami dotyczacymi prawdy lub fatlszu wypowiedzi a uznaniem badz
odrzuceniem zdania, ktore reprezentuje jej tresé.

(II1. 16) Mozna jednak udowodni¢, ze kazda formuta postaci [p](([p]1Pc; & ~P¢;)
v ([pIPc2 & ~Pcy) v...v ([p]Pcy & ~Pcy)) = ~ ([p]Pc; Vv [PIPc2 V...V [p]Pc, ) jest
twierdzeniem oraz kazda formuta postaci [p] ~(([p]Pc; & Pcr) v ([p]Pc: & Pcy)
V...V ([p]Pc, & Pg,)) = ~([p1Pc; Vv [P1Pc: V...V [P]Pcy ) jest twierdzeniem.

Tres¢ propozycjonalna zarébwno silnej, jak i stabej czastkowej wypowiedzi ktam-
cy, nie jest zatem wyodrgbniona przez zadng ze stalych zdaniowych odpowiedniego
ciagu C".

IV. (DODATEK)

(IV. 1) Na koniec naszkicujemy semantyczna charakterystyke logiki M. Wyko-
rzystamy przy tym pewna wersj¢ semantyki swiatow mozliwych, a tresci propozy-
cjonalne reprezentowa¢ bedziemy jako zbiory §wiatow mozliwych.

(IV. 2) Niech W bedzie dowolnie ustalonym, niepustym zbiorem. Elementy zbio-
ru W nazywaé begdziemy mozliwymi okoliczno$ciami lub $wiatami mozliwymi,
i oznaczaé literami v, w, itd. Niech PR bedzie ustalonym, niepustym podzbiorem
zbioru potggowego P(W). Elementy zbioru PR traktowac begdziemy jako odpowied-
niki tresci propozycjonalnych. Niech {Fi, F,, F3, ...} bedzie ustalonym ciagiem
funkcji odwzorowujacych zbiér W w zbior P(PR). Kazda taka funkcja jest odpo-
wiednikiem wypowiedzi, dla dowolnie ustalonych okolicznosci wyznacza bowiem
ustalony zbior tresci propozycjonalnych. Powiemy zatem, ze Fi{w) to zbidr tresci
propozycjonalnych wypowiedzi F; w okolicznosciach w.

Dla dowolnego i, funkcja F; spetnia nast¢pujace dwa warunki:
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(W) Fi(w) # &

(Wy) w e NFy(w) wtedy i tylko wtedy, gdy w € UF(w).

Warunek (W;) to semantyczny odpowiednik pierwszego ustalenia wstgpnego.
Powiada, ze w kazdych okoliczno$ciach dowolnie ustalona wypowiedz wyznacza
pewien niepusty zbior tre$ci propozycjonalnych, cho¢ elementem takiego zbioru mo-
ze by¢ zbior pusty bedacy odpowiednikiem tresci niemozliwe;j.

Warunek (W,) to z kolei semantyczny odpowiednik trzeciego ustalenia wstepne-
g0. Rozne treéci propozycjonalne wyznaczone w okreslonych okoliczno$ciach przez
jedna i t¢ sama wypowiedz nie musza by¢ zatem réwnowazne logicznie. Musza by¢
one jednak réwnowazne wzgledem okolicznosci, w ktorych zostalty one przez t¢ wy-
powiedz wyznaczone. W okoliczno$ciach tych moga by¢ one tylko albo zarazem
uznane, albo zarazem odrzucone.

Uporzadkowana trojke S = <W, PR, {F,, F,, F3, ...}> nazywamy struktura mo-
delowa.

(IV. 3) Dla ustalonej struktury modelowej S, niech /g bedzie ustalona funkcja
odwzorowujaca zbidr formut zbudowanych poprawnie w zbioér PR spetniajaca naste-
pujace warunki:

(1) Is(~A) = W — I(4);

(2) I(A&B) = I(4) N I(B);

(3) Is(4 — B) = — Ij(4) U I(B);

(4) Is(AP)(A{P:})) = WI*(A{P/P;}) gdzie P; jest dowolnie ustalona stala, ktora
nie wystepuje w AP(4{P;}), dla wszelkich funkcji /* odwzorowujacych zbior formut
poprawnie zbudowanych w zbidr PR taki, ze jesli j # k, to I*(P;) = Iy(Py);

(5) I[pA) = {(we W: I{4) € Fiw)}.

Funkcj¢ Iy nazywamy funkcja interpretacji odpowiadajaca strukturze modelowej
S. Parg uporzadkowana <S , I > nazywamy natomiast modelem.

(IV. 4) Mozna pokazac, ze dla pewnych struktur modelowych (np. takich, ze PR
= P(W)) istnieja odpowiadajace im funkcje interpretacji. Istnieja zatem modele.
Z drugiej jednak strony nie dla kazdej struktury modelowej istnieja odpowiadajace
jej funkcje interpretacji.

(IV. 5) Napis w |=<5, 15> A oznacza, ze formula 4 jest prawdziwa w $wiecie moz-
liwym w w modelu < S, /5 >. Powiemy, ze w |=<S, 15> A wtedy 1 tylko wtedy, gdy w €
Iy(A4). W szczegblnoSci zauwazmy, ze w |=<S, 15> [pi] A wtedy 1 tylko wtedy, gdy I(A4)
€ Fy(w). Warunek prawdziwosci dla formut postaci [p;] 4 powiada zatem, ze w do-
wolnie ustalonych okoliczno$ciach w, wypowiedz p; glosi, ze A, wtedy i tylko wtedy,
gdy tres¢ propozycjonalna formuly A4 nalezy do zbioru tresci propozycjonalnych wy-
znaczonych przez wypowiedz p; w okoliczno$ciach w.
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Powiemy, ze formuta 4 obowiazuje w modelu <S, /s> wtedy i tylko wtedy, gdy
Iy(A) = W, to znaczy, gdy dla kazdego w e W, w |=<S, 15> A. Powiemy takze, ze for-
muta A4 jest tautologia, gdy obowiazuje w kazdym modelu.

(IV. 6) Mozna teraz udowodnic¢, ze kazde twierdzenie logiki M jest tautologia.
W tym celu nalezy udowodnic¢, ze wszystkie aksjomaty, to znaczy wszystkie formuty
o budowie okres$lonej przez schematy (A0) — (A3), sa tautologiami, a ponadto ze
kazda z regut inferencyjnych, czyli kazda sposrod regut (RO) — (R2), zachowuje
wlasno$¢ bycia tautologia.

(IV. 7) Mozna takze pokazaé, ze kazda formula, ktora jest tautologia, jest takze
twierdzeniem logiki M. Aby to pokaza¢, wystarczy skonstruowaé taki model, w kto-
rym nie obowiazuje zadna formuta niebedaca twierdzeniem logiki M.

(IV. 8) Niesprzeczny zbiér formut X nazywamy maksymalnie niesprzecznym,
gdy dla dowolnej formuty A4 albo A nalezy do X, albo ~4 nalezy do X. Jesli X jest
maksymalnie niesprzecznym zbiorem formul, to kazda formuta wyprowadzalna ze
zbioru X nalezy do zbioru X. Zbior formut X nazywamy konstruktywnym ze wzglg-
du na ciag wszystkich statych zdaniowych (lub krotko, konstruktywnym), gdy dla
dowolnego n, jesli formuta postaci (IP,)(4{P,}) nalezy do X, to dla pewnego k for-
muta postaci 4{P;/P,} takze nalezy do X.

Jesli X jest maksymalnie niesprzecznym konstruktywnym zbiorem formut, to dla
dowolnie ustalonych formut 4, B i (3P)(4{P}):

~A4 € X wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze Ae X,

A & B € X wtedy i tylko wtedy, gdy A€ X oraz Be X,

A — B e X wtedy i tylko wtedy, gdy jesli Ae X, to Be X,

(3AP)(A{P}) € X wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej formuty C, 4{C/P} € X.

Mozna pokazac, ze istnieja maksymalnie niesprzeczne konstruktywne zbiory for-
mut oraz ze kazda formuta jest twierdzeniem logiki M wtedy i tylko wtedy, gdy nale-
zy do wszystkich maksymalnie niesprzecznych konstruktywnych zbioréw formut.

Niech Wy bedzie zbiorem wszystkich maksymalnie niesprzecznych konstruk-
tywnych nadzbioréw M. Przez W* oznaczmy zbior {v e Wy : B € v}.

Niech PRy = {X : dla pewnego B, X = W},

Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej &, niech Fyy; bedzie funkcja odwzoro-
wujaca zbior Wy w zbior P(PRy) taka, ze Fy(w) = {X: dla pewnego B takiego, ze
[pdB € w, X = WP}, Strukture Sy = <Wy, PRy, {Fwt, Fuo, Fus, ...} > nazywamy
kanoniczna strukturag modelowa.

Mozna pokazac¢, ze kanoniczna struktura modelowa spetnia warunki Wi W,.

(IV. 9) Niech I, bedzie teraz funkcja odwzorowujaca zbior formut poprawnie
zbudowanych w zbior PRy, taka, ze Iy(4) = w.
Poniewaz mozna udowodnié, ze
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M w=—w,

(2) W =t ~ W,

(3) WP = AP dla pewnego B,

@ W =twe W: W'e Fu(w)},
funkcja 7y jest funkcja interpretacji odpowiadajaca strukturze modelowej Sy;. Dlate-
go para <Sy;, Iyr> jest modelem. Model ten nazwiemy modelem kanonicznym.

(IV. 10) Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego w nalezacego do Wy, w |=<SM, s A
wtedy i tylko wtedy, gdy 4 € w. Dlatego dla kazdej formuly A4, ktéra nie jest twier-
dzeniem logiki M, istnieje takie w nalezace do Wy, ze ~4 € w, a wigc takze 4 ¢ w
oraz, w konsekwencji, w b <sm, > 4. Zadna formuta niebedaca twierdzeniem logiki
M nie obowiazuje wigc w modelu kanonicznym. Dlatego zadna taka formuta nie jest
tautologia.



