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Algebraiczna semantyka
dla nihilistycznych rachunkow zdan

1. Uwagi wste¢pne.

Prawda jest jednym z najwazniejszych pojegc filozofii i logiki. Terminéw ,,prawda”
i .falsz”, jak i ,prawdziwy” i ,falszywy”, uzywa si¢ w réznych znaczeniach. Dzieje
filozofii — jak wiadomo — znajg wiele definicji prawdy i wiele teorii prawdy.

Czasem zwrotéw ,prawda jest, Zze p”, ,falszem jest, ze p” — gdzie ,p” jest
symbolem dowolnego zdania — uzywa si¢ réwnoznacznie odpowiednio z samym
zdaniem ,p” lub zdaniem ,nieprawda, ze p”. Zatem wyrazenia ,prawdg jest, ze”,
»falszem jest, ze” peinig w powyzszych zwrotach — jak pisat Autor pracy [Suszko,
1957, 29] — ,,rolg stylistycznego ornamentu”, a z logicznego punktu widzenia pelnig
rolg jednoargumentowych spdjnikéw zdaniowych; pierwsze odpowiada tzw. asercji
zdania ,,p”, drugie — negacji zdania ,p”.

Taka eksplikacj¢ termindéw ,,prawda” i ,falsz” nazywa Autor pracy [Kotarbifiski,
1934, 85] nihilistyczng teorig prawdy.

Arcytrafna, jak si¢ wydaje, ocen¢ nihilistycznej teorii prawdy dat R. Suszko w
cytowanej juz pracy [Suszko, 1957, 29]. O koncepciji tej R. Suszko pisat, ze ,,dobrze
zdaje sprawg w pewnych i niezbyt szerokich granicach z faktycznego uzytku terminu
»prawda””.

Do nihilistycznej teorii prawdy nawigzuja prezentowane w tej pracy rachunki
zdaf. W jezykach tych rachunkéw wyst¢puja m.in. terminy: 7, F symbolizujace od-
powiednio: prawdg i falsz. Terminy te sa w tych warunkach rozumiane dokfadnie
tak, jak ,prawda” i ,falsz” sa rozumiane w nihilistycznej teorii prawdy, dlatego
rachunki te nazywamy ,,nihilistycznymi”.

Przedstawimy cztery nihilistyczne rachunki zdan (w skrécie: nrz): nj, n,, ns, n,.
Prezentacj¢ tych rachunkéw zaczniemy jednak od krétkiego przypomnienia klasycz-
nego rachunku zdaf (w skrécie: krz). Pozwoli to na wyakcentowanie podobiefistw i
wskazanie réznic migdzy krz a nrz. Syntaktyczne opisy tych rachunkéw ograniczymy
jedynie do podania ich aksjomatyk. Dokladniejsze opisy mrz znaleZ¢ mozna w pra-
cach: [Zabski, 1990), [Zabski, 1991), [Zabski, 1993], [Zabski, 1993a].
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Po syntaktycznym opisie kazdego z wyzej wymienionych rachunkéw przejdziemy
do ich semantycznego uj¢cia. Podamy réine algebry, a nastgpnie wykazemy, ze
aksjomatyki kazdego z prezentowanych tu rachunkéw sg adekwatne wzglgdem od-
powiednich algebr. Dowody te sg najwazniejszym wynikiem tej pracy, dlatego sa
dos$¢ szczegblowe, byé moze nawet za szczegbtowe.

2. Klasyczny rachunek zdai.

Prezentacj¢ krz zaczynamy od krétkiego opisu jezyka krz (wskrécie: jkrz).

Alfabet jkrz skiada si¢ z nastgpujgcych symboli:

1. Statych logicznych: ~, v, A, =, =, zwanych odpowiednio negacjg, alternatywa,
koniunkcja, implikacja, réwnowaznoscia.

2. Zmiennych zdaniowych: p, q, 1, ...

3. Znakéw technicznych, tj. nawiaséw i przecinkéw.

Wyrazeniem jkrz jest kazdy skoriczony ciag symboli alfabetu tego jgzyka.

Formutg jkrz jest kazde i tylko takie wyrazenie jkrz, ktére spelnia nast¢pujace
warunki:

1. Kazda zmienna zdaniowa jest formulg jkrz.

2. Jesli A jest formulg jkrz, to ~(A) jest formuly jkrz.

3. Jesli A i B s3 formutami jkrz, to (A)v(B), (A)A(B), (A)—(B), (A)=(B) sa
formutami jkrz.

Przyjmujemy umowy dotyczace opuszczania niektérych nawiaséw.

1. Pojedynczych zmiennych nigdy nie ujmujemy w nawiasy.

2. Przyjmujemy, Ze spéjnik ~ wigZe najmocniej, a sp6jniki v i A mocniej niz
funktory — i =.

Aksjomatami krz sq wszystkie i tylko te formuty jkrz, ktére podpadajg pod jeden
z nastgpujacych schematbw:

Al A->(B—A),
A2. (A~ (B—C))~((A—>B)~(A—C)),
A3. (A—B)—(~B—~A),

A4 ~—A—A,

AS A->—aA,

A6. ' AAB—A,

AT. AAB—B,

A8, (A—B)—((A—>C)—(A—BAC)),
A9. A—AVB,

Al0. B—AVB,

All (A—C)—((B—C)—(AvB—C)),

Al2. (A=B)—>(A—B),
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Al3. (A=B)—(B—A),
Al4, (A—B)—((B—A)—(A=B)).
Jedyng regutg pierwotna aksjomatycznego systemu krz jest regula odrywania (w
skrécie: RO) o schemacie: A—B
A

B.

3. Nihilistyczny rachunek zdai n,.

Przechodzimy obecnie do omawiania nihilistycznych rachunkéw zdad. Na pocza-
tek przedstawimy nrz n,. Zaczynamy od krétkiego opisu jezyka tego rachunku oz-
naczonego symbolem jn;.

Na alfabet jn, sktadajg sig:

a) wszystkie znaki alfabetu jkrz,

b) stale specyficzne jn;: T, F, czytane odpowiednio: ,jest prawdziwe”, ,jest fal-
szywe”.

Definicje wyrazenia jn; i formuty jn, sg analogiczne do definicji odpowiednio
wyrazenia jkrz i formuly jkrz, z tym, Ze warunek 2. definicji formuty jn; jest na-
stgpujacy:

2. Jesli A jest formulg jn;, to: ~(A), T(A) i F(A) sg formutami jn;.

Przyjmujemy nastgpujagce umowy dotyczace opuszczania niektérych nawiaséw:

1. Pojedynczych zmiennych nigdy nie ujmujemy w nawiasy.

2. Przyjmujemy, ze spéjniki: ~, T, F wiazg najmocniej, a spojniki A i v mocniej
niz funktory — i =,

Latwo zauwazyé, ze jkrz zawiera si¢ wiasciwie w jn; (symbolicznie: jkrz ¢ jn;).

Aksjomatami systemu aksjomatycznego nrz n; (lub krétko aksjomatami n;) sg
wszystkie i tylko te formuly jn,, ktére podpadajg pod:

1. schematy aksjomatéw krz,

2. dwa nastgpujace schematy:

A1S. TA= A,

Al6. FA=~A. .
Jedyng regula pierwotng systemu aksjomatycznego n; jest reguta odrywania.
Yatwo zauwazy¢, ze krz G n;.

4. Nihilistyczny rachunek zdan n,.

Zaréwno krz, jak i rachunek n; sa rachunkami dwuwartoSciowymi. Sg to teorie
zdafi albo prawdziwych, albo falszywych. Oprécz zdan prawdziwych i faiszywych
istnieja — jak wiadomo — zdania nieokreslone, tzn. ani prawdziwe, ani falszywe.
Przykladem takich zdan nicokreS§lonych sq np. zdania o przysziosci. Nihilistyczny
rachunek zdan n, jest teorig zdan prawdziwych, falszywych albo nieokreslonych. Jest
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to wigc rachunek tréjwartosciowy. Prezentacjg nihilistycznego rachunku zdan n, za-
czynamy od opisu jezyka tego rachunku; j¢zyk ten oznaczamy symbolem jn,.

Na alfabet n, skladajg sig:

a) wszystkie symbole alfabetu jn,

b) stata specyficzna jn, jednoargumentowy spéjnik N, czytany: ,nieokreslone jest, ze”.

Definicje wyrazenia jn, i formuly jn, s3 analogiczne do definicji odpowiednio
wyrazenia jn; i formuly jn;, z tym, ze warunek 2. definicji formuty jn, jest nastg-
pujacy:

2. Jesli A jest formulg jn,, to: ~(A), T(A), F(A) i N(A) sq formutami jn,.

Przyjmujemy, analogicznie jak w rachunku n;, umowy dotyczace opuszczania nie-
ktérych nawiaséw.

Latwo zauwazyé, Ze zaréwno jkrz G jn,, jak i jn; & jn,.

Sposréd wszystkich formut jgzyka jn, wyrézniamy takie, ktére bgdziemy nazywac
Hformutami prefiksowymi jn,”. Podajemy definicj¢ formuty prefiksowej jn,.

Formutg prefiksowa jn, nazywamy wszystkie i tylko te formuly jn,, ktére spet-
niaja nastgpujace warunki:

1. Jesli A jest formuta jn, to: T(A), F(A) i N(A) s3 formutami prefiksowymi
jny.

2. Jesli A jest formulg prefiksowg jny, to ~(A) jest formutg prefiksowg jn,.

3. Je§li A i B sg formutami prefiksowymi jn,, to (A)v(B), (A)A(B), (A)—>(B),
(A)=(B) sa formutami prefiksowymi jn,.

Aksjomatami systemu aksjomatycznego nrz n, (lub krétko: aksjomatami ny) sg
wszystkie i tylko te formuly jn,, ktére podpadajg pod nastgpujace schematy:

Al A—(B—A),
A2. (A—=>(B—=C)—>(A—>B)—>(A—C)),
A3. ~~A—A,
A4 A->—A,
AS A—>(~A—B),
AG6. (A—B)—(~-B—~A),

jesli A jest formutg prefiksowg jny,
AT. ArB—A,
AS8. ' AAB—B,
A9. (A—B)—((A—C)—(A—BACQ)),
A10. A—AvVB,
All. B—AVB,
Al2. (A—»C)—((B—C)—(AvB—=()),
Al3. (A=B)->(A—B),

Al4, (A=B)—>(B—A),
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AL, (A~B)—>((B—A)>(A=B),
Al6. " TAs=A,

Al7. FA=-A,

A18. ~NA=TAVFA.

Jako pierwotna regul¢ dowodzenia w n, przyjmujemy, podobnie jak w poprze-
dnich systemach, regutg odrywania.

tatwo zauwazy¢, ze:

1. p—=(q—p) jest tezg kazdego z rachunkéw: krz, n;, m,.

2. (p—>q)—(~q—~p) jest tezg krz i n, lecz nie jest tezg rachunku n,.

3. ~N=T,VvF, jest tezg n,, lecz nie jest teza Zadnego z rachunk6éw: krz, n;.

Konstatacja ta uzasadnia nastgpujace stwierdzenie: zaréwno krz jak i nrz n; krzy-
Zuja si¢ z nrz n, (symbolicznie: krz T ny i ny I ny).

5. Nihilistyczny rachunek zdai n,.

Nrz n, jest tr6jwarto§ciowym rachunkiem; rachunkiem, w ktérym zdania mogg
byé badZ prawdziwe, badZ fatszywe, badZ ani prawdziwe, ani fatszywe. N1z nj jest
takze tréjwarto§ciowym rachunkiem, lecz jest to rachunek, kt6ry jest teorig zdan
prawdziwych, falszywych oraz zarazem prawdziwych i falszywych, tzn. takich, ktére
z pewnego punktu widzenia sa prawdziwe, z innego za§ — falszywe. Przykiadami
takich zdafi -—— wydaje si¢ — moga by¢ nastgpujgce dwa wyrazenia: §wiatlo ma
natur¢ falowa, Swiatto ma natur¢ korpuskularng. Pewne eksperymenty zdajg sig¢ po-
twierdza¢ hipotez¢, ze §wiatlo ma naturg falowa. Inne doSwiadczenia — wydaje sig
— temu przeczg i potwierdzajg przypuszczenie, ze Swiatto ma naturg korpuskularng.

Omawianie nrz n; zaczynamy, jak zwykle, od prczentacji jezyka tego rachunku
(w skrécie: jns).

Na alfabet jn; skladajg sig:

a) wszystkie symbole alfabetu jn,,

b) stata specyficzna jn,, jednoargumentowy spdjnik M, czytany: ,niejednoznaczne
jest, ze”.

Definicje wyrazenia jny i formuly jn; sa analogiczne do definicji odpowiednio
wyrazenia jn, i formuly jn,, z tym, ze warunek 2. definicji formulty jn; ma nastg-
pujaca postac:

2. Jesli A jest formula jn;, to: ~A), T(A), F(A) i M(A) sg formutami jn,.

Przyjmujemy, analogicznie jak poprzednio umowy dotyczace pomijania niektorych
nawiaséw.

tatwo zauwazy¢, ze:

1. jkrz ¢ n3,

2. jn; G jn3,

3. jﬂ2 :D:jﬂ:;.
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W zbiorze wszystkich formut jezyka jn, wyrézniamy pewien podzbiér formui,
ktére nazywamy ,formutami prefiksowymi jn,”. Podajemy definicj¢ formuty prefi-
ksowej jns.

Formutami prefiksowymi jn; nazywamy wszystkie i tylko te formuty jn,, ktére
speiniaja nastgpujace warunki:

1. Jesli A jest formutg jns, to: T(A), F(A) i M(A) sg formutami prefiksowymi jns,

2. Jesli A jest formulg prefiksowa jns, to ~(A) jest formulg prefiksowg jns.

3. Jesli A i B sa formutami prefiksowymi jns, to (A)v(B), (A)A(B), (A)—(B),
(A)=(B) sa formutami prefiksowymi jns.

Aksjomatami systemu aksjomatycznego nrz nj (lub krétko: aksjomatami ns) sg
wszystkie i tylko te formuly jns;, ktére podpadaja pod nastgpujace schematy:

Al A—>(B—A),
A2 (A>(B—>C)—=>(A—>B)—>(A—>C)),
A3, ~A—A,
A4 A—~A,
AS A—(~A—>MA),
A6. A—(~A—B),
jesli A jest formuta prefiksowq jns,
AT (A—>B)->(~B—>~A),
jesli B jest formuta prefiksowg jn,,
AS8. Av-~A,
A9. AAB—A,
Al0. AAB-B,
All. (A—B)—>((A—=C)—(A—>BAQ)),
Al2. A—AvVB,
Al3. B—AVB,
Al4. (A—C)—((B—C)—(AvB—()),
AlS. (A=B)—(A—B),
Ale. (A=B)—(B—A),
Al (A—>B)—>((B->A)—(AsBY)),
Al8. TA=A,
Al9. FAs~A,
A20. FA—(A—B),
A21. MA—(AA~A).

Jako pierwotng regut¢ dowodzenia w n; przyjmujemy regul¢ odrywania.
Latwo zauwazy¢, ze:
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1. p—>(q—p) jest tezg kazdego z rachunkéw: krz, n;, n, nj;.

2. (p—>q)—>(~q—~p) jest tezg krz i.n;, lecz nie jest tezg n,,

3. (Tp—>q)—(~q—>~Tp) jest teza n,, lecz nie jest teza ns.

4. Mp—>(pa~p) jest teza n3, lecz nie jest teza zadnego z rachunkéw: krz, ny, n,.
Konstatacja ta uzasadnia nast¢pujace stwierdzenia:

1. krz IX n,,

2. n; I n,,

3. n, T n,.

6. Nihilistyczny rachunek zdan ng.

Nrz n, jest teorig zdan prawdziwych, falszywych, nieokre§lonych i niejednozna-
cznych. Jest to zatem czterowarosciowy rachunek zdan.

Na alfabet jezyka n, (w skrécie: jng) sktadajg sig:

a) wszystkie symbole alfabetu jns,

b) stata N.

Definicje wyrazenia jn, i formuly jn, s3 analogiczne do definicji odpowiednio
wyrazenia jnj i formuly jns, z tym, ze warunek 2. definicji formuly jn, ma nastg-
pujaca postac: :

2. Jesli A jest formulg jny, to: ~(A), T(A), F(A), N(A) i M(A) s formutami jn,.

Przyjmujemy, analogicznie jak poprzednio umowy dotyczace pomijania niektérych
nawiasow.

Aksjomatami systemu aksjomatycznego nrz n, (lub krétko: aksjomatami n,) sa
wszystkie i tylko te formuly jn,, ktére podpadajg pod nastgpujace schematy:

Al A—(B—A),
A2. (A—=>(B—>C)—=>((A—>B)—=(A—Q)),
A3, ~~A—A,
Ad A—~A,
AS A—>(~A—>MA),
A6. A—(~A—B),

jesli A jest formuta prefiksowa jng,
A7. (A—=B)—>(~B—>-~A),

jesli B jest formulg prefiksowq jng,
AS. AAB—A,
A9. AAB—B,
Al0. (A—C)—((A—>C)—(AvB—C)),
All. A—AvVB,
Al2, B—AvVB,

Al3. (A—>C)—((B—>C)—>(AvB—()),
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Al4, (A=B)—>(A->B),
AlS. (A=B)—>(B—A),

Al6. (A—B)—>((B->A)—>(A=B)),
Al7. TA=A,

A1l8. FAm~A,

Al9. MA—>(Ar~A)

A20. ~NA=TAVFA,

A2l ~TA—(A—>B).

Jako pierwotng regul¢ dowodzenia w n, przyjmujemy regule odrywania.

Yatwo zauwazyé, zZe:

1. p—>(q—>p) jest teza kazdego z rachunkéw: krz, n;, n, ns, mn,.

2. (p—>q)—>(~q—>~p) jest teza krz i n;, lecz nie jest teza n,.

3. (Tp—=q)—>(~q—>~Tp) jest teza n,, lecz nie jest tezg n,.

4. (p—=Tq)—(~Tq—>~p) jest tezg n;, lecz nie jest teza n,.

5. (Np—=Mq)—>(~Mq—~Np) jest teza n,, lecz nie jest tezg Zadnego z rachunkéw:
krz, n;, my, n;.

Konstatacja ta uzasadnia naste;pujqcc stwierdzenie: kazdy z rachunkéw: krz, nj,
Ny, N3 Krzyzuje si¢ z systemem n,.

Zauwazmy tez, ze rachunki n, i ng sq przyktadami tzw. systeméw parakonsysten-
tnych.

7. Krz-algebra.

,Krz-algebrg” (symbolicznie A,,) nazywamy algebrg (B, U, N, ', 0, 1, =, +),
gdzie B jest niepustym zbiorem, 0, 1 sa zeroargumentowymi operacjami, ' operacija
jednoargumentowa, a U, N, ~, +, operacjami dwuargumentowymi w B spetniajacymi
nastgpujgce warunki:

1. 0=1,

. Jesli x'=1, to x=0,

. Jesli x'=0, to x=1,

Jesli xNy=1, to x=1 i y=1,

Jesli xNy=0, to x=0 lub y=0, '
Jesli xUy=1, to x=1 lub y=1,

. Jesti xUy=0, to x=0 i y=0,

Xy = 1, gdy x=1 lub y=0,
Y =10, gdy x=1 i y=0.

® N wnA W

1, gdy x~y=11i y=x=1,
0, gdy x=-y=0 lub y=x=0.

Przyktadem A, jest algebra ({0, 1}, U, N, ', 0, 1, =, +), gdzie operacje U, N,
, — + zdefiniowane sa przez nastgpujgce tabele:

9. x+y =

’
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x' X |y [xUy|xNy| xzy | x+y
6| 0[0]0]1 1
0 01 110 110
1]1]0}170]0]O0
1 1 1 1 1 1

8. N;-algebra.

»Nj-algebrg” (symbolicznie: An;) nazywamy algebrg (B, U, N, ', 0, 1, = +, t,
f), gdzie: (B, U, N, ', 0, 1, ~, +) jest A, natomiast t i f sg jednoargumentowymi
operacjami w B speiniajacymi nastgpujace warunki:

_{1, gdy x=1,
10. tx= 0, gdy x=1.
_ |1, gdy x=0,
1. fx= 0, gdy x=0.

Przyktadem An, jest algebra ({0, 1}, U, N, ', 0, 1, =, +, t, f), w ktdrej operacje
U, N, ', =i +, zdefiniowane sa tak jak w poprzednim przykladzie, za$ operacje t
i f sg zdefiniowane przez nastgpujace tabelki:

x | tx{fx
0j0¢1
1{110

9. N;-algebra.

»Nop-algebrag” (symbolicznie: An,) nazywamy algebr¢ (B, U, N, ’, 0, 1, =, +, t,
f, n), gdzie: B jest niepustym zbiorem, 0 i 1 s3 zeroargumentowymi operacjami, ’,
t, £ - operacjami jednoargumentowymi, zas U, N, =, +, operacjami dwuargumento-
wymi w B spelniajgcymi nastgpujace warunki:

1. 01,

2. 0'=1,

3. 1'=0,

4. x=x"\

Dalej zamiast zwrotu ,zawsze i tylko wtedy, gdy” uzywaé bed¢ zwrotu: ,,ztw”.

5. xUy=0, ztw (x=0 i y=1 lub x=1 i y=0), '

6. xUy=1, ztw x=1 lub y=1,

7. xNy=1, ztw x=1 i y=1,

1, gdy x=1 lub y=1,

8. xxy = {0, §d§ x=1iy¢)1’.
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_ [1, gdy x~y=1 oraz y=x=1,

9. xzy = 0, gdy x+y=0 lub y=x=0.
10. tx = (1) §§§ ::i

11. fx = (1) gg; ’,:;

12. nx = (1): 5?1;" :::i:i':i’

Przyktadem An, jest algebra ({-1, 0, 1}, U, N, ’, 0, 1, =, +, t, £ n), w kibrej
operacie U, N, ', =, +, t, f, n zdefiniowane s3 przez nastgpujgce tabelki:

10. Nj-algebra.
,,N3-algcbrq” (symbolicznie: Ans;) nazywamy algebrg (B, U, N, ', 0, 1, =, + t,

f, m), gdzie: B jest niepustym zbiorem, O i 1 sg zeroargumentowymi operacjami, ',
t, f, m - operacjami jednoargumentowymi, za$ U, N, +, +, operacjami dwuargumen-

towymi w B, speiniajacymi nastgpujace warunki:

1. 01,
2. 0=1,
3. 1'=0,
4, x=x",
5. xUx’'=1,
6. xUy=0, ztw x=0 lub y=0,
7. xNy=0, ztw x=0 lub y=0,
., _ [1,gdy x=0 lub y=0,
8. XY = 10, gdy x#0 i y=0.
9. x+ y= 1, gdy x~y=1 oraz y-x=1,

0, gdy x~y=0 lub y+x=0.

_ [1,gdy x=0,
10. tx = {O, gdy x=0.
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_ [1,gdyx=0,
1. fx = 0, gdy x= 0.
12. mx = J 184y x= 0ix'=0,

0, gdy x=0ix'=0.
13. Jesli mx=1, to fx=1.
Przyktadem An, jest algebra '({0, 12,1}, U, N, ', 0, 1, = + t, f, m), w ktbrej
operacje U, N, ', = +, t, f, m zdefiniowane sa przez nastgpujace tabelki:

xlx'ltxlfxlmx U|0 12 1 n|0 12 1
0|1]0(1]0 00 12 1 0|0 0.0
121121111 {1 12112 1 1 1210 12 12
1{0j1(010 11 1 1 110 12 1

11. Ng-struktura.

»Ng-strukturg” (symbolicznie: An,) nazywamy strukturg (B, 0, 1, U, N, /, = +,
t, f, n, m, s, >), gdzie: B jest niepustym zbiorem, 0 i 1 sg zeroargumentowymi
operacjami, ', t, f, n, m - operacjami jednoargumentowymi, U, N, =, + operacjami
dwuargumentowymi, za$§ s i > dwuczlonowymi relacjami w B, spelniajacymi nastg-
pujace warunki:

1. 0'=1,
2. 1'=0,
3. x=x",
4. 1>0,
5. xsy ztw nieprawda, ze x>y,
6. Jesli x=y, to nieprawda, Ze x>y,
7. xNy>0 ztw x>0 i y>0,
8. xUy=0 ztw x<0 i y=0,
.o . [1,gdyxs0 lub y>0,
9 XY = 10, gdy x>0 i ys 0.
.. _[1, gdy x~y=1 oraz y-x=1,
10. x+y = 0, gdy x=y=0 lub y=x=0.
1, gdy x>0,
1 tx = 0, gdy x< 0.
12. fx = |L8WYX>0,

0, gdy x's 0.
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_[1,gdyxs0 i x's 0,
~ 10, gdy x>0 lub x'> 0.
1,gdyx>0i x>0,
0, gdy x<0 lub x's0.

Z 4. i 6. wynika nastgpujgce twierdzenie:

T. 0=l

Przyktadem An, jest struktura ({-1, 0, 1/2, 1}, U, N, ', 0, 1, =, +, t, £, n, m,
<, >), w ktérej operacie U, N, ', =, +, t, £, n, m i relacje < i > s3 zdefiniowane
przez nastgpujace tabelki:

13. nx

14, mx =

X | x| tx | fx | nx |mx Ui-1 0 12 1 Nni-1 0 12 1
-1/-1]0j]J0]110 -1]-1 0 12 1 -1]-1 -1 -1 -1
0{1(10(1]01]0 00 0 12 1 0j-1 0 0 O
1211211 ]110{ 1 12{12 12 12 1 12{-1 0 1R 12
110({170]01{0 111 1 1 1 11-1 0 12 1

-1 0 12 1 +/-1 0 12 1

111 1 1 1 <1111 0 O

0|1 1 1 1 0j1 1 0 O

1210 0 1 1 1210 0 1 1

110 0 1 1 110 0 1 1

>t-1 0 12 1 <|-1 12 1

10 - - - - -1 + + +

0 - - - 0 - + +

21+ + - - 2] - - +

11+ + + - 1]1- - - +

12. Interpretacje. _

Przez interpretacj¢ jkiz w Ay, rozumiemy dowolng funkcjg h z jkrz w A,
speiniajaca nastgpujgce warunki, dla wszystkich A,B € jkrz:

(1) h(~A) = h(A),

(2) h(AAB) = h(A)Nh(B),

(3) h(AvB) = h(A)Uh(B),

(4) h(A—B) = h(A)h(B),

(5) h(A=B) = h(A)+h(B).
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Przez interpretacj¢ jn; w An, rozumiemy dowolng funkcj¢ h z jn; w An,; spet-
niajacg warunki, dla wszelkich A,Bejn;:

(1) - (5) definicji interpretacji jkrz w A,,,, ponadto dwa nastgpujace warunki:

(6) h(TA) = th(A),

(7) i(FA) = fh(A).

Przez interpretacj¢ jn, w An, rozumiemy dowolng funkcj¢ h z jn, w An, spet-
niajaca warunki, dla wszelkich A,B ejny:

(1) - (7) definicji interpretacji jn; w An;, ponadto dwa nastgpujace warunki:

(8) (NA) = nh(A),

(9) jeSli A jest formulg prefiksowg jn, to h(A)=1 lub h(A)=0.
 Przez interpretacjg jny w An,; rozumiemy dowolng funkcjg h z jn; w Anj spet-
niajacg warunki, dla wszelkich A,B € jns:

(1) - (7) definicji interpretacji jn; w An,, ponadto dwa nastgpujace warunki:

(10) h(MA) = mh(A),

(11) jesli A jest formulg prefiksows jns, to h(A)=1 lub h(A)=0.

Przez interpretacje jn, w An, rozumiemy z kolei dowolng funkcj¢ h z jn, w Any
speiniajacq warunki, dla wszelkich A,B €jn,:

(1) - (8), (10) ponadto nastgpujacy warunek:

(12) jesli A jest formutg prefiksowg jng, to h(A)=1 lub h(A)=0.

13. Przystosowanie aksjomatyk krz i nrz n; i n,.

Formuta Aejkrz jest spelniona w Ay, przez interpretacj¢ jkrz w Ay, h ztw
h(A)=1.

Formuta A ejkrz jest spelniona w A, ztw dla kazdej interpretacji jkrz w Ay,
h, h(A)=1.

Formuta A € jkrz jest tautologig krz ztw A jest spelniona w dowolnej A.,.

Formuta A € jn; jest speiniona w An, przez interpretacj¢ jn; w An; h ztw h(A)=1.

Formuta A €jn, jest spelniona w An; ztw dla kazdej interpretacji jn; w An; h,
h(A)=1.

Formuta A ejn; jest tautologia nrz n; (lub krétko — nj-tautologig) ztw A jest
speiniona w dowolnej An;.

Formuta A € jn, jest spelniona w An, przez interpretacj¢ jn, w An, h ztw h(A)=1.

Formuta A €jn, jest spelniona w An, ztw dla kazdej interpretacji jn, w An, h,
h(A)=1.

Formuta A €jn, jest tautologia nrz n, (lub krétko — no-tautologia) ztw A jest
spelniona w dowolnej An,.

Oczywiste jest, ze kazdy z aksjomaidw krz jest tautologig krz.

Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze kazdy z aksjomatéw nrz n; jest n;-tautologia.

Wykazemy teraz, ze kazdy z aksjomatéw nrz n, jest ny-tautologia.

Zalézmy, ze Al nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(A—>(B—A))=1. Niech An,’
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bedzie taka algebrg i h' taka interpretacjg jn, w Any, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i
z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze x=(y=x)=1. Stad i z definicji =~ w An,
wnosimy, Ze x-(y=x)=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x=1 i (2)
y=x=1. Z (2) i definicji ~ w An, wynika, Ze y=x=0. Stad i z definicji ~ w An,
wnosimy, ze x=1, co jest sprzeczne z (1).

Zalézmy, ze A2 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h((A—+(B—C))—=((A—>B)—>(A—
C)))=1. Niech An,’ bgdzie taka algebra i h' taka w niej interpretacja jn,, ze h'(A)=x,
W(B)=y i W(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze
xHy=z)y(x~y)y-(x=z))=1. Stad i =z definici -~ w An, wynika, ze
(x~y=z2)y+((x+-yy<(x=2))=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x(y=-z)=1,
(2) x+y=1 oraz (3) x2z=0. Z (3) i definicji -~ w An, otrzymujemy (4) x=1 oraz (5)
z=1. Z (4), (2) i definicji ~ w An, otrzymujemy, ze y=1. Stad, z (5) i definicji -~
w An, otrzymujemy, ze y+z=0. Stad i z 1. definicji An, otrzymujemy, ze y+z=1.
Stad, z (4) i definicji ~ w An, otrzymujemy, Ze x=(y=z)=0. Stad i z 1. definicji
An, otrzymujemy, ze x~(y-z)=1, co przeczy (1).

Zatézmy, ze A3 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(~~A->A)=1. Niech An,’
bgdzie takq algebra i h' taka w niej interpretacja jn,, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn, w An, wynika, Zze x"+x=1. Stad i z definicji ~ w An, wynika, Ze
x""+x=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x"=1. i (2) x=1. Z (1) i 4.
definicji An, wnosimy, ze x=1, co przeczy (2).

Analogicznie jak aksjomatu A3 dowodzimy, Zze pewnik A4 jest np-tautologia.

Zal6zmy, ze AS nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(A—>(~A->B))=1. Niech An,’
bedzie takq algebra i h' taka w niej interpretacjg jny, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze x(x"~y)=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze x~(x~y)=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x=1. i (2) x'=y=1.
Z (2) i definicji ~ w An, otrzymujemy, ze x'-y=0. Stad i z definicji ~ w An,
wnosimy, ze x'=1. Stad otrzymujemy, ze x"'=1'. Stad i 3. definicji An, wnosimy,
ze x'"'=0. Stad i z 4. definicji An, otrzymujemy, ze x=0. Stad i z (1) wnosimy, Ze
1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Zalézmy, ze A6 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h((A—»B)—=>(~B—>~A))=1 oraz
A jest formuly prefiksowg jgzyka jn,. Niech An,' bgdzie taka algebra i h' takg w
niej interpretacjg jny, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn, w An,
wynika, ze x=0 lub x=1 oraz (x=y)<(y-x)=1. Z tego ostatniego i z definicji ~ w
An, wnosimy, ze (x~y)~(yx')=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (1) x+y=1
oraz (2) y'=x'=0. Zat6zmy, ze x=0. Stad otrzymujemy, ze x'=0". Stad i z 2. definicji
An, wnosimy, Ze x'=1. Stad i z definicji -~ w An, wnosimy, ze y'*x'=1. Stad i z
(2) wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,.
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Zat6zmy teraz, ze x=1. Stad, z (1) i definicji ~ w An, wnosimy, Zze y=1. Stad
otrzymujemy, Ze y'=1'. Stad i z 3. definicji An, wnosimy, ze y'=0. Stad, z 1. de-
finicji An, i definicji ~ w An, wnosimy, Ze y'=x'=1. Stad i z (2) wnosimy, ze 1=0,
co przeczy 1. definicji An,.

Zal6zmy, ze A7 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(AAB—A)=1. Niech An,’
bedzie takq algebra i h' taka w niej interpretacja jny, Ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, Ze xMNy=x=1. Stad i z definicji ~ w An,"
wynika, ze xNy=x=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (1) xNy=1 oraz (2)
x=0. Z (1) i z 7. definicji An, otrzymujemy, ze x=1. Stad i z (2) wnosimy, ze 1=0,
co przeczy 1. definicji An,.

Analogicznie jak aksjomatu A7 dowodzimy, Zze pewnik A8 jest n,-tautologia.

Zat6zmy, ze A9 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h((A—=B)—((A—>C)—>(A—Ba
C))=1. Niech An,’ bedzie takq algebra i h' takq w niej interpretacjg jn,, ze h'(A)=x,
h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, Ze (x~y)~((x*2Z)-
~(x~yNz))=1. Stad i z definicji = w An, wynika, ze (X-y)~{(x=z)~(x-yNz))=0. Stad
i z definicji = w An, wnosimy, ze (1) x~y=1, (2) x*z=1 i x~yNz=0. Z tej ostatniej
réwnosci i definicji ~ w An, otrzymujemy (3) x=1 i (4) yNz=1. Z (3), (1) i definicji
~ w An, otrzymujemy (5) y=1. Z (3), (2) i definicji ~ w An, otrzymujemy (6) z=1.
Z (5), (6) i 7. definicji An, wnosimy, Ze yNz=1, co przeczy (4).

Zal6zmy, ze A10 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji np-tautologii wynika,
Ze istnieja taka An, i taka w nicj interpretacja jn, h, ze h(A—>AvB)=1. Niech Any’
bedzie taka algebrg i h’ taka w niej interpretacjg jn, Ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, Zze x+-xUy=1. Stad i z definicji = w An,
wnosimy, ze x-xUy=0. Stad i z definicji ~ w An, wynika, ze (1) x=1 oraz (2)
xUy=1. Z (1) i 6. definicji An, wynika, ze xUy=1, co przeczy (2).

Analogicznie jak aksjomatu A10 dowodzimy, ze pewnik All jest n,-tautologia.

Zatézmy, ze Al2 nic jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(A—=C)—=((B—=C)—(A
vB—C)))=1. Niech An, b¢dzie taka algebra i h' taka w nicj interpretacjg jn,, ze
h'(A)=x, h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze
(x=z)y((y=z)«(xUy-2z))=1. Stad i z definicji ~ w An, wnosimy, ze (x-z)~((y-2)-
~(xUy=2))=0. Stad i z definicji + w An, otrzymujemy (1) x-z=1, (2) y=z=1 i
xUy=z=1. Z tego ostatniego i definicji ~ w An, wnosimy, ze xUy=z=0. Stad i z
definicji ~ w An, wnosimy, ze (3) xUy=1 i (4) z=1. Z (3) i 6. definicji An, wno-
simy, ze x=1 lub y=1. Zal6zmy, Zze x=1. Stad, z (1) i definicji ~ w An, wnosimy,
ze z=1, co przeczy (4). Zal6Zmy zatem, ze y=1. Stad z (2) i definicji ~ w An,
wnosimy, ze z=1, co takze przeczy (4).

Zatézmy, ze Al3 nie jest np-tautologig. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h((A=B)—(A—>B))=1. Niech
An,’ bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacja jn, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad
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i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze (x+y)-(x~y)=1. Stad i z definicji =
w An, wnosimy, z¢ (x+y)~(x~y)=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1)
x+y=1, (2) x=y=0. Z (2) i definicji + w An, wnosimy, ze x+y=0. Stgd i z (1)
wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Analogicznie jak aksjomatu A13 dowodzimy, ze pewnik Al4 jest n,-tautologia.

Zal6zmy, ze AlS nie jest np-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h((A—»B)—>((B—A)—>(A=
B)))=1. Niech An,’ bgdzie taka algebrg i h’ taka w niej interpretacjg jn,, Ze h'(A)=x,
h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze (x~y)-{(y=X)~(x+y))=1.
Stad i z definicji ~ w An, wynika, Ze (x~y)+((y=x)(x+y))=0. Stad i z definicji =
w An, otrzymujemy (1) x~y=1, (2) y=x=1, (3) x+y=1. Z (1), (2) i definicji + w
An, wnosimy, ze x+y=1, co przeczy (3).

Zal6zmy, ze Al6 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Zc istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(TA=A)=1. Niech An,’
bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacjg jn,, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn, w An, wynika, Ze tx+x=1. Stad i z definicji + w An, wnosimy, ze
tx+x=0. Stad i z definicji + w An, otrzymujemy (1) tx=x=0, lub x=tx=0. Zat6zmy
najpierw, Ze zachodzi pierwszy ze skladnikéw tej alternatywy. Stad i z definicji ~
w An, otrzymujemy (2) tx=1 i (3) x=1. Z (3) i 10. definicji An, wnosimy, ze tx=0.
Stad i z (2) wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,. Zalézmy teraz, ze za-
chodzi drugi ze sktadnikéw alternatywy (1). Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy
(4) x=11i (5) tx=1. Z (4) i 10. definicji An, wnosimy, Ze tx=1, co przeczy (5).

Zat6zmy, ze Al7 nie jest ny-iautologig. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(FA=~A)=1. Niech An,
bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacia jn,, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn, w An, wynika, ze fx+x'=1. Stad i z definicji + w An, wynika, Ze
fx+x'=0. Stad i z definicji + w An, otrzymujemy (1) fx=x'=0, lub x'+fx=0. Zal6zmy
najpierw, Ze zachodzi pierwszy ze skladnikéw tej alternatywy. Stad i z definicji ~
w An, otrzymujemy (2) fx=1 i (3) x'=1. Z (3) i 11. definicji An, wnosimy, ze
fx=0. Stad i z (2) wnosimy, z¢ 1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Zat6zmy teraz, ze zachodzi drugi ze skfadnikéw alternatywy (1). Stad i z definicji
= w An, otrzymujemy (4) x'=1 i (5) fx=1. Z (4) i 11. definicji An, wynika, Ze
fx=1, co przeczy (5).

Zatézmy, ze Al8 nie jest n,-tautologig. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
Ze istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(~NA=TAvFA)=1. Niech
An,’ begdzie taka algebra i h’' takg w niej .interpretacjg jnp ze h'(A)=x. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze nx'+txUfx=1. Stad i z definicji + w An,
wynika, ze nx'+txUfx=0. Stad i z definicji + w An, otrzymujemy nx"+txUfx=0, lub
txUEx=nx'=0. Zalézmy najpierw, Ze nx'=txUfx=0. Stad i z definicji ~ w Anj, otrzy-
mujemy (1) nx'=1 oraz (2) txUfx=0. Z (2) i 5. definicji An, otrzymujemy (3) tx=0
i fx=1 lub tx=1 i fx=0. Z (3), 10. i 11. definicji An, otrzymujemy (4) tx=0 i fx=0.
Z (4), 10. i 11. definicji An, otrzymujemy (5) x=1 i x'=1. Stad i z 12. definicji
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An, wnosimy, Zze nx=1. Stad wnioskujemy, ze nx'=1'. Stagd i z 3. definicji An,
wnosimy, ze nx'=0. Stad i z (1) wnosimy Ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Zatézmy teraz, ze txUfx+nx'=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (6)
txUfx=1 oraz (7) nx'=0. Z (6) i 6. definicji An, otrzymujemy (8) tx=1 lub fx=1.
Zatézmy, ze tx=1. Stad i z definicji t w Any wnosimy, Zze x=1. Stad i z 12. definicji
An, wnosimy, ze nx=0. Stad wnosimy, Zze nx'=0". Stad i z 2. definicji An, wnosimy,
ze nx'=1. Stad i z (7) wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Zatézmy w koficu, ze fx=1. Stad i z definicji f w An, wnosimy, ze x'=1. Stad
i z definicji n w An, wnosimy, Ze nx=0. Stad wnosimy, ze nx'=(0’. Stad i z 2.
definicji An, wnosimy, ze nx'=1. Stgd i z (7) wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1.
definicji An,.

14. Przystosowanie aksjomatyki nrz n,.

Formuta A€ jn; jest speimiona w An, przez interpretacj¢ jny w Ans h ztw h(A)=1.

Formula A ejn; jest spelniona w An; ztw dla kazdej interpretacji jn; w Ans h,
h(A)=1. .

Formula A € jn; jest tautologia nrz ny (lub krétko: ns-tautologia) ztw A jest spel-
niona w dowolnej Ans.

Wykazemy teraz, ze kazdy z aksjomatéw nrz nz jest ns-tautologia.

Zal6zmy, Ze Al nic jest ns-tautologia. Stad i z definicji ns;-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jny h, ze h(A—>(B—>A))=1. Niech Anj'
bedzie takg algebra i h' taka w niej interpretacja jns, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i
z definicji interpretacji jn; w An; wynika, ze x(y=x)=1. Stad i z definicji ~ w An,
wnosimy, ze x(y=x)=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) x=0 i (2)
y=x=0. Z (2) i definicji -~ w An; wnosimy, ze x=0, co przeczy (1).

Zat6zmy, Ze A2 nie jest nj-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika, ze
istniejg taka Anj i taka w ni€j interpretacja jns h, ze h((A—=(B—C))—=((A—=B)—>(A—>
C)))=1. Niech An,' bedzie takg algebra i h' taka w niej interpretacjg jns, Ze h'(A)=x,
h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i =z definicji interpretacjii jn; w An; wynika, ze
(x(y=z){(x>yy(x=z))=1. Stad i =z definici =~ w An; wnosimy, zZe
(xA(y*2))~((x~y)(x=2))=0. Stad i z definicji ~ w Anz otrzymujemy (1) x*(y-z)=0,
) x~y=0 i (3) x=z=0. Z (2) i definicji ~ w An; otrzymujemy (4) x=y=1. Z (3) i
definicji ~ w Anj otrzymujemy (5) x=0 i (6) z=0. Z (4) i definicji ~ w An; otrzy-
mujemy (7) x=0 lub y=0. Z (5) i (7) otrzymujemy (8) y=0. Z (6), (8) i definic;ji
= w An; otrzymujemy (9) y=z=0. Z (5), (9) i definicji + w An; otrzymujemy (10)
x(y=z)=0, co przeczy (1).

Zat6zmy, ze A3 nie jest ns-tautologig. Stad i z definicji ns-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jnz h, ze h(~~A—>A)=1. Niech Anj'’
begdzie taka algebrg i h' taka w niej interpretacja jni, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn3 w An; wynika, ze x""=x=1. Stad i z definicji ~ w An; wynika, ze
x"+x=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) x"=0 i (2) x=0. Z (2) i 4.
definicji An, otrzymujemy, ze x"=0, co przeczy (1).
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Analogicznic jak aksjomatu A3 dowodzimy, ze pewnik A4 jest ns-tautologia.

Zatézmy, ze AS nie jest ns-tautologig. Stad i z definicji ns-tautologii wynika, ze
istniejq taka An, i takie w niej warto§ciowanie jn; h, ze h(A—>(~A—>MA))=1. Niech
An,' bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacja jns, Ze h'(A)=x. Stad i z
definicji interpretacji jny w Ans wynika, ze x+(x"+mx)=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze x=(x'=mx)=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) x=0 i (2)
x'=mx=0. Z (2) i definicji ~ w An, otrzymujemy (3) x'=0 i (4) mx=0. Z (1), (3) i
definicjii m w An, otrzymujemy, ze mx=1. Stad i z (4) wnosimy, ze 1=0, co przeczy
definicji Ans. :

Zatézmy, Ze A6 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jny h, Ze h(A—=>(~A—B))=1 i A jest
formuly prefiksowa jezyka jns. Niech Any' bedzie takq algebra i h' taka w niej
interpretacja jns, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn; w An,
wynika, ze (1) x=(x"+B)=1 i (2) x=0 lub x=1..Z (1) i definicji -~ w Any wnosimy,
ze x=(x'+y)=0. Stad i z definicji ~ w Ans otrzymujemy (3) x=0 i (4) x"+y=0. Z (2)
i (3) otrzymujemy (5) x=1. Z (4) i definicji ~ w An; otrzymujemy (6) x'=0. Z (5)
otrzymujemy (7) x'=1". Z tej ostatniej réwnosci i 3. definicji Ans wnosimy, ze x'=0,
co przeczy (6).

Zatézmy, ze A7 nie jest nsy-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika, ze
istnieja taka Ans i taka w niej interpretacja jn; h, ze h((A—=B)—>(~B—~A))=1 i B
jest formutg prefiksowa jgzyka jn;. Niech An;' bedzie taka algebra i h' takq w niej
interpretacjg jna, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn; w Ang
otrzymujemy - (1) (x~y)y(yx")=1 i (2) y=0 Iub y=1. Z (1) i definicji ~ w An,
wnosimy, ze (x=y)~(y'=x')=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (3) x~y=0 i
(4) y'=x'=0. Z (4) i definicji ~ w An; otrzymujemy (5) y'=0 i (6) x'=0. Z (3) i
definicji ~ w Anz wnosimy, ze x+y=1. Stad i z definicji ~ w An; wnosimy, ze x=0
lub y=0. Zat6zmy, Zze x=0. Stad wnioskujemy, ze x'=0. Stad i z 2. definicji An,
wnosimy, ze x'=1. Stad i z (6) wnosimy, ze 1=0, co przeczy 1. definicji Ans.

Zatézmy teraz, ze y=0. Stad i z (2) wnioskujemy, ze y=1. Stad wnosimy, ze
y'=1". Stad i 3. definicji An; wnioskujemy, ze y'=0, co przeczy (5).

Zat6zmy, ze A8 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istniejg taka Ans i taka w niej interpretacja jns h, ze h(Av~A)=1. Niech An;' bgdzie
taka algebrg i h' taka w niej interpretacja jns, ze h'(A)=x. Stad i z definicji inter-
pretacji jn; w An, wynika, ze xUx'#1 co przeczy 5. definicji Ans.

Zatézmy, ze A9 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika, ze
istnicja taka Ans i taka w niej interpretacja jn; h, ze h(AAB—A)=1. Niech Anj’
bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacja jns, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i
z definicji interpretacji jn; w An; wnosimy, ze xNy+x=l. Stad i z definicji ~ w
Ans wnioskujemy, Zze xNy-x=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) xMNy=0
i (2 x=0.Z (2) i 7. definicji Anz wnosimy, Zze xNy=0, co przeczy (1).

Analogicznie jak aksjomatu A9 dowodzimy, Zze pewnik A1l0 jest ns-tautologig.
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Zat6zmy, ze All nie jest nz-tautologia. Stad i z definicji nz-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An; i taka w niej interpretacja jny h, ze h((A—=B)—>(A—C)—-
(A—=Ba O)))=1. Niech An,' bedzie taka algebra, a h’' takag w niej interpretacja jns,
ze h'(A)=x, h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn; w Ans wynika, Ze
x=y)y((xz)-(x=yNz))=1. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) x~y=0, (2)
x=z=0 i (3) x=yNz=0. Z (1) i definicji = w An; otrzymujemy (4) x+y=1. Z (2) i
definicji ~ w Anz otrzymujemy (5) x=z=1. Z (3) i definicji ~ w Anj otrzymujemy
©6) x=0 i (7) yNx=0. Z (4) i definicji ~ w Anz otrzymujemy (8) x=0 lub y=0. Z
(6) i (8) otrzymujemy (9) y=0. Z (5) i definicji ~ w Ans otrzymujemy (10) x=0
lub z=0. Z (6) i (10) otrzymujemy (11) z=0. Z (9), (11) i 7. definicji Anz wnosimy,
ze yNz=0, co przeczy (7).

Zal6zmy, ze Al2 nie jest nz-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An; i taka w niej interpretacja jnz h, ze h(A—AvB)=1. Niech Anj'
bedzie takq algebrg a h' taka w niej interpretacjg jns, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z
definicji interpretacji jny; w An; wynika, ze x*(xUy)=1. Stad i z definicji ~ w Any
wynika, ze x+xUy=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) x=0, (2) xUy=0.
Z (1) i 6. definicji Any wnosimy, ze xUy=0, co przeczy (2).

Analogicznie jak aksjomatu Al2 dowodzimy, ze pewnik Al3 jest nj-tautologia.

Zatézmy, ze Al4 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Zc istnieja taka Ans i taka w ni¢j interpretacja jn; h, Zze h((A—=C)—((B—=C)—=(A
vB—C))=1. Niech An,' bgdzie taka algebrg i h' taka w niej interpretacja jns, ze
h'(A)=x, W'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn; w Ans wynika, ze
(x=z)y((y=zy<(xUy-z))=l. Stad i =z | definici =~ w An; wynika, ze
(x+z)~((y=z)y<(xUy=2))=0. Stad i z definicji ~ w Anz otrzymujemy (1) x=z=1, (2)
y=z=1, (3) xUy+z=0. Z (1) i definicji = w An; otrzymujemy (4) x=0 lub z=0. Z
(2) i definicji ~ w An; otrzymujemy (5) y=0 lub z=0. Z (3) i definicji =~ w Ans
otrzymujemy (6) xUy=0 i (7) z=0. Z (4) i (7) otrzymujemy (8) x=0. Z (5) i (7)
otrzymujemy (9) y=0. Z (8), (9) i 6. definicji An; wynika, ze xUy=0, co przeczy
©)-

Zatézmy, ze AlS nie jest ns-tautologig. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
ze istniejg taka An; i taka w niej interpretacja jn; h, ze h((A=B)—(A—B))=1. Niech
An;’ bedzie taky algebra, a h' taka w niej interpretacja jny, ze h'(A)=x, h'(B)=y.
Stad i z definicji interpretacji jny w Ans wnosimy, Zze (x+y)~(x~y)=1. Stad i z de-
finicji = w Ans wynika, Ze (x+y)*(x~y)=0. Stad i z definicji -~ w An; otrzymujemy
(1) x+y=1, (2) x~y=0. Z (2) i definicji = w An; wynika, ze x+y=0. Stad i z (1)
wynika, ze 1=0, co przeczy 1. definicji Ans.

Analogicznie jak aksjomatu Al5 dowodzimy, ze pewnik Al6 jest n,-tautologia.

Zatozmy, ze Al7 nie jest ni-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Ze istniejg taka Any i taka w niej interpretacja jn; h, ze h((A—B)—=((B—A)—(A=
B)))=1. Niech Anjy’ bgdzie taka algebra, a h' taka w niej interpretacjq jns, Ze h'(A)=x,
h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn; w An; wynika, Ze (x~y)}~((y=x)<{(x+y))=1.
Stad i z definicji ~ w An; wynika, ze (x~y)~((y=x)~(x+y))=0. Stad i z definicji ~
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w An, otrzymujemy (1) x+y=1, (2) y=x=1 i (3) x+y=0. Z (1), (2) i definicji + w
An, wnioskujemy, ze x+y=1. Stad i z (3) wnosimy, Ze 1=0, co przeczy 1. definicji Ans.

Zat6zmy, 7e Al8 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istnieja taka Anz i taka w niej interpretacja jny h, ze h(TA=A)=1. Niech Anj'
bedzie takg algebra, a h' taka w niej interpretacja jns, Ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn3 w An wynika, Ze tx+x=1. Stad i z definicji + w An; wnosimy, ze
tx+x=0. Stad i z definicji + w Ans wynika, Zze tx~x=0 lub x-tx=0.

Zat6zmy najpierw, Ze tx=x=0. Stad i z definicji -~ w An; otrzymujemy (1) tx=0,
(2) x=0. Z (2) i definicji t w An; wynika, Ze tx=0, co przeczy (1).

Zat6zmy teraz, ze x-tx=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (3) x=0 i (4)
tx=0. Z (3) i definicji t w An; wynika, ze tx=1. Stad i z (4) wnosimy, ze 1=0, co
przeczy 1. definicji Ans.

Zatézmy, ze Al9 nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Ze istnieja taka Ans i taka w niej interpretacja jny h, ze h(FA=~A)=1. Niech Any’
bedzie taka algebra i h’ taka w niej interpretacjg jn,, Ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jn; w Ans wynika, ze fx+x'=1. Stad i z definicji + w An; wynika, Ze
fx+x'=0. Stad i z definicji + w Ans otrzymujemy fx=x'=0 lub x'-fx=0. Zal6zmy
najpierw, ze fx+x'=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) fx=0 i (2) x'=0.
Z (2) otrzymujemy (3) x"=0". Z (3) i 2. definicji An,; otrzymujemy (4) x=1. Z (4)
i definicji f w An; wynika, Zze fx=0, co przeczy (1).

Zatézmy teraz, ze x'+fx=0. Stad i z definicji ~ w An,; otrzymujemy (5) x'=0 i
(6) fx=0. Z (6) i definicji f w An; wynika, ze x=0. Stad, z (5) i definicji m w
An, wynika, Ze mx=1. Stagd i z 13. definicji An; wynika, fx=1. Stad i z (6) wnosimy,
ze 1=0, co przeczy 1. definicji An,.

Zat6zmy, Zze A20 nie jest nj-tautologig. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Ze istnicjq taka Ans i taka w niej interpretacja jns h, ze h(FA—>(A—B))=1. Niech
An,' bedzie takg algebra i h' takq w niej interpretacjg jns;, ze h'(A)=x, a h'(B)=y.
Stad i z definicji interpretacji jny; w Any wynika, Ze fx-(x-y)=1. Stad i z definicji
= w An; wynika, Ze fx(x>y)=0. Stad i z definicji ~ w An; otrzymujemy (1) fx=0
i 2) x~y=0. Z (2) i definicji = w An; otrzymujemy (3) x=0. Z (3) i definicji f w
An, otrzymujemy, ze fx=0, co przeczy (1).

Zat6zmy, ze A21 nie jest ns-tautologig. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Ze istniejg taka Ans; i taka w niej interpretacja jns h, ze h(MA—Aa~A)=1. Niech
An,’ bedzie takg algebra, a h' takq w niej interpretacjg jns, Zze h'(A)=x. Stad i z
definicji interpretacji jn; w An; wynika, ze mx<xNx'=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze mx=xNx'=0. Stad i z definicji = w An; otrzymujemy (1) mx=0, (2)
xNx'=0. Z (2) i 7. definicji An; wnioskujemy, ze x=0 lub x'=0. Stad i z definicji
m w An; wnosimy, ze mx=0, co przeczy (1).

15. Przystosowanie aksjomatyki nrz n,. 4
Formuta A € jn, jest spelmiona w An, przez interpretacjg jn, w An, h ztw h(A)=1.
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Formuta A €jn, jest spelniona w An, ztw dla kazdej interpretacji jny w An, h,
h(A)=1.

Formuta A €jn, jest tautologia nrz n, (lub krétko: n4-tautologia) ztw A jest spel-
niona w dowolnej An,.

Wykazemy teraz, ze kazdy z aksjomatow nrz n, jest ny-tautologia.

Zalézmy, Zze Al nie jest n-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h(A—(B-»A))=1. Niech An,
begdzie takg strukturg a h' takq w niej interpretacjg jny, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad
i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze x-(y-x)=1. Stad i z definicji ~ w
Ang wnosimy, z¢ x~(y=x)=0. Stad i z definicji ~ w Any otrzymujemy (1) x>0 i (2)
y+x<0. Z (2) i definicji ~ w An, wnosimy, ze y~x=0. Stad i z definicji ~ w An, wnosimy,
ze x<0. Stad i z 5. definicji An, wynika, Ze nieprawda, ze x>0, co przeczy (1).

Zatézmy, Ze A2 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jng h, ze h((A—=(B—C))—((A—>B)—-
(A—C)))=1. Niech An,’ bedzie taka algebra i h' taka w niej interpretacja jn,, Ze
hW'(A)=x, W'(B)=y, W'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, zZe
(xy=2))«((x=y)y-(x=z))=1. Stad i z definicji = w An, wynika, ze (x~(y=z))~((x>y)-
~(x+z))=0. Stad i z definicji = w Ang otzymujemy (1) x~(y=z)>0 i (2)
(x~y)y(xz)<0. Z definicji ~ w Any i (1) lub (2) otrzymujemy odpowiednio: (3)
x(y=z)=1, (4) (x~y)-(x*2)=0. Z (4) i definicji ~ w An, otrzymujemy (5) x~y>0 i
(6) x+z<0. Z definicji ~ w An, i (5) lub (6) otrzymujemy odpowiednio: (7) x+~y=1,
B) x=z=0. Z (8) i definicji ~ w An, otrzymujemy (9) x>0 i (10) z<0. Z (7) i
definicji ~ w An, otrzymujemy (11) x<0 lub y>0. Z (9) i (11) otrzymujemy (12)
y>0. Z (3) i definicji ~ w An,; otrzymujemy (13) x<0 lub y=z>0. Z(9) i (13) wno-
simy, ze y=z>0. Stad i z definicji ~w An, wnosimy, ze y-z=1. Stad i z definicji
=~ w An, otrzymujemy (14) y<0 lub z>0. Z (12) i (14) otrzymujemy (15) z>0. Z
(10) i 5. definicji An, wnosimy, ze nieprawda, ze z>0, co przeczy (15).

Zat6zmy, Ze A3 nie jest ng-tautologia. Stad i z definicji n4-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(~~A-»A)=1. Niech An,
bedzie taka strukturg i h' takq w niej interpretacja jns, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jny w An, wynika, ze x"-x=1. Stad i z definicji ~ w An, wnosimy, Ze
x''+=x=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (1) x">0 i (2) x<0. Z (1) i 3.
definicji An, otrzymujemy (3) x>0. Z (2) i 5. definicji An, wnosimy, Ze nieprawda,
ze x>0, co przeczy (3).

Analogicznie jak aksjomatu A3 dowodzimy, Ze pewnik A4 jest n,-tautologia.

Zat6ézmy, Zze AS nie jest ns-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika, Ze
istniejq taka An, i takie w niej wartosciowanie jn, h, Ze h(A—=(~A—>MA))=1. Niech
An,' bedzie taka struktura i h' takg w niej interpretacjg jng, Ze h'(A)=x. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze x=(x"+mx)=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze x~(x'+mx)=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x>0 i (2)
x'=mxs<0. Z (2) i definicji ~w An, wnosimy, ze x+mx=0. Stad i z definicji ~ w
An, otrzymujemy (3) x>0 i (4) mx<0. Z (4) i definicji m w An, otrzymujemy (5)
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=0. Z (1), (3) i definicji m w An, wnosimy, ze mx=1. Stad i z (5§) wnosimy,
ze 1=0, co przeczy twierdzeniu T.

Zat6zmy, ze A6 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, Ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jny h, Ze h(A—»>(~A—>B))=1 i A jest
formuty prefiksowg jng. Niech An,’ bedzie taka strukturg i h’ takq w niej interpretacjg
jng Ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jny w An, wnosimy, ze (1)
x=0 lub x=1, (2) x«(x"~y)=1. Z (2) i definicji ~ w An, wnosimy, ze x(x'-y)=0.
Stad i z definicji -~ w An, otrzymujemy (3) x>0 i (4) x'~y<0. Z (4) i definicji ~
w An, wnosimy, ze x'+y=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (5) x'>0. Stad
i 6. definicji An, otrzymujemy (6) x'=0. Z (3) i 6. definicji Ang otrzymujemy (7)
x=0. Stad i z (1) otrzymujemy, ze x=1. Stad wnosimy, Zze x'=1". Stad i z 2. definicji
An, wnosimy, ze x'=0, co przeczy (6).

Zat6zmy, ze A7 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika, ze
istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h((A—~B)—>(~B—~A))=1 oraz
A i B s3 formutami prefiksowymi j¢zyka jns Niech An,’ bedzie taka struktura i h’'
taka w niej interpretacja jng, ze h'(A)=x i h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji
jng W Ang otrzymujemy (1) x=1 lub x=0, (2) y=1 lub y=0, (3) (x=y)«(yx)=1. Z
(3) i definicji = w An, wnosimy, ze (x~y)<y-x')=0. Stad i z definicji ~ w An,
otzymujemy (4) x-y>0 i (5) y'*x's0. Z (4) i 6. definicji An, otrzymujemy (6)
x=y=»0. Z (5) i S. definicji Any wnosimy, ze nieprawda, ze y'=x'>0. Stad, z definicji
~ w An, i 4. definicji An, otrzymujemy (7) y=x'=0. Stad i z definicji = w An,
otrzymujemy (8) y'>0 i (9) x's0. Z (8) wnosimy, ze y”’>0". Stad i z 1. oraz 3.
definicji An, wnosimy, ze y>1. Stad i z 6. definicji An, wnosimy, Zze y=1. Stad i
z (2) otrzymujemy (10) y=0. Z (9) i S. definicji An, wnosimy, ze nieprawda, ze
x'>0. Stad wnioskujemy, ze x">0'. Stad i z 1. oraz 3. definicji An, wnosimy, ze
x>1. Stad i z 6. definicji An, wnioskujemy, ze x=1. Stad i z (1) otrzymujemy, Ze
x=0. Stad, z (10), 1. oraz 4. definicji An, oraz definicji ~ w An, wynika, ze y'=x'=1.
Stad i z (7) wynika, ze 1=0, co przeczy twierdzeniu T.

Zatéimy, ze A8 nie jest ng-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika, ze
istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jns h, Ze h(AAB—>A)=1. Niech An,’
bedzie takg struktura i h' taka w niej interpretacjg jng, Ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i
z definicji interpretacji jny w An, wynika, ze xNy=x=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze xMNy+x=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) xNy>0 i (2) x=s0.
Z (1) i 7. definicji An, otrzymujemy (3) x>0. Z (2) i 5. definicji An,, wnosimy, ze
nieprawda, ze x>0, co przeczy (3).

Tautologiczno$¢ aksjomatu A9 dowodzimy analogicznie jak dowodziliSmy tauto-
logicznosci pewnika AS8.

Zal6zmy, ze aksjomat A10 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii
wynika, ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jny h, ze¢ h((A—B)—((A—>
C)—(A—BAQC)))=1. Niech An, bedzie taka strukturg i h’ taka w niej interpretacja
jng, ze h'(A)=x, h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika,
ze (x-y)yH(x=y)y{(x~z)(x~yNz)))=1. Stad i z definicji ~ w Ang otrzymujemy (1)
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x2y>0, (2) (x+-z)(x~yNz)<0. Z (1), (2), 6. i 5. definicji An, otrzymujemy odpowie-
dnio (3) x+y=0, (4) nieprawda, ze (x=z)~(x+yNz)>0. Z (3) i definicji ~ w An, otrzy-
mujemy (5) x~y=1. Z (4), 9. i 4. definicji An, otrzymujemy, ze (x-z)~(x~yNz)=0.
Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (6) x=z>0 i (7) x~yNz<0. Z (6), (7), 6. i
5. definicji An, otrzymujemy odpowiednio: (8) x-z=0, (9) nieprawda, ze x+yNz>0.
Z (8) i definicji ~ w An, otrzymujemy (10) x=z=1. Z (9), 9. i 4. definicji An,
otrzymujemy, ze x=yNz=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (11) x>0 i (12)
yNzs0. Z (11) i S. definicji Ang otrzymujemy (13) nieprawda, ze x<0. Stad, z (5)
i definicji ~ w Ang wnosimy, ze (14) y>0. Z (13), (10) i definicji ~ w An, wnosimy,
ze z>0. Stad, z (14) i 7. definicji An, wynika, Ze yNz>0. Stad i z 5. definicji An,
wynika, ze nieprawda, ze yNzs0, co przeczy (12).

Zal6zmy, 7ze All nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
Ze istnicja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h(A—~>AvB)=1. Niech An,’
bedzie taka strukturg i h’ taka w niej interpretacjy jng, ze h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i
z definicji interpretacji jn, w Ang wynika, ze x=xUy#=1. Stad i z definicji ~ w An,
wynika, ze x=xUy=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x>0 i (2) xUys0.
Z (2) i 8. definicji An, wynika, Ze x<0. Stad i z 5. definicji An, wynika, Ze nie-
prawda, ze x>0, co przeczy (1).

Dowdd tautologicznosci aksjomatu Al2 przebiega analogicznie do dowodu tauto-
logicznosci pewnika All.

Zatézmy, 7ze Al3 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n4-tautologii wynika,
Ze istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jng h, ze h((A-»C)—(B—=C)—(A
vB)—C)))=1. Niech An,’ bedzie taka struktura i h' taka w niej interpretacja jng, Ze
h'(A)=x, h'(B)=y, h'(C)=z. Stad i z definicji ~ w An,; wynika, ze (xz)+((y*z)>
(xUy=2))=0. Stad i z definicji +~ w An, otzymujemy (1) x+z>0, (2) (y+z)~(xUy=z)=<0.
Z (1), 6. i 9. definicji An, otrzymujemy (3) x=z=1. Z (2) i 5. definicji An, otrzy-
mujemy, Ze nieprawda, ze (y+z)~(xUy=z)>0. Stad i z 9. oraz 4. definicji An, wno-
simy, Ze (y=z)~(xUy+z)=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (4) y~z>0 i (5)
xUy=2<0. Z (4), 6. i 9. definicji An, otrzymujemy (6) y=z=1. Z (5) i 5. definicji
An, otrzymujemy, ze nieprawda, ie xUy+z>0. Stad i z 9. oraz 4. definicji An,
wnosimy, ze xUy-z=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (7) xUy>0 i (8)
zs0. Z (8) i z 5. definicji An, otrzymujemy (9) nieprawda, ze z>0. Stad, z (3) i
definicji ~ w An, otrzymujemy (10) x<0. Z (9), (6) i definicji ~ w An, wynika, Ze
ys=0. Stad, z (10) i 8. definicji An, wynika, ze xUy<0. Stad i z 5. definicji An,
wynika, Ze nieprawda, ze xUy>0, co przeczy (7).

Zatézmy, 7ze Al4 nie jest ng-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istniejq taka Any i taka w niej interpretacja jny h, ze h((A=B)—(A—>B))=1. Niech
An,’' bgdzie takg strukturg i h' takq w niej interpretacjq jng, ze h'(A)=x, h'(B)=y.
Stad i z definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze (x+y)~(x~y)=1. Stad i z definicji
= w An, wnosimy, z¢ (x+y)~(x~y)=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1)
x+y>0 i (2) x=y<0. Z (1) i 6. i 9. definicji An, otrzymujemy (3) x+y=1. Z (2) i
5. definicji An, wnioskujemy, Ze nieprawda, ze x=y>0. Stad, z 9. i 4: definicji An,
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wnosimy, z¢ x+y=0. Stad i z definicji ~ w An, wnosimy, ze x+y=0. Stad i z (3)
wnosimy, ze 1=0, co przeczy twierdzeniu T.

Dowdd tautologicznosci A15 przebiega analogicznie do dowodu tautologicznosci Al4.

Zal6zmy, ze Al6 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
Ze istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h((A—B)—((B—A)
—(A=B)))=1. Niech An,’ bedzie taka struktura i h' taka w niej interpretacjg jng, ze
h'(A)=x, h'(B)=y. Stad i z definicji interpretacji jn;, w An, wynika, ze
E=y)y<((y=x)<(x+y))=1. Stad i z definicji ~ w An, wynika, Ze (xy)~((y=x)(x+y))=0.
Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) x=y>1, (2) (y=x)~(x+y)s0. Z (1), 6. i
9. definicji An, otrzymujemy (3) x~y=1. Z (2) i 5. definicji Any wnosimy, Ze nie-
prawda, Ze (y-x)~(x~y)>0. Stad i z 9. oraz 4. definicji An, wnosimy, ze
(y=x)-(x+y)=0. Stad i z definicji ~ w Ang otrzymujemy (4) y=x>0 i (5) x+y<0. Z
(4), 6. i 9. definicji An, otrzymujemy (6) y-x=1. Z (5) i 5. definicji wnosimy, ze
nieprawda, ze x+y>0. Stgd, z 9. i 4. definicji An, otrzymujemy (7) x+y=0. Z (3),
(6) i definicji + w An, wnosimy, ze x+y=1. Stad i z (7) wnosimy, Zze 1=0, co
przeczy twierdzeniu T.

Zatézmy, ze Al7 nie jest ny-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
Ze istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, ze h(TA=A)=1l. Niech An,’
bedzie takg struktura i h’' taka w niej interpretacjg jn,, ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jny, w An, wynika, Zze tx+x=1. Stad i z definicji + w An, wynika, ze
tx+x=0. Stad i z definicji + w An, wynika, ze x-tx=0 lub tx+x=0. Zal6zmy najpierw,
Zze x+tx=0. Stad i z definicji ~ w An, wynika (1) x>0 i (2) tx<0. Z (1) i definicji
t w An, wynika (3) tx=1. Z (3) i (2) wynika, Ze 1<0. Stad i z 5. definicji An,
wynika, Ze nieprawda, ze 1>0, co przeczy 4. definicji An,.

Teraz zat6zmy, ze tx-x=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (4) tx>0 i
(5) x<0. Z (4) i z 6. definicji An, wynika, ze tx=0. Stad i z definicji t w An,
wynika, Ze tx=1. Stad i z definicji t w An, wynika, ze x>0. Stad i z 5. definicji
An, wynika, Ze nieprawda, Zze xs0, co przeczy (5).

Zat6zmy, ze Al8 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji n,-tautologii wynika,
ze istnieja taka An, i taka w nicj interpretacja jn, h, ze h(FA=~A)=1. Niech An,’
bedzie taka strukturg i h' takg w niej interpretacja jn,, Ze h'(A)=x. Stad i z definicji
interpretacji jny w An, wynika, Ze fx+x'=#1. Stad i z definicji + w An, wynika, Ze
fx+x'=0. Stad i z definicji + w An, otrzymujemy fx+x'=0 Iub x'-fx=0. Zal6zmy
najpierw, ze x'fx=0. Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (1) x>0 i (2) fx<0.
Z (1) i definicji f w An, wynika, ze fx=1. Stad i z (2) wnosimy, Ze 1<0. Stad i
z 5. definicji An, wnosimy, ze nieprawda jest, ze 1>0, co przeczy 4. definicji An,.

Zat6zmy teraz, ze fx=x'=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (3) fx>0 i
(4) x's0. Z (3), 6. i 12. definicji Any wynika, Zze fx=1. Stad i z definicji f w An,
wynika, ze x>0. Stad i 5. definicji An, wynika, ze nieprawda, Ze x's0, co przeczy (4).

Zatozmy, ze Al9 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji ns-tautologii wynika,
Z¢ istnieja taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h(MA—>(AA~A))=1. Niech
An,' bedzie takg strukturg i h' taka w niej interpretacja jn,, ze h'(A)=x. Stad i z
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definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze mx=(xNx’)=l. Stad i z definicji ~ w
An, wynika, ze mx+xNx'=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzymujemy (1) mx>0 i
(2) xNx's0. Z (1), 6. i 4. definicji An, otrzymujemy (3) mx=1. Z (3) i definicji m
w An, wynika (4) x>0 i (5) x'>0. Z (4), (5) i 7. definicji An, wynika, ze xNx">0.
Stad i z 5. definicji An, wynika, Ze nieprawda, Zze xNx'<0 co przeczy (2).

Zal6imy, ze A20 nie jest ng-tautologig. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
Zc istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h(~NAaTAvFA)=1. Niech
An,' bedzie takg strukturg i h' taka w niej interpretacjg jng, ze h'(A)=x. Stad i z
definicji interpretacji jn, w An, wynika, ze nx’+txUfx=1. Stad i z definicji + w An,
wynika, Zze nx'+txUfx=0. Stad i z definicji + w An, wnosimy, ze nx'+txUfx=0 lub
txUfx+nx'=0. Zat6zmy najpierw, ze nx'-txUfx=0. Stad i z definicji ~ w An, otrzy-
mujemy (1) mx'>0 i (2) txUfx<0. Z (2) i 8. definicji An, otrzymujemy (3) tx=0 i
(4) fx<0. Z (3) i 5. definicji Any wynika (5) nieprawda, ze tx>0. Z (4) i 5. definicji
An, wynika (6) nieprawda, ze fx>0. Z (5), 11. i 4. definicji An, wynika (7) tx=0.
Z (6), 12. i 4. definicji An, wynika (8) fx=0. Z (7) i definicji t w Angy wynika (9)
x<0. Z (8) i definicji £ w An, otrzymujemy (10) x's0. Z (9), (10) i definicji n w
An, wynika, ze nx=1. Stad nx'=1’. Stad i z 2. definicji An, wynika, ze nx'=0. Stad
i z 6. definicji Any wynika, ze nieprawda, Zze nx'>0, co przeczy (1).

Zal6imy teraz, ze txUfx>nx'=0 Stad i z definicji = w An, otrzymujemy (11)
txUfx>0 i (12) nx's0. Z (11) i S. definicji Any wynika, Ze nieprawda, ze txUfxs0.
Stad i z 8. definicji An, wynika (13) nieprawda, ze tx<O lub nieprawda, ze fxs0.
Zal6zmy najpierw, ze nieprawda, ze tx<0. Stad i z 5. definicji An, wynika, ze tx>0.
Stad, z 6. i 11. definicji An, wynika, Ze tx=1. Stad i z definicji t w An, wynika,
2e x>0. Stad i z definicji n w An, wynika, Ze nx=0. Stad wynika, Zze nx'=0'". Stad
i z 1. definicji An, wynika, ze nx'=1. Stad i z (12) wynika, ze 1<0. Stad i z 5.
definicji An, wynika, Zze nieprawda, ze 1>0, co przeczy 4. definicji An,.

Zalézmy teraz, ze nieprawda, ze fx<0. Stad i z 5. definicji An, wynika, zZe fx>0.
Stad, z 6. i 12. definicji An, wynika, ze fx=1. Stad i z definicji f w An, wynika,
ze x'>0. Stad i z definicji n w An, wynika, ze nx=0. Stad wynika, Ze nx'=0’. Stad
wynika, Ze nx'=1. Stad i z (12) wynika, ze 1<0. Stad i z 5. definicji An, wynika,
Ze nieprawda, ze 1>0, co przeczy 4. definicji An,.

Zal6zmy, ze A21 nie jest n,-tautologia. Stad i z definicji ny-tautologii wynika,
Ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jng h, ze h(~TA—(A—B))=1. Niech
An,' bedzie takg strukturg i h' taka w niej interpretacjg jng, Ze h'(A)=x, h'(B)=y.
Stad i z definicji interpretacji jn; w Ang wynika, ze tx'<(x-y)=1. Stad i z definicji
=~ w An, wynika, ze tx'~(x+y)=0. Stad i z definicji -~ w An, otrzymujemy (1) x'>0
i (2) x2y<0. Z (2) i 5. definicji An, otrzymujemy, Ze nieprawda, ze x+y>0. Stad,
z 9. i 4. definicji Any wynika, Ze x~y=0. Stad i z definicji -~ w An, wynika, ze
x>0. Stad i z definicji t w An, wynika, Ze tx=1. Stad wynika, ze tx'=1". Stad i z
2. definicji Ang wynika, Zze tx'=0. Stad i z 6. definicji An, wynika, Ze nieprawda,
ze tx'>0, co przeczy (1).

Oczywiste jest, ze RO jest reguly niezawodng na gruncie krz, czy nrz n;.

Latwo takze wykazaé, ze RO jest niezawodna takze na gruncie nrz: ny, n,;, ng.
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Pokazemy, ze RO jest niezawodna na gruncie nrz n, Zat6imy, ze (1) A jest
ny-tautologia i (2) A—>B jest ny-tautologig i — dla dowodu niewprost — ze (3) B
nie jest ny-tautologig. Z (3) i definicji ny-tautologii wynika, Ze istnieja taka An, i
taka w niej interpretacja jn, h, ze (4) h(B)sl. Z (1) i definicji n,-tautologii wynika
(5) h(A)=1. Z (2) i definicji np-tautologii wynika (6) h(A)~h(B)=1. Z (4), (5) i
definicji = w An, wynika, Ze h(A)~h(B)=0. Stad i z (6) wynika, ze 1=0, co przeczy
1. definicji An, i koficzy dowdd twierdzenia, ze RO jest regula niezawodng na
gruncie nrz n,. Analogicznie mozna udowodni¢, ze RO jest regulg niezawodng na
gruncie nrz n; i n,. MoZzemy zatem przyjac, ze wykazaliSmy iz kazda teza krz (nrz
n;, Ny, N3, ng) jest tautologia krz (nrz n;, Ny n3, ny).

16. Peinosé¢ nrz.

Wykazemy teraz, ze kazda np-tautologia jest tezg n,. W tym celu najpierw z jn,
tworzymy algebr¢ formut jn, traktujac kazdy z n-argumentowych spdjnikéw tego
jezyka jako n-argumentowa operacje, przyjmuja dodatkowo, Ze 1=A ztw A jest tezg
n, oraz 0=-TA ztw A jest tezg n, Otrzymang w ten spos6b algebr¢ oznaczamy
symbolem A,. Zatem Ajy=(jny, v, A, ~, 0, 1, =, =, T, F, N).

Zalézmy, ze (1) An,’ jest algebra podang jako przyklad An, (2) h jest homo-
morfizmem A, na Any, (3) ~ jest relacja okreslong w zbiorze jn, zdefiniowang na-
stgpujaco: A~B ztw h(A)=h(B), (4) A,|~ jest algebra ilorazows algebry A,, tzn.

Azl~ = (inp]~ v°, A%, =% 0, 1, =, =°, T*, F', N°), gdzie: jn,|~ jest zbiorem
wszystkich klas abstrakcji relacji ~ w zbiorze jn,, (klas¢ abstrakcji wyznaczong przez
dowolny element A ejn, oznaczaé¢ bgdziemy symbolem |A]) operacje za$ algebry
A, |~ sa zdefiniowane nastgpujaco:

|AlviB| = |AvB],
|Ala"|B| = [AAB],
~'Al = Al

0 = |~TA| ztw A jest teza n,,
1 = |A] ztw A jest tezg ny,
|Al=7[B| = |A—B|,

|Al="|B| = |A=B],
T'|A] = |TA),
FlA| = [FA},
N'|A] = [NA}.

Przypominamy jedno z twierdzen algebry ogélnej, z ktérego skorzystamy:

Jesli h jest homomorfizmem algebry A na algebr¢ B, to relacja ~ okreslona w
zbiorze A w nastgpujacy sposéb: ,

a~b ztw h(a)=h(b) jest kongruencjg algebry A oraz algebra ilorazowa A|]~ jest
izomorficzna z algebra B. Funkcja: g: A|~—B okre§lona wzorem g(la)=h(a), dla
kazdego ae A ustala izomorfizm migdzy algebrami A|~ i B.

Z powyzszego twierdzenia oraz (1), (2), (3) i (4) wynika (5) A, |~ jest nastgpnym
przykiadem An, i to takim, Ze algebry A|~ i An,’ sa izomorficzne.
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Zalézmy teraz, ze (6) A jest n-tautologia i — dla dowodu niewprost — ze (7)
A nie jest teza n,. Z (7) i z okreslenia 1 w A, wynika (8) 1x|A|. Niech g begdzie
interpretacja jn, w A,|~ taka, ze g(A)=|A|. Stad i z (8) wynika, ze g(A)=l. Stad i
z (5) wynika, Ze istniejg taka An, i taka w niej interpretacja jn, h, Ze h(A)=1. Stad
i z definicji n,-tautologii wynika, Ze A nie jest n,-tautologia, co przeczy (6) i koriczy
dow6d twierdzenia o pelnosci nrz n,.

Analogicznie mozna wykaza¢ peino$¢ kazdego z omawianych w tej pracy rachun-
kéw.

Przedstawiony powyzej spos6b dowodzenia pelnosci rachunkéw logicznych po-
chodzi od A. Lindenbauma i A. Tarskiego.
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