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Kilka uwag o tezie Churcha

W niniejszym artykule chciatbym przedstawi¢ kilka uwag dotyczacych wybra-
nych tez zawartych w artykule Adama Olszewskiego (zamieszczonym w niniejszym
numerze Filozofii Nauki). Niektore z tych uwag maja charakter polemiczny, ale ko-
rzystajac z okazji, zamieszczam rowniez kilka uwag, ktdre nie maja takiego charak-
teru, ale zostaty zainspirowane artykutem A.O. i moga by¢ traktowane jako komen-
tarz. Nie probuje natomiast w tym artykule analizowa¢ nowych argumentéw na rzecz
prawdziwosci (badz falszywosci) tezy Churcha.

1. WSTEP — TEZA CHURCHA

Teza Churcha jest przedmiotem dyskusji juz od kilkudziesigciu lat w ramach de-
bat dotyczacych filozofii matematyki, filozofii umyshu, sztucznej inteligencji etc.
Stwierdza ona, ze naszemu intuicyjnemu pojeciu efektywnej obliczalnosci (ktére
dotyczy operacji obliczeniowych dokonywanych na liczbach naturalnych) trafnie
odpowiada formalna definicja obliczalno$ci, przyjmowana w teorii obliczen. Tg sa-
ma tez¢ mozna wyrazi¢ nieco inaczej, w formie stwierdzenia, ze formalna definicja
jest traftha merytorycznie — wiasciwie ,,chwyta” nasze intuicje zwiazane z procesem
obliczania.

Formalnych definicji obliczalno$ci jest wiele, ale wszystkie sa sobie rownowazne
(co zreszta stanowi jeden z argumentéw na rzecz tezy Churcha). W niniejszym arty-
kule mowiac o formalnej definicji bede mial na mysli definicje obliczalnos$ci poprzez
maszyny Turinga, ktora uwazam za najbardziej obrazowa i — swobodnie moéwiac —
najblizsza naszym potocznym intuicjom procedury mechanicznej. Teza Churcha mo-
ze by¢ wigc sformutowana w formie rownowaznosci:
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(TC) Funkcja okre$lona na liczbach naturalnych jest (intuicyjnie) efektyw-
nie obliczalna < jest obliczalna za pomoca maszyny Turinga.

2. CZY TEZA CHURCHA DOTYCZY ZBIOROW CZY POJEC?

A.O. w swoim artykule przedstawia kilka stwierdzen dotyczacych rozumienia te-
zy Churcha, ktére uwaza za nieporozumienia. Do takich nieporozumien zalicza
traktowanie tezy Churcha jako tezy o identycznosci dwoch klas: klasy funkcji efek-
tywnie obliczalnych (w sensie intuicyjnym) i klasy funkcji obliczalnych w sensie Tu-
ringa. Zdaniem Olszewskiego jest to btad, poniewaz teza Churcha winna by¢ inter-
pretowana jako teza o identyczno$ci dwoch pojeé, a nie teza o identycznosci dwoch
klas (zbiorow).

Zauwazmy najpierw, ze interpretacja tezy Churcha jako stwierdzenia dotyczace-
go (ekstensjonalnej) identyczno$ci zbioréw jest slabsza interpretacja: jesli bowiem
pojgcia sa identyczne, to identyczne musza by¢ tez zbiory obiektoéw podpadajacych
pod te pojecia, natomiast implikacja przeciwna nie musi zachodzi¢'. Olszewski za
wlasciwa uznaje wigc silniejsza interpretacje.

Moim zdaniem, przyjgcie takiego czy innego rozstrzygnigcia tego zagadnienia
(tzn. uznanie, ze TC dotyczy ona poje¢ lub zbioréw) nie ma znaczenia z punktu wi-
dzenia dyskusji zasadnosci tezy Churcha. Rozwazmy bowiem tezg Churcha w nastg-
pujacym (standardowym) sformutowaniu:

(TC) Funkcja jest efektywnie obliczalna < jest obliczalna w sensie Turinga.

Ma ono strukturg rownowaznosci: A(x) < B(x). TC stanowi szczegolny przypa-
dek problemu ogodlnego: czy stwierdzajac rownowaznosci tego typu mamy na mysli
identyczno$¢ odpowiednich zbiordéw (klas) czy tez jaka$ inna identycznos$¢ (pojeé,
znaczen, sensow, sadow efc.). Jest to problem semantyczny o charakterze ogdlnym,
ktéry nie ma bezposredniego zwiazku z sama tezg Churcha (cho¢ rozstrzygnigcie te-
go problemu wyznacza pewna interpretacjg wszelkich stwierdzen o charakterze row-
nowaznosci — w tym réwniez TC?). Ewentualna argumentacja na rzecz takiej wia-
$nie interpretacji musiataby mie¢ charakter ogolny, problem za$ zasadno$ci tezy
Churcha nie miatby dla tej argumentacji znaczenia.

Autor wyglasza pewna og6lna tez¢ semantyczna, interpretacja zas TC jest szcze-
gotowym wnioskiem z tej tezy. Zauwazmy zreszta, ze doktadnie te same wnioski
z analiz Autora wynikaja dla negacji TC — gdyby zgodzi¢ sig, ze rownowaznosci
typu A(x)<B(x) winny by¢ interpretowane jako stwierdzenia dotyczace pojgé, to

! Implikacja przeciwna, tj. wnioskowanie o identycznosci pojeé na podstawie identycznodci
zbiorow obiektow ,,podpadajacych” pod te pojgcia bylaby po prostu zasada ekstensjonalnosci dla
pojeé, a wige zasada (co najmniej!) dyskusyjna.

? Dotyczy to jednak takze stwierdzen typu: ,,zwierze jest ssakiem < na pewnym etapie roz-
woju zywi si¢ wylacznie mlekiem matki”.
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wyznacza to zardwno pewna interpretacj¢ TC, jak i jej negacji, w zaden jednak spo-
sob nie determinuje wyboru miedzy nimi.?

Swoje rozwazania dotyczacego tego problemu (zdaniem A.O. — btedu), Autor
konczy stwierdzeniem, ze TC jest sformutowana w jakim$ jezyku, ktory nie zostat
jeszcze do konca rozpoznany. ,,Nie moze to, jak si¢ zdaje, by¢ jezyk teorii zbiorow,
gdyz wtedy pojecie byloby zbiorem. To jednak nalezy z goéry wykluczyé”.
[Olszewski, s. 118].

W zwiazku z tym stwierdzeniem nasuwa mi si¢ kilka uwag. Zaczng od oczywi-
stej: TC nie jest sformutowana w jezyku formalnej teorii zbiorow (np. ZFC). W tym
sensie Autor ma oczywiscie racje, ale z pewnoscia nie chodzi tu o skonstatowanie
oczywistego faktu, ze wypowiedzi dotyczace naszych intuicji nie sg sformalizowane
w jezyku ZFC. Porusza tutaj natomiast ciekawy problem: jak zidentyfikowaé jezyk,
w ktorym formutujemy tezy o matematyce, ktore maja charakter filozoficzny czy
metodologiczny. Kiedy wigc mowi o tym, Ze nie jest to jezyk teorii zbiorow, moze tu
chodzi¢ moze jedynie o to, Ze teoriomnogos$ciowy sposdb myslenia (czy: ujecia pro-
blemu — przy catej nicostrosci tych termindéw) jest z gruntu niewlasciwy przy anali-
zie problemu TC.

Z jakim jezykiem mamy wigc do czynienia, kiedy twierdzimy, ze pewne mate-
matyczne definicje stanowia adekwatne precyzacje preteoretycznych pojeé¢ matema-
tycznych (czyli, ze ,,chwytaja” nasze intuicje)? Kiedy analizujemy motywacje, ktore
kryja sig za poszczegdlnymi definicjami matematycznymi, dochodzimy np. do wnio-
sku, ze epsilonowo-deltowa definicja ciaglosci adekwatnie kodyfikuje, ,,chwyta” na-
sze intuicje (podobnie jak np. topologiczna definicja ciagloséci, definicja prawdy,
dowodu, dtugosci krzywej, obszaru spojnego efc.). Mozna powiedzieé, ze np. topo-
logiczna definicja homeomorfizmu stanowi wlasciwa formalizacje naszego intuicyj-
nego pojecia przeksztatcenia, w ktérym nie ma sklejania ani rozrywania, jedynie
wyginanie, rozciaganie i $ciskanie. Teza gloszaca, ze definicja homeomorfizmu jest
wlasciwa racjonalna rekonstrukcja rozumianego intuicyjnie pojgcia przeksztatcenia
ciaglego, jest wypowiedzia nalezaca do (swobodnie mowiac) dyskursu filozoficzne-
go (czy metodologicznego). Dlaczego jednak mialby by¢é czym$ niewlasciwym
stwierdzenie, ze klasa homeomorfizmow to klasa przeksztatcen bez sklejania i roz-
rywania, albo stwierdzenie, ze zbior funkcji rzeczywistych, ktore intuicyjnie uznamy
za ciagle jest identyczny ze zbiorem funkcji ciaglych w sensie definicji epsilonowo-
deltowej?* A.O. wyglasza ogolna teze semantyczna — wynika z niej, ze wlasciwe
bytoby tu moéwienia o identycznosci poje€: intuicyjnego i formalnego pojgcia ciagto-

? _TC stwierdzalaby, Ze nie zachodzi réwnowaznosé: funkcja jest intuicyjnie obliczalna < jest
obliczalna w sensie Turinga. W terminologii A.O.: pojgcia te nie sa identyczne. Nb. negacja wersji
mocnej TC nie wyklucza asercji wersji stabej: odmiennosci pojeciowej moze towarzyszy¢ rownosé
zakresow.

* Zauwazmy zreszta, ze kiedy np. dowodzimy réwnowaznosci epsilonowo-deltowej definicji
ciagtosci Cauchy’ego i ciagowej definicji Heinego, to dowdd ten: (1) odbywa si¢ de facto w ramach
ekstensjonalnej teorii mnogosci; (2) dotyczy identycznosci pewnych zbiorow, a nie pojec.
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$ci. Wracajac za$ do TC, nalezy zauwazyc¢, ze jesli uznamy traktowanie tezy Churcha
za tez¢ o zbiorach za nieporozumienie, to za nieporozumienie nalezy tez uznac takie
traktowanie jakichkolwiek rownowaznosci typu A(x)<B(x). To jednak nie ma zad-
nego zwiazku z sama TC.’

3. CZY ISTNIEJA DOWODY ZA POMOCA TEZY CHURCHA?

Autor wyrdznia dwa sposoby uzycia TC w dowodach matematycznych. Pierwszy
polega na tym, ze po prostu na pewnym etapie dowodu np. rozstrzygalnosci danego
problemu przedstawiamy algorytm opisany intuicyjnie, nieformalnie, a nastgpnie —
poprzez odwotanie si¢ do TC — stwierdzamy, Ze istnieje np. stosowna maszyna Tu-
ringa rozwiazujaca dany problem. Tak faktycznie jest — i taka jest powszechna
praktyka.® Moja watpliwo$é budzi jednak wprowadzanie tutaj — niejako jako nowej
kategorii — kategorii dowodu za pomoca TC, gdyz moze to by¢ mylace. Wolalbym
moéwic raczej o pewnym sposobie postgpowania, polegajacym na tym, ze w praktyce
matematycznej stosujemy pewne skroty dowodowe, na ktore pozwalaja sobie wykta-
dowcy (lub autorzy podrecznikéw), majac zaufanie do stuchaczy i czytelnikow (ze
w miarg potrzeby beda umieli uzupetnié szczegdty techniczne dowodu za pomoca
standardowych technik).” Uzycie tezy Churcha w takich dowodach ma charakter —
jak to Zzargonowo mawiaja matematycy — ,,machania r¢kami”, ktére oczywiscie
W miarg potrzeby mozna sprecyzowac (np. gdyby$my chcieli zaimplementowaé dany
algorytm opisany nieformalnie). Czy nalezy w zwiazku z tym wyrdznia¢é w matema-
tyce pewna klas¢ dowodéw — dowody przez ,,machanie regkami”? Moim zdaniem,
wystarczy po prostu odnotowac fakt, ze w swojej codziennej pracy (np. na wykta-
dach albo referatach prezentujacych nowy wynik) matematycy nie przedstawiaja
kompletnych, sformalizowanych dowodoéw, ale jedynie ich szkice. Zilustrujg¢ moje

* Widze tu analogi¢ do nastepujacej sytuacji: przypusémy, ze ktos twierdzi, ze kazdy silnik
spalinowy musi emitowac pewna ilo$¢ dwutlenku wegla. Pada w tym momencie zarzut: biedem jest
moéwienie o silniku i dwutlenku wegla, bo tak naprawdg nalezatoby mowic¢ o wiazkach wrazen (taki
zarzut moglby postawi¢ radykalny fenomenalista). Oczywiscie, mozna dyskutowac nad jego teza,
ale nie ma ono zadnego zwiazku merytorycznego z problemem emisji dwutlenku wegla. Podobnie:
problem interpretacji tez typu A(x)<B(x) nie ma zwiazku merytorycznego z problemem zasadnosci
tezy Churcha.

® W praktyce — np. na wyktadach — ten sposéb jest czgsto uzywany. Np. méwimy: maszyna
Turinga sprawdza na tasmie ....; maszyna Turinga przeglada....; maszyna Turinga sprawdza na jed-
nej tamie ..., na drugiej ...., a na trzeciej porownuje wyniki efc. Oczywiscie zawsze pamigtamy
o tym, ze te luzne stwierdzenia mozna sformalizowac.

7 Cutland w swoim podreczniku postuguje si¢ tego typu skrétami w dowodach, zauwazajac
jednak wyraznie, ze ,.kazdy, kto odwotuje si¢ do tezy Churcha w ten sposob, powinien w razie po-
trzeby poda¢ dowod formalny”. Cutland N. Computablility: an introduction to recursive function
theory, Cambridge University Press, 1980, s.70.
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uwagi prostym przykltadem: przypusc¢my, ze sformutujemy i uznamy za wiarygodna
Teze o Homeomorficznosci (TH)®:

(TH) Jesli dwie figury na plaszczyznie sa normalne i widaé, ze sa homeo-
morficzne, to faktycznie sa homeomorficzne.’

Teza ta stwierdza, ze topologiczne pojgcie homeomorfizmu (ograniczamy je do fi-
gur na plaszczyznie) dobrze odpowiada pojeciu intuicyjnemu. Czy jednak jest sens wy-
ro6znia¢ dowody za pomoca TH? Bylyby to po prostu dowody ,,przez machanie reka-
mi”, ktére nie stanowityby jednak nowego typu dowodow matematycznych. Mozna
sobie wyobrazi¢ wyktad z topologii, na ktorym wyktadowca stwierdza, ze przeciez wi-
da¢, ze np. figura w ksztalcie litery ,,I” oraz litery ,,S” sa homeomorficzne, natomiast
litery ,,A” 1 ,,H” nie sa — i ze faktu tego nie bedzie dalej dowodzit. Nie mozna prze-
ciez twierdzié, Ze jest to jakas nowa forma dowodu za pomoca Tezy o Homeomorfi-
zmie. Z podobna sytuacja mamy do czynienia w catej matematyce (nie tylko w teorii
obliczalnosci czy topologii) — dowody sa prezentowane skrétowo, ale szczegoty
techniczne zawsze mozna uzupetni¢. W wypadku teorii obliczen znaczy to po prostu,
Ze W razie potrzeby mozna explicite zdefiniowa¢ stosowna maszyn¢ Turinga.

Nie mam wigc watpliwosci co do faktu, Ze szereg dowodéw w matematyce jest
prezentowanych w sposob skrétowy. Z takimi dowodami mamy tez do czynienia na
wyktadach z teorii obliczen — i w tym sensie mozemy si¢ zgodzi¢ ze stwierdzeniem,
ze w dowodach wykorzystujemy TC. Chce jednak wyraznie podkresli¢, ze chodzi
tutaj jedynie o skrotowa prezentacje, a nie o nowa jakos¢ w dowodzeniu, i Ze nie jest
ona niczym charakterystycznym dla samej teorii obliczen, ale powszechna praktyka
w matematyce.

Autor jednak wyr6znia tez drugie rozumienie terminu ,,dowdd za pomoca TC”
— jako ,,dowod, ktdrego jedna z przestanek jest TC”. Ten drugi typ dowodu istotnie
roézni si¢ od pierwszego — zdaniem A.O., ,,uzycie TC w drugim rozumieniu jest
istotne, bez TC twierdzenia dowies¢ si¢ nie uda” [Olszewski, s. 119].

Tu si¢ z A.O. kategorycznie nie zgadzam: takich dowodéw w matematyce po
prostu nie ma! Zadne twierdzenie matematyczne nie jest dowodzone przez odwota-
nie si¢ do tezy, ze pewna definicja formalna stanowi adekwatna formalizacj¢ pew-
nych intuicji.

A.O. uzasadnia swoja tez¢ postugujac si¢ przyktadem problemu stopu, podajac
jego cztery sformutowania (ktére dla wygody Czytelnika przypomne w przypisie)."

¥ Jest to jedynie przyklad, do ktérego nie jestem zbytnio przywiazany. Gdyby kto§ wykazat, ze
TH jest niewiarygodna, to $wiadczyloby to jedynie o ztym dobraniu przyktadu, ale nie ostabiatoby
krytyki.

° Np. widzimy, ze krazek i plama (bez dziur i doczepionych nitek) sa faktycznie homeomor-
ficzne, cho¢ by¢ moze np. wypisanie takiego homeomorfizmu byloby technicznie bardzo skompli-
kowane.

12 (1) O dowolnej maszynie Turinga nie jest rozstrzygalne w sensie Turinga to, ze zatrzyma sie,
gdy na wejsciu zadamy jej dowolna liczbe.
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Rozwazania Autora nie sa dla mnie jednak do konca jasne. Niewatpliwie, formalnie
problem stopu mozna sformutowaé w stylizacji maszyny Turinga. Pozostate sfor-
mulowania nie sa twierdzeniami matematycznymi — cho¢ kazde z tych sformutowan
mozna traktowa¢ jako luzno i nieformalnie sformutowana odpowiedz na pytanie ,,co
to jest problem stopu i jakie jest jego rozwiazanie”. Matematyk swobodnie postuguje
si¢ pojgciami maszyny Turinga, algorytmu czy procedury efektywnej (traktujac je
jako synonimy), cho¢ oczywiscie tylko pierwszy z tych terminéw ma precyzyjnie
zdefiniowany sens. Nie prowadzi to oczywiscie do nieporozumien, bo wiemy prze-
ciez, ze na ewentualne pytanie o to, co to takiego jest algorytm albo procedura efek-
tywna 0w matematyk odpowie, ze chodzi wtasnie o maszyny Turinga i dzialanie ma-
szyny Turinga. Jes§li wigc traktujemy te sformulowania po prostu jako zwykte, co-
dzienne, ,,robocze” sformutowania problemu stopu, to r6znia si¢ one jedynie styliza-
cja (po prostu terminy ,,algorytm”, ,,maszyna Turinga” i ,,efektywna procedura obli-
czeniowa” sa stosowane wymiennie). I odwrotnie: nalezy pamigtaé, ze zdania (2)-(4)
wolno nam uzna¢ za sformutowanie matematycznego twierdzenia o nierozstrzygal-
nosci problemu stopu tylko wtedy, gdy terminy te bedziemy interpretowa¢ w sposob
Scisty, matematyczny.

Natomiast przy literalnym odczytaniu tych stwierdzen ich status jest faktycznie
rozny: drugie i trzecie sa stwierdzeniami, w ktorych wystgpuje zardbwno precyzyjny
termin matematyczny (,,maszyna Turinga”, ,,w sensie Turinga”), jak i termin rozu-
miany jedynie nieformalnie, intuicyjnie, czwarte za$ stwierdzenie ma czysto niefor-
malny charakter — mowa jest w nim o (intuicyjnie rozumianych) algorytmach i o (in-
tuicyjnie rozumianym) pojeciu efektywnej rozstrzygalnoséci. Tak tez interpretuje te
zdania A.O., zarazem twierdzac, ze ,,Cickawym jest tutaj fakt, ze twierdzenie
czwarte mozna w ogole udowodni¢” [Olszewski, s. 120]. Jednak podany przez Auto-
ra argument nie jest dowodem (o ile — zgodnie z intencja Autora — terminy
»algorytm” czy ,.efektywnie obliczalna funkcja” rozumiemy w intuicyjny, prefor-
malny sposéb). Nie moze by¢ wige tu mowy o dowodzie matematycznym, co najwy-
zej o pewnej nieformalnej argumentacji, ktora ma w nas wzbudzi¢ poczucie, ze
stwierdzenie (4) jest prawdziwe. Jest ono jednak co najwyzej w tym sensie prawdzi-

(2) O dowolnej maszynie Turinga nie jest rozstrzygalne efektywnie to, ze zatrzyma sig, gdy
zadamy jej jaka$ liczbg na wejsciu.

(3) O dowolnym algorytmie nie jest rozstrzygalne w sensie Turinga to, ze zatrzyma sig, gdy
zadamy mu na wejsciu jakas liczbg.

(4) O dowolnym algorytmie nie jest rozstrzygalne efektywnie to, ze zatrzyma si¢, gdy zadamy
mu na wejsciu jakas liczbg.” (s. 119-120).
Chcg tu tez doda¢ uwagg stylistyczna, dotyczaca (1) — takie sformutowanie moze by¢ nieco myla-
ce, bo moze sugerowac, ze chodzi o to, ze kiedy wezmiemy dowolng maszyng Turinga M, to dla
zadnej liczby n problem, ,,czy M zatrzyma si¢ dla danej wejsciowej n?” nie jest rozstrzygalny. Dla
jednoznacznosci, lepiej sformulowaé t¢ wersjg np. w postaci twierdzenia: Nie istnieje taka maszyna
Turinga M*, ktora potrafi — dla dowolnej maszyny Turinga M i danej wejsciowej n — stwierdzic,
czy maszyna M zatrzyma si¢ przy danej wejsciowej n.
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we, co stwierdzenie ,.kazda porzadna funkcja rozktada si¢ w szereg Taylora”, albo
,»Z Wyjatkiem sztucznych konstrukeji i patologicznych przypadkow, kazde A jest B”.
Nie sa to oczywiscie twierdzenia matematyczne, ale mozna si¢ zgodzié, ze matema-
tycy w trakcie luznych dyskusji moga wypowiadaé i uzasadniaé tezy tego typu
(podobnie jak w trakcie swobodnych dyskusji, moga mowi¢ o tym, ze np. ,,to si¢
powinno da¢ zrobic¢”, ,;raczej tu si¢ nie da skonstruowaé naturalnego kontrprzykta-
du”, ,ta definicja lepiej chwyta intuicje zwiazane z pojeciem P, niz inna” efc.).

Olszewski zauwaza, ze drugie zdanie wydaje si¢ nie by¢ stwierdzeniem mate-
matycznym. Oczywiscie nie jest, jesli termin ,,efektywna rozstrzygalno$¢” bedzie
uzywany w sensie czysto intuicyjnym. Twierdzi jednak zarazem, ze ,paradoksem
jest to, ze przyjecie matematycznej przestanki TC (podkreslam, ze TC uchodzi za
zdanie niematematyczne) daje w efekcie matematyczne twierdzenie, ktorego dowod
znamy” [Olszewski, s. 120]. Autor twierdzi, ze dopiero po przyjgciu TC rozstrzy-
gnigcie problemu stopu jest negatywne. ,,Bez przyjecia TC odpowiedz na tak sfor-
mutowane pytanie moglaby rowniez brzmie¢ TAK”. [Olszewski, s. 120]. To jednak
nie stanowi bynajmniej zadnego argumentu na rzecz tezy, ze przyjecie TC jest nie-
zbedne w pewnych dowodach matematycznych, bo argumentacja na rzecz (2) nie
jest dowodem — gdyz po prostu (2) nie jest stwierdzeniem matematycznym (co
przyznaje przeciez A.O.). Rowniez fakt, ze przyjecie TC czyni zdanie (2) zdaniem
matematycznym nie jest bynajmniej niczym paradoksalnym. Po prostu pewne swo-
bodne stwierdzenie uzyskuje status twierdzenia matematycznego poprzez zmiang
(uscislenie znaczen) terminow. Powr6¢my na chwilg do przyktadu homeomorfizmu,
i rozwazmy stwierdzenie, ze jesli jedna figura przestrzenna da si¢ przeformowac na
druga bez sklejania i rozrywania, to maja one taka sama grup¢ podstawowa. W takim
sformutowaniu nie jest to oczywiscie twierdzenie matematyczne, jednak jesli termin
,przeksztatcenie bez sklejania i rozrywania” zamienimy na termin ,,homeomorfizm”,
to powstaje twierdzenie matematyczne (moéwiace o tym, ze przestrzenie homeomor-
ficzne maja te sama grupe podstawowa).'! Nie ma w tym nic dziwnego.'

Jak rozumiem, przyktad argumentacji na rzecz stwierdzenia (2) miat stanowic
argument na rzecz tezy o konieczno$ci uzycia TC w dowodach matematycznych.
Faktycznie jednak, TC jest uzyta na jeden z dwdch sposobow: (i) TC dla uscislenia
pewnego terminu; (ii) do uzasadnienia pewnego niematematycznego stwierdzenia.
W zadnej z tych sytuacji nie ma zadnego paradoksu.

""" Analogia z TC jest prosta: tutaj odwolujemy si¢ do tego, Ze intuicyjne pojecie ciaglosci (jako
przeksztatcenie bez sklejania i rozrywania) jest podstawa topologicznej definicji.

2 Inny przyktad: przypusémy, ze kto$ twierdzi, Ze jesli funkcja rzeczywista f: R—R jest anali-
tyczna, to nie ma zabkow. Oczywiscie, to nie jest twierdzenie matematyczne, cho¢ jesli sformuto-
wanie ,,nie ma zabkow” zinterpretujemy jako ,,jest rozniczkowalna”, powstaje twierdzenie mate-
matyczne. Nie ma tu réwniez zadnego paradoksu.
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4. TWIERDZENIA GODLA
A CHARAKTER DOWODU MATEMATYCZNEGO

Autor sugeruje, ze to twierdzenia Godla wskazuja na niezbywalno$¢ dowodu tre-
sciowego. W tym stwierdzeniu dostrzegam nieporozumienie, ktorego zrodtem jest
(jak sadz¢) pomieszanie pojecia dowodu niesformalizowanego (cho¢ potencjalnie
poddajacego si¢ formalizacji) z pojeciem argumentacji na rzecz prawdziwosci dane-
go stwierdzenia (lecz argumentacji nie poddajacej si¢ takiej formalizacji, czyli nie-
bedacej dowodem w normalnym sensie tego stowa). Dowody znane nam z praktyki
matematycznej sa niesformalizowane, ale potencjalnie daja si¢ sformalizowac (przy-
najmniej takie jest przekonanie matematykow). Byloby jednak absurdem oczekiwa-
nie, ze dowody twierdzen z zakresu algebry, teorii prawdopodobienstwa czy analizy
zespolonej zostana przettumaczone na jezyk teorii mnogosci — taki dowod bylby
absolutnie nieczytelny (chociazby ze wzgledu na dlugo$é). Zarazem jednak mate-
matycy sa przekonani, ze ich dziatalno$¢ odbywa si¢ w pewnych ustalonych ramach,
i ze pojgcie poprawnego dowodu matematycznego nie jest pojeciem socjologicznym,
psychologicznym ani pragmatycznym, lecz pojeciem logicznym. Znane sa bowiem
dobrze ramy dla formalnej idealizacji matematyki — ustala je wlasnie teoria mnogo-
$ci (w tym sensie, ze wszelkie pojecia matematyczne daja si¢ zrekonstruowac w teo-
rii mnogosci ZFC, za$ dopuszczalne, ,legalne” dowody matematyczne mieszcza si¢
w ramach ZFC"). W tym sensie dowody tresciowe (czyli po prostu dowody) sa tez
dowodami formalizowalnymi. Natomiast ewentualna niezbywalno$¢ dowodu tre-
Sciowego w praktyce matematycznej nie wynika bynajmniej z twierdzen Godla, ale
po prostu z naszej konstrukcji umystowej: jesteSmy w stanie uprawia¢ matematyke
w taki sposob, w jaki ja uprawiamy, odwolujac si¢ do naszych intuicji, wyobrazni
etc. Pewne pojgcia matematyczne uwazamy za wazne, pewne metody dowodowe za
trickowe, pewne konstrukcje za naturalne efc. (cho¢ nie mamy formalnych kryteriow
»trickowosci” dowodu). W konteksécie odkrycia faktycznie mamy do czynienia
z procesami psychologicznymi wymykajacymi si¢ formalnemu opisowi — ale twier-
dzenia Godla nie maja z tym faktem nic wspolnego. Nie ma bynajmniej potrzeby
twierdzi¢, ze istnieje jaka$ odrgbna kategoria ,,dowodoéw przez wglad bezposredni”,
ktore wymykaja si¢ formalizacjom. Dowody sa formalizowalne. Natomiast przez
odwotanie si¢ do naszego intuicyjnego rozumienia pewnych poje¢ mozemy uzasad-
nia¢ np. prawdziwosé¢ (czy ostroznej: zasadnos$¢) nowych aksjomatow. Mozna wy-
obrazi¢ sobie sytuacje, w ktorej matematycy przyjma nowy aksjomat w wyniku po-
wszechnej zgody na jego prawdziwos¢ 1 zgodno$¢ z intuicjami. Nie bedzie to jednak
akceptacja w oparciu o dowdd tresciowy, ale w oparciu o pozaformalna analize pojeé.'*

3 Np. dowdd, ktory wykorzystywatby hipoteze kontinuum, nie jest petnoprawnym dowodem
matematycznym.

'* Mozna wyobrazi¢ sobie (cho¢ jest to malo prawdopodobne), ze zdanie P=NP jest zdaniem
niezaleznym od ZFC. Gdyby tak faktycznie bylo, to jako nowy aksjomat mogloby zostaé przyjcte
zdanie P#NP, jako bardziej zgodne z intuicjami badaczy.
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Bledna argumentacja na rzecz niezbywalnosci dowodu tresciowego w oparciu
o twierdzenia Gédla miataby (w pewnym uproszczeniu) taka postaé:'

(1) Istnieje zdanie o niezalezne od danej teorii formalnej T.

(2) Poniewaz o jest niezalezne, wigc nie istnieje dowod formalny tego zdania.

(3) Jednak my potrafimy uzasadni¢ jego prawdziwosc.

(4) Ale skoro potrafimy wykaza¢ prawdziwos¢ o, wige musi istniec jakis dowod
treSciowy tego zdania.

W takiej argumentacji mamy do czynienia z oczywistym pomieszaniem pojec.
To, ze my w jaki§ sposob uzasadniamy prawdziwo$¢ zdania o nie implikuje by-
najmniej, ze istnieje jakis dowéd prawdziwosci tego zdania. Fakt, ze mamy poczucie
prawdziwosci danego zdania o, nie czyni jeszcze tego zdania dowodliwym w zad-
nym sensie tego stowa.'

Jesli chodzi o argumentacjg¢ odwotujaca si¢ do twierdzen Godla i zdan godlows-
kich, to chcg zwrédci¢ uwage na ryzyko pewnego nieporozumienia. Naturalna inter-
pretacja metamatematyczna zdania godlowskiego G to ,,ja nie mam dowodu”. Uzna-
jemy je wigc — w naturalny sposéb — za zdanie prawdziwe. Nalezy jednak zauwa-
zy¢, ze przejscie od zdania G (ktore jest zdaniem arytmetycznym, mowiacym co$
o pewnych wielomianach) do jego interpretacji ,,ja nic mam dowodu” odbywa si¢ via
stosowne kodowania — dlatego moéwimy o naturalnej interpretacji metamatema-
tycznej tego zdania, a nie o czysto matematycznej tresci tego zdania.

W wypadku zdan Gdodla (a wige oryginalnie zdan arytmetycznych) moéwimy
o prawdziwosci w intuicyjnym sensie, ale z formalnego punktu widzenia, nalezy
méwi¢ o prawdziwosci w sposob zrelatywizowany do stosownego modelu dla PA
(w ktoérym interpretowane sa terminy wystgpujace w zdaniu G). Mowiac o tym, ze
zdanie G jest prawdziwe, mamy wigc de facto na mysli jego prawdziwo$¢, gdy inter-
pretowane jest ,,w prawdziwych liczbach naturalnych” — czyli w modelu standar-

Ten przyktad mozna uznaé za nieadekwatny, poniewaz panuje raczej przekonanie, ze po pro-
stu zdanie P=NP jest prawda, i ze wczesniej czy pdzniej zostanie znaleziony jego dowod. Jednak
mozna wyobrazi¢ sobie sytuacjg, w ktorej panuje (prawie) powszechna zgoda co do tego, ze pewne
zdanie o jest prawdziwe (specjalisci w danej dziedzinie uznaja np., ze -0 miatoby bardzo nienatu-
ralne konsekwencje efc.), a jednak okazuje si¢ ze o jest niezalezne od ZFC. W tej sytuacji naturalne
byloby przyjecie o jako nowego aksjomatu. Jednak oczywiscie nie bytoby to przyjgcie nowego na
podstawie dowodu tresciowego, ale na podstawie pewnej nieformalnej argumentacji.

' Nie twierdze, ze tak argumentuje A.O. (choé dostrzegam w jego artykule $lady takiej argu-
mentacji), jednak — korzystajac z okazji — chcg zwroci¢ uwagg na to nieporozumienie, gdyz ze-
tknatem si¢ z nim kilkakrotnie.

' Np. wickszo$¢ badaczy teorii mnogosci ma poczucie, ze aksjomat konstruowalnosci jest fat-
szywy, tj. ze V#L. Oczywiscie, nie ma (i nigdy nie bedzie) zadnego dowodu zdania ,,V#L” na pod-
stawie aksjomatéw ZFC (bo jest ono od ZFC niezalezne). Ewentualny dowdd ,,tresciowy” tego zda-
nia musialby opiera¢ si¢ na nowych aksjomatach teorii mnogosci, ale wtedy — po przyjeciu no-
wych aksjomatow A — taki dowdd statby si¢ zwyklym dowodem formalnym zdania ,,V#L” na pod-
stawie teorii ZFC+A.
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dowym N.'” Nie jest ono jednak oczywiscie twierdzeniem PA (jest bowiem niezalez-
ne od PA). Natomiast prawdziwos¢ tego zdania w modelu standardowym N jest po
prostu twierdzeniem ZFC. Istnieje wige formalny dowod twierdzenia ,,G jest praw-
dziwe w modelu standardowym N”, ktory jest sformulowany w teorii silniejszej od
PA."® Problem ,,dowodéw tresciowych” jest wigc problemem dotyczacym psycholo-
gii tworczos$ci matematycznej, ale nie niezupetnosci PA.

5. DOWODY KOMPUTEROWE

A.O. jako jeden z argumentow na rzecz tezy, ze pojecie dowodu matematyczne-
go nie jest pojeciem dobrze okreslonym przytacza problem dowodow komputero-
wych. Nalezy przyznaé, ze status dowodéw komputerowych w matematyce nie zo-
stat jeszcze do konca przemyslany. Wedle mojej wiedzy, panuje poczucie, ze wpraw-
dzie dowody komputerowe sa dowodami (np. twierdzenie o czterech barwach uwaza
si¢ za udowodnione), ale sa jakby nieco gorszymi dowodami, pozostawiaja uczucie
pewnego niedosytu (i to niedosytu nie tylko o charakterze estetycznym). Jednak do-
wod komputerowy jest dowodem formalnym — i to na ogdt znacznie bardziej for-
malnym niz dowody ,,ludzkie”. Dziatanie komputera jest dla nas przejrzyste — wy-
konuje on pewne operacje, ktore my (w zasadzie) mogliby$my tez wykonaé. Pro-
blem z dowodami komputerowymi nie polega na tym, ze one sa mniej formalne, ale
na tym, ze musimy mie¢ zaufanie do dziatania pewnego fizycznego urzadzenia, ja-
kim jest komputer."” Nasze przekonanie o tym, ze twierdzenie o czterech barwach
jest prawdziwe oparte jest poniekad na rachunku prawdopodobienstwa: jest bardzo
mato prawdopodobne, aby wszystkie programy i wszystkie komputery, za pomoca
ktérych dowodzone bylo to twierdzenie dziataty btednie — a wigc mozemy przyjac,
ze jest to twierdzenie prawdziwe. Nie jest to jednak dowdd o innej strukturze, niz
zwykly dowdd obliczeniowy — po prostu te operacje, ktére nam zajetyby
1000000000 lat, komputer wykona w kilka godzin. Problem dowodéw komputero-
wych jest filozoficznie inspirujacy, ale nie ma on nic wspolnego z problemem dowo-
du tre$ciowego ani tez z problemem TC.

'7 Nalezy pamietaé, ze istnieja (oczywicie niestandardowe) modele dla PA, w ktorych zdanie G
jest falszywe.

'® Warto tu przypomnie¢ wyniki dotyczace niezaleznosci od PA pewnych naturalnych zdan
o charakterze kombinatorycznym (mam na mys$li wyniki Parisa-Harringtona i podobne). Sa to
wszystko zdania niezalezne od PA, ale prawdziwe w sensie modelu standardowego. Czy znaczy to,
ze aby je udowodni¢ musimy odwotywac si¢ do dowodu tresciowego, ktory ma inny charakter niz
dowdd formalny? Dowody tych zdan sa formalizowalne w ZFC.

!9 Méwiac $cigle: musimy mieé zaufanie do tego, ze operacje przeprowadzane przez komputer
sa zgodne z programem, ale nie do tego, ze sa formalne. Jest to — swobodnie mowiac — kwestia
zaufania o charakterze empirycznym, a nie logicznym.
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6. DOWOD TEZY CHURCHA?

Autor swoje rozwazania na temat ew. dowodu tezy Churcha osadza w kontek-
Scie rozwazan dotyczacych twierdzen Godla i braku ogolnego pojecia dowodu
w matematyce. Moze powsta¢ wrazenie, ze brak dowodu tezy Churcha ma jakis$
zwiazek z faktem, ze pojecie dowodu matematycznego jest niejasne.

To wrazenie jest btedne. Brak dowodu tezy Churcha nie ma zadnego zwiazku
z tym, ze brak jest w matematyce ogoélnego, dobrze okreslonego pojecia dowodu. Po
prostu, TC nie dotyczy samych tylko poje¢ matematycznych, ale naszych intuicji,
iw tym sensie, niezaleznie od tego jak bySmy sprecyzowali pojgcie dowodu (byle
sensownie — a nie np. uznali glosowanie za dobra metod¢ dowodowa), to matema-
tycznego dowodu TC by¢ nie moze. Mozemy co najwyzej moOwi¢ o argumentacji na
rzecz TC, ale zadna taka argumentacja nigdy nie stanie si¢ dowodem matematycz-
nym.



