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Uwagi o dowodzie tezy Churcha

Church’s Thesis has, within logic, a similar fun-
ction to dogmas and doctrines within the Church.
The faithful get excited at the cost of being ri-
diculous to outsiders.

G. Kreisel [24.12.1992]

Oto oryginalne sformutowanie Tezy Churcha' (dalej TC) podane przez jej autora,
amerykanskiego logika Alonzo Churcha (1903-1995):

Zdefiniujemy teraz wczesniej dyskutowane pojecie funkcji efektywnie obliczalnej w liczbach
catkowitych dodatnich, przez identyfikacj¢ go z pojeciem funkcji rekurencyjnej liczb catkowi-
tych dodatnich (lub lambda-definiowalnych funkcji liczb catkowitych dodatnich).

We now define the notion already discussed of an effectively calculable function of positive in-
tegers by identifying it with the notion of a recursive function of positive integers (or of a
lambda-definable function of positive integers)>

TC bedg rozumiat nastepujaco:

(TC) Pojecie funkcji efektywnie obliczalnej i pojecie funkceji rekuren-
cyjnej sa identyczne.’

' Oczywiscie nazwa Teza Churcha nie pochodzi od samego Churcha, lecz od jego ucznia Kle-
enego i odnosi sig¢ nieco innego sformutowania niz to, ktore jest przyjete w niniejszej pracy.

? Sformutowanie to pojawito si¢ w pracy [Church 1936]. Wezeéniej Church przedstawit Ame-
rykanskiemu Towarzystwu Matematycznemu abstrakt swej pracy i w nim rowniez pojawilo sig, nie-
co inne, sformutowanie tezy.

* Chociaz Church uzywal terminu notion, ja bede uzywat polskiego pojecie w znaczeniu an-
gielskiego concept. To mocne zalozenie wprawdzie rzutuje na niniejsza prace, ale nie bedzie tutaj
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W pracy rozwazg cztery zagadnienia zwiazane z mozliwosciag dowodu TC:
(I) Czy TC moze by¢ traktowana jako definicja syntetyczna?

(IT) Jak nie nalezy rozumie¢ TC?

(I1T) Jak mozna rozumie¢ zwrot dowod przez TC?

(IV) Czy dowdd TC jest mozliwy?

1. ZAGADNIENIE I:
CZY TC MOZE BYC ROZUMIANA JAKO DEFINICJA SYNTETYCZNA?

Murawski, rozwazajac TC, pisze:

Wspomnijmy dla porzadku, ze tezg Churcha mozemy traktowa¢ po prostu jako definicj¢ syn-
tetyczna. Wtedy jej przyjecie (czy odrzucenie) jest tylko sprawa gustu, smaku czy wygody. Je-
zeli przyjmiemy ja, to staje si¢ ona po prostu banalna i pusta prawda, jesli ja odrzucimy, to
roéwniez nie ma to zadnego znaczenia.*

W podobnym duchu wypowiada si¢ Piergiorgio Odifreddi. Cho¢ nie uzywa on ter-
minu “definicja syntetyczna’, to wspomina o pustosci TC rozumianej jako definicja.’
Tradycyjnie, przez definicj¢ syntetyczna pewnego terminu rozumie si¢ taka definicje,
ktora albo wprowadza do jezyka definiowany termin, albo nadaje terminowi istnieja-
cemu uprzednio w jezyku nowa tresé. Taka definicja jest rodzajem umowy termino-
logicznej. Wiadomo jednak, Ze takie umowy terminologiczne nie moga by¢ stosowa-
ne bez ograniczen. Dla poprawnego dotaczenia definicji syntetycznej jakiego$ termi-
nu (do jakiego$ jezyka) nalezy wykaza¢ dwie rzeczy: ze obiekt oznaczany terminem
definiowanym istnieje oraz ze jest tylko jeden. Niespetnienie ktorego$ z tych dwoch
warunkow moze spowodowaé sprzeczno$¢ w obregbie jezyka, do ktérego dotaczono
definicjg.

Dla ustalenia sposobu rozumienia definicji syntetycznej przyjmuj¢ za Ludwikiem
Borkowskim nastepujace okreslenie:

D jest syntetycznq definicja terminu W w jezyku J, gdy:

e D jest definicja terminu W (w znaczeniu Z) w jezyku J,
o W jezyku J nie istnieja tezy zawierajace relewantnie termin
w znaczeniu Z, a przyjete w J nie na podstawie definicji D.°

W stylizacji pragmatycznej:

rozwazane. Sprawa ta zostanie przeze mnie podjgta w artykule ‘Church’s own formulation of his
Thesis and its Interpretations’, ktory powinien si¢ ukaza¢ z poczatkiem roku 2006.

* [Murawski 1990, s. 63].

* Por. [Odifreddi 1999, s. 103].

% [Borkowski 1990, s. 20]. Termin staty W wystepuje relewantnie w tezie T jezyka J, gdy zasta-
pienie go w tej tezie innym terminem tej samej kategorii semantycznej, ale o innym zakresie, da
w wyniku zdanie niebgdace teza jezyka J.
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D jest syntetyczng definicja wyrazu W w jezyku J ze wzgledu na osobg
S, gdy osoba S zalicza D do syntetycznych definicji wyrazu W w J.”

A) Spostrzezenie Borkowskiego, relatywizujace definicj¢ syntetyczna do osoby
(podmiotu), zdaje sprawe z tego, ze uznanie definicji jakiego$ wyrazenia za definicjg
syntetyczng (resp. analityczna) jest zdeterminowane przez, na przyktad, intelektualny
trening, jaki przeszta dana osoba, czy jej poglady filozoficzne, co wplywa na zakres
jej doswiadczenia i uzywany jezyk. Nalezy to bra¢ pod uwage, gdyz od tego zalezy
(ze wzgledéw pragmatycznych) uznanie jakiej$ definicji analitycznej w jednym je-
zyku, za syntetyczna w innym j¢zyku. Jezyki takie powinny spetnia¢ warunek prze-
ktadalnosci.® W tym sensie, TC (rozumiana nawet jako definicja analityczna) mogta-
by zosta¢ uznana za definicje syntetyczna.” Na przyktad, mozna méwié¢ o jezyku
ogolnej teorii obliczalnosci (teorii lezacej na pograniczu kilku dziedzin), w ktérym
TC bytaby definicja analityczna i jgzyku teorii funkcji rekurencyjnych, w ktorym TC
bylaby definicja syntetyczna. W takim jednak przypadku TC podpadataby pod
brzytwe Ockhama'® i bytaby catkowicie zbedna. Od definicji syntetycznych wymaga
sig, aby byly naukowo przydatne. W obrgbie nieformalnego jezyka matematyki ist-
nieje przeciez termin funkcja rekurencyjna i kazda rolg, jaka miatby spetni¢ termin
funkcja efektywnie obliczalna, mozna spetni¢ za pomoca pierwszego terminu. Przy-
datno$¢ TC jako definicji syntetycznej redukuje si¢ wtedy catkowicie.

B) Moim gtéwnym argumentem za tym, ze TC nie moze by¢ tak rozumiana, jest
fakt, ze moze zosta¢ sfalsyfikowana. Zatem, zgodnie z kryterium falsyfikowalnosci
Poppera, TC miataby charakter naukowy (cho¢ on sam odnosit to kryterium raczej
do teorii naukowych). Dla sfalsyfikowania TC ‘wystarczy’ znalez¢ funkcje efektyw-
nie obliczalna, co do ktorej specjali§ci byliby zgodni, ze obliczalng jest, a rownocze-
$nie taka, o ktorej mozna by wykazaé, ze nie jest rekurencyjna. Uznanym i popraw-
nym definicjom syntetycznym przystuguje (trywialnie) prawdziwo$¢ na mocy samej
umowy, w obrebie jezyka, w ktorym definicja jest sformufowana.'' Definicja synte-
tyczna nie moze by¢ falszywa, lecz najwyzej niepoprawna lub odrzucona.

C) Po trzecie, wyraznym zamiarem Churcha byto uzasadni¢ TC, a gdyby ja ro-
zumial jako definicjg¢ syntetyczna, to chyba by nie prébowat jej uzasadni¢. Choé
oczywiscie rozumiat ja jako definicjg.

7 [Borkowski 1990, s. 41].

¥ Por. [Borkowski 1990, s. 35]. Warunek przekladalnoéci (w sensie wezszym) wymaga, by od-
powiednie relacje tworzenia zdan i relacje wynikania obu jezykow byly izomorficzne.

? Trzeba wtedy wykaza¢ zachodzenie warunkow poprawnosci definicji, przede wszystkim nie-
sprzecznosci, co wydaje si¢ trudnym zadaniem.

' “pluralitas non est ponenda sine necessitate’.

" Borkowski wspomina o szczegolnych sposobach sformutowania definicji syntetycznych nie-
bedacych zdaniami w sensie logicznym (jako regut uzywania terminu np. ‘niech wyraz W zna-
czy...), ktore sa podstawa do odmawiania im wartosci logicznej. Por. [Borkowski 1990, s. 61-62].
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D) Uznanie TC za definicjg syntetyczng jest szczegolnie wygodne, gdyz wtedy
nie wymaga si¢ dowodu lub dowéd jest natychmiastowy. Falszywos¢ TC, co nie mo-
ze by¢ obecnie wykluczone z powodu np. hypercomputations, skutkowataby brakiem
przydatnosci takiej definicji syntetycznej.

2. ZAGADNIENIE II.
JAKIE BLEDY POPELNIA SIE CZASEM W ROZUMIENIU TC,
TZN. JAK NIE MOZNA ROZUMIEC TC?

Niektorzy mysliciele (czasem matematycy) odnosnie do TC popetniaja dwa pod-
stawowe bledy: 1) rozumieja ja jako definicj¢ syntetyczna (bo wtedy przestaje byc
ona interesujacym zagadnieniem), co byto dyskutowane wyzej; 2) rozumieja ja jako
identyczno$¢ dwoch zbiorow (klas): ,,[...] a wigc stwierdzenie: klasa O = klasa R
nazywamy TEZA CHURCHA”."

TC stwierdza identyczno$¢ dwoch poje€. Pojeciami, od strony logicznej zajmo-
wat si¢ Frege, ale p6zniej zostaly, na dhugi czas, wyparte z logiki."® Frege opart swoj
system na logice drugiego rzgdu oraz na prawie, ktore zwie si¢ w literaturze angloje-
zycznej Basic Law V (BLV) i wyglada tak:

(BLV) (eF =¢G) = Vx (Fx = Gx),

gdzie litery F, G sa zmiennymi reprezentujacymi pojgcia, symbole zas ¢F, G ozna-
czaja odpowiednio ekstensje poje¢é F oraz G. Dwa znaki identycznoS$ci (drugi i trzeci
liczac od lewej strony) uzyte przez Fregego, sa czgsto we wspolczesnej literaturze
zastgpowane przez znak rownowaznosci: (eF = €G) = Vx(Fx = Gx). Identycznosé
z prawej strony BLV miata przybliza¢ identycznos$¢ pojeé, czyli odda¢ sens zwrotu:
pojecie F jest identyczne z pojeciem G. Jednak dla Fregego miala to nie by¢ zwykla
materialna rownowaznos¢, jak si¢ ja dzisiaj rozumie. Prawa strong nalezato, zgodnie
z intencjami Fregego, odczytac: wartosc funkcji (pojecia) F' na danym obiekcie x jest
identyczna z wartosciq funkcji (pojecia) G na obiekcie x."* BLV w postaci rowno-
waznos$ci implikuje (w obie strony), Ze pojg¢ ma by¢ tyle samo, ile jest ekstens;ji
(funkcjonalna zalezno$¢ widoczna przez wzigcie kontrapozycji obu implikacji). Im-
plikacja z lewej na prawo jest problematyczna. BLV, wraz z Zasada komprehensji'®
dla poje¢ [ IGVx (Gx = ¢(x))], daja wspolnie to, ze poje¢ ma by¢ wigcej anizeli

"2 [Murawski 1990, s. 63], por. réwniez [Cutland 1980, s. 67].

" W ostatnich latach mozna zaobserwowaé renesans zainteresowania pojeciami. Przypominam,
ze interpretuj¢ Churchowskie notion jako (nie do konca Fregowski) concept.

' Jest to jedno z gtéwnych zagadnien nierozwiazanych przez Fregego.

'3 Frege nie formuluje tej zasady wprost, lecz jest to wynik badan nad jego systemem. Nazwa tej
zasady jest prostym spolszczeniem nazwy angielskiej. Zastanawiam sig, czy nie bylaby poprawna
nazwa: Zasada rozumienia. Nazwa ta wyrazalaby intuicyjng tre$¢ zasady, ktora mowi o mozliwosci
prostego rozumieniu nawet najbardziej ztozonych, pod wzglgdem logicznym, pojec.
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obiektéw (ekstensje miaty naleze¢ do obiektow).'® Trudno sobie wyobrazi¢ jakis po-
rzadny system logiki poje¢ i oparty o logike drugiego rzedu (z Zasada komprehen-
sji), ktory dopuszczalby BLV w postaci implikacji z lewej na prawo (od identyczno-
Sci ekstensji do identyczno$ci pojeé) i nie prowadzitby do sprzecznosci. Jednakze
sprawa jest znacznie bardziej subtelna. Cickawa probg uratowania niesprzecznosci
logiki poje¢ Fregego podjat George Boolos (1986/87). Sformutowal pewna wersje
BLV (nazywa ja (New V)) wprowadzajac w miejsce ekstensji pojgcia F' tzw. subten-
sion pojecia, oznaczane *F. Zasada (New V) jest definicja subtension pojec."’

(New V) *F'=*G wtw F jest podobne do G.

Pojecie F jest podobne do pojecia G zawsze i tylko wtedy, gdy jesli chociaz jedno
z nich jest mafe, to sa one koekstensywne tzn. zachodzi prawa strona BLV — Vx(Fx
= Gx). Pojecie F nazywa si¢ malym, gdy pojecie ‘by¢ identycznym z samym sobgq’'®
nie jest rownoliczne (equinumerous) z zadnym podpojeciem whasciwym pojecia F."”
Z logiki drugiego rzedu z dotaczonym (New V) da si¢ uzyskac cata arytmetyke Pe-
ano. Z (New V) da si¢ rowniez uzyskaé ostabiona wersje BLV: dla dowolnego poje-
cia F; jesli F jest male, to dla dowolnego pojgcia G:

(BLV?) *F=*G wtw Vx(Fx = GX).

Subtensions odpowiadaja wzajemnie-jednoznacznie klasom abstrakcji wyznaczonym
przez relacje (typu rownowaznosci) podobienstwa pojec. Jesli prawa strona BLV’ ma
przybliza¢ identyczno$¢ pojec, jak chciatl Frege, to mozna przejs¢ bezpiecznie od
identycznos$ci subtensions pojeé (odpowiednik ekstensji dla pojeé mafych?) do
identycznosci pojeé. Pojecie funkcji rekurencyjnej jest pojeciem malym, gdyz poje-
cie ‘by¢ identycznym z samym sobq’ nie jest podpojeciem pojecia ‘funkcja rekuren-
cyjna’ (kazda funkcja, rowniez nierekurencyjna jest identyczna sama ze soba). Po-
dobne przejécie od identycznos$ci klas do rownowaznosci pojec jest mozliwe w opar-

' Formule 3F (x= ¢F A —FX), na mocy Zasady komprehensji, odpowiada pojecie, ktére na-
zwiemy P. Jego ekstensja jest eéP. Podstawimy 3F (eP = ¢F A —F(gP)) i to postulowane pojgcie na-
zwiemy H. Mamy (eP = eH A —H(eP)). Stad, na mocy newralgicznej implikacji BLV (z lewej na
prawo), mamy Vx (Px = Hx) oraz —H(eP), a stad —P(eP). To z kolei daje —3F (eP = eF A —F(eP)),
skad mamy P(eP) — czyli sprzeczno$¢. Pominigto tutaj symboliczne rozréznienie na formule, poje-
cie 1 jego nazweg. Por. Edward N. Zalta, ,,Frege’s Logic, Theorem, and Foundations for Arithmetic”,
The Stanford Encyclopedia of Philosophy (Fall 2004 Edition), Edward N. Zalta (ed.),
<http://plato.stanford.edu/archives/fall2004/entries/frege-logic/>

' Nie thumacze stowa subtension na jezyk polski i dlatego w odpowiednich kontekstach uzy-
wam go w angielskiej liczbie mnogie;.

'8 Pojecie odpowiada okresleniu pomigdzy apostrofami.

' Pojecie F jest podpojeciem pojecia G, jesli kazdy obiekt podpadajacy pod pojecie F podpada
pod pojecie G.
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ciu o aksjomaty teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, gdzie aksjomat komprehens;ji jest
uzywany w sposob ograniczony.*

Wydaje sig, ze cate zamieszanie z BLV wywodzi si¢ od Fregego, ktory koniecz-
nie chcial uczyni¢ rozwazania na temat poj¢¢ bardziej intersubiektywnymi (spraw-
dzalnymi) i dotaczyt do swego systemu to dziwne prawo. Nazywam je dziwnym, po-
niewaz ekstensje pojec (ale nie ekstensje stow-pojeciowych (Begriffsworte)!) sa wha-
Sciwie zbiorami. Co za tym idzie, wpadamy na teoriomnogosciowa $ciezkg myslenia.
Boolos ratuje Fregego jedynie od sprzecznosci, ale nie ratuje koncepcji pojeé Frege-
go od zarzutu zbednos$ci. Konsekwentnie mozna bowiem przesta¢ méwié¢ o pojeciach
i zacza¢ moéwié, jak to si¢ zreszta dzisiaj dzieje w obrgbie logiki, o predykatach
i zbiorach. Ocena takiego posunigcia, z punktu widzenia filozofii, jest krytyczna. Nie
ma niczego swoistego (ciekawego) w tak rozumianych pojeciach. Po drugie, czy rze-
czywiscie to, co dzisiaj nazywamy materialng rownowaznoS$cia predykatow (prawa
strong BLV) mozna uzna¢ za satysfakcjonujace przyblizenie identyczno$ci pojec?
Wydaje sig, ze raczej nie, taka za$ roOwnowaznos¢ (coextensiveness) jest jedynie kon-
sekwencja identyczno$ci poje¢. Wiasnie wprowadzenie przez Fregego BLV strywia-
lizowato jego wlasne rozumienie pojec i, na dodatek, prawa strong BLV pozwolito
rozumie¢ jako zwykta materialng rownowaznosé. Wtedy rowniez prawa strona (New
V) moze by¢ tak samo interpretowana. Podstawowy zarzut jest wtedy taki, ze obie
zasady (BLV) i (New V) moga by¢ fatszywe. Nie mozna wykluczy¢ takiej sytuacji,
gdzie dwa pojecia beda materialnie rownowazne i réownoczesnie rozne.”’ Powracajac
do TC, przejscie od identycznosci dwoch zbiorow do identycznosci dwoch pojec nie
ma wystarczajacego uzasadnienia. Teoria zbiorow uzasadnia to przejscie, ale jest to
przejscie do identycznosci dwoch zbiorow (ktorymi sa w istocie fregowskie pojecia)
od zatozenia o identycznosci innych zbiorow.

TC, w przyjetej tutaj wersji, jest (by¢ moze) sformutowaniem w jakims$ jezyku, kto-
ry nie zostal jeszcze do konca rozpoznany. Nie moze to, jak si¢ zdaje, by¢ jezyk teorii
zbiorow, gdyz wtedy pojecie bytoby zbiorem. To jednak nalezy z gory wykluczy¢.

3. ZAGADNIENIE IIT
JAK MOZNA ROZUMIEC ZWROT ‘DOWOD ZA POMOCA TC’?

Zwrot dowod za pomocq TC mozna rozumie¢ na co najmniej dwa sposoby:

A) Zatdézmy, ze chcemy dowies¢, ze pewna funkcja £ jest rekurencyjna. Popraw-
na metoda dowodu za pomocq TC jest nastgpujaca metoda: podaé nieformalny (ale
Scisty) dowdd, ze dany, nieformalny algorytm jest rzeczywiscie algorytmem obli-

2 Zreszta Boolos, we wspomnianej pracy, wyprowadza pewna wersj¢ teorii mnogosci drugiego
rzgdu z aksjomatow logiki drugiego rzgdu wraz z (New V) i odwrotnie. Wydaje sig, ze mozna to
interpretowa¢ jako rownowaznos¢ tej wersji systemu Fregego z pewna wersja teorii zbiorow.

2! Jest to zagadnienie na osobna prace. W sztucznie dobranych uniwersach mozna to pokaza¢
w miarg fatwo.
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czajacym dana funkcje . Wtedy, przez odwotanie si¢ do TC, wnosimy to, czego
chcieli$émy dowiesé, ze fjest rekurencyjnie obliczalna.? Jest to pierwsze rozumienie
zwrotu dowéd za pomocq TC.? Takie rozumienie mozna czasem spotkaé w literatu-
rze przedmiotu i taki dowod jest stosowany w podrecznikach z zakresu teorii obli-
czalnosci, cho¢ odwotanie do TC czasami nie wystepuje explicite. Interesujacy jest
nastgpujacy przyktad funkcji f:

f(n) = n-ta liczba w dziesigtnym rozwinigciu liczby .

Nieformalnie, do obliczenia wartosci funkcji f (dla dowolnego #) mozna wyko-
rzystaé szereg Huttona. **

Inne rozumienie zwrotu dowod za pomocq TC znaczy tyle, co dowdd, ktorego
jednq z przestanek jest TC. Pierwsze rozumienie wydawaé si¢ moze szczegdlnym
przypadkiem drugiego. Nie jest tak jednak do konca, gdyz w pierwszym przypadku
uzycie TC jest nieistotne. Mozna bowiem zrobi¢ dowodd tego samego twierdzenia,
bardziej pracochtonny, w ktorym nie korzysta sig¢ z TC. Cheg argumentowac za tym,
ze uzycie TC w drugim rozumieniu jest istotne, bez TC twierdzenia dowies¢ sig nie
uda.

B) Dla przyktadu, wezmy teraz cztery sformutowania tzw. Problemu Stopu [PS]
(ang. Halting Problem).> Sam problem zostal sformutowany przez Alana Turinga
w pracy On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem
(1937) w postaci zblizonej do wersji pierwszej z ponizszych. Problem ten nalezy do
probleméw bazowych teorii rozstrzygalnosci (resp. nierozstrzygalnosci) w tym sen-
sie, ze nierozstrzygalno$¢ niektorych innych problemow da sig¢ zredukowaé do nie-
rozstrzygalnosci Problemu Stopu. Znaczy to réwniez, ze podczas gdy nierozstrzy-
galno$¢ niektorych probleméw jest dowodzona posrednio (whasnie przez redukcje),
to nierozstrzygalno$¢ PS jest dowodzona ‘bezposrednio’.

e O dowolnej maszynie Turinga nie jest rozstrzygalne w sensie Turinga® to, ze

zatrzyma sig, gdy na wejsciu zadamy jej dowolna liczbe.

e O dowolnej maszynie Turinga nie jest efektywnie rozstrzygalne to, ze za-

trzyma si¢, gdy zadamy jej jakas$ liczbeg na wejsciu.

e O dowolnym algorytmie nie jest rozstrzygalne w sensie Turinga to, ze za-

trzyma si¢, gdy zadamy mu na wejéciu jakas liczbg.

2 Dla innej formalizacji oczywiscie dowodzimy czegos réwnowaznego.

3 Por. [Cutland 1980, s. 68].

** Przyktady takich funkcji podaje m.in. Cutland w cytowanej pracy (s. 68-71), cho¢ w jego
podreczniku za podstawowe przyjeto pojecie obliczalno$ci w stylizacji tzw. unlimited register ma-
chines.

 Takie sformulowania podal Robin Adams podsumowujac dyskusje na temat (postawiony
przeze mnie) roli TC w dowodzie PS. Dyskusja odbyla si¢ na internetowym forum FOM.

6 Chodzi o rozstrzygalnoé¢ w skoficzonym czasie, gdyz w nieskoficzonym czasie jest ten pro-
blem rozstrzygalny.
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e O dowolnym algorytmie nie jest efektywnie rozstrzygalne to, ze zatrzyma

si¢, gdy zadamy mu na wejsciu jakas liczbe.

W niektorych z tych sformutowan wystepuje, kluczowy dla TC, intuicyjny ter-
min efektywnie rozstrzygalne (obliczalne). Czgsto przyjmuje si¢, ze zdania sformu-
lowane z uzyciem tego zwrotu nie maja charakteru matematycznego i dlatego tez
sformutowania: drugie i czwarte nie posiadaja takiego charakteru matematycznego
(4cistego).”’” Dla udowodnienia twierdzenia pierwszego i czwartego nie potrzebuje-
my powotywa¢ si¢ na TC. (Ciekawe, ze twierdzenie czwarte mozna w ogdle udo-
wodni¢.?®) Oto zarys argumentu dla twierdzenia czwartego. Zaldézmy, ze wszystkie,
efektywnie obliczalne funkcje czgSciowe utozymy na liscie, i przyporzadkujemy im
obliczajace je algorytmy. Zaldézmy nie wprost, ze istnieje efektywna procedura £
(algorytm — efektywnie obliczalna funkcja), rozstrzygajaca o dowolnym algorytmie
(funkcji), czy algorytm ten zakonczy pracg, gdy zadamy mu jaka$ liczbg na wejsciu.
O E zaktadamy tylko tyle, i nie wiemy, w jaki sposob analizuje on algorytmy. Dla
dowolnego algorytmu A, z listy algorytmoéw, ktory oblicza jaka$ funkcjg czeSciowa,
mozemy owa funkcje uzupetni¢ do funkcji catkowitej, ktadac 0 w miejscach, gdzie
byta ona niezdefiniowana. Poniewaz E jest rowniez na liScie algorytmow, mozemy
zdiagonalizowa¢ ciag funkcji w zwykty sposob, uzyskujac sprzecznosé.

Natomiast dla udowodnienia twierdzenia drugiego z powyzszej listy potrzebuje-
my, jak si¢ wydaje, TC. Jest tak z tego powodu, iz rzeczona funkcja nie musi znalez¢
si¢ na liscie. W popularnym podreczniku Boolosa i Jeffreya pt. Computability and
Logic, rola TC jest mocno podkreslana i wystepuje ona explicite w dowodzie pro-
blemu stopu.”’ Co ciekawe, twierdzenie drugie (bez przyjecia TC) wydaje si¢ nie byé
wcale twierdzeniem matematycznym. Jego sformulowanie w postaci pytania
brzmiatoby nastgpujaco: czy o dowolnej maszynie Turinga jest efektywnie rozstrzy-
galne to, ze zatrzyma sie, gdy zadamy jej jakas liczbe na wejsciu? Dopiero przyjecie
TC daje w odpowiedzi NIE, a problem zyskuje charakter matematyczny. Bez przyjg-
cia TC odpowiedz na tak sformutowane pytanic mogtaby réwniez brzmie¢ TAK. Pa-
radoksem jest to, ze przyjecie niematematycznej przestanki TC (podkre§lam, ze TC
uchodzi za zdanie niematematyczne) daje w efekcie matematyczne twierdzenie, kto-
rego dowdd znamy.

4. ZAGADNIENIE IV
CZY MOZNA DOWIESC TC?

Niektorzy podaja ‘dowod’ tego, ze TC nie jest dowodliwa, argumentujac nastg-
pujaco: aby méc dowies¢ TC trzeba ja najpierw dobrze sformulowaé, czyli $cisle
okresli¢, co znaczy funkcja efektywnie obliczalna. Lecz wtedy uzyskamy kolejna

*7 Nie zgadzam si¢ z tym pogladem i probuje to wykaza¢ w artykule: [Olszewski 20057].
% Jest to znowu pojecie dowodu dalekie od standardu hilbertowskiego.
# [Boolos, Jeffrey 1999, s. 28].
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formalizacj¢ tego pojgcia i dalej jesteSmy w punkcie wyjscia. W tym argumencie
pojawia si¢ watek niemozliwosci zbadania klasy wszystkich mozliwych formalizacji
pojgcia efektywnej obliczalno$ci funkcji. Jak zobaczymy, jest on istotny.

Rozwazajac zagadnienie dowodu TC natychmiast przychodzi na mysl fakt, ze
w obrebie matematyki pojgcie dowodu nie jest w catej ogolnosci dobrze okreslone.
Ciekawa argumentacj¢ za brakiem ogolnego pojecia dowodu podaje Raymond
Smullyan.*® Wezmy nastepujace zdanie wypisane ponizej:

TEGO ZDANIA NIGDY NIE MOZNA DOWIESC.

Jesli to zdanie jest falszywe, to znaczy, ze mozna go dowie$¢. Je§li mozna go
dowies¢, to musi by¢ prawdziwe — sprzeczno$¢. Zatem, poniewaz zatozenie falszy-
wosci tego zdania prowadzi do sprzecznosci, zdanie to musi by¢ prawdziwe. Jesli
zalozymy, Ze ono jest prawdziwe®', to jest tak, jak ono stwierdza, tzn. nie mozna go
dowies¢. Powyzej jednak zostalo dowiedzione. Mamy tutaj do czynienia z pewnym
paradoksem.

Od czaséw Dawida Hilberta w obrgbie okreslonego systemu formalnego pojgcie
dowodu jest dobrze zdefiniowane. Taki dowod nazywamy dowodem sformalizowa-
nym. Temu pojgciu dowodu przeciwstawia si¢ pojecie dowodu tresciowego, w kto-
rym pojawiaja si¢ terminy juz zinterpretowane. Glowne typy takich dowodow to
dowody intuicyjno-psychologiczne, dowody konstrukcyjne i eksperymenty myslo-
we.” Twierdzenia Godla o niezupetnosci wskazuja wyraznie na rézny status pojeé
prawdy i dowodu w sensie hilbertowskim. Zdania prawdziwe, lecz niedowodliwe
w danym systemie formalnym musza jednak by¢ jakos dowodliwe, gdyz potrafimy
wykazaé, ze sa prawdziwe.” Dla wykazania prawdziwosci tych zdan postugujemy
si¢ inng technika dowodowa, ktdra jest zblizona do dowodu tresSciowego. Czy zatem
znaczy¢ to moze, ze twierdzenia Godla wskazuja na niezbywalno$¢ dowodu trescio-
wego w obrgbie matematyki?

% Por. [Smullyan 1993, s. 211].

3! Tutaj wykorzystujemy zatozenie o adekwatnym podziale wszystkich zdah na prawdziwe
i falszywe.

32 [Mrozek 2000, s. 21-33]. Jako przyktad eksperymentu myslowego podaje autor argument
Eulera za tym, ze S + W — K = 2, tzn. w dowolnym wielo$cianie wypuklym suma liczby $cian S
i liczby wierzchotkoéw W jest o dwa wigksza od liczby jego krawedzi K.

3 Uwaza sie na przyktad, ze dowod (w ogdlnym sensie) jest po to, by wykazaé prawdziwosé
twierdzenia. I jest to zasadniczo podstawowy cel podawania dowodu. Nalezy zauwazy¢, ze jesli
w obrgbie systemu formalnego F' udowodniono twierdzenie 4, to A uwazane jest za prawdziwe
w semantyce systemu. Natomiast zdanie: + » 4 ktdre czytamy: ‘formuta 4 jest dowodliwa w syste-
mie F”, jest zdaniem prawdziwym matematyki jako takiej. Symbol + jest symbolem pragmatycz-
nym. W pierwszym przypadku — chodzi o prawdziwos¢ (relatywna wzgledem klasy modeli)
w sensie Tarskiego, za§ w drugim — o jaki$ inny (niezdefiniowany) sens prawdziwosci absolutne;j.
Dowdd zdania + 4 jest ‘ztozeniem’ dowodu nieformalnego z dowodem w sensie hilbertowskim.
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Za tym, ze na terenie matematyki pojgcie dowodliwosci nie jest precyzyjne,
przemawiaja rowniez watpliwosci dotyczace wykorzystania tzw. komputerowej me-
tody dowodzenia.** Jarostaw Mrozek przytacza poglad Mieczystawa Lubanskiego, ze
metoda komputerowa polega na tym, ze bez pomocy komputera nie potrafimy do-
wies¢ pewnych twierdzen. Jest tak z tego powodu, ze w dowodzeniu liczba operacji
jest zbyt duza lub z racji sugestii poddawanych przez maszyne.”> Wydaje si¢ rowniez
istotne to, ze dowody niektorych twierdzen wymagaja stworzenia nowych dziatow
matematyki o watpliwej wartoéci, z punktu widzenia matematyki oficjalnej.*®

Odnos$nie dowodu TC, nie tylko brak precyzyjnego pojecia dowodu sprawia tu
trudnos$¢, drugim problemem jest termin pojecie. Na obecnym etapie nauki nie jest
jasne, czy logika poradzi sobie z wystarczajacym opracowaniem jakiej$ teorii pojec,
czy tez — w ogolnosci — teorii sensu.’’ Glowny powdd tego stanu rzeczy upatruje
w odmiennym rozumieniu pojgcia prawdy w obrgbie logiki i nauk empirycznych.
Zaznaczyto si¢ to we wczesniejszych rozwazaniach na temat TC jako definicji syn-
tetycznej — typu definiowania charakterystycznego (migdzy innymi) dla logiki. Ty-
powym sposobem definiowania w naukach empirycznych jest definicja analityczna,
ktéra ma by¢ prawdziwa na mocy zgodnoSci z rzeczywisto$cia, a nie na mocy umo-
wy. Z tych powodow ‘dowod’ TC (jesli w ogoble) powinien pojawié si¢ w obregbie
nauki innej niz logika.

Tym wiasnie tropem poszedt Dawid Hilbert, ktory rozpatrywat nauke uprzednia
wzgledem matematyki i w swoich wyktadach z 1905 roku: Logische Prinzipien des
mathematischen Denkens® sformutowat jeden z aksjomatow tej nauki.*’

[...] Aksjomat Myslenia lub, jak mégltby kto$ powiedzie¢, Aksjomat Istnienia Inteligencji, mo-
ze by¢ w przyblizeniu sformutowany jak nastgpuje: Ja mam mozno$¢ mysle¢ o rzeczach i ozna-
czaé je poprzez proste znaki (a, b, ...; X, Y, ...) w tak pelny charakterystyczny sposob, ze mogg
je na powrdt zawsze jednoznacznie rozpozna¢. Moje my$lenie operuje tymi rzeczami za pomo-
ca ich oznaczen (Bezeichnung) w pewien sposob, zgodny z okre§lonymi prawami. Ja mogg si¢
nauczy¢ tych praw poprzez samoobserwacjg i opisac je zupehnie.

[...] an Axiom of Thought or as one can say, an Axiom of the Existence of an Intelligence,
which can be formulated approximately as follows: I have a capability to think things and to

3 Por. [Mrozek 2000, s. 31].

% [Mrozek 2000, s. 31].

3% Termin matematyka oficjalna (tame mathematics) pochodzi od G. Kreisela. Wspomniana sy-
tuacja dotyczy na przyklad udowodnienia hipotezy Goldbacha przez prof. H. Pogorzelskiego
z USA. Innym klasycznym przyktadem jest dowod Dedekinda istnienia zbioru nieskonczonego.

7 Oczywiscie wykluczyé sie tego catkowicie nie da. Czynione sa w ostatnich latach wysitki
zmierzajace w tym kierunku, np. E. Zalta, ,,Fregean Senses, Modes of Presentation and Concepts”
dostgpne w internecie na stronie: http://mally.stanford.edu/zalta.html. Wypada wspomnie¢ o wysil-
kach w tym kierunku czynionych przez przedstawicieli filozofii umystu, np. J. Fodora i R. Jackendoffa.

*¥ Dostgpne w archiwum w Getyndze w postaci notatek zrobionych przez Ernsta Hellingera
i niezaleznie Maxa Borna.

3 Cytuje za: [Hallet 1994, s. 179].
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denote them through simple signs (a, b, ...; X, Y, ...) in such a fully characteristic way that I
can unequivocally recognise them again. My thinking operates with these things in this desig-
nation (Bezeichnung) in a certain way according to determinate laws, and I am capable of
learning these laws through self-observation, and of describing them completely.

Aksjomat ten (AH) mozna roztozy¢ na czgsci:

AH.1 Ja mysle.
AH.1.1  Mysle o rzeczach (lub myslg rzeczy).

AH.2 Za pomoca prostych znakdéw mogg oznaczaé pomyslane rzeczy.

AH.2.1 Mogg (ponownie) jednoznacznie rozpoznaé przypisane rzeczom znaki.

AH3 Mam zdolno$¢ samoobserwacji (samorefleks;ji).

AH4 Mogg pozna¢ prawa operowania rzeczami za pomocg znakow i opisac je
kompletnie.

Préba formalizacji tego aksjomatu wydaje sig¢ sprawa beznadziejna. Po pierwsze,
ma on charakter empiryczny, tzn. dotyczy kontyngentnych wiasciwosci Ja jako
podmiotu poznania. Przez to, jego prawdziwos¢ lub fatszywosc jest zrelatywizowana
do $wiata rzeczywistego i do wlasnosci przystugujacych gatunkowi homo sapiens.
Po drugie, wyraza on co$, co w nawiazaniu do badan Kantowskich mozna nazwaé
warunkami mozliwosci uprawiania matematyki, przez co formalizacja, tak charakte-
rystyczna dla logiki (i matematyki), jest tutaj rowniez uwarunkowana.*’

Church, w paragrafie siddmym pracy An unsolvable Problem of Elementary
Number Theory, podat dwa argumenty za prawdziwoscia TC (‘Definicja ta (tzn. TC)
ma by¢ usprawiedliwiona za pomocq rozwazan nastepujqcych ponizej, w takim stop-
niu, w jakim moze by¢ w ogole podane przekonywajqce uzasadnienie wyboru for-
malnej definicji, ktéra miataby korespondowaé z pojeciem intuicyjnym™"). Ta wy-
powiedz tworcy TC moze budzi¢ zdziwienie z dwoch powodow: TC nie jest przeciez
definicja wyrazajaca jedynie ‘zwykla’ korespondencje poje¢ — intuicyjnego i for-
malnego, lecz mamy tu do czynienia z odpowiednio$cia doskonata — identyczno$cia
(zreszta na tym polega warto§¢ TC, w przeciwnym wypadku bytaby zupetnie nieinte-
resujaca), po drugie niejasne jest to, jak rozumiat on sam termin definicja, gdyz mo-
wi o selection of a formal definition to correspond to an intuitive notion. To moze
oznaczaé, ze TC — jako taka — nie jest definicja; definicja za$ bytaby formalna cha-
rakterystyka odnoszaca si¢ do intuicyjnego pojecia funkcji rekurencyjne;j.

Church, podobnie jak Turing, efektywnq obliczalnos¢ rozumiat jako obliczalnosé
przez cztowieka (human calculator).

“ Nie nalezy daé si¢ zwie§é pozornej ‘stabosci’ (AH). Z warunku AH.2.1 da sie wyprowadzi¢
pojecie obliczalnosci rownowazne pojeciu funkeji rekurencyjnej, jak to pokazat A. Grzegorczyk
w pracy ,,Decidability without Mathematics” dostgpnej w sieci: http://www.calculemus.org.

*! [Church 1936, s. 100]. Drugi argument dotyczy? tego, ze kazda funkcja obliczalna przez algo-
rytm jest efektywnie obliczalna. W istocie chodzito o reprezentacjg opisu algorytmu za pomoca nu-
meracji gddlowskiej w rekurencyjnym systemie formalnym arytmetyki.
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Drugi z argumentow Churcha za prawdziwoscia TC w literaturze nazywa sig ar-
gumentem Churcha step-by-step ** (Symbolami x, y oznaczmy nazwy liczb x, y):

[C1] Funkcja catkowita f jest efektywnie obliczalna wtw istnieje taki system
formalny logiki F, Ze f jest w nim stabo reprezentowalna.*

[C2] Kroki obliczen dowodowych systemu F sa rekurencyjne, tzn. relacja: x
Jjest dowodem y w F jest (pierwotnie) rekurencyjna.

(1) Zaktadamy dodatkowo, ze dysponujemy numeracja godlowska dla formut
jezyka systemu F.

) Zbior twierdzen systemu F'— Dowyr = {A: -z A} jest rekurencyjnie przeli-
czalny — z [C2].

3) Niech funkcja f bedzie stabo reprezentowalna w F' przez formule A, tzn.
fx) =y wtw ¢ A(x, v), dla dowolnych x, y ze zbioru liczb naturalnych —
[C1].

4) Relacja R = { {x, y) : -r A(x, ¥)} jest rekurencyjnie przeliczalna — z (2).

5) Relacja R spetnia warunek regularno$ci: Vx3y R(x, y) — z [C1].

6) Istnieje funkcja rekurencyjna g taka, ze Vx R(x, g(x)) — z twierdzenia
o uniformizacji.**

7 Funkcja fjest rekurencyjna — z (6), (4) i ogolnych whasnosci relacji.

[C3] ZATEM: Kazda efektywnie obliczalna funkcja jest rekurencyjna.

Co do [C1]: w liscie do polskiego logika Jozefa Pepisa Church zauwaza, ze, je-
zeli o jakiej$ funkcji efektywnie obliczalnej f nie przyjmie si¢ warunku (stabej) re-
prezentowalnosci w systemie Principia Mathematica®, to nie istnieje pole do wspol-
nej dyskusji na temat TC. Réwnoczesnie zaznaczyl, ze odkrycie funkcji efektywnie
obliczalnej lecz nierekurencyjnej, dawatoby w konsekwencji calkowicie nowa zasa-
de logiki dotychczas nie stosowana w matematyce, ktora sama musiataby zostaé sta-
rannie przeanalizowana.*® Owa hipotetyczna funkcja (resp. nowa zasada logiki) by-
faby tak dziwna i skomplikowana, Zze nie moglaby by¢ reprezentowalna w zadnym
z rozszerzen systemu PM.*’ [C2] stawia wymagania na taki system logiki, ktory ma
by¢ w ogole przydatny do celow, dla ktérych zazwyczaj buduje sie takie systemy.*
Sa to: wymog rekurencyjnej przeliczalno$ci nalozony na zbiér aksjomatdéw i zbidr
regul inferencji, i wymog rekurencyjnosci samych regut wnioskowania. Spekienie

2 Por. [Sieg 1997] jak réwniez [Shagrir 2002].

“ System F musi byé niesprzeczny, gdyz w systemie sprzecznym zadna funkcja nie jest stabo
reprezentowalna.

* Por. [Odifreddi 1999, s 137]. Twierdzenie to (w czeéci nas interesujacej) stanowi: Jesli R jest
rekurencyjnie przeliczalng i regularnq relacjq, to istnieje funkcja rekurencyjna ftaka, ze V'x R(x, f(x)).

* Lub w jego niesprzecznym rozszerzeniu.

6 Zob. [Sieg 1997, s. 175-176].

7 Por. [Sieg 1997, s. 176].

8 Por. [Church 1965, s. 101]. Church mial chyba tutaj na mysli to, ze systemy logiki buduje si¢
dla formalizacji pojgc.
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tych wymogow ma si¢ dokonac przez zakodowanie wspomnianych obiektow za po-
moca numeracji Godla.” Druga przestanka argumentu Churcha jest istotnie staba,
o ile nawet nie powoduje btednego kota. Jak stusznie zauwaza Shagrir, przejscie
Churcha od tego, ze trudno bytoby zrozumie¢ nowa efektywna i nierekurencyjna za-
sade logiczna, do tego, ze taka zasada nie istnieje, wymaga uzasadnienia.”® Ten sam
autor twierdzi dalej, ze analiza dokonana przez Turinga uzupetnita braki wystepujace
w argumencie Churcha.”'

Turing, we wspomnianym juz artykule On Computable Numbers, podaje argu-
menty za TC. Wyraznie stwierdza (podobnie jak Church), ze kazda taka argumenta-
cja musi odwota¢ si¢ do intuicji 1 przez to nie moze by¢ satysfakcjonujaca matema-
tycznie.”> Swa analize rozpoczyna od proby odpowiedzi na pytanie (nazywa je real
question): Jakie mozliwe procesy sq wykonywane podczas obliczania?> Owocem tej
analizy (w sformutowaniu Siega) sa nastepujace warunki:**

[1] bezposrednio rozpoznawalna konfiguracja symboli determinuje jedno-
znacznie nastgpny krok obliczeniowy,

[2] istnieje ograniczenie na liczbg symbolicznych konfiguracji, ktére moga
by¢ bezposrednio rozpoznawalne,

[3] istnieje ograniczenie na liczbe ‘stanow umystu’>’, ktore trzeba wziaé pod
uwage,

[4] zmianie podlega tylko bezposrednio rozpoznawalna konfiguracja symbo-
liczna,

[5] nowo obserwowane konfiguracje znajduja si¢ w ograniczonej odlegtosci

od konfiguracji obserwowanych bezposrednio wcze$nie;j.

Te warunki przekonywajaco wyrazaja ograniczenia na obliczenia dokonywane
przez ludzki podmiot i jego aparat zmystowo-poznawczy.
Ostatecznie, argument Turinga wyglada nastepujaco:>®

[T1] Zalozenie Turinga: Obliczajacy ludzki komputer musi spetnia¢ warunki

[11-[5].

* Por. [Church 1965, s. 101].

%% Por. [Shagrir 2002, s. 225].

3! Podobnie uwazat na przyklad Gandy. Argument Turinga byt rowniez przekonywajacy dla
Godla.

32 Por. [Turing 1936, s. 135].

33 Por. [Turing 1936, s. 135]. Turing rozwazal liczby ‘obliczalne’.

* Por. [Sieg 1997, s. 171-172].

% Jest to zatozenie, dla ktorego Turing podat argument topologiczny. Gdyby byto ich (nieprze-
liczalnie) nieskonczenie wiele, to niektore nie bylyby rozréznialne. To samo dotyczy skonczonej
liczby znakoéw, ktore maszyna moze drukowac.

%6 Por. [Shagrir 2002, s. 226].
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[T2] Twierdzenie Turinga: Kazda funkcja, ktéra moze zosta¢ obliczona przez
komputer spetniajacy warunki [1]-[5] jest obliczalna przez maszyng Tu-
ringa.

[T3] ZATEM: Kazda funkcja, ktora moze zosta¢ obliczona przez ludzki kom-

puter jest obliczalna w sensie Turinga.

Z tego, ze implikacje odwrotne wzgledem [C3] i [T3] sa uznane za oczywiste,
oraz z tego, ze obliczalno$¢ w sensie Churcha i Turinga sa ekstensjonalnie réwno-
wazne, wynika rownowaznos$¢ [C3] i [T3]. Czasami w literaturze przedmiotu [C3]
nazywana jest Teza Churcha—Turinga, za$ [T3] nazywana jest po angielsku Human
Version of CT.”’

Jesli oba powyzsze argumenty maja spetni¢ swa role (jako uzasadniajace przyje-
cie TC), nalezy zaja¢ si¢ odpowiednio przestankami [C2] i [T1]. Mozna je rozumieé¢
jako arbitralnie przyjgte zatozenia. Wtedy na ich podstawie TC jest dobrze uzasad-
niona. Moja jednak teza jest taka, ze [C2] i [T1] maja charakter empiryczny.>® Z tym
ze termin empiryczny rozumiem specyficznie. W metodologii nauki za prawo empi-
ryczne uwaza si¢ takie, w ktorego sformutowaniu oprécz termindéw logicznych wy-
stgpuja terminy obserwacyjne lub ktore posiada obserwowalne konsekwencje.
W tym przypadku trudno jednak méwic o takich terminach w zwyklym sensie, tzn.
takich terminach, ktore dotycza przedmiotow lub cech dajacych si¢ bezposrednio ob-
serwowac za pomoca zmystow. Obserwacja jest raczej, w terminologii Hilberta, sa-
moobserwacja,. Natomiast uzywany przeze mnie termin empiryczne lub inaczej fak-
tualne podkresli¢ ma nastgpujaca ceche wspomnianych przestanek: odnosza si¢ one
do konkretnej rzeczywistosci cztowieka, a w szczegolnosci do jego wiadz poznaw-
czych 1 umyshu. Ja, jako podmiot poznania, Ja istniejacy obecnie w uniwersum je-
stem obiektem doswiadczenia. To uniwersum, w ktorym zyje cztowiek, jest jedynym
wérod wielu mozliwych uniwersow, ktére rozwaza kosmologia.” Jego whasnosci
i przymioty wyznaczone sa uprzednio w stosunku do ich ujmowania pojeciowego.*
Umyst, w przeciwienstwie do mozgu, nie podlega zwyklej empirycznej obserwacji.
Przy badaniu umystu pojawia si¢ wiele watkow watpliwych z punktu widzenia me-
todologii nauki.

[C2] i [T1] mozna rozumie¢ jako wypowiedzi odnoszace si¢ do tego, co Kant
nazywat apriorycznymi formami naoczno$ci — przestrzeni i czasu. Kazdy system

37 Por. na przyktad: [Shagrir 2002, s. 223].

% E. Mendelson pisze, ze uzasadnienie dla TC ma byé mieszanka intuicyjnych percepcji i stan-
dardowego logiczno-matematycznego rozumowania o nieempirycznym charakterze. Uwaza row-
niez, ze mozna znalez¢ dowdd dla TC. Zob. [Mendelson 1990, s. 225-233].

%% Wspomne tutaj tzw. zasade antropiczng, dzicki ktorej mozna wykluczyé niektore klasy mo-
deli kosmologicznych.

% Nawiazuj¢ tutaj do rozroznienia dokonanego przez Leibniza w Nowych rozwazaniach doty-
czqcych rozumu ludzkiego, gdzie dzieli on prawdy na rozumowe (sa to w istocie identycznosci) oraz
faktyczne. Te drugie, sa to doswiadczenia wewnetrzne bezposrednie, ktore maja charakter przypad-
kowy.
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formalny, ze wzgledu na swdj intersubiektywny charakter, pojawi¢ si¢ musi w przed-
stawieniu (in der Vorstellung), czyli w owych formach naoczno$ci, szczeg6lnie
w formie przestrzeni. Whasciwie to chyba miat na mysli Hilbert w AH.

W przestance [C2] kwantyfikator przebiega po wszystkich systemach formal-
nych dla ktérych speliony jest rzeczony warunek. Wiadomo, Ze istnieja systemy
formalne, ktore nie spehniaja tego warunku.®' Pozostaje problemem otwartym, czy
istnieja systemy formalne, w ktorych relacja dowodliwosci jest efektywnie obliczal-
na, cho¢ nie jest rekurencyjna. Problem ten jest rownowazny TC. Dla tatwiejszego
uchwycenia empirycznego charakteru [C2] wystarczy rozwazy¢ przypadek jej fat-
szywosci. Falszywo$¢ nalezy tutaj rozumie¢ jako niezgodno$¢ z rzeczywistoscia.
Apriorycznie nie mozna wykluczy¢ istnienia systemu formalnego wyposazonego
w efektywna, lecz nierekurencyjna regule. Prawdziwos¢ [C2] zalezy od rzeczywistej
zawarto$ci zmystowych form naocznosci. Zbadanie ich zawartosci bytoby ewentual-
nym uzasadnieniem dla [C2]. Jest to jednak zadanie dla nauki o umysle, a nie dla lo-
giki. Church, jak wspomniano, upatrywat prawdziwos¢ tej przestanki w odkryciu
i zastosowaniu numeracji godlowskiej.

Argumentacja za tym, ze dowod TC (o ile jest prawdziwa) nie jest mozliwy, wy-
klucza mozliwos$¢ pelnego przebadania wszystkich systeméw formalnych. To pesy-
mistyczne przekonanie, dzielone przez niektérych logikow, wywodzi si¢ chyba
z blednego przekonania, ze TC przynalezy tylko do badan typu logicznego.
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