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Zasada ekstensjonalnosci lokalnej i globalnej'

1. SFORMULOWANIE ZASADY EKSTENSJONALNOSCI

Przez zasadg ekstensjonalnosci albo zasad¢ Fregego rozumie si¢ nastgpujaca za-
sad¢ semantyczna:

Denotacja wyrazenia zfozonego jest jednoznacznie wyznaczona denotacjami
wyrazen prostych, z ktérych wyrazenie to jest zbudowane.

Zasada ta jest szczeg6lnym przypadkiem pewnej ogolniejszej zasady, nazywanej
w literaturze anglojezycznej zasada kompozycjonalnosci:

Wszystkie wilasno$ci semantyczne wyrazenia zlozonego s jednoznacznie wy-
znaczone przez wiasno$ci semantyczne wchodzacych w jego sklad wyrazen
prostych.

Ogolnosc (a ktos moglby powiedzie¢ — nieprecyzyjnosc) tych zasad polega mig-
dzy innymi na tym, ze w ich sformutowaniach wystgpuje dwukrotnie stowo ,,wyra-
zenie” — raz kiedy mowa o wyrazeniu ztozonym, a raz — kiedy mowa o wyrazeniu
prostym. Powstaje naturalne pytanie, czy w obu wypadkach mamy na mysli wyraze-
nie tego samego (syntaktycznego) typu, a co si¢ z tym wigze — czy w obu przypad-
kach, méwiac o denotacjach wyrazenia mamy na mysli obiekty (w najszerszym tego
stowa znaczeniu) tego samego rodzaju.

Formalnie ten problem ujmujac, zasadg¢ ekstensjonalnosci mozemy zapisac nastg-

pujaco:

! Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badanh Naukowych w latach 2004-2006
jako projekt badawczy 1 HO1A 011 26.
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V@i, @2 Vyjesli d(@y) = d(¢2), to d(y¢1]) = d(v[e1/@2)),

gdzie Y[@,/@,] jest wyrazeniem, ktore powstato z wyrazenia Y[¢,] przez zastapienie
wszedzie wyrazenia @, wyraZeniem ¢, a przez d(*) oznaczamy denotacj¢ wyrazenia*.

Problem dwuznacznodci terminu ,,wyrazenie™ przenosi si¢ przy tym sformuto-
waniu na problem dwuznacznosci funkeji d: czy w poprzedniku i nastgpniku impli-
kacji mamy do czynienia z ta sama (majaca taka samg dziedzing i przeciwdziedzing)
funkcjq d czy tez z réznymi funkcjami? Mozliwe odpowiedzi na to pytanie postuza
nam do rozréznienia dwoch wersji zasady ekstensjonalnosci: zasady ekstensjonal-
nosci lokalnej i zasady ekstensjonalnosci globalnej.

2. ZASADA EKSTENSJONALNOSCI LOKALNEJ

Przez zasade ekstensjonalnosci lokalnej (ze wzglgdu na wyrazenia typu ¢) bede
rozumie¢ takie ujednoznacznienie sformulowaniej wyzej zasady ekstensjonalnosci,
w ktérym jawnie zaklada si¢, ze uzyty w poprzedniku i nast¢pniku tej zasady termin
,wyrazenie” odnosi si¢ do wyrazen o tym samym typie syntaktycznym’:

DEFINICJA
Zasada ekstensjonalnosci lokalnej (ze wzgledu na wyrazenia typu @) jest to za-
sada, zgodnie z ktora denotacja wyrazenia zfozonego o kategorii syntaktycznej ¢
(zbidr wszystkich wyrazen tej kategorii oznaczmy przez @) jest jednoznacznie wy-
znaczona denotacjami wyrazen prostych o kategorii syntaktycznej ¢, z ktorych wy-
razenie to jest zbudowane za pomoca funktordw o kategorii syntaktycznej /¢, ..., ¢.
Formalnie:

V@), @2, @3 € D jesli d(@)) = d(92), to d(9s3[@1]) = d(@s[@1/@2]),

gdzie wyrazenie @, zawiera wylacznie funktory o kategorii syntaktycznej ¢/9,...,.
Przy takim sformutowaniu tej zasady nie ma juz problemu z wieloznacznoscia
funkcji d — jest to funkcja, ktoéra wyrazeniom typu syntaktycznego ¢ przyporzad-
kowuje pewnego rodzaju obiekty, utozsamiane z denotacjami wyrazen typu ¢. Pod-
kre$lmy tez, ze wyrazenie @ musiato powsta¢ z wyrazenia @, (i ewentualnie innych
wyrazen typu ¢) w wyniku dziatania pewnego funktora o kategorii syntaktycznej
©/Q,...,9. Jesli np. @ bylo wyrazeniem typu nazwowego, to funktor ten byt symbolem
funkcyjnym, natomiast jesli ¢ bylo wyrazeniem zdaniowym, to funktor ten byt spoj-
nikiem. Jezyk® jest lokalnie nieekstensjonalny ze wzgledu na wyrazenia typu @ zaw-
sze i tylko wtedy, gdy istnieje funktor o kategorii ¢/Q,...,9, ktory nie dziala jak funk-

% Na ten temat pisalam tez w [Wéjtowicz 1998].

3 Jezyk rozumiemy tu jako strukturg wyznaczong przez stownik (zbior znakéw danego jezyka),
gramatyke (zasady budowy ze znakéw prostych znakéw zlozonych), dyrektywy dedukcyjne cha-
rakteryzujace dzialanie stalych logicznych i dyrektywy znaczeniowe charakteryzujace dziatanie
symboli pozalogicznych.
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cja, tzn. majac za argumenty wyrazenia o takiej samej denotacji buduje wyrazenia
o réznych denotacjach.

To, czy zasada ekstensjonalnosci jest speiniona dla danego zbioru wyrazen @
i funktoréw o kategorii syntaktycznej ¢/¢,...¢, mozemy stwierdzi¢ badajac algebre
denotacji dla wyrazen typu ¢.

DEFINICJA
Algebra denotacji dla wyrazen typu ¢ bedziemy nazywa¢ strukturg

D, =(U, Fy,...Fn),

spelniajaca nastepujace warunki

(1) U jest niepustym zbiorem, utozsamianym ze zbiorem denotacji wyrazen typu
syntaktycznego @.

(2) Fyc Ux...xqyU jest operacja odpowiadajaca n-argumentowemu funktorowi
fy o kategoriii syntaktycznej ¢/@y,...,¢, z j¢zyka J, tzn.:

d(fi(@s,-..9n)) = Fi(d(@1),...d(@n))-

Innymi stowy algebra denotacji dla wyrazen typu ¢ moze byé dowolna struktura
homomorficzna z algebra wyrazen typu ¢ (tzn. zbiorem wszystkich wyrazen typu @
wraz ze zbiorem wszystkich funktoréw o kategorii syntaktycznej ¢/@,...,p).

Zauwazmy, ze najprosciej uzyskac taka algebre jako strukturg ilorazowa ze zbio-
ru @ podziclonego przez pewng relacj¢ rownowaznosci R:

D(P = (q)/R, f\/R,---fn/R)’

gdzie fir jest odpowiednikiem funktora n-argumentowego f, z j¢zyka J dzialajacym
na n klasach abstrakcji od relacji R. Relacja R jest przy tym relacja definiujaca
(przez abstrakcje) pojgcie denotacji wyrazenia typu @:

d(¢,) = d(¢,) zawsze i tylko wtedy, gdy R(@;, @,).

Majac D, mozemy zdefiniowaé pojgcie lokalnej ekstensjonalnosci ze wzgledu na
wyrazenia typu :

DEFINICJA

Jezyk J jest lokalnie ekstensjonalny ze wzgledu na wyrazenia typu ¢ w danej al-
gebrze denotacji D, = (U, F,...F,) zawsze i tylko wtedy, gdy wszystkie operacje Fy
sg funkcjami, tzn. dla dowolnego ¢;, ¢; spetniony jest warunek:

jesli d(@y) = d(@y), to Fi(d(@y),...d(@),. ..d(Pn) = Fu(d(@y), ...d(@/), ...d(0,)).

Latwo wida¢, ze ten warunek (w $wietle definicji Dy) jest po prostu rownowazny
temu, ze

jesli d(@) = d(@y), to d(f(@y,...@i,...@n) = d(fi(@1),...d(@/9)),...d(@n)),
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co odpowiada intuicyjnemu sformutowaniu zasady ekstensjonalnosci.

To, jak dokladnie wyglada algebra D,, jak liczny jest zbiér U i jaka jest we-
wngtrzna natura jego elementéw (albo innymi stowy — jak zdefiniowana jest relacja
R), zalezy od przyjetej semantyki dla danego jgzyka. Wyznacza ona w szczegdlnosci,
co jest denotacja wyrazen o ustalonej kategorii syntaktycznej. Jesli np. ¢ jest wyra-
zeniem nazwowym, to w standardowej teorii modeli przyjmuje si¢, ze U jest zbiorem
przedmiotéw, na ktérego liczno$¢ nie naklada si¢ zadnych ograniczen (zaklada si¢
tylko, ze jest on niepusty). Jesli ¢ to wyrazenie typu zdaniowego, to d(¢) jest —
w zaleznos$ci od przyjetej teorii — wartoscig logiczng zdania ¢ (i wtedy zbidr U jest
dwuelementowy, o ile w jezyku J obowiazuje logika klasyczna), sadem wyrazonym
w zdaniu ¢ badZ sytuacja opisywana w zdaniu ¢ (i wtedy zbior U jest przynajmniej
dwuelementowy).

Jesli zasada ekstensjonalno$ci lokalnej ze wzgledu na wyrazenia typu ¢ nie jest
w jezyku speiniona w danej algebrze Dy, to operacje F,...,F, nie bedq funkcjami
tylko zwyktymi relacjami. Widaé to dobrze na ponizszym przykladzie.

PRZYKEAD 1

Niech dany bedzie jezyk J modalnego rachunku zdan. W jezyku tym wystepuja
tylko jednego typu wyrazenia o podstawowej kategorii syntaktycznej — wyrazenia
zdaniowe (ich zbiér oznaczymy przez FOR). Oprdcz tego mamy spdjniki zdaniowe,
czyli wyrazenia o kategorii syntaktycznej z/z,...,z. W$rdd nich znajduje si¢ jednoar-
gumentowy spdjnik O, ktdry czytamy ,jest konieczne, ze”. Algebra wyrazen tego
jezyka ma wigc nastgpujaca postac:

<F0Ro ~ Ay =V, O, D)
Homomorficzna z nig algebra denotacji ma postag:
(Ua F~’ FA) F—b Fva F(—)y FD),

gdzie U jest zbiorem denotacji dla formut zdaniowych, a operacje F sa przyporzqd-
kowane odpowiednim (widocznym w indeksach) spdjnikom.

Zalozymy teraz, ze zbiér U jest dwuelementowym zbiorem wartosci logicznych.
Innymi stowy

U=FOR/R,

gdzie R(o,B) zawsze i tylko wtedy, gdy wartos¢ logiczna o jest identyczna z warto-
$cia logiczna [.

Argumentami funktoréw F_, F,, F_, F,, F, F, sa wtedy po prostu wartoéci lo-
giczne zdan.

Wtedy (o ile oczywiscie w jezyku obowiazuje taka logika modalna, ktéra nie
zawiera tezy: p <> 0Op), operacja Fg nie jest funkcja. Mozna bowiem wskaza¢ (dla
dowolnej funkc;ji d) takie dwa zdania o i B, ze warunek:
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jesli d(a) = d(B), to F(d(a)) = Fo(d(B))

nie jest speliony — d(Do) # d(OP) poniewaz wprawdzie o i B maja taka samaq
warto$¢ logiczna, ale nie s «réwnie konieczney.

A wigc — ze wzgledu na tak zdefiniowang algebrg¢ — jezyk J nie jest ekstensjo-
nalny: operacja Fgnie jest funkcja. Zauwazmy, ze dzieje si¢ tak dlatego, ze rownos¢
miedzy formutami definiowana za pomoca réwnosci ich wartoei logicznych (a0 <> )
nie jest najsilniejszq wyrazalna w tym j¢zyku réwnoscia — w szczegolnosci jest ona
stabsza od $cistej rownowaznosci formut (O(a & B)).

Wystarczy jednak zmieni¢ zalozenie i przyjaé, ze zbior U jest zbiorem ztozonym
z klas abstrakcji od relacji rownowaznosci R zdefiniowanej na zbiorze wszystkich
formut jezyka J w nastgpujacy sposob:

R(a,B) zawsze i tylko wtedy, gdy a & Be L,

gdzie L jest zbiorem tez danej logiki modalnej obowiazujacej w jezyku J. Wtedy —
oile w logice L obowiazuje reguta Godla — otrzymujemy nastgpujaca algebre de-
notacji:

(FOR/R,F._, F, F,, F,F,, Fo),

gdzie FOR/R jest zbiorem wszystkich formut jezyka J podzielonym przez relacjg R.
W takiej algebrze jezyk J jest ekstensjonalny. Zauwazmy bowiem, ze

d(o) = d(B) zawsze i tylko wtedy, gdy o <> B € L,
a z tego, ze w logice L obowiazuje reguta Godla wynika, ze
jeSlice>Pe L,toDae0OPe L,
a stad mamy w szczegolnosci
Fo(d(a)) = Fo(d(B)).
Mozna tatwo pokazaé, ze prawdziwy jest nastgpujacy fakt
FAKT
Niech dany jezyk J, a w nim klasa wyrazen ® typu ¢ i klasa operacji fi,...,f, na
tych wyrazeniach.

(1.1) Jezyk J jest lokalnie ekstensjonalny (ze wzglgdu na wyrazenia typu ¢)
w nastgpujacej algebrze denotacji Dg

(d)/Ra Fl,- . "Fn>’
gdzie R(x,X,) zawsze i tylko wtedy, gdy x, jest rownoksztattne z x4
* Postugujac si¢ terminologia Suszki z artykutu [Suszko 1998] mozna powiedzieé, ze relacja

réwnoksztaltnosci wyznacza najsilniejsza kongruencje na wyrazeniach typu ¢ i wzglgdem niej kaz-
dy funktor jest ekstensjonalny.



118 Anna Wojtowicz

(1.2) Jesli jezyk J jest lokalnie ekstensjonalny (ze wzgledu na wyrazenia typu ¢)
w algebrze denotacji Dg = (®/R, Fy,....,F) i Ry € R, to jezyk J lokalnie ekstensjonal-
ny (ze wzgledu na wyrazenia typu @) w algebrze denotacji Dy, = (®/R,, F),...,F,).

Innymi stowy fakt ten méwi, ze po pierwsze kazdy jezyk jest lokalnie ekstensjo-
nalny w algebrze denotacji, w ktérej taka sama denotacje maja jedynie wyrazenia
rownoksztattne (relacja rownoksztattnosci jest bowiem najsilniejsza relacja, jaka
moze zachodzi¢ migdzy wyrazeniami-typami), a po drugie, jesli juz jezyk jest lokal-
nie ekstensjonalny w jakiej$ algebrze denotacji, to jest rowniez ekstensjonalny we
wszystkich algebrach «o drobniejszym podziale» wyjéciowej klasy wyrazen & na
klasy wyrazen o tej samej denotacji. Méwiac troch¢ metaforycznie — im wigcej wy-
razeni o réznych denotacjach, tym wigksza szansa, Zze jezyk bedzie lokalnie (ze
wzgledu na te wyrazenia) ekstensjonalny. Prostym wnioskiem z tego faktu jest to, ze
jesli badamy w danym jezyku ekstensjonalno$¢ danej klasy spojnikow i okaze sig, ze
wszystkie spdjniki sa prawdziwosciowe (tzn. ekstensjonalne w algebrze, ktorej uni-
wersum stanowi dwuelementowy zbidr wartosci logicznych), to jezyk ten bedzie lo-
kalnie ekstensjonalny w dowolnej innej algebrze denotacji. Tak si¢ dzieje, poniewaz
podziat zbioru formut na dwie klasy zgodnie z kryterium, Ze tg¢ sama denotacj¢ maja
formuty o tej samej wartosci logicznej, jest «najgrubszym» mozliwym podziatem.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzic, ze:

— to, czy dany jezyk jest lokalnie ekstensjonalny (ze wzgledu na wyrazenia typu
¢) zalezy w sposob istotny od tego, jak jest zdefiniowane jest uniwersum algebry
denotacji Dy. Dla dowolnego zbioru funktoréw dziatajacych na obiektach typu ¢ moz-
na tak dobra¢ algebre denotacji Dy, aby funktory te byly ekstensjonalne.

— warunkiem wystarczajacym, aby dany jezyk byt lokalnie ekstensjonalny (ze
wzgledu na wyrazenia typu @) jest to, ze relacja rownosci denotacji wyrazen typu @
jest najsilniejsza definiowalng (za pomoca funktoréw o kategorii syntaktycznej
©/Q,...,9) relacja rownowaznosci na tej klasie.

3. ZASADA EKSTENSJONALNOSCI GLOBALNEJ

Przez zasad¢ ekstensjonalnosci globalnej bede rozumieé takie doprecyzowanie
ogélnego sformutowania zasady ekstensjonalnosci, w ktérym unika si¢ niejasnosci
zwigzanych z pojeciem funkcji d jawnie zakladajac istnienie réznych funkeji denotacji.
Zatézmy dla uproszczenia, ze w jezyku J mamy dwie podstawowe kategorie syntak-
tyczne: nazwowa (0znaczang przez n, a zbiér wszystkich wyrazen tej kategorii przez N)
i zdaniowa (oznaczang przez z, a zbiér wszystkich wyrazen tej kategorii przez FOR),
a takze nastgpujace kategorie funktorow: spojniki spy,...,Sp, (czyli wyrazenia kategorii
2/z,...,z), symbole funkcyjne fi,...,fi (czyli wyrazenia kategorii n/n,...,n), predykaty
Py,...,P (czyli wyrazenia kategorii z/n,...,n) i reifikatory Re,,...,Rey, (czyli wyrazenia
kategorii n/z)°. Stad jezyk J mozna utozsamié z nastepujaca struktura:

5 Zakltadamy, ze w jezyku wystepuja reifikatory, zeby zachowaé pewnego rodzaju symetri¢ ka-
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(N, FOR, spi,..-,5Pn 1. - »fks Pl5.-+sPoty Rey,.. .. REM).

Analogicznie do definicji algebry denotacji wyrazefi typu ¢ mozemy zdefiniowacé
algebre denotacji D dla calego je¢zyka J.

DEFINICJA
Algebra denotacji dla jezyka J bedziemy nazywa¢ strukturg
D] = <S, U, SPl,. . .,SPn,Fl,. . .,Fk, PR],. . .,PRI, RE],. . .,REm>,
homomorficzng z algebra jezyka, przy czym homomorfizm ustalaja dwie funkcje
(interpretowane jako funkcje denotacji wyrazen odpowiedniej kategorii):
d: FOR - §;
gN->U

Innymi stowy struktura ta spetnia nastgpujace warunki:

(1) S i U sa niepustymi zbiorami, utozsamianymi odpowiednio ze zbiorami de-
notacji wyrazen zdaniowych i nazwowych.

(2) dla dowolnego n-argumentowego spdjnika sp; z jezyka J i dla dowolnych
formut ay,...,0n, spelniony jest warunek:

d(spi(Qt,..-0)) = SPi(d(au),...,d(0m)).

(3) dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego f; z jezyka J i dla
dowolnych wyrazen nazwowych a,,...,a,, spelniony jest warunek:

g(fi(ay,...,a)) = Fi(g(a)),-...g(an).

(4) dla dowolnego n-argumentowego predykatu P; z jezyka J i dla dowolnych
wyrazen nazwowych ay,...,a,, spelniony jest warunek:

d(Pi(ay,...,a,)) = PRi(g(ay),...,8(an)).

(5) dla dowolnego n-argumentowego reifikatora Re; z jgzyka J i dla dowolnych
formut a,...,0n, spelniony jest warunek:

g(Rei(0,...0m)) = REj(d(0w),...d(0t).
W nastgpnym kroku definiujemy ekstensjonalno$¢ globalng jezyka J w strukturze D.

DEFINICJA
Jezyk J jest globalnie ekstensjonalny w danej algebrze denotacji D zawsze i tyl-
ko wtedy, gdy wszystkie operacje algebry D sg funkcjami, tzn. dla dowolnych wyra-

tegorii syntaktycznej funktorow: skoro mamy funktory, ktére przeksztalcaja nazwy w zdania, to
powinny istnieé¢ rowniez funktory, ktére przeksztatcaja zdania w nazwy. Bedzie to miato — jak po-
kazemy nizej — istotne znaczenie dla problemu obowiazywania zasady ekstensjonainosci globalne;j.
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zen nazwowych a,, a,, dla dowolnych formut zdaniowych o, o, i dla dowolnych
operacji SP;, Fj, PR, RE,; spelnione sa warunki:

@)  jeslid(oy) = d(oy), to SP(...d(ay),..) = SP(...d(oy)/d(0x)...);
(i)  jesli g(a)) = g(a2), to Fi(...g(a1),.) = Fi(...g(a1)/g(ar)...);

(1iii)  jesli g(a;) = g(ay), to PRy(...g(ay),..) = PR(...g(a1)/g(az)...);
@iv)  jesli d(oy) = d(0y), to RE(...d(0),..) = RE(...d(oy)/d(0y)...).

PRZYKLAD 2

Rozwazmy jezyk pierwszego rzgdu. Dla uproszczenia zatézmy, ze w jezyku tym
wystepuje tylko jeden predykat jednoargumentowy P, jeden dwuargumentowy symbol
funkcyjny fi jeden reifikator: Re. W jezyku tym obowiazuje klasyczna logika dwu-
wartosciowa (wszystkie spdjniki i kwantyfikatory sa klasyczne). Oznaczmy zbiér
wszystkich tez tej logiki przez L. Przyjmijmy rowniez, Ze mamy pewng wyrdzniong
funkcj¢ waluacji logicznej dla tego je¢zyka i oznaczmy ja przez v.°

Algebra denotacji dla jezyka J bedzie struktura:

DJ = <S, U> Fa SP~$SPA, PR”RE>)

homomorficzng z algebra jezyka, przy czym homomorfizm ustalaja dwie funkcje
(interpretowane jako funkcje denotacji wyrazen odpowiedniej kategorii):

d: FOR - S;
g N-oU.

Poniewaz z zalozenia wszystkie spojniki wystepujace w jezyku J sa prawdziwo-
Sciowe, wigc jezyk J jest ekstensjonalny lokalnie ze wzgledu na wyrazenia o katego-
rii zdaniowej (spelniony jest warunek (i) definicji ekstensjonalno$ci globalnej — por.
wnioski z FAKTU (1.2)). Zatézmy réwniez (dla uproszczenia), ze jezyk J jest eks-
tensjonalny lokalnie ze wzglgdu na wyrazenia o kategorii nazwowej, tzn. jakkolwiek -

¢ Funkcja waluacji logicznej (dla logiki dwuwartosciowe;j) jest to dowolna funkcja v: FOR —
{0, 1} spelniajaca nastgpujace warunki:
v(~a) = 0 zawsze i tylko wtedy, gdy v(ar) = 1;
v(o A B) = 1 zawsze i tylko wtedy, gdy v(o) =1 iv(B)=1;
v(a — B) = 0 zawsze i tylko wtedy, gdy v(c) = 1 i v(B) = 0;
v(a v B) = 0 zawsze i tylko wtedy, gdy v(ar) =0i v(B) = 0;
v(oe ¢ B) = 1 zawsze i tylko wtedy, gdy v(a - B)=1iv(p D a)=1;
v(Vxo) = 1 zawsze i tylko wtedy, gdy dla dowolnej nazwy a € N v(afx/a]) = 1;
v(3xa) = 1 zawsze i tylko wtedy, gdy dla pewnej nazwy a € N v(a[x/a]) = 1;

Innymi stowy jest to taka funkcja, ktéra formulom atomowym przyporzadkowuje wartosci
logiczne w spos6b dowolny (ale ustalony), a wartos¢ logiczna formut ztozonych uzaleznia od war-
todci logicznej formut skiadowych. Zauwazmy, ze kwantyfikatory interpretujemy podstawieniowo
a nie referencjalnie.
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zdefiniujemy zbiér U, dla dowolnego x, a, b € N spelniony jest warunek (ii) definicji
ekstensjonalno$ci globalnej:

Jesli g(a) = g(b), to g(F(a,x)) = g(F(b,x)) i g(F(x,2)) = g(F(x,b).

Aby stwierdzié, czy jezyk J jest ekstensjonalny globalnie w strukturze D;, musimy
rozstrzygnaé, czy dla dowolnych nazw a, b i dla dowolnych zdan o,  spetnione s wa-
runki:

(*)  jesli ga) = g(b), to d(P(2)) = d(P(b));
(**)  jesli d(o) = d(B), to g(Re(er)) = g(Re(B)),

odpowiadajace warunkom (iii) i (iv) definicji ekstensjonalnosci globalne;j.
W sposdb istotny zalezy to od tego, jak zdefiniujemy zbiory S i U. Rozwazmy
nastepujace mozliwosci:

1) U=N/R,, gdzie R(a,b) zawsze i tylko wtedy, gdy a jest rownoksztaltne z b,

2) U = N/R,, gdzie Ry(a,b) zawsze i tylko wtedy, gdy (a=b) € L;

3) U =N/R;, gdzie R;(a,b) zawsze i tylko wtedy, gdy v(a=b) =1,

4) S = FOR/Ry, gdzie Ry(0.,B) zawsze i tylko wtedy, gdy o jest rownoksztattne z 3;
5) S = FOR/Rs, gdzie Rs(a,B) zawsze i tylko wtedy, gdy (<> B) € L;

6) S = FOR/Rg, gdzie R¢(0.,B) zawsze i tylko wtedy, gdy v(a &> B) = 1;

Innymi stowy zgodnie z (1) taka sama denotacj¢ maja wylacznie nazwy réwno-
ksztaltne, zgodnie z (2) — nazwy, ktorych identycznos¢ jest twierdzeniem logiki L,
zgodnie z (3) — nazwy, ktdérych identycznosé jest zapewniona przez (wskazana)
waluacje v. Jesli spelnione jest (4), to taka samg denotacj¢ maja tylko zdania réwno-
ksztattne, jesli (5) — zdania réwnowazne logicznie na gruncie L, jesli (6) — zdania
o takiej samej (wyznaczonej przez waluacj¢ v) wartosci logicznej’. Zauwazmy row-
niez, ze miedzy relacjami R; zachodza nastgpujace oczywiste zwiazki:

® RicR;cRy;
(MM Rs4cRscRe

Zbadajmy teraz kilka kombinacji powyzszych mozliwosci definicji zbioréw U
i§S, i zastanowmy sig, czy (i przy jakich dodatkowych zatozeniach nakiadanych na

" Mozna wskaza¢ réwniez mozliwosci posrednie: migdzy (1) i (2) bylyby takie relacje ustalaja-
ce rdwno$¢ denotacji, ktére zachodza miedzy dwoma nazwami zawsze i tylko wtedy, gdy nie tylko
ich réwno$¢ jest twierdzeniem logiki, ale rowniez s3 zbudowane w pewien okreslony sposob (sa
podobne strukturalnie), analogiczna relacja posrednia miedzy (4) i (5 ) zachodzitaby mig¢dzy zda-
niami ktére nie tylko sa logicznie rownowazne ale np. s zbudowane z takich samych symboli po-
zalogicznych. Propozycje, zeby tak wiasnie rozumie¢ warunek réwnosci denotacji zdan przedstawili
Barwise i Perry w artykule [Barwise, Perry 1981}, chcac w ten sposéb unikna¢ konsekwencji wyni-
kajacych z zastosowania tzw. argumentu slingshot. Miedzy (2) i (3) (i analogicznie migdzy (5) i (6))
bylyby takie relacje ustalajace rowno$¢ denotacji, ktére zachodza migdzy wyrazeniami, ktérych
identyczno$¢ jest twierdzeniem pewnego wyréznionego zbioru teorii w jezyku J.
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predykat P i reifikator Re) jezyk J jest ekstensjonalny globalnie. Powstaje rowniez
naturalne pytanie, czy wszystkie teoretycznie dopuszczalne kombinacje tych mozli-
wosci sg rownie rozsadne.

Kombinacja (1) i (4) daje nam algebr¢ denotacji
D,4=(U/Ry, S/Ry, F, SP_,...,SP,, PR, RE),
a warunki (*) i (**) maja postaé:

(*y  jesli a jest rownoksztattne z b, to P(a) jest rdOwnoksztattne z P(b);
(**) jesli o jest rOwnoksztaltne z B, to Re (cr) jest rownoksztattne z Re(f).

To, ze sa one spelnione jest oczywiste i wynika wylacznie z zalozenia o jedno-
znaczno$ci wyrazen w jezyku J. W algebrze D, 4 jezyk J jest wigc ekstensjonalny.

Kombinacja (1) i (5) daje nam algebr¢ denotacji
D1,5 = (U/R], F, S/R5, SP-,...,SPA, PR, RE),
a warunki (*) 1 (**) maja postac:

(*)  jesli ajest rownoksztaltne z b, to (P(a) <> P(b)) € L;
(**) jedli (o <>P) € L, to Re (o) jest rownoksztattne z Re(B);

I o ile warunek (*) jest spetniony, o tyle warunek (**) — nie; poniewaz w L ist-
nieja formuly réwnowazne logicznie, ale nie rownoksztaltne. W algebrze Ds; jezyk J
nie jest ekstensjonalny. Z tych samych powodéw (i ze wzgledu na (!!)) nie jest on
ekstensjonalny w algebrze D, 4.

Kombinacja (2) i (4) daje nam z kolei algebre denotacji
D2‘4 = (U/RZs S/R47 F’ SP~" . '9SPA’ PR: RE)’
a warunki (*) 1 (**) maja postac:

(*) je$li(a=b) e L, to P(a) jest rownoksztaitne z P(b);
(**) jesli o jest rtownoksztaltne z B, to (Re (o) = Re(B)) € L;
Warunek (**) jest — ze wzgledu na (!) — spetniony, ale spelnienie warunku (*)

zalezy od tego, jakie wlasnosci ma funktor F. Jesli jego symetrycznoé¢ jest zagwa-
rantowana przez aksjomat:

Vyx F(x,y) = F(y,x),

to F(a,b) = F(b,a) € L, ale nieprawda, ze P(F(a,b)) jest rownoksztattne z P(F(b,a)).
A wige w takim wypadku jezyk J nie jest ekstensjonalny globalnie w algebrze
D54, a ze wzgledu na (!) réwniez w algebrze D; 4.
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Kombinacja (2) i (5) daje algebre
Dz,s = (U/Rz, S/Rs, F, SP~,.. .,SPA, PR, RE),
a warunki (*) i (**) maja postac:

(*) jeSli(a=b)e L,toP(a) > P(b)e L;
**) jesliaePe L,to(Re(e)=Re(P)) € L;

Warunek (*) jest na gruncie logiki klasycznej (na mocy twierdzenia o dedukcji)
réwnowazny tzw. aksjomatowi ekstensjonalnosci:

Vxy {x=y = [P(x) & PH)]},

ktéry mozemy potraktowaé jako pewnego rodzaju warunek naktadany na dziatanie
predykatu P.

Warunek (**) mowi o tym, jak powinien dziata¢ funktor reifikacji, aby jezyk J byt
ekstensjonalny globalnie — zdaniom logicznie rownowaznym powinien przypisywaé
te same obiekty. Tak zachowuje sig¢ funktor deskrypcji czy funktor abstrakcji ale nie
ma tej wlasnoéci funktor typu cudzystowu (ktory zdaniu przypisuje jego cudzysto-
wowa nazwe) albo funktor kodowania Gddlowskiego (ktory zdaniu przypisuje jego
numer Gédlowski, zalezny od jego budowy sktadniowe;j). Jesli schemat postaci:

(ot & B) — Re(or) = Re(P)

nie bedzie aksjomatem logiki L, to jezyk J nie bedzie ekstensjonalny globalnie w al-
gebrze Dsg.

Kombinacja (2) 1 (6) daje algebre
D2,6 = (U/RZ’ S/Rﬁa Fs SP~9' "’SPA, PR, RE>7
a warunki (*) i (**) majg postac:

(*) jeSli(a=b)e L,tov(P(a) & P(b))=1;
(**)  jesliv(a <B)=1,t0 (Re(a)=Re(B)) € L;

Warunek (*) jest ostabieniem aksjomatu ekstensjonalnosci, a warunek (**) jest
spetniany wprawdzie nadal przez funktory deskrypciji i abstrakcji, ale nie jest spelniany
przez funktor typu ,,to, Ze...”, ktéry kazdej formule zdaniowej przypisuje nazwg opi-
sywanej przez nig sytuacji. Jezyk J bedzie wigc ekstensjonalny globalnie w takiej
algebrze, tylko jesli w logice jest jakas wersja aksjomatu ekstensjonalnosci, i nic ma
w jezyku funktorow reifikacji, ktorych przeciwdziedzina jest wigcej niz dwuele-
mentowa. Innymi stowy do spetnienia warunku (**) konieczne jest, aby teza logiki L
byt nastgpujacy schemat:

Re(a) = Re(B) v Re(a) = Re(y) v Re(B) = Re(y).

zakladajacy pewnego rodzaju binarnos¢ reifikatora.
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Najbardziej klasyczna jest algebra denotacji, ktéra powstaje, jesli przyjmiemy
kombinacje mozliwosci (3) i (6). W strukturze
D; ¢ = (U/R;, S/Rg, SP.,,...,SP,, PR, RE),
zbior S/R¢ jest dwuelementowy i wraz z operacjami odpowiadajacymi spojnikom
tworzy dwuelementowq algebr¢ Boole’a wartosci logicznych. W strukturze tej spel-
niony jest tzw. aksjomat Fregego, ktory w jednym ze sformulowan (przy przyjetej

przez nas terminologii) ma postac:
Dla dowolnych zdan o, B, v:

d(0)) = d(B) lub d(ar) = d(y) lub d(B) = d(y).
Jest to wiec struktura rownowazna strukturze modelowe;j
M= (U, PR, RE).
W strukturze tej zaklada sig, ze PR ¢ U, a wigc (ze wzglgdu na aksjomat eksten-
sjonalno$ci obowiazujacy w teorii mnogosci),
jeslix=y,to (x e PR ye PR),
czyli spetniony jest warunek (*).
To, czy spetniony jest warunek (**) zalezy od tego, co wiemy o reifikatorze Re.
Nie wystepuje on w jezyku standardowe;j logiki pierwszego rzedu i dlatego tez jego

interpretacja nie pojawia si¢ w typowej strukturze modelowe;j. Tak jak poprzednio do
speinienia warunku (**) konieczne jest, aby teza logiki L byl nast¢pujacy schemat:

Re(or) = Re(B) v Re(a) = Re(y) v Re(B) = Re(y).

Zauwazmy jednak, ze jesli taki warunek jest spelniony i dodatkowo speliony
jest dos¢ naturalny postulat:

Va 3Ja a = Re(v),

ktory mowi, ze kazda nazwa jest reifikatem pewnego zdania, to w konsekwencji_
otrzymujemy wniosek:
Jesli J jest globalnie ekstensjonalny, to dla dowolnych nazw a, b, ¢

g(a) = g(b) lub g(a) = g(c) lub g(b) = g(c).

Jest to odpowiednik aksjomatu Fregego dla nazw, ktérego konsekwencjg jest to,
ze zbior U jest zbiorem dwuelementowym.

4. WNIOSK1

Z powyzszych rozwazan i PRZYKELADU 2 plyna nastepujace wnioski:
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1) Lokalna ekstensjonalnos¢ (ze wzgledu na wyrazenia o kategorii n i z) nie
gwarantuje ekstensjonalnosci globalne;j.

2) Jesli jezyk I nie jest ekstensjonalny globalnie ze wzgledu na warunek (*) w
algebrze denotacji

Dix = (S/R;, URy, F, SP.,,...,SP,, PR, RE),

to (przy niezmieniony pozostalych zalozeniach dotyczacych funktoréw) nie jest
ekstensjonalny globalnie ze wzglgdu na warunek (*) w algebrze

D;, = (S/R;, U/R,, SP_,...,SP,, PR, RE),

gdzie Ry c R,.
3) Jesli jezyk J nie jest ekstensjonalny globalnie ze wzgledu na warunek (**)
w algebrze denotacji

Dix =(S/R;, UR, F, SP.,,...,SP,, PR, RE),

to (przy niezmieniony pozostalych zalozeniach dotyczacych funktoréw) nie jest
ekstensjonalny globalnie ze wzglgdu na warunek (**) w algebrze

D, =(S/R;, U/Ry, SP.,,...,SP,, PR, RE),

gdzie R,c R,.

4) Ekstensjonalno$é globalna zalezy nie tylko od tego, jak zdefiniowane s relacje
R;, Rj pozwalajace zdefiniowaé przez abstrakcj¢ pojecia denotacji nazw i zdan, ale
réwniez od tego, jaki jest migdzy nimi zwiazek. Niezaleznie od tego, czy kombinacja
relacji R;, R; daje w efekcie algebre denotacji, w ktorej jezyk J jest ekstensjonalny
czy nie, naturalne wydaja si¢ pary (R, Ry), (R, Rs) i (R3, Rg). Uzalezniaja one row-
no$¢ denotacji wyrazen nazwowych i zdaniowych od podobne;j klasy wlasnosci.

Whbrew rozpowszechnionym opiniom rozstrzygnigcie problemu ekstensjonalnosci
nie polega wigc jedynie na «manipulowaniu» funkcja d, ale — jak pokazuje PRZY-
KLAD 2 — na wzajemnych relacjach migdzy funkcjadig.

5. STATUS ZASADY EKSTENSJONALNOSCI GLOBALNEJ

W rozpatrywanych wyzej przyktadach badaliSmy, czy dla danego jezyka i dla
danej algebry denotacji spetniona jest zasada ekstensjonalnosci globalnej. Ekstensjo-
nalno$¢ jest wigc wlasnoscia, ktoéra moze przystugiwaé badz nie przystugiwaé dane-
mu jezykowi w zaleznosci od wyboru takiej czy innej algebry denotacji.

Inne podejscie miat do tej zasady Frege. Pisal on w [Frege 1952]:

Coz jesli nie wartoéé logiczna jest ta wiasnoscia zdania, ktora pozostaje niezmieniona [kiedy

jakis sktadnik zdania zamienimy na inny ale o tej samej denotacji]?”®

¥ Na temat mozliwych interpretacji tego fragmentu por. np. [Neale 2001], s. 80.
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traktujac zasad¢ ekstensjonalnosci (w naszej terminologii: globalnej) jako postulat,
ktory kazdy jezyk musi spetniad.

Problemem, ktory rozwiazywatl Frege, bylo nie to, czy zasada ekstensjonalnosci
obowiazuje ale jak — przy zalozeniu, ze jezyk jest ekstensjonalny — nalezy dla
ustalonej funkcji denotacji g dobra¢ funkcj¢ denotacji d. Wedhug Fregego nalezy
utozsami¢ denotacj¢ zdania z jego wartoscia logiczna.

Innymi slowy Frege przyjmowal a priori dwa zatozenia:

(1) Zasadg ekstensjonalnosci globalne;j;

(2) Przy danej funkcji waluacji logicznej v: FOR —{0, 1}, dla dowolnych nazw
a,bzjezykaJ:

g(a) = g(b) zawsze i tylko wtedy, gdy v(a=b) = 1.

Na podstawie tych zatozen stwierdzil (rozrézniajac przy okazji pojecie denotacji
zdania i pojgcie znaczenia zdania), ze denotacja zdania jest jego wartos$¢ logiczna.

Zatézmy bowiem, ze g(a) = g(b).

Zgodnie z zasada ekstensjonalnoéci globalnej mamy w szczegélnoscei:

jesli g(a) = g(b), to PR(..g(a)..) = PR(...g(a/b)..).

Jesli teraz PR; jest operacja w algebrze denotacji odpowiadajaca predykatowi
identycznosci z jezyka J, to (z homomorfizmu algebry jezyka i algebry denotacji)

PRi(g(a), g(b)) = PRi(g(a),g(a'b)) zawsze i tylko wtedy, gdy d(a =b) = d(a = a),
a stad
jesli g(a) = g(b), to d(a =b) =d(a = a).
Widaé, ze zeby spetniony byl ten warunek, relacja R taka, ze
R(o,PB) zawsze i tylko wtedy, gdy d(ct) = d(B)

musi by¢ «bardzo grubay, i nie nadaje si¢ na nig ani relacja réwnoksztaltnosci
(w PRZYKLADZIE 2 — relacja Ry), ani logicznej réwnowaznos$é formul réwno-
ksztattnoéci (w PRZYKEADZIE 2 — relacja Rs). Moze to by¢ jedynie relacja row-
nosci wartosci logicznych (w PRZYKELADZIE 2 — relacja Rg).”

Zauwazmy, ze nie jest to jedyna strategia, ktora moze przyjaé ktos, kto a priori
— tak jak Frege — uznaje zasadg ekstensjonalnosci globalnej. Mozna mianowicie

® Konsekwentny zwolennik stanowiska Fregego podobna strategi¢ powinien tez stosowaé do

innych jezykéw, np. do jezyka zdaniowych logik modalnych. Skoro a priori spelniona jest zasada
ekstensjonalnosci, to nalezy dobra¢ do niej funkcje denotacji zdan tak, aby w szczegdlnosci dla do-
wolnych zdan o i B spetniony byt warunek:

jesli d(o) = d(B), to d(Dar) = d(OP).
Tak bedzie — jak pokazuje PRZYKLAD | — gdy funkcja d jest zdefiniowana przez abstrakcje
W nastgpujacy sposob:

d(o) = d(B) zawsze i tylko wtedy, gdy o «> B € L.
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uznad, ze ustalona jest nie tyle funkcja g (denotacji dla nazw), ile funkcja d (deno-
tacji dla zdan). Zalézmy, ze spelnia ona nastgpujacy warunek:

d(a) = d(B) zawsze i tylko wtedy, gdy Rq(c,B).
Wtedy — jak pokazuje PRZYKLAD 2 — trzeba konsekwentnie przyjac, ze
g(a) = g(b) zawsze i tylko wtedy, gdy R,(a,b).

Podsumowujac problem ekstensjonalnosci mozemy traktowac jako swoisty uktad
trzech zdan:

(1) zasada ekstensjonalnosci globalnej;
(II) okreslona definicja funkcji denotacji dla zdan;
(IIT) okreslona definicja funkcji denotacji dla nazw.

Majac (I) i (II) mozemy wyznaczy¢ (III), majac (I) i (III) mozemy wyznaczy¢
(II). Jesli z kolei sa dane (II) i (III), to mozemy si¢ zastanawiaé, czy zachodzi (I).
Moim zdaniem szczegdlnie ciekawy, ale zarazem najmniej rozpracowany we wspot-
czesnej literaturze filozoficznej, jest wariant pierwszy — uzalezniajacy definicjg
uniwersum Kkorelatow semantycznych dla nazw w jezyku ekstensjonalnym od tego,
jak zdefiniowane jest uniwersum korelatéw semantycznych dla zdan. Lezy on w sfe-
rze zaintresowan ontologii sytuacji.
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