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O przedmiocie matematycznym'

0. W ramach filozofii matematyki zagadnienie przedmiotu matematycznego wy-
znacza szereg pytan, np. takie: Czym jest przedmiot matematyczny? Czy istnieje,
ajezeli istnieje, to w jaki sposdb? Czy jest konstruowany, czy tez odkrywany? Czy
jest zalezny, czy tez niezalezny od czlowieka?

Z klasycznych szkot filozofii matematyki stosunkowo najwigcej miejsca temu za-
gadnieniu po$wieca szeroko rozumiany realizm. Realisci utrzymuja, ze przedmioty
matematyczne istniejg poza czasem i przestrzenia i nie wchodza w zwiazki przyczy-
nowe; a takze istnieja obiektywnie, niezaleznie od tego czy sa poznawane, czy tez
nie, istniejg niezaleznie od naszych definicji i konstrukcji. Zdaniem realistow pozna-
nie matematyczne polega na odkrywaniu tych przedmiotéw lub ich wiasnosci. Mé-
wigc najogélniej, przedmioty matematyczne to ,,byty platonskie”, nie s3 to wigc ani
przedmioty fizyczne, ani psychiczne.

Proponuje, aby pytanie o przedmiot matematyczny potraktowa¢ jako pytanie
z zakresu ontologii — ontologii rozumianej jako nauka o przedmiocie w ogdle.
Oczywiscie sa rozne ontologie i nalezy wybra¢ adekwatng do stawianego problemu.
W ontologiach, ktére dopuszczajg jedynie przedmioty fizyczne, psychiczne i ewentu-
alnie idealne, nawet jezeli te ostatnie sa charakteryzowane tylko negatywnie, sposéb
istnienia przedmiotéw matematycznych jest w zasadzie przesadzony droga eliminacji:
przedmioty matematyczne nie sg przedmiotami fizycznymi, bo sa np. niezmienne, nie
sq przedmiotami psychicznymi, bo sa np. intersubiektywne, pozostaje zatem trzecia
mozliwos¢, broniona zwykle jeszcze bez jasnego rozpoznania idealnego sposobu ist-

! Jest to rozszerzony tekst wystapienia przedstawionego w ramach sesji Wokdt filozofii Karla
R. Poppera, zorganizowanej przez Instytut Filozofii Uniwersytetu Zielonogérskigo w roku 2002,
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nienia. Takie ujgcie zagadnienia nie jest przekonywujace — przede wszystkim
w punkcie wyjscia. Wydaje si¢, Ze $wiat jest bardziej réznorodny.”

Proponuje, aby pytanie o przedmiot matematyczny rozpatrzyé w ontologii wypra-
cowanej przez Romana Ingardena, a wylozonej w jego Sporze o istnienie swiata.
Dlaczego? Ot6z w ontologii Ingardena sfera tego, co nie jest fizyczne i nie jest psy-
chiczne, jest zréznicowana; wystepuja tam trzy rodzaje przedmiotéw: idee, indywi-
dualne przedmioty idealne oraz przedmioty intencjonalne, dokiadniej, przedmioty
pochodnie intencjonalne, przedmioty intencjonalne w znaczeniu okreslonym przez
Ingardena w pracy O dziele literackim, te, ktore wystepuja w warstwie przedmiotéw
przedstawionych. Dodajmy, ze wszystkie te przedmioty sa intersubiektywne, sg poza
czasem i przestrzenig i nie wchodza w zwiazki przyczynowe. Ponadto, ich charakte-
rystyka jest na tyle rozbudowana, ze aby wykazaé, iz przedmiot matematyczny jest
przedmiotem takiego a nie innego rodzaju, Ze jest np. idea, musimy zdoby¢ si¢ na
w miare bogata i co najwazniejsze pozytywna charakterystyke, innymi stowy: w ra-
mach tej ontologii samo stwierdzenie, ze przedmiot matematyczny nie jest przed-
miotem fizycznym i nie jest przedmiotem psychicznym jest dalece niewystarczajace.

Wprowadzajac w ontologi¢ Ingardena powiedzmy juz w tym miejscu, Ze to, co
dotad nazywatem przedmiotem fizycznym, u Ingardena jest przedmiotem realnym, to,
co nazywatem przedmiotem psychicznym, u Ingardena jest przedmiotem pierwotnie
intencjonalnym — przedmiotem, ktory jest konstytuowany w aktach $wiadomosci
spetnianych przez pewien podmiot i ktéry jest bezposrednio dany tylko temu pod-
miotowi. Z kolei — i to jest dla nas najwazniejsze — napigcie zwiazane z pytaniami,
czy przedmiot matematyczny jest odkrywany, czy tez stwarzany, czy jest zalezny, czy
tez niezalezny od czlowieka, w ramach tej ontologii przenosi si¢ na opozycj¢ idealny
— intencjonalny; przedmiot idealny jest niezalezny od cziowieka, a jego poznanie
mozna nazwa¢ odkrywaniem, o przedmiocie pochodnie intencjonalnym mozna po-
wiedzied, ze jest stwarzany przez cztowieka i w tym sensie jest zalezny, ale jednocze-
$nie — powtdrzmy — jest to przedmiot intersubiektywny.

W ramach ontologii Ingardena mozna zatem, przynajmniej w punkcie wyjscia,
zgadza¢ si¢ co do tego, Zze przedmioty matematyczne nie sg przedmiotami fizycznymi
i nie sa przedmiotami psychicznymi, a jednoczesnie nie zgadzaé si¢ co do tego, ze
przedmioty matematyczne sa ,,bytami platofiskimi” w wyzej naszkicowanym sensie.

I jeszcze jedna uwaga porzadkujaca. W ontologii Ingardena — jak juz zostato
zauwazone — sg dwie odmiany przedmiotu intencjonalnego: pierwotnie i pochodnie
intencjonalny. Dalej, méwiac o przedmiocie intencjonalnym, bgdziemy mieli na uwa-

% Wzorcowym przykladem prezentacji zatozen ontologicznych w kontekscie pytania o sposob
istnienia przedmiotéw matematycznych jest stanowisko Abrahama Robinsona przedstawione w jego
manifescie filozoficznym Formalism 64: ,,Wielkosci nieskorficzone nie istnieja w zadnym sensie
tego slowa (tj. ani realnie, ani idealnie)” (Robinson 1967, s. 229). W tym przypadku explicite
przyjmowane sa tylko dwa rodzaje przedmiotéw: fizyczne oraz idealne. Zazwyczaj jednak kontekst
ontologiczny nie jest tak wyrazny, a dodatkowo kwestia dopuszczalnych sposobow istnienia spowita
jest watkami epistemologicznymi.
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dze przedmiot pochodnie intencjonalny — ten intersubiektywny przedmiot intencjo-
nalny. Tyle tytulem wstgpu.

W kolejnych punktach przedstawi¢ argumentacj¢ zmierzajaca do wykazania, ze
przedmiot matematyczny jest przedmiotem intencjonalnym, przy czym nie bgdg mowit
o przedmiocie matematycznym w ogble, lecz, aby by¢ najblizej konkretu, o wybranym,
aczkolwiek jednym z wazniejszych przedmiotéw matematycznych, mianowicie o licz-
bach rzeczywistych. Liczby rzeczywiste natomiast traktuj¢ tak jak sg one traktowane
w matematyce, tj. jako ciato uporzadkowane w sposob ciagly — (R, +, -, <).

Plan wywodu jest nastgpujacy: najpierw, aby przyblizy¢ intuicyjnie przedmiot
intencjonalny, przedstawig klasyczny przyktad takiego przedmiotu, nastgpnie podam
jego charakterystyke ontologiczna, az wreszcie, zaczynajac od punktu 4., zajme sie
wprost liczbami rzeczywistymi.

1. Klasycznym przykladem przedmiotu intencjonalnego jest postaé literacka.
Niech to bedzie Lolita, bohaterka powiesci Vladimira Nabokova Lolita.

Opisy Lolity sa liczne i réznorakie, a przy tym wszystkie pochodza od wielbiace-
go jej dziewczgea urode mezezyzny — Humberta Humberta. Obok zapiséw antropo-
metrycznych: wzrost, waga, obwod uda, tydki, szyi itd., znajdujemy detale medycznej
natury, takie jak ten, ze wyrostek robaczkowy nie zostal usunigty, ze na boku ma
drobne, ciemnobrazowe znamig, a u dotu zgrabnej fydeczki, kilka cali nad brzegiem
grubej, biatej skarpetki, mata blizng; Ze na ramieniu ma blizn¢ w ksztalcie ésemki po
szczepionce przeciwko ospie. W wigkszosci jednak opisy sg bardziej osobiste, co by-
najmniej nie ujmuje im konkretnosci. Oczy Lolity sa puste, jasnoszare, rzgsy czarne
jak sadza. Twarz pokrywaja piegi, z czego pig¢ rozlozonych jest niesymetrycznie na
zadartym nosku; wargi sa czerwone jak oblizany czerwony cukierek, a dolna z nich
jest uroczo pelniejsza; przednie zgby — duze; glos — przenikliwie wysoki; wiosy —
cieplo brazowe, z grzywka i falami po bokach, z naturalnymi lokami puszczonymi
z tytu, a do tego, kilka razy zauwazony przez Humberta Humberta, jedwabisty polysk
nad skronia, przechodzacy w zywy braz wloséw. Karnacja i opalenizna sg subtelnie
cieniowane: ramiona maja kolor miodu, a po placzu twarz Lolity przyjmuje odcien
rézu Botticellego. Do tego nalezy dodaé przebogaty portret psychologiczny oddajacy
rozwdj 1 dojrzewanie Lolity.

Taka byla Lolita migdzy dwunastym a czternastym rokiem zycia. To, Ze rosta
i zmieniala si¢ jest w powiesci precyzyjnie zapisywane.

Po trzech latach niewidzenia Lolity Humbert Humbert znajduje jg znacznie od-
mieniona. Jest wyzsza o parg cali, ma nowa fryzure, nowe uszy, a jej glowa jakby sie
zmniejszyla, policzki zapadty sig, piegi zbladly. Tyle o Lolicie (Nabokov 1991).

W opisach tych rysuje si¢ cos, co ma strukturg realnego przedmiotu; to co$ zara-
zem, w odréznieniu od przedmiotu realnego sensu stricto, nie istnieje autonomicznie,
lecz istnieje tylko jako wyznaczone przez tekst. Do tego przedmiotu odnosza si¢
wszystkie wyzej przytoczone okreslenia. Jednocze$nie temu czemus$, temu przed-
miotowi mozna przypisywaé okreslenia, ktorych nie sposob uznaé za charakterystyke
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Lolity, jak na przyklad to, ze owo cos w catosci zostalo wymyslone przez Nabokova,
ze zostato nastgpnie utrwalone w pismie, ze jest w jaki$ sposob odtwarzane przez
kazdego czytelnika. Catos¢, do ktdrej odnosza si¢ te dwie grupy okreslen nazywa In-
garden przedmiotem intencjonalnym. Tak wiec Lolita z calym zestawem okreslen ja-
kie otrzymata od Nabokowa jest tylko czgécia przedmiotu intencjonalnego; ta czgsé
nazywa si¢ zawarto$cia.

Mamy tu zatem trzy zasadnicze elementy: tworcg, tekst oraz przedmiot intencjo-
nalny — owa catosé, w ktorej posta¢ Lolity stanowi zawarto§¢. W ponizszej charak-
terystce przedmiotu intencjonalnego bedg¢ odwolywat sig do tej modelowej sytuacji.

2. Ontologiczna charakterystyka przedmiotu intencjonalnego bedzie dwojaka:
najpierw scharakteryzowany zostanie sposob istnienia, a nastepnie budowa formalna.

Opis sposobu istnienia polega na zestawieniu réznych aspektow istnienia, ktdre
Ingarden nazywa momentami bytowymi. Istnienie przedmiotu intencjonalnego cha-
rakteryzuja nastepujace momenty: pochodnosé, samodzielnosé, zaleznosé¢, niesamo-
istnos¢ oraz nieaktualnosé.

2.1. Pochodnosé bytowa oznacza, ze przedmiot ,,istnie¢ moze tylko z wytworze-
nia przez inny przedmiot” (Ingarden 1987a, s. 92). Dla naszego przykladu oznacza
to, ze Zzrédlo istnienia przedmiotu intencjonalnego jest w odpowiednich aktach §wia-
domosci Nabokowa, ze przedmiot intencjonalny zaczyna istnie¢ dzigki pisarzowi.

2.2. Samodzielno$¢ oznacza, ze przedmiot intencjonalny nie musi wspdlistnieé
,»W obrebie jednej calosci z jakim$ innym przedmiotem” (Ingarden 1987a, s. 116),
innymi slowy, ze jest odrgbnym przedmiotem, a nie jest aspektem, czgscig czy wha-
snoscia jakiego$ przedmiotu. Dla nas znaczy to, ze przedmiot intencjonalny nie jest
czescig przezyé czy to Nabokova, czy tez czytelnika, ze nie jest czgscia, czy wlasno-
$cia ksiazki, rozumianej jako konkretny realny przedmiot.

2.3. Zalezno$¢. We wstepie byta mowa o zaleznosci w do$¢ ogdlnym rozumieniu,
teraz mamy na uwadze czysto techniczne znaczenie. Tak wiec zalezno$¢é oznacza, ze
przedmiot intencjonalny jest samodzielng caloscia, ktéra ,,wymaga dla swego istnie-
nia istnienia jakiegos innego przedmiotu bytowo samodzielnego” (Ingarden 1987a,
s. 121-122). O ile pochodno$é bytowa oddaje to, ze przedmiot powstaje, zaczyna ist-
nieé, to zalezno$é ujmuje to, ze dla swego dalszego istnienia przedmiot intencjonalny
wymaga jakiego$ innego przedmiotu, ze jego dalsze istnienie musi by¢ podtrzymy-
wane przez co$ innego. To coé, co podirzymuje istnienie przedmiotu intencjonalnego
nazywane jest podstawa bytowa.

Co to znaczy? Dzielo literackie powstaje w aktach tworczych pisarza, ale jego
dalsze istnienie jest mozliwe dzigki temu, ze zostato zapisane. Ksiazka rozumiana ja-
ko konkretny, materialny przedmiot, jest tym, co pozwala dzielu trwaé. Z drugiej
strony podstawe bytowa tworu literackiego stanowi jezyk — stowa oraz zdania, ktore
same tez s tworami intencjonalnymi. Znaczenia st6w i sensy zdan sa intersubiektyw-
ne, rowniez intersubiektywna jest podstawa materialna przedmiotu intencjonalnego
— konkretne egzemplarze ksiazki. Wszystko to razem sprawia, ze przedmiot inten-
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cjonalny, w odréznieniu od aktow pisarza i aktdw czytelnika, jest przedmiotem inter-
subiektywnym.

2.4, Niesamoistnos$¢ wiaze si¢ z tym, ze przedmiot intencjonalny nie jest sam w
sobie immanentnie okreslony. Za tym technicznym jezykiem stoi stosunkowo prosta
intuicja: Lolita posiada te i tylko te cechy, ktore sa przypisane jej w tekscie. Ingarden
tak to ujmuje: ,immanentne kwalifikacje nie wystepuja [...] w zawartosci przedmio-
tow czysto intencjonalnych. Wszystkie okreslenia [...], ktore w ich zawartosci wyste-
puja, sa przedmiotowi czysto intencjonalnemu w jaki$§ sposob jedynie przypisane,
‘domniemane’” (Ingarden 19874, s. 89).

2.5. Nieaktualno$¢. Ten moment bytowy nie poddaje si¢ krétkiej charakterystyce,
ale z drugiej strony nie bedzie on przywotywany w dalszych rozwazaniach, poprze-
staniemy wigc tylko na wskazaniu trzech istotnych momentéw z nim zwiazanych.
Ot6z z nieaktualnoscia wigze si¢ brak oddziatywan przyczynowych migdzy przed-
miotem intencjonalnym a przedmiotami realnymi, co oznacza, Zze wytwarzanie
przedmiotu intencjonalnego nie ma charakteru przyczynowego. Z tym wiaze si¢ nie-
zmienno$¢ przedmiotu intencjonalnego. A wreszcie nieaktualno$¢ wiaze si¢ z acza-
sowoscia (pozaczasowos$cia) przedmiotu intencjonalnego.3 (Trzeba jednak przyznac,
ze idzie tu o $cisle okreslone pojgcia zmiany i czasowosci, ktore w ontologii Ingarde-
na zostaly wypracowane dla przedmiotu realnego. Faktem jednak jest, ze przedmioty
intencjonalne w jakim$ sensie zmieniaja si¢, co w pewnym zakresie jest zaznaczone
np. w historii jezyka, czy w historycznej zmiennos$ci odczytywania dzieta literackie-
go. Jaki jest ontologiczny sens tych zmian? Kwestia ta wymaga opracowania.)

3. Aspekty strukturalne, czy jak moéwi Ingarden charakterystyke formalno-
ontologiczna przedmiotu intencjonalnego, wyznaczajg dwa momenty: dwustronno$é
budowy oraz schematycznos¢ (wystgpowanie miejsc niedookreslenia).

3.1. Dwustronnos$¢ budowy. Przedmiot intencjonalny posiada dwie jakby strony;
tworza je struktura intencjonalna (przedmiot intencjonalny jako taki) oraz zawartosé.
Z tym wigze si¢ wystgpowanie dwoch podmiotéw: podmiotu przedmiotu intencjonal-
nego jako takiego oraz podmiotu przedmiotu, ktéry wystepuje w zawartosci. Wiasci-
wym i wazniejszym jest pierwszy podmiot; ten podmiot niejako przyjmuje na siebie
historycznos¢, okreslenia zwiazane z geneza przedmiotu intencjonalnego.

3.2. Zawarto$¢ naszego przedmiotu intencjonalnego, tj. Lolita, ma forme rzeczy.
Ona to — w pewnym uproszczeniu — stanowi drugi podmiot przedmiotu intencjo-
nalnego. Lolita posiada te i tylko te okreslenia, ktdre zostaly przypisane jej przez Na-
bokova i zostaly zapisane w tekscie ksiazki. Do zawartosci przedmiotu intencjonal-
nego zalicza Ingarden takze ,.charakter bytowy”, tzn. wyznaczony wprost lub tylko
domniemany sposéb istnienia przedmiotu wystgpujacego w zawartosci. Nie jest to

% Ingardena rozumienie zmiany oraz czasu przedstawitem odpowiednio w artykutach:
(Blaszczyk 1999, §§ 15,16) oraz (Blaszczyk 1996). Skadinad whasnie z uwagi na aczasowos¢ i nie-
zmienno$¢ obiekty matematyczne uwazane sa za ,,byty platoriskie”.
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istnienie sensu stricto i dlatego stowo ,,istnieje” ujmuje Ingarden w cudzystéw i mowi
o ,charakterze bytowym”: , Albowiem w swej zawartosci przedmiot intencjonalny
‘jest’ dokladnie taki, jakim jest domniemany, i ‘istnieje’ w ten sposéb, jaki jest mu
wyznaczony w akcie go okre$lajacym” (Ingarden 1987b, s. 201). Jest bowiem tak, ze
nawet jezeli w tekscie nie jest wprost powiedziane, ze Lolita jest realnym przedmio-
tem, to owa realnosé jest domniema przez to, Ze jest ona elementem $wiata, ktéry
z kolei jest domniemany jako realny.

3.3. Schematyczno$¢. Powiedzialem, ze Lolita posiada te i tylko te wlasnosci,
ktore przypisane sa jej w tekscie. Jezeli uwzglgdnimy, ze jest ona domniemana jako
przedmiot realny, to jako taki przedmiot powinna posiada¢ jeszcze inne wiasnosci niz
tylko te, ktore zostaly jej przypisane. Owe luki w okresleniu Lolity nazywane s3 miej-
scami niedookreslenia.

Przyktady. (1) Nic nie jest powiedziane o uszach Lolity, co jest znamienne o tyle,
ze spotykajac ja po latach, Humbert Humbert notuje: ,,Nowa, spigtrzona fryzura, no-
we uszy”. Ale uszy czlowieka nie rosng tak szybko, aby w ciagu trzech lat staty si¢
wieksze czy zmienity ksztalt. Zmienita si¢ twarz Lolity i na jej nowym obliczu uwy-
datnity si¢ uszy, w zasadzie te same sprzed trzech lat. Ale jakie one wiasciwie sa?
Mate? Duze? Odstajace? Przylegajace? Waskie? Zaokraglone? Jaki jest ich platek
i czy w ogble maja one jakis$ ptatek? W powiesci nic nie jest na temat powiedziane.
(2) Wiemy, ze Lolita ma piegi, lecz nic nie jest powiedziane o ich barwie, mozemy
jedynie domniemywac, ze jest to jaki$ odcien brazu.

4. Przechodzimy do liczb rzeczywistych. W tym przypadku podstawowa triade
tworca — tekst — przedmiot wyznaczony przez tekst stanowia: Richard Dedekind —
jego praca z roku 1872 Stetigkeit und irrationale Zahlen — oraz przedmiot intencjo-
nalny wyznaczony przez t¢ pracg. Pokazujac, ze mamy tu faktycznie do czynienia
z przedmiotem intencjonalnym w sensie wyzej oméwionym, zanalizujemy trzy mo-
menty: dwustronno$¢ budowy, pochodnos¢ oraz schematycznosé.

4.1. Dwustronnos¢ budowy. Zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego stanowig
liczby rzeczywiste utworzone metoda, ktorg dzisiaj nazywa si¢ metoda przekrojow
Dedekinda. R to, na mocy definicji, zbiér wszystkich takich przekrojéw uporzadko-
wanego zbioru liczb wymiernych (Q, <) —R={(4,B): A+ DB AB# DB A(AVB=0)
AVx e A Vye B[x<y]}. W zbiorze tym okreslone sg dzialania arytmetyczne tak,
ze powstaje ciato algebraiczne; okreslony jest porzadek, o ktérym Dedekind pokazat,
ze jest porzadkiem ciaglym w mysl definicji ciaglosci podanej w pracy, tj. taki —
uzywajac dzisiejszej terminologii — ze zaden przekr6j tego zbioru nie wyznacza luki.
I co najwazniejsze, w strukturze tej mozna — jak pisze Dedekind — ,,czysto arytme-
tycznie” odtworzy¢ podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego.
Ale obok okreslen, ktore odnosza sig¢ do liczb rzeczywistych, jest tez cala grupa okre-
slen odnoszacych si¢ do catosci wyznaczonej przez tekst rozprawy, ktorych do liczb
rzeczywistych nie sposob odnosié. Nie jest przeciez cecha porzadku ciaglego to, ze
zostal wymyslony przez Dedekinda 24 listopada 1858 roku — t¢ datg podaje Dede-
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kind w Przedmowie, nie jest cecha tego porzadku, ze byt modelowany przez Dede-
kinda na wzér linii prostej — Dedekind wyznaje to w rozprawie. Okreglenia te odno-
szg si¢ do przedmiotu intencjonalnego jako takiego, nie za$ do jego zawartosci.

We wstgpie powiedziatem, ze przedmiot matematyczny jest przedmiotem inten-
cjonalnym; teraz, gdy znamy juz budowe przedmiotu intencjonalnego, mozemy pre-
cyzyjnie wyrazi¢ zasadnicza teze: przedmiot matematyczny stanowi zawarto$é
przedmiotu intencjonalnego; liczby rzeczywiste, podobnie jak Lolita, nie sa przed-
miotem intencjonalnym, lecz stanowig zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego. Mate-
matyka traktuje o zawarto$ci przedmiotu intencjonalnego, historia matematyki —
o calym przedmiocie intencjonalnym.

4.2. O pochodnosci. Pochodno$¢ — przypomnijmy — zwigzana jest z tym, ze
przedmiot intencjonalny zaczyna istnied; odnosi si¢ to do calego przedmiotu, a wiec
i do jego zawartosci. W konsekwencji trzeba przyjaé, ze tak jak przed rokiem 1872
nie bylo rozprawy Dedekinda, tak tez przed tym rokiem nie bylo tego, co dzisiaj
w matematyce uwazane jest za liczby rzeczywiste, nie byto przedmiotu, do ktérego
odwolujemy si¢ — wprost lub posrednio (poprzez charakterystyke aksjomatyczng) —
majac na uwadze liczby rzeczywiste.

W sposob oczywisty nasuwa si¢ tu pytanie: jezeli nie byto liczb rzeczywistych, to
czym zajmowaly sie cale rzesze matematykow tworzacych i rozwijajacych rachunek
rézniczkowy i catkowy? By¢ moze jednak proponowany opis wyda si¢ mniej para-
doksalny, gdy przypomng, ze jeszcze w XVIII w. nie dysponowano podstawowg dla
analizy matematycznej definicja — definicja granicy (granicy w dzisiejszym rozu-
mieniu). Rachunek rozniczkowy i catkowy powstat jako technika rozwigzywania pro-
bleméw z zakresu fizyki i geometrii: wyznaczenie predkosci, maksiméw i miniméw,
wyznaczanie stycznych, obliczanie dtugosci krzywych, pél powierzchni oraz objeto-
éci. Z czasem zakres zagadnien powigkszat si¢. Matematycy poshugiwali si¢ pochod-
nymi i catkami, operowali szeregami, rozwiazywali réwnania rézniczkowe, znali za-
lezno$¢ miedzy rézniczkowaniem i catkowaniem. Skutecznosé tych technik nie szta w
parze z ich wyjasnieniem. Przywolywane w uzasadnieniach nieskoriczenie mate, fluk-
sje, rozniczki kryly w sobie niejasne intuicje geometryczne lub dynamiczne i nie wy-
trzymywaty Owczesnej krytyki. Dopiero Cauchy podat definicj¢ granicy wolng od
geometrycznych odniesien, w ktorej granica jest rozumiana jako liczba, w ktorej gra-
nica jest pojeciem arytmetycznym. Aby postugiwaé si¢ pojeciem granicy, trzeba bylo
zatem dysponowaé pojeciem liczby. Dlatego wlasnie w drugiej potowie XIX w. wielu
matematykow szukato definicji liczby — liczby niewymiernej. Dla wigkszo$ci kieru-
nek poszukiwan wytyczyla definicja Cauchy’ego orzekajaca, ze liczby niewymierne
to granice ciagéw liczb wymiernych. Rozumujac w podobny sposéb Heine, Meray,
Cantor doszli do tego, ze za liczbg, ktéra ma by¢ granica ciagu nalezy uznaé po pro-
stu sam 6w ciag. Kulminacjg tego myslenia jest konstrukcja Cantora. Dedekind nato-
miast do pojecia liczby rzeczywistej doszedt poprzez refleksje nad ,,istota ciaglosci”.
Fakty te sa znane. (Boyer 1964; Kline 1972; Edwards 1979). Chcialbym natomiast
zwrocié uwage na jeszcze jeden aspekt tej historii.
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Dlaczego akurat prace Dedekinda i Cantora zostaly wyrdznione przez nastgpne
pokolenia? Ot6z w historii, ktorej zwienczeniem s3 owe prace, idzie o co$ wigcej niz
tylko o wypracowanie pojecia liczby rzeczywistej, idzie mianowicie o stworzenie ta-
kiego systemu liczbowego, w ktérym mozna uzasadni¢ techniki rachunku rézniczko-
wego. Cantor i Dedekind podali nie tylko okreslenie ciala liczb rzeczywistych, ale
przede wszystkim metody uzupelniania ciala liczb wymiernych do ciata, w ktorym
mozna rozwija¢ rachunek rdozniczkowy. W konstrukcjach Cantora i Dedekinda nie
widze zatem ,,odkrycia” jakiego$ obiektu, widz¢ natomiast rézne metody rozwiazania
jednego i tego samego problemu: metody zbudowania systemu liczbowego (rozsze-
rzenia ciata liczb wymiernych), ktory bedzie podstawa dla istniejacego juz gmachu
analizy matematycznej. W latach 60-tych XX w. Abraham Robinson pokazal, ze
mozliwe jest tez inne rozwiazanie. W analizie niestandardowej pokazuje sig, ze pro-
blem ten — problem arytmetycznych podstaw rachunku rozniczkowego — mozna
rozwigzaC opierajac analiz¢ nie na pojeciu granicy, lecz na pojgciu wielkosci nie-
skoniczenie malej, a odpowiednim systemem liczbowym jest wowczas system liczb
hiperrealnych, ktory nie jest izomorficzny z liczbami rzeczywistymi (Robinson 1966;
Capinski, Cutland 1995; Goldblatt 1998).

4.3. Schematyczno$¢. Wystepujacy w zawartosci przedmiotu intencjonalnego
przedmiot matematyczny nie ma domniemanego sposobu istnienia. To sprawia, ze
musimy odpowiedzie¢ na pytanie: jak rozumie¢ wiasno$¢ przedmiotu matematyczne-
20?* Nie znajdujac podstaw dla jakichs arbitralnych ograniczefi, przyjmuje jak naj-
bardziej liberalne stanowisko: o przedmiocie matematycznym mozna orzeka¢ wszyst-
ko to, co jest orzekane w teoriach matematycznych. Kilka przyktadowych wiasnosci
liczb rzeczywistych: liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele, ciato liczb rzeczy-
wistych nie jest algebraicznie domkniete, przedzialy sa jedynymi podzbiorami spdj-
nymi w R (w topologii zadanej przez porzadek), istnieja funkcje rzeczywiste niecia-
gle (oposite Brouwer’), czy ogdlniej, samo pojecie granicy odstania szereg whasnosci
odrézniajacych liczby rzeczywiste od cial, w ktérych mozna rozwija¢ rachunek roz-
niczkowy, np. istniejg funkcje rzeczywiste rézniczkowalne nie posiadajace drugiej
pochodnej, funkcje zespolone natomiast jezeli maja pierwsza pochodna (w odpo-
wiednio zdefiniowanym obszarze), to maja (w tym obszarze) wszystkie nastgpne po-
chodne.

Moéwiac ogolnie, kazda wlasno$¢ jest wlasnoscia w ramach pewne;j teorii i nie ma
wlasnosci poza teoria, sam przedmiot natomiast — liczby rzeczywiste — jest ponad
poszczegllnymi teoriami. Méwiac metaforycznie, liczby rzeczywiste umieszczane sa

4 Jest to czysto ontologiczna kwestia zwiazana z pojeciem przedmiotu intencjonalnego. Uza-
sadnienie tego przejscia przedstawiam w pracach: (Btaszczyk 2003) oraz O sposobie istnienia liczb
rzeczywistych, maszynopis.

> W intuicjonistycznej teorii funkcji rzeczywistych, tj. funkcji okre§lonych na continuum
Brouwera, jest tak, ze funkcja okreslona na przedziale domknigtym jest jednostajnie ciagla. (Hey-
ting 1956, roz. 111; Fraenkel et al. 1973, roz. IV, § 6)
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w réznych teoriach matematycznych niczym substancja w probéwkach z réznymi od-
czynnikami, a w rezultacie poznajemy ich rozne wiasnosci.®

Do tego, co zostato wyzej powiedziane, dodajmy jeszcze jeden warunek: do teorii
matematycznej zaliczane sg przyjmowane srodki badawcze, a wigc np. to, Ze teoria
dopuszcza jedynie definicje predykatywne (vide analiza matematyczna Hermana
Weyla z Das Kontinuum), ze przyjmuje logike pierwszego lub drugiego rzedu.’

Wsrédd teorii mamy zatem takze teorie sformalizowane, ktore stwarzaja wyjatko-
wo steryine warunki. Podam dwa przyklady wlasnosci zwiazanych z teoriami sfor-
malizowanymi.

(1) W ZF (teoria mnogosci Zermelo—Fraenkla) + AC (aksjomat wyboru) istnieja
podzbiory R niemierzalne w sensie miary Lebesgue’a; (1) w teorii ZF+AD (aksjomat
determinacji) kazdy podzbior R jest mierzalny w sensie miary Lebesgue’a.?

(2) W ZF+AC ciaglos¢ funkcji w sensie Cauchy’ego (CC) jest rownowazna cia-
glosci w sensie Heinego (HC); (2”) w ZF warunki te nie sa rownowazne: implikacja
HC — CC nie da si¢ udowodni¢.’

Przyjmujac powyzsze rozumienie wlasnosci i pamigtajac, ze wiasno$¢ odstania
si¢ zawsze w ramach pewnej teorii, mozna wskaza¢ miejsca niedookre$lenia upo-
rzadkowanego ciata liczb rzeczywistych: otz miejsca niedookreslenia wiaze ze zda-
niami niezaleznymi. Przyklady.

(1) Przyjmujac, ze rozwazamy zbiér R w teorii mnogosci ZF+AC (z logika pierw-
szego rzgdu) mozemy spytaé, gdzie plasuje si¢ moc tego zbioru w hierarchii alefow
(tj. liczb kardynalnych dobrze uporzadkowanych), lub inaczej: jak duze jest continu-
um. | tu natrafiamy na miejsce niedookre§lenia. Z niezaleznosci hipotezy continuum
wynika, ze w ramach tej teorii nie ma pozytywnej odpowiedzi na to pytanie, tj. nie
mozna pokazaé, ktéremu alefowi jest réwna liczba kardynalna 2%,

(2) Przyjmujac, ze rozwazamy zbiér uporzadkowany (R, <) mozna spytaé, czy
zbidr ten ma nastepujacg wlasnosé: (R, <) jest izomorficzny z kazdym zbiorem upo-
rzadkowanym X takim, ze X jest uporzadkowany w sposdb ciagly (1j. zaden jego
przekrdj wlasciwy nie wyznacza luki), nie posiada elementu pierwszego ani ostatnie-
go, w ktorym kazda rodzina przedzialéw parami roztacznych jest co najwyzej przeli-
czalna. Pozytywna odpowiedz na to pytanie nazywa si¢ hipoteza Suslina. Hipoteza
Suslina jest zdaniem niezaleznym teorii mnogosci ZF+AC, a stad wynika, ze w ra-

¢ Oczywiscie moze byé tez tak, ze badane sa jedynie wybrane aspekty liczb rzeczywistych, np.
sam zbidr R, zbidr uporzadkowany (R, <), czy ciato (R, +, -).

TW pracy (Grzegorczyk 1954), precyzujac idee Weyla z Das Kontinuum, pokazano, ktére
twierdzenia klasycznej analizy matematycznej mozna otrzyma¢, gdy dopuszczone zostana jedynie
definicje elementarne, tj. takie, w ktorych kwantyfikatory wiaza zmienne przebiegajace zbior liczb
catkowitych. Jest tez wiele innych prob zbudowania analizy matematycznej przy ograniczonych,
w stosunku do analizy klasycznej, srodkach dowodowych. (Fraenkel et al. 1973, roz. IV, § 6).

¥ Zob. (Mycielski, Swierczkowski 1964).

® Zob. (Jeagerman 1962).
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mach tej teorii nie mozna wykazaé, ze liczby rzeczywiste maja t¢ wtasno$¢ i nie moz-
na tez wykaza, ze nie maja tej whasnosci."

5. Powiedzialem wczesniej, ze dzisiejsze prace traktujace o liczbach rzeczywi-
stych, czy wykorzystujace liczby rzeczywiste odwotuja si¢ do konstrukcji Dedekinda,
a przeciez wiadomo, Ze nie jest to jedyna konstrukcja liczb rzeczywistych funkcjo-
nujaca w matematyce. Nawet bardziej popularna jest konstrukcja zarysowana przez
Georga Cantora w pracach Uber die Ausdehnung eines Satz aus der Theorie der
trigonometrische Reihen oraz Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsleh-
re.!! Konstrukcja Cantora nazywana jest obecnie konstrukcja, w ktérej zbiér R defi-
niowany jest jako zbior ilorazowy C/=, gdzie C oznacza zbiér ciagdéw liczb wymier-
nych spehiajacych warunek Cauchy’ego, natomiast = to relacja: (a,) = (b,) Wtw
limy.(a, — b,) = 0. W zbiorze tym zdefiniowane s3 dodawanie, mnozenie oraz po-
rzadek tak, ze powstaje ciato uporzadkowane. Cialo to jest zupelne w tym sensie, ze
kazdy ciag liczb rzeczywistych spetniajacych warunek Cauchy’ego jest zbiezny do
pewnej liczby rzeczywiste;.

Naturalne jest pytanie: jaki zwiazek zachodzi migdzy konstrukcjami Cantora
i Dedekinda? ‘

Odpowiedz jest nastgpujaca: z punktu widzenia ontologii Ingardena Stetigkeit
und irrationale Zahlen oraz prace Cantora wyznaczajg dwa rézne przedmioty inten-
cjonalne. Z punktu widzenia ontologii Ingardena, rézne przedmioty intencjonalne maja
rézne zawartosci. Czym zatem roznig si¢ te konstrukcje? Wskaze trzy roznice.

(1) Ciata skonstruowane przez Cantora i Dedekinda sa oczywiscie izomorficzne,
ale izomorfizm pomija nature elementow cial, pomija to z czego i jak zostaly skon-
struowane, to zas nalezy do zawartosci odpowiednich przedmiotéw intencjonalnych.
W konstrukcji Dedekinda liczba rzeczywista jest para podzbioréw zbioru liczb wy-
miernych, w konstrukcji Cantora — zbiorem ciagéw Cauchy’ego (klasa abstrakcji
wyznaczong przez pewien ciag).

(2) W konstrukcji Dedekinda decydujaca wlasnoscia jest ciaglos¢, w konstrukcji
Cantora — zupetno$¢. Sa to rozne wlasnosci. Ciaglo$¢ w sensie Dedekinda jest cha-
rakterystyka porzadku liniowego, zupelno$¢ (w tym konkretnym znaczeniu) charakte-
ryzuje przestrzenie metryczne. I nawet wtedy, gdy wlasnosci te sa rozpatrywane jako
wiasnoéci ciata uporzadkowanego nie sa one rownowazne: aby otrzyma¢ réwnowaz-
no$¢ (w ramach teorii ciata uporzadkowanego) do zupetnosci nalezy dodaé jeszcze
aksjomat Archimedesa (Blaszczyk 2007, § 3.3.).

' powigzanie zdan niezaleznych z miejscami niedookreslenia przedmiotu intencjonalnego
omawiam w pracy O sposobie istnienia liczb rzeczywistych, maszynopis.

" poza konstrukcjami Cantora i Dedekinda sa tez oczywiscie inne konstrukcje liczb rzeczywi-
stych. Jednakze w wykladach rachunku rézniczkowego zazwyczaj wykorzystuje si¢ jedna z tych
dwoéceh konstrukeji.
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(3) I naywazniejsze. Konstrukcje te réznia si¢ metoda. Metoda przekrojow Dede-
kinda przedstawiana jest obecnie jako uzupeinienie porzadku liniowego do porzadku
ciaglego. Metoda Cantora przedstawiana jest jako metoda uzupelniania przestrzeni
metrycznej do przestrzeni zupelnej. Jezeli zas zobaczymy w tej konstrukeji strukture
ilorazowa, to jej moc — jesli wolno tak powiedzie¢ — jest nie do przecenienia.'

6. Dla uwyraznienia prezentowanego stanowiska skomentuje jeszcze wypowiedz
jaka Azriel Levy, specjalista w dziedzinie podstaw matematyki, zamiescit w ksigzce
Basic Set Theory, we wstegpnie do rozdziatu Real Spaces:

[...] liczbg ~1 zdefiniujemy jako zbi6r (0,1). Nie znaczy to jednak, Ze —1 jest w rzeczywistosci
(0,1), tak jak para (x,y) nie jest w rzeczywistoSci zbiorem {{x},{x,y}}, a funkcja nie jest
w rzeczywisto$ci zbiorem par uporzadkowanych. Przedmioty matematyczne sg charakteryzo-
wane przez swoje cechy istotne, nie za$ przez ‘substancje, z ktérych sa zrobione’. Wobec tego
liczby catkowite, wzigte z ich operacjami arytmetycznymi, to w rzeczywisto$ci pewien pier-
$cien catkowity posiadajacy okreslone wiasnosci algebraiczne. Wiasnosci te charakteryzujg 6w
pierscien z doktadnoscia do izomorfizmu, tj. kazde dwa pierscienie catkowite posiadajace te
cechy sa izomorficzne. Wazne jest, aby wiedzied, i taki jest cel definicji, ktére podamy, ze
‘idealne’ zbiory liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywistych oraz dziatania arytmetyczne
i relacje okreslone na nich, moga by¢ otrzymane w pewien spos6b jako zbiory teorii mnogosci,
ale gdy juz sa dane i gdy ich istotne wlasnosci zostana wykazane, pomijamy to, jak zostaly one
otrzymane (Levy 1979, s. 217, podkreslenia — P.B.).

6.1. Zwrot, ze liczba ,nie jest w rzeczywistosci...” — dopowiedzmy: klasg abs-
trakcji, czy przekrojem — sugeruje, ze jest czyms$ innym. Otdz twierdze, ze nie ma
nic poza owymi przedstawieniami, nie ma zadnych ,idealnych” — czy to w cudzy-
stowie, czy tez bez cudzystowu — liczb rzeczywistych.

6.2. Wezmy teraz zdanie: ,,gdy ich istotne wlasno$ci zostana wykazane, pomija-
my to, jak zostaly one otrzymane”. Méwiac o istotnych wlasnosciach” Levy ma na
uwadze aksjomatyczng charakterystyke ciata uporzadkowanego liczb rzeczywistych,
co sugeruje wyr6zniona pozycje ujecia aksjomatycznego.® W podejsciu aksjoma-
tycznym kluczowe jest twierdzenie o kategorycznosci, orzekajace, ze istnieje jedno,

"2 Stynny parakoks wielorakiej redukcji liczb naturalnych (Benaceraff 1964) zostat przeformu-
towany i przeniesiony na liczby rzeczywiste przez Pennelope Maddy (Maddy 1992, rozdz. 3).
W swoim rozwiazaniu Maddy kieruje si¢ przekonaniem, ze musi istnie¢ jaki$ jeden przedmiot, jed-
na wiasnos¢, do ktérej odnosza si¢ konstrukcje Cantora i Dedekinda (Btaszczyk 200?). Rozumowa-
nie przedstawione w punkcie 5. pokazuje, ze mozna rozwiaza¢ paradoks Benaceraffa w wersji dla
liczb rzeczywistych bez przywotywania obiektu transcendujacego konkretne konstrukcje. To zas, Zze
mamy wéwczas wiele liczb rzeczywistych — powiedzmy: liczby rzeczywiste Cantora i liczby rze-
czywiste Dedekinda — nalezy traktowaé tak samo jak to, ze mamy wiele dowodéw tego samego
twierdzenia, np. twierdzenia o kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych.

¥ Pierwsza, o ile nam wiadomo, aksjomatyczna charakterystyke liczb rzeczywistych podat Da-
wid Hilbert w artykule (Hilbert 1900). W pierwszym akapicie tej pracy znajdujemy bezposrednie
odwolanie do prac (Cantor 1872) i (Dedekind 1872). Ten prosty fakt zastuguje naszym zdaniem na
odrebne opracowanie.
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z doktadnos$cig do izomorfizmu, cialo uporzadkowane spetniajace aksjomaty: ... .
W tym miejscu nalezaloby wpisaé ktorys uklad aksjomatéw, a jak wiadomo, jest ich
wiele. Wszystkie one podpadaja pod schemat: aksjomaty ciala uporzadkowanego +
aksjomat ciagtosci (ciagto$¢ porzadku) lub warunek réwnowazny mu (Cohen, Ehrlich
1963, rozdz. 5.).

0Ot6z ujecie aksjomatyczne w dwojaki sposob jest zalezne do konstrukcji Cantora
lub Dedekinda."*

(1) Ujmuyje liczby rzeczywiste jako cialo uporzadkowane, co jest charaktery-
styczne i dla konstrukcji Cantora, i dla konstrukcji Dedekinda. Ale bynajmniej nie
jest to jedyne mozliwe ujecie liczb rzeczywistych. Twierdzenie Pontriagina daje cha-
rakterystyke topologiczno-algebraiczna: liczby rzeczywiste sg cialem topologicznym
ciaglym, spéjnym, lokalnie zwartym."®

(2) Dowdd twierdzenia o kategorycznosci jest zwykle tak prowadzony: dane sa
dwa ciata F i F, spelniajace ustalone aksjomaty, zawieraja one izomorficzne ciata
utamkéw, odpowiednio Q 1 Qy, naturalny izomorfizm migdzy Q i Q, jest rozszerzany
do izomorfizmu migdzy F i Fy, a rozszerzanie to jest wzorowane na uzupehianiu
ciata liczb wymiernych albo metoda Cantora, za pomoca ciagéw Cauchy’ego, albo
metoda przekrojow Dedekinda.

6.3. Powiedzialem wczesniej, ze problem, przed ktérym stangli Dedekind i Can-
tor uzasadniatl kierunek uzupehiania, tj. dodawanie nowych elementéw do ciata liczb
wymiernych. Ale Dedekind i Cantor nie tylko rozszerzyli cialo liczb wymiernych,
sprawdzili tez, ze ponowne zastosowanie ich metody do nowego, tj. uzupetnionego
ciala, nie stwarza juz nowych liczb: struktura stworzona przez Dedekinda okazata si¢
ciagla, struktura stworzona przez Cantora okazala si¢ zupeina, to za§ wystarcza juz
do rozwijania rachunku rézniczkowego. W tym sensie ustalenie arytmetycznych pod-
staw rachunku rézniczkowego wyznacza kierunek rozszerzenia ciata liczb wymier-
nych oraz etap, na ktérym w owym rozszerzaniu mozna poprzestac.

Jezeli zniesiemy punkt odniesienia, jakim jest ustalenie arytmetycznych podstaw
rachunku rézniczkowego i catkowego, to gubimy kierunek uzupeinienia, a takze nie
wiemy dlaczego w uzupelnianiu mozna poprzesta¢ na takim, a nie innym etapie. Nie
jest przeciez tak, ze ciata liczb wymiernych nie mozna rozszerza¢ w innym kierunku
i nie jest tez tak, Ze liczb rzeczywistych nie mozna rozszerzaé dalej. Mozna przyja¢
na przyklad algebraiczny punkt widzenia i za cel uzna¢ domknigto$¢ algebraiczng
ciala wyjsciowego, tj. ciala liczb wymiernych. Woéwczas uzupehnienie Cantora, czy
Dedekinda nie jest wystarczajace i liczby rzeczywiste nalezy rozszerza¢ dalej, jak

' W tym miejscu zaleznoéé nie ma technicznego znaczenia, jakie zostalo przedstawione w pkt.
2.3.

'% Scisle rzecz biorac w twierdzeniu Pontriagina jest powiedziane, ze sa trzy ciala spekniajace
podane warunki: liczby rzeczywiste, liczby zespolone i cialo kwaternionéw. Wyréznienie w tej trdj-
ce liczb rzeczywistych nie stanowi probiemu, mozna np. doda¢ warunek okre$lajacy wymiar topo-
logiczny (Pontriagin 1961, rozdz. 1V).
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wiadomo, do ciata liczb zespolonych.'® A nawet jezeli celem rozszerzenia ciata liczb
wymiernych jest ustalenie podstaw rachunku rézniczkowego, a jednoczesnie za poje-
cie podstawowe przyjete zostang wielkosci nieskoficzenie mate, a nie pojecie granicy,
to liczby rzeczywiste nalezy rozszerza¢ dalej — do struktury liczb hiperrealnych.
Struktura ta tez moze by¢ opisana aksjomatycznie, ale i ta aksjomatyka, podobnie jak
aksjomatyka liczb rzeczywistych, jest zalezna od istniejacej juz konstrukcji.
(Capinski, Cutland 1995, Appendix)

Rozszerzajac cialo liczb wymiernych trzeba wiedzieé, po co jest ono rozszerzane.
Podejscie czysto aksjomatyczne samo z siebie nie generuje kierunku rozszerzenia.
Dedekind i Cantor wiedzieli, po co stwarzajq liczby rzeczywiste. Abraham Robinson
wiedzial, po co stwarza liczby hiperrealne. Sens tym konstrukcjom nadaje rachunek
rézniczkowy i catkowy.

7. Na zakonczenie chcialbym powiedzieé, dlaczego uwagi o przedmiocie mate-
matycznym przedstawiam w ramach sesji poswigconej filozofii Karla R. Poppera.
Oto6z w ksiazce The Mathematical Experience Philip J. Davis i Reuben Hersh rozwi-
jaja filozofi¢ matematyki inspirowana pracq Imre Lakatosa Proof and Refutations.
Wiele polemicznych uwag kieruja oni przeciwko platonizmowi i formalizmowi,
w szczegllnosci odrzucaja mysl, ze przedmioty matematyczne istnieja obiektywnie,
gdzies poza czasem i przestrzenia, odrzucajq tez mysl, ze matematyka jest pozbawio-
na jakiegokolwiek przedmiotowego odniesienia. Gdy zas$ relacjonuja prace Lakatosa
przyznaja, ze nie udato im si¢ rozwiaza¢ jednego z wazniejszych problemow — tego
mianowicie, ktory zwiazany jest z pytaniem: ,,Czym sa ‘obiekty’ nieformalnych teorii
matematycznych? Kiedy mowimy o liczbach czy trojkatach niezaleznie od jakiego-
kolwiek ukladu aksjomatéw i definicji, o jakich rodzajach wielkosci méwimy?”
(Davis, Hersh 1994, s. 307).

Dlaczego pytanie to jest wazne dla Davisa i Hersha? Piszg oni:

Lakatos utrzymuje, ze nieformalna matematyka jest nauka w sensie Poppera, ze rozwija si¢
w procesie narastajacego krytycyzmu, wydelikacania teorii oraz wysuwania teorii nowych
i konkurencyjnych (inaczej niz to sugeruje dedukcyjna posta¢ matematyki sformalizowane;).
Jednakze w naukach przyrodniczych doktryna Poppera zalezy od obiektywnego istnienia §wiata
przyrody. Poszczegblne stwierdzenia czasoprzestrzenne, takie jak ,,woltomierz pokazuje 3,2”
dostarczaja testow, przez ktére teorie naukowe sa krytykowane i czasem odrzucane. Zeby po-
stuzy¢ si¢ zargonem Poppera, te ,,podstawowe stwierdzenia” sa ,,potencjalnymi falsyfikatora-
mi”. Jesli matematyka nieformalna zostaje zréwnana z naukami przyrodniczymi, musimy zlo-
kalizowa¢ jej obiekty. Jakie sa ,,podstawowe stwierdzenia” przedmiotu dostarczajace poten-
cjalnych falsyfikatoréw dla nieformalnych teorii matematycznych? Pytanie to nie jest nawet
w Proof and Refutations postawione, a jednak jest to pytanie gtowne i trzeba si¢ z nim uporac,

' W przyktadzie tym rozszerzane jest cialo (R, +, ). Ale oczywiscie i uporzadkowane ciato
liczb rzeczywistych mozna rozszerzaé, np. do (niearchimedesowego) ciata funkcji wymiernych
o wspdtczynnikach rzeczywistych.
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jesli sig chce p6js¢ dalej w konstruowaniu omylnosciowej czy niedogmatycznej epistemologii
matematyki (Davis, Hersh 1994, s. 305-306).

Sadze, ze koncepcja przedmiotu matematycznego jako przedmiotu intencjonalne-
go mogtaby by¢ wykorzystana w takiej — mowiac ogélnie — Popperowskiej filozofii
matematyki.
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