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Strukturalizm jako alternatywa dla platonizmu
w filozofii matematyki

WSTEP

Strukturalizm to stosunkowo nowy kierunek w filozofii nauki, ktéremu przypisuje
si¢ szczego6lne znaczenie dla filozofii nauk humanistycznych i przyrodniczych. Jed-
nak kierunek ten jest obecnie intensywnie rozwijany rowniez w filozofii matematyki.
Definicja strukturalizmu matematycznego, pochodzaca z drugiego wydania The
Cambridge Dictionary of Philosophy, brzmi nastgpujaco:

Strukturalizm matematyczny to poglad, ze przedmiotem badan kazdej galezi matematyki jest
struktura lub struktury. Slogan laczony z tym kierunkiem brzmi: ‘matematyka jako nauka
o strukturach’. Definiuje sig¢ ,,system liczb naturalnych” jako nieskoficzony zbidr obiektow
z jednym wyrdznionym obiektem poczatkowym i z relacja nastgpnika, ktory speinia zasadg in-
dukcji matematycznej. Przyktadami systemu liczb naturalnych sg liczebniki arabskie i nieskon-
czony ciag momentow czasu. Zgodnie ze strukturalizmem, arytmetyka jest naukg o formie lub
strukturze podobnej do systemow liczb naturalnych. Zgodnie z tym pogladem, liczba naturalna
to co$ jak urzad w organizacji lub miejsce we wzorcu. Podobnie analiza rzeczywista mowi
o strukturze liczb rzeczywistych.

Problemy filozoficzne zwigzane ze strukturalizmem dotycza natury struktur i ich miejsc. Po-
niewaz struktura jest bytem podobnym do uniwersaliéw, strukturalizm wykorzystuje tradycyjne
poglady dotyczace uniwersaliéw, takie jak realizm czy nominalizm (s. 543).

Strukturalistyczne uje¢cie wiedzy matematycznej ma na celu stworzenie pewnej
alternatywy dla platonizmu, bez koniecznoéci odrzucenia realizmu jako takiego. Naj-
czgsciej mowi si¢ o platonizmie i realizmie jak o pojeciach bgdacych synonimami,
w istocie jednak zachodza migdzy tymi doktrynami réznice. Strukturalizm, rozumia-
ny zgodnie z definicja przedstawiong powyzej, nie jest odmiang platonizmu. Zwolen-
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nicy platonizmu twierdza mianowicie, ze obiekty badane przez dana galaz matematy-
ki, np. liczby w wypadku teorii liczb, istnieja niezaleznie od badajacego podmiotu,
a nawet niezaleznie od czasu i przestrzeni. Zakladaja oni réwniez, ze poszczegoline
obiekty, a zatem réwniez liczby, sg niezalezne od siebie nawzajem, ze natura po-
szczegOlnych liczb nie zalezy od innych liczb. Strukturalisci natomiast odrzucaja ten
rodzaj ontologicznej niezaleznosci pomigdzy liczbami naturalnymi. Istotg liczby na-
turalnej sa, wedtug nich, jej relacje z innymi liczbami naturalnymi. Strukturalisci
uwazaja, ze teoria liczb zajmuje si¢ pojedyncza abstrakcyjng struktura, wzorcem po-
dobnym do dowolnego nieskorficzonego ciagu obiektow z relacja nastgpnika i z jed-
nym wyréznionym obiektem poczatkowym, spelniajacymi aksjomat indukcji
(drugiego rzedu). Liczba 2 nie jest zatem niczym wigcej niz drugg pozycja w struktu-
rze liczb naturalnych.

Przez strukturalistyczne podejscie do matematyki rozumiemy zatem poglad glo-
szacy, ze do obiektow matematycznych odwotujemy si¢ zawsze w kontekscie pewnej
struktury i ze wszystko, co mozna o nich powiedzie¢, musi daé si¢ wyrazi¢ w termi-
nach podstawowych relacji tej struktury.

Wszystkie kierunki filozoficzne zwigzane z metoda strukturalna, nie tylko w ma-
tematyce, postugujg si¢ pojeciem struktury. Pojawia si¢ zatem pytanie, jak zdefinio-
wacé to pojecie i w jaki sposob je interpretowac.

Na ogot przez strukture w matematyce rozumie si¢ dziedzing obiektéw wraz
z pewnymi funkcjami i relacjami okre$lonymi na tej dziedzinie, spetniajacymi okre-
$lone warunki. Paradygmatycznymi przykladami struktur sg elementarne struktury
rozwazane w algebrze abstrakcyjnej, np. struktura grupy. To ostatnie pojg¢cie definiuje
si¢ na ogdt nastepujaco:

Grupa to niepusta dziedzina G, wraz z funkcja dwuargumentows okreslong w G,
oznaczang zwykle jako o, taka, ze:

e dziatanie o jest faczne,

e istnieje doktadnie jeden element e taki, ze dla kazdegoa € G,ace=eoca=a;
element ten jest nazywany elementem neutralnym dla o,

e dla kazdego elementu a nalezacego do G istnieje (doktadnie jeden) element b
odwrotny wzgledemeo ,tj.aob=boa=e.

Przyktadem grupy s liczby catkowite z dziataniem dodawania.

Jezyk, w jakim opisujemy strukturg grupy, odwotuje si¢ do znanych typow obiek-
16w matematycznych, takich jak dziedzina, funkeja czy relacja, o ktorych chetnie my-
$li si¢ w kategoriach zbioréw. Takie podejécie prowadzi zas do teoriomnogosciowego
pojgcia struktury. Traktuje si¢ dziedzing struktury jako zbior, a funkcje i relacje
w zwykly teoriomnogosciowy sposéb. Struktura jako taka staje si¢ w ten sposéb
pewna n-kq uporzadkowang, czyli pewnym obiektem teorit mnogosci. (W wypadku
grupy jest to para uporzadkowana (G, o) albo trdjka uporzadkowana (G, o, e)) Takie
yjecie struktur zmienia stwierdzenie, ze matematyka jest nauka o strukturach, w zna-
na tez¢ gloszaca, ze wszystkie obiekty matematyczne moga by¢ interpretowane jako
odpowiednie zbiory.
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Teoriomnogosciowe pojgcie struktury ma pewien mankament. Gdy uzywamy po-
dejscia strukturalistycznego, mowiac o jakims$ rodzaju obiektéw matematycznych, to
zakladamy istnienie zbiorow. Powstaje wigc pytanie, jak w takiej sytuacji interpreto-
waé same zbiory. Nie jest to jednak jedyne mozliwe podejscie. Stewart Shapiro pro-
ponuje np. aksjomatyczng teori¢ struktur, w ktorej pojgcie struktury jest pojeciem
pierwotnym.'

We wspblczesnej filozofii matematyki znajdujemy wiele réznych koncepcji
strukturalistycznych: poczynajac od strukturalizmu eliminacyjnego Charlesa Parson-
sa, poprzez teori¢ wzorcow Michaela Resnika i aksjomatyczng teorig struktur Shapi-
ro, a koniczac na strukturalizmie modalnym Geoffreya Hellmana.? Cecha rozrézniaja-
ca te koncepcje jest sposob, w jaki podchodza one do problemu definiowania struktur
i ich istnienia. Ze wzgledu na to kryterium wyrézni¢ mozemy dwa podstawowe sta-
nowiska w strukturalizmie matematycznym:

a) Strukturalizm in re (strukturalizm eliminacyjny)

Z punktu widzenia strukturalizmu eliminacyjnego. wyrazenia arytmetyki, takie
jak np. ,,2+3=5", nie odnosza si¢ do konkretnych obiektéw oznaczanych przez 2, 3
i 5. Kazde wyrazenie tego typu jest swego rodzaju generalizacjg, wyraza wlasnosc,
ktéra odnosi si¢ do wszystkich systemow liczb naturalnych. Zdanie ,,2+3=5" sprowa-
dza sie do stwierdzenia: ,,W kazdym systemie liczb naturalnych, obiekt na drugim
miejscu dodany do obiektu na trzecim miejscu w tym systemie, daje obiekt, ktéry
w danym systemie zajmuje piata pozycje”. W podobny sposéb mozna rozumowaé
w odniesieniu do stwierdzen ontologicznych. Np. ,,l istnieje”, mozna rozumieé jako
-Kazdy system liczb naturalnych ma obiekt na pierwszym miejscu”. Zatem, z punktu
widzenia strukturalizmu in re, wszystkie zdania dotyczace liczb sq generalizacjami.
Strukturalizm in re stwierdza ponadto, ze struktura liczb naturalnych to nic wigcej niz
systemy, ktore sg jej przykladami. Jezeli zniszczymy wszystkie takie systemy, to wy-
eliminujemy tez sama strukture.

Program przedstawienia wyrazen matematycznych jako generalizacji jest catko-
wicie zgodny z duchem strukturalizmu, ale nie przesadza, ze struktury sa obiektami
matematycznymi. Mdéwienie o liczbach naturalnych jest bowiem tylko wygodna for-
mg mdwienia o wszystkich systemach, ktore sa przyktadami struktury liczb natural-
nych. Dlatego tez wielu autoréw okresla ten nurt jako ,,strukturalizm bez struktur”.

Takie podejscie wymaga ontologii bazowej, dziedziny rozwazan, ktérej obiekty
beda zajmowac miejsca w strukturach in re. Taka ontologia bazowa musi by¢ oczywi-
$cie odpowiednio bogata, nie interesuje nas przy tym specjalnie natura samych tych
obiektow, lecz ich ilo$é. Strukturalizm eliminacyjny wymaga bowiem nieskofczonej

' Por. Shapiro [1989] i Shapiro [1997].
* Oméwienie podstawowych zatozeri wszystkich tych koncepcji przedstawiamy w artykule
Strukturalizm w filozofii matematyki (w przygotowaniuy).
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ontologii bazowej. Przyktadami tej wersji strukturalizmu matematycznego sa koncep-
cje Parsonsa i Hellmana.

b) Strukturalizm ante rem

Zwolennicy tego podejscia twierdza, ze struktury istnieja niezaleznie od tego, czy
istnieja ich przyktady. W odniesieniu do struktur ante rem moéwi sie czgsto, 2e majg
one ,,pierwszenstwo” ontologiczne przed swoimi przykitadami. Zgodnie z tym nie
mozemy stwierdzié, na przykiad, ze dany system jest modelem liczb naturalnych, po-
niewaz jest przyktadem struktury liczb naturalnych. Jest odwrotnie. To, co sprawia,
ze system jest przyktadem struktury liczb naturalnych, to fakt, ze ma on w szczeg6l-
nosci funkcj¢ nastepnika z obiektem poczatkowym i ze system ten speinia zasadg in-
dukcji. Przyktadem tej wersji strukturalizmu jest teoria struktur Shapiro.

KORZYSCI PLYNACE Z PRZYJECIA POGLADOW
STRUKTURALISTYCZNYCH

Jak juz wspominali$émy, wszystkie koncepcje strukturalistyczne tworzone sa jako
alternatywa dla tradycyjnego platonizmu, gdyz ten ostatni boryka si¢ z wieloma pro-
blemami natury ontologicznej i epistemologicznej. Rodzi si¢ zatem pytanie, czy
strukturalizm jest rzeczywista alternatywa dla platonizmu i jakie korzysci niesie ze
soba przyjecie pogladoéw strukturalistycznych w filozofii matematyki. Rozwazmy
niektére problemy, jakie napotykaja klasyczne koncepcje w filozofii matematyki,
a z jakimi dobrze radzi sobie strukturalizm.

Czym nie sq obiekty matematyki?

Strukturali$ci glosza, ze matematyka bada struktury, a nie wyizolowane obiekty
i ze przedmioty matematyki sg jedynie pozycjami w strukturach pozbawionymi indy-
widualnych cech. Czy tak rozumiany strukturalizm rozwiazuje jeden z problemdow
traktowanych powaznie przynajmniej przez niektorych platonikdw i ich oponentdw,
a mianowicie problem: czym sa obiekty matematyki?

W historii matematyki spotykamy wiele réznych odpowiedzi na to ostatnie pyta-
nie. Gottlob Frege twierdzil, Ze liczby sa obiektami. Bazowal on czgsciowo na gra-
matyce stéw wyrazajacych liczby, np. na ich podobienstwie do rzeczownikéw. Podat
wyczerpujaca charakterystyke uzycia takich stow w poszczegdlnych kontekstach np.
., ilosé x-ow wynosi y”. Frege zauwazy! jednak, ze takie podejscie nie jest rbwnowaz-
ne traktowaniu liczb jako obiektow, potrzebne jest bowiem jeszcze kryterium roz-
strzygania, czy jakas liczba, np. 2, jest taka sama jak jaki$ inny obiekt, powiedzmy
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Juliusz Cezar, czy tez inna.’ Problem ten moze by¢ rozumiany w terminach Quine’a:
., Nie ma obiektu bez identycznosci”. Potrzebujemy zatem kryteriow do ,.indywiduali-
zowania” (rozrdzniania) wszystkich rzeczy znajdujacych si¢ w naszej ontologii. Frege
probowal rozwigzac ten problem, ale jego system okazat si¢ sprzeczny.

Mozemy szukaé ontologii matematyki w teorii zbioréw. Istnieje kilka sposobow
redukcji arytmetyki do teorii zbioréw, a rozstrzygnigcie, ktory z nich jest najwlasciw-
szy, nie jest mozliwe. Zgodnie z jedna z redukeji, pochodzaca od von Neumanna, po-
prawne jest, na przyklad, stwierdzenie, ze 1 jest elementem 4. Zgodnie z inna, pocho-
dzaca od Zermela, 1 nie jest elementem 4 (1 nie nalezy do 4).* Zatem pozostajemy
bez odpowiedzi na pytanie ,,czy 1 rzeczywiscie jest elementem 4, czy tez nie?”. Czym
zatem sg liczby naturalne? Liczbami porzadkowymi von Neumanna, liczbami Zer-
mela czy moze jeszcze innymi zbiorami? Mozna uwazaé, podobnie jak Shapiro, ze
jest to argument na rzecz stwierdzenia, ze liczby nie sa obiektami, ale takie stwier-
dzenie pociaga za soba konieczno$¢ odpowiedzi na pytanie, czym jest obiekt.

Strukturalizm $wietnie thumaczy, dlaczego pytania w rodzaju ,,Czy Juliusz Ce-
zar=2? > lub ,,Czy 1 nalezy do 4?” nie powinny by¢ w ogdle stawiane. Filozofia
matematyki nie musi bowiem odpowiada¢ na takie pytania, lecz powinna pokazywac,
dlaczego takie pytania sa niewlasciwe i niezrozumiate. Takie podejscie nie ignoruje
pytan omawianego rodzaju, lecz tylko pokazuje, dlaczego nie jest konieczne szukanie
odpowiedzi na nie.

Zgodnie z duchem strukturalizmu nie ma sensu badanie identycznosci pomigdzy
miejscem w strukturze liczb naturalnych a jakim$ innym obiektem (np. Juliuszem Ce-
zarem). Rownosé obiektow mozemy bowiem rozwazaé tylko w obrebie jednej struk-
tury. Juliusz Cezar nie jest miejscem w strukturze liczb naturalnych i dlatego porow-
nywanie go z jakimkolwiek miejscem w tej strukturze nie jest dopuszczalne. Mate-
matyka powinna rozwaza¢ rownosé liczb wyrazona w jezyku arytmetyki (np. 7 jest
najwigkszg liczbg pierwsza, ktora jest mniejsza niz 10). Podobnie pytania dotyczace
relacji numerycznych pomiedzy liczbami (np. czy 1<4) to pytania ,,wewngtrzne” dla
struktury liczb naturalnych. Mozemy zadawa¢ pytania dotyczace powigzan pomigdzy
pozycjami w strukturze, ale nie pomigedzy tymi pozycjami a obiektami spoza struktu-
ry. Zatem pytanie o rownosé 2 i Juliusza Cezara nie ma odpowiedzi, poniewaz nie
jest ona potrzebna. Bledem kategorii jest pytanie, czy 1 jest elementem 4, pomimo ze

* Problem réwnosci obiektéw pojawia sie w literaturze jako problem Cezara.

* John von Neumanna (1903—1957) definiowat kazda liczbe naturalng n jako zbiér liczb
mniejszych od n. Tak wigc 0 jest zbiorem pustym, 1 to zbior {7}, 2 jest zbiorem {,{D}}, 3 to
zbiér {D,{D},{{D,{D}}} itd. W tym systemie zbior reprezentujacy liczbe » ma dokladnie # ele-
mentow.

Inny sposéb redukcji liczb naturalnych do obiektéw teorii mnogosci zaproponowat Ernst Ze-
rmelo (1871—1953). Przyjmowat on, ze liczba 0 jest zbiorem pustym i dla kazdej liczby n, nastep-
nik tej liczby jest singletonem ztozonym z n. Tak wigc 1 jest zbiorem {}, 2 jest zbiorem {{D}},
3 jest zbiorem {{{D}}}, itd. Zatem kazdy zbidr reprezentujacy liczbe r6zna od 0 ztozony jest z do-
kladnie jednego elementu.
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1 1 4 to miejsca tej samej struktury, pytanie to bowiem nie jest sformutowane w jezy-
ku arytmetyki, lecz w jezyku teorii mnogosci. Podobnym bigdem byloby pytanie, czy
1 jest odwazniejsze lub zabawniejsze niz 4.

Jak wynika z powyzszych rozwazan, podejscie strukturalistyczne do matematyki
pozwala uniknaé problemow zwigzanych z okresleniem réwnosci pomiedzy obiekta-
mi, czyli rozwigzuje problem Cezara. Nie jest to jednak jedyny problem, ktoregd po-
zwala unikna¢ strukturalizm.

Wieloredukcja

Tradycyjny platonizm matematyczny z jednej strony zaklada, ze matematyka ba-
da konkretne, istniejace realnie obiekty, a z drugiej strony musi uzna¢ fakt, ze zadna
teoria matematyczna nie potrafi wyznaczyé obiektow, ktore bada, w sposob bardziej
jednoznaczny niz z dokladnoscia do izomorfizmu. Problem ten pojawia sig¢, miedzy
innymi, w kontekscie teoriomnogosciowego podejscia do liczb naturalnych i jest na-
zywany problemem wieloredukcji. Poniewaz mozliwe sa rozne redukcje liczb natu-
ralnych do zbioréw (por. wyzej), to muszg istnie¢ kryteria wyboru jednej z nich, tzn.
okreslenia, ktére zbiory reprezentuja ,,prawdziwe” liczby naturalne.

Strukturalizm matematyczny pozwala rozwigzaé ten problem (a wiasciwie unik-
na¢ go) w ten sposob, ze nie identyfikuje on zadnego konkretnego systemu obiektow
z liczbami naturalnymi, twierdzi jedynie, Ze role liczb naturalnych moze petic kazdy
ciag, ktory spetnia okreslone wtasnosci, a poniewaz nie jest konieczna identyfikacja
liczb z konkretnymi zbiorami, to nie musimy tez rozwazaé kryteridow wyboru takiej
identyfikacji. Strukturalisci twierdza, ze wszystkie mozliwe systemy zbioréw, do kté-
rych redukuje si¢ liczby naturalne sa, podobnie jak ciag liczebnikow, tylko przykta-
dami struktury liczb naturalnych, natomiast arytmetyka jest naukg o tej strukturze,
a wigc zaréwno o liczbach rozumianych jako ciag liczebnikéw, jak i o liczbach rozu-
mianych jako ciag zbiorow. Zatem strukturalizm dobrze radzi sobie z problemem
wieloredukgji.

Epistemologia

Traktujac obiekty matematyczne w sposéb platonski, stajemy rowniez przed pro-
blemem natury epistemologicznej. Poniewaz platonskie obiekty matematyczne nie
istnieja w czasie i przestrzeni, to mozna poda¢ w watpliwo$é nasza nabyta wiedze
o nich oraz to, czy metody, ktére stosujemy w ich badaniu, sg niezawodne.

Jednym z gléwnych probleméw epistemologicznych stojacych przed realizmem
matematycznym jest wytlumaczenie, jak metody matematyki, takie jak obliczanie
i dowodzenie, moga generowac informacje o rzeczywistosci matematycznej. Na to
pytanie probuje odpowiedzie¢ Resnik, twierdzac, ze matematycy nabywaja wiedze
o rzeczywistosci matematycznej przez odwolanie do podobienstw strukturalnych po-
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migdzy réznymi abstrakcyjnymi strukturami matematycznymi a fizycznymi oblicze-
niami i diagramami.’

Strukturalisct traktujg obiekty matematyczne, takie jak liczby, zbiory, funkcje czy
punkty, jako byty nieposiadajace wewngtrznej struktury. Twierdza oni, ze nie moze-
my posiada¢ wiedzy matematycznej o izolowanych obiektach, lecz mozemy pozna-
wac tylko struktury lub ich czgséci. Powstaje zatem pytanie, w jaki sposob zdobywamy
ten rodzaj wiedzy.

Jak wspominaliSmy powyzej, najczgstsza odpowiedzia jest stwierdzenie, ze
struktury poznajemy w procesie abstrakcji z ich konkretnych przykiadéw. Jednak
struktury nieskonczone nie majg swoich konkretnych przyktadéw, a zatem metody ich
poznawania muszg by¢ inne. Na przykiad, strukture liczb naturalnych mozemy roz-
poznac, rozpoczynajac od obserwacji coraz dtuzszych skonczonych ciagéw znakow,
co doprowadza nas w koncu do rozwazania mozliwosci ciagow, ktore nie maja konica
(w jednym kierunku). Z punktu widzenia strukturalizmu nie ma bowiem wigkszych
réznic pomigdzy ciagiem takich znakéw a liczbami naturalnymi.

Innym sposobem rozumienia i omawiania struktur jest ich bezposredni opis przez
podanie definicji. Definicje takie, nazywane definicjami uwiktanymi, charakteryzuja
bowiem pewng liczbg obiektow w terminach ich wzajemnych relacji.

Kiedy juz rozumiemy jedng strukturg¢, mozemy opisywac inne struktury w jej
terminach. Struktura liczb catkowitych moze by¢ rozumiana podobnie, jak struktura
liczb naturalnych, tyle Zze nieskoniczona w obu kierunkach. Podobnie strukture liczb
wymiernych mozemy definiowaé za posrednictwem struktury liczb catkowitych itp.

W swietle powyzszych rozwazan uzasadnione wydaje si¢ stwierdzenie, ze struk-
turalizm jest atrakcyjng alternatywa dla platonizmu, w tym sensie, ze rozwiazuje ty-
powe dla tradycyjnego platonizmu problemy, zaréwno natury ontologicznej, jak 1 epi-
stemologicznej, nie odrzucajac realizmu jako takiego.

TRUDNOSCI ZWIAZANE ZE STRUKTURALIZMEM MATEMATYCZNYM

Jak pokazalisSmy powyzej, przyjecie pogladow strukturalistycznych w odniesieniu
do obiektow matematyki niesie ze sobg wiele korzysci. Nie sposob jednak pominaé
faktu, ze strukturalizm matematyczny, w jego obecnej formie, boryka si¢ rowniez
z wieloma problemami. Rozwazmy teraz najwazniejsze z nich:

Pusta prawdziwosé
Zagadnienie pustej prawdziwosci jest nierozerwalnie zwiazane ze strukturali-

zmem eliminacyjnym, ktorego gltéwng teze¢ mozna sformutowaé nastepujaco: twier-
dzenia o pewnym rodzaju obiektow matematycznych nalezy traktowaé jako twierdze-

* Przyklady takich diagraméw pokazuje Resnik [1982).
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nia ogodlne o strukturach okreslonego rodzaju i w ten sposéb eliminowaé odwotywa-
nie sie do obiektow matematycznych badanego rodzaju.

W tej wersji strukturalizmu matematycznego zdania danej teorii nie odnosza si¢ do
konkretnych obiektow, lecz sa jedynie rodzajem generalizacji. W przypadku arytmetyki
kazde zdanie 4 wyraza wlasnos¢, ktdra odnosi sie do wszystkich systeméw liczb natu-
ralnych. Mozemy je zatem sprowadzi¢ do twierdzenia w postaci warunkowe;j:

(*)  Dla dowolnego systemu S, jesli S jest przyktadem struktury liczb naturalnych,
to A(S),

gdzie 4 jest zdaniem wyrazonym w jgzyku arytmetyki.

Jak wiadomo implikacja jest zawsze prawdziwa, gdy jej poprzednik ma wartos¢
logiczng zero. Jezeli wiec nie zalozymy niepustosci poprzednika implikacji (¥), to
zdanie (*) bedzie zawsze prawdziwe, a wigc jego wartos¢ logiczna nie bedzie zale-
zata od wartoéci logicznej wyjsciowego zdania 4. Zeby uniknaé takiej sytuacji, ko-
nieczne jest zalozenie o istnieniu systemu prosto nieskonczonego.

Rézni autorzy proponowali rdzne rozwigzania tego problemu. Dedekind uwazat,
ze wyjsciem z tej trudnosci jest dowdd istnienia systeméw (zbioréw) prosto nieskon-
czonych, bo on wykluczylby fatszywo$¢ poprzednika w powyzszej implikacji. Jed-
nakze dowod przedstawiony przez niego w paragrafie 66 Was sind und was sollen die
Zahlen? nie jest powszechnie uznawany za poprawny dow6d matematyczny.®

Hellman’ proponuje natomiast przyjecie zalozenia o mozliwosci istnienia systemu
nieskonczonego. Rozwigzanie to ma te zaletg, ze nie zakiada aktualnego istnienia nie-
skonczonoscei, ktére to zalozenie jest problematyczne. Koncepcja Hellmana rodzi jed-
nak inne problemy zwiazane z uzywaniem przez niego logiki modalnej drugiego rzedu.

Mozna zatem stwierdzi¢, Zze proponowane rozwigzania problemu pustej prawdzi-
wosci dla strukturalizmu eliminacyjnego rodza problemy zwiazane albo z wykaza-
niem istnienia zbioréw nieskonczonych, albo z zagadnieniami zwiazanymi z logika
modalna.

Kategoryczno$é

Program strukturalizmu eliminacyjnego scharakteryzowaliSmy powyzej przez
stwierdzenie: dowolne zdania o pewnym rodzaju obiektéw matematycznych nalezy
traktowaé jako stwierdzenia ogdlne o wszystkich strukturach okreslonego rodzaju
i w ten sposob eliminowaé odwolywanie si¢ do obiektéw matematycznych badanego
rodzaju. Zatem przyjecie tej wersji strukturalizmu niesie ze sobg nie tylko koniecz-
nos$¢ rozwigzania problemu pustej prawdziwosci, lecz takze konieczno$¢ przyjgcia
zatozenia o kategorycznosci rozwazanych teorii matematycznych.

¢ Dokladne oméwienie tej kwestii mozna znalezé np. w Mc Carty [1995].
7 Por. Hellman [1989] i Hellman [1996].
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W przypadku arytmetyki, twierdzenie o kategorycznosci zachodzi tylko dla aryt-
metyki drugiego rzgdu. Arytmetyki elementarne pierwszego rzedu sa niekategorycz-
ne, maja bowiem rézne, nieizomorficzne miedzy soba modele. Poniewaz dopiero aryt-
metyka drugiego rzg¢du jest teorig kategoryczng, wigc problem kategorycznosci arytme-
tyki mozna rozwiaza¢ tylko kosztem przyjecia logiki nieelementarnej, co z kolei rodzi
nowe problemy.

W szczegodlnosci pojawia si¢ pytanie, czy logika drugiego rzedu moze by¢ inter-
pretowana w sposOb pasujacy do idei eliminowania obiektow matematycznych. Naj-
bardziej kiopotliwa kwestia zwiazang z logika drugiego rzedu jest okreslenie dziedzi-
ny zmiennych drugiego rzg¢du, tzn. zmiennych zbiorowych, ktére zgodnie z zatoze-
niami strukturalizmu eliminacyjnego powinny by¢ zdefiniowane przez odwotanie do
pewnej catosci (zbioru), ktérego sg one elementami. Tylko wtedy bowiem bedziemy
mogli wyeliminowa¢ odwotania do obiektow matematycznych przez odwotania do
struktury, ktérej obiekty te sa elementami. To jednak moze prowadzié¢ do paradokséw
zwigzanych z uzywaniem pojecia zbioru wszystkich zbiorow. Kategoryczno$¢ nie jest
zatem kwestia, ktora mozna uznaé za rozwigzana.

PODSUMOWANIE

Powyzej przedstawiliémy argumenty na rzecz stwierdzenia, ze strukturalizm po-
zwala przezwycigzy¢ pewne trudnosci zwiazane z kierunkami klasycznymi w filozofii
matematyki, w szczeg6lnosci z platonizmem. Podejscie strukturalistyczne wydaje si¢
takze blizsze praktyce badawczej matematykéw. Matematykéw interesuja bowiem
relacje 1 zwiazki zachodzace pomiedzy obiektami, a nie natura tych obiektow.

Jednakze sam strukturalizm, niezaleznie od tego, w jakiej wersji jest przyjmowa-
ny, boryka si¢ z pewnymi problemami wypunktowanymi powyzej, ktorych rozwiaza-
nie nadal pozostaje kwestia otwarta. Istnieja réwniez problemy zwigzane z definio-
waniem samego pojgcia struktury, ktére w sposob nierozerwalny zwiazane jest ze
strukturalizmem. Najczeéciej uzywa si¢ pojecia struktury albo w sposob nieformalny,
jak to przyjmuja strukturalisci np. w naukach humanistycznych, a co jest niedopusz-
czalne w przypadku strukturalizmu matematycznego, lub tez uzywanie pojecia struk-
tury jest tylko ukryta forma uzywania pojeé teorii mnogosci, a takie podejscie, jak juz
wspominali$my, réwniez nie jest wolne od problemdw. Podsumowujac, mozna zatem
stwierdzi¢, parafrazujac Parsonsa, ze strukturalizm w obecnym stadium rozwoju ,,nie
jest cala prawda o obiektach matematyki”.
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