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Nieprzemienna unifikacja dynamiki
i prawdopodobienstwa

1. WPROWADZENIE

Wiele symptoméw zdaje si¢ wskazywaé na to, ze jestesmy $wiadkami daleko ida-
cych przemian zachodzacych we wspodlczesnej matematyce. Byé moze nawet nie s to
tylko przemiany zwigzane ze zwyktym, choéby nawet znacznie przyspieszonym, postg-
pem w tej dziedzinie wiedzy, lecz takie, ktore moga sigga¢ do samych podstaw mate-
matyki. Mam na my$li powstanie 1 szybki rozwdj geometrii nieprzemiennej (szeroko
rozumianej, razem z teorig grup kwantowych). O az takim znaczeniu tego nowego
dzialu matematyki zdaje si¢ $wiadczy¢ szerokie wykorzystywanie w nim metod teorii
kategorii juz nie tylko jako eleganckiego ujgcia, lecz takze — jak mozna wnosi¢ — jako
pojeciowego narzg¢dzia, bez ktorego nie mozna sig obejsé. Istnieje takze inny sygnat, ze
nowa teoria zdaje si¢ wykracza¢ poza ogodlnie przyjmowany paradygmat teoriomnogo-
$ciowy w matematyce. Jak pisze Alain Connes, matematyk, ktory jak nikt inny przyczy-
nit si¢ do rozwoju geometrii nieprzemiennej, ,.nieprzemienne zbiory charakteryzuja sig
efektywna nierozréznialnoécia ich elementow”.' Czy mozna je jeszcze nazywaé zbiora-
mi (w kazdym razie w tradycyjnym tego stowa znaczeniu)?

Rozwojowi geometrii nieprzemiennej towarzysza, a nawet stymuluja go, zasto-
sowania do fizyki teoretycznej, a zwlaszcza do poszukiwan tzw. teorii fundamental-
nej. O tyle nic w tym dziwnego, ze idea nieprzemiennosci po raz pierwszy wyraznie
data znac¢ o sobie w mechanice kwantowej; co wigcej, wiasciwie wszystkie zaskaku-
jace wiasnosci tego dziatu fizyki (na czele z zasada nieoznaczonosci Heisenberga) sq

" A. Connes, Noncommutative Geometry, Academic Press, New York—Boston-London, 1994,
s. 74. W zwiazku z tym zagadnieniem warto przeczyta¢ dodatek C do rozdziatu I tej ksiazki (s. 74-77).
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konsekwencja nieprzemiennego mnozenia operatoréw. Inwazja metod nieprzemien-
nych do dzisiejszej fizyki to tylko nastgpstwo tamtej pierwszej rewolucji.

Celem niniejszej pracy nie jest ukazanie panoramy osiagni¢¢ geometrii nieprze-
miennej i jej zastosowan do fizyki, lecz przeanalizowanie zwiazkéw pomiedzy dwo-
ma podstawowymi dla fizyki poj¢ciami, jakimi sa dynamika i prawdopodobienstwo.
Z dynamika, w oczywisty sposob, wiaze si¢ zagadnienie czasu i ono znajdzie swoje
miejsce w ponizszych analizach. Dostrzezenie zwiazkdéw migdzy tymi pojeciami stato
si¢ mozliwe dzigki zastosowaniu metod nieprzemiennych. A zwiazki, o ktérych mo-
wa, sa — z naszej makroskopowej perspektywy — dosy¢ nieoczekiwane. Okazuje si¢
bowiem, ze w ,,matematyce nieprzemiennej” dynamika i prawdopodobienstwo sa tak
bardzo ze sobg zwiazane, iz mozna utrzymywac, iz sa one dwoma aspektami tej sa-
mej struktury matematycznej. Co wigcej, dokladniejsza analiza pozwala wyjasnic,
dlaczego w tradycyjnym podejsciu te dwa pojecia moga uchodzi¢ za niezalezne. Jak
wiadomo, w mechanice kwantowej mamy do czynienia z ewolucja (dynamika) ukta-
dow fizycznych, ktéra prowadzi do przewidywan empirycznych o charakterze istotnie
probabilistycznym. Zgodnie z zaproponowana tu koncepcja jest to slad bardziej pod-
stawowej, nieprzemiennej dynamiki zunifikowanej z nieprzemienna probabilistyka.

Moéwig tu o ,,zaproponowanej koncepcji”, gdyz to, co przedstawie, nie jest mo-
delem teoretycznym w ogoélnie przyjetym rozumieniu tego wyrazenia. Nie znaczy to,
ze moja propozycja opiera si¢ na czysto intuicyjnych podstawach. Zapewne datoby
si¢ ja nawet przedstawi¢ w postaci uktadu lematdw i twierdzen zaopatrzonych w do-
wody i odpowiednia interpretacje, ale bylby to uklad na tyle ogolny, ze mogiby zna-
lez¢ zastosowanie w wigcej niz jednym fizycznym modelu.

Koncepcja przedstawiona w niniejszym artykule wyrosta z cyklu prac — moich
wraz ze wspotpracownikami — nad modelem unifikujacym ogélng teori¢ wzgledno-
éci z mechanika kwantowa przy wykorzystaniu metod geometrii nieprzemiennej.”
W jednej z tych prac’ badali$émy nieprzemienna dynamike i zagadnienie stopniowego
»Wylaniania si¢” czasu z bezczasowego rezimu nieprzemiennego az do uczasowione-
go $wiata fizyki klasycznej; w innej* okazato sie, ze nasz model ma pewne zaskakuja-
ce whasnosci probabilistyczne (w naturalny sposob pojawita si¢ w nim algebra ope-
ratorow losowych). Ale dopiero w niniejszym artykule, udato si¢ petniej wyswietlié
zwiazek migdzy dynamika a prawdopodobienstwem.®

? Podstawowe idee tego modelu zawarte sa w pracach: M. Heller, W. Sasin, D. Lambert, Grou-
poid Approach to Noncommutative Quantization of Gravity, ,Journal of Mathematical Physics”,
38, 1987, s. 5840-5853; M. Heller, W. Sasin, Noncommutative Unification of General Relativity
and Quantum Mechanics, ,International Journal of Theoretical Physics”, 38, 1999, s. 1619-1642.

3 M. Heller, W. Sasin, Emergence of Time, Physics Letters A250, 1998, s. 48-54.

4 M. Heller, W. Sasin, Z. Odrzyg6zdz, State Vector Reduction as a Shadow of a Noncommuta-
tive Dynamics, ,,Journal of Mathematical Physics”, 41, 2000, s. 5168-5179.

* Wiele zawdzigczam ciekawej pracy: A. Connes, C. Rovelli, Yon Neumann Algebra Automor-
phisms and Time-Thermodynamics Relation in Generally Covariant Quantum Theories, ,,Classical
and Quantum Gravity”, 11, 1994, s, 2899-2917.
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Uklad niniejszej pracy jest nastgpujacy. W rozdziale 2. przedstawiam podstawo-
we pojecia matematyczne niezbedne do zrozumienia catosci. Muszg przy tym zakfa-
da¢ u Czytelnika znaczny stopien wiedzy matematycznej (ale niewykraczajacy poza
podstawowe wiadomosci z algebry i teorii miary; znajomo$¢ rachunku operatoréw na
poziomie podstawowego kursu mechaniki kwantowej powinna w zasadzie wystar-
czy¢). W przypisach podaj¢ definicje pojgé zastosowanych, lecz niewyjasnionych
w tekscie. Gdybym jednak chcial wprowadzaé wszystkie pojgcia ,,0d poczatku”, arty-
kut rozréstby si¢ do niedopuszczalnych rozmiarow (a i tak bylby prawdopodobnie
niestrawny dla Czytelnikow niemajacych blizszego kontaktu z matematyka). W roz-
dziale 3. przedstawiam podstawowe idee nieprzemiennego rachunku prawdopodo-
biefistwa, a w rozdziale 4. omawiam jego zwiazek z nieprzemienng dynamika. Przed-
miotem rozdziatu 5. jest pokazanie, jak nieprzemienna probabilistyczna dynamika
prowadzi do ewolucji unitarnej znanej z mechaniki kwantowej. Wszystkie rozwaza-
nia z rozdzialow 2-5 majg charakter czysto matematyczny, ale dla filozofa mogg by¢
interesujace z tego wzgledu, ze w nowym $wietle ukazuja zwiazki miedzy waznymi
pojeciami. W rozdziale 6. podaje mozliwa interpretacj¢ fizyczng uzyskanych wyni-
kow. Mdwiac najogodlniej, polega ona na zatozeniu, iz na poziomie fundamentalnym
panuje ,,rezim nieprzemienny”, ktory w przejsciu do $wiata makroskopowego prowa-
dzi do zwyktych przemiennych modeli. Mechanizm tego przej$cia rowniez zostat za-
rysowany. Uzupetnieniem catosci jest rozdziat 7., zawierajacy uwagi filozoficzne, ja-
kie nasuwaja si¢ niejako na marginesie uzyskanych wynikéw.

2. POJECIA PODSTAWOWE

Co najmniej od stynnej pracy J. L. Koszula® wiadomo, ze geometrig rézniczkowa
mozna rownowaznie uprawia¢ na dwa rozne sposoby: albo wykorzystujac uklady
wspotrzednych na rozmaitosci, albo postugujac si¢ wylacznie algebra funkcji glad-
kich na rozmaito$ci (niejako zapominajac o samej rozmaitosci). Podobny ,,dualizm”
istnieje rowniez w wielu innych dziatach matematyki. Na przyktad, topologi¢ mozna
zdefiniowac (i potem uprawiad) albo przy pomocy rodziny zbioréw otwartych na da-
nej przestrzeni, albo — rdwnowaznie — przy pomocy algebry funkcji ciaghtych na da-
nej przestrzeni. Podobnie teori¢ miary mozna budowag, albo postugujac si¢ o-ciatem
podzbioréw danej przestrzeni, albo — réwnowaznie — algebra funkcji mierzalnych
na niej. Oczywiscie, algebry funkeji gladkich, ciagtych i mierzalnych sa algebrami
przemiennymi (jako algebry funkcyjne). Przejscie do ,,matematyki nieprzemiennej” po-
lega na zastapieniu algebr przemiennych odpowiednimi algebrami nieprzemiennymi.”

® Fibre Bundles and Differential Geometry, Tata Institute of Fundamental Research, Bombay
1960.

7 Algebry te, jako nieprzemienne, albo nie sa algebrami funkcyjnymi (najczesciej sa to algebry
operatorowe), albo sg algebrami funkcyjnymi, ale ze zmienionym — w stosunku do standardowego
— mnozeniem funkcji (czesto role mnozenia spetnia konwolucja).
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Otrzymujemy w ten sposob: nieprzemienng geometrig, nieprzemienng topologie, nie-
przemienng teorie miary. W dalszym ciagu interesowaé nas bedzie ta ostatnia, gdyz
jej szczegolnym przypadkiem jest nieprzemienny rachunek prawdopodobienstwa. Roz-
patrzmy zatem nieco dokladniej wspomniany ,,dualizm” w przypadku teorii miary.

A wigc w standardowej teorii miary miarq m na przestrzeni X nazywamy
(addatywnie przeliczalna) funkcje okreslona na rodzinie T podzbioréw® przestrzeni X
(zakladamy, ze X zawiera takze zbi6r pusty i ze I jest o-polem’) z wartosciami
w przestrzeni dodatnich liczb rzeczywistych rozszerzonych o element, ktéry ozna-
czamy przez +oo; czyli

m:Z—){R+u+oo}

Przestrzen X wyposazona w miar¢ m nazywamy przestrzeniq miary, a elementy
rodziny X podzbiorami mierzalnymi. Przestrzen miary czg¢sto oznacza si¢ jako parg
(X, m). Jezeli dodatkowo miara calej przestrzeni réwna si¢ jednosci, czyli m(X) =1
(méwimy, ze przestrzen X jest unormowana do jednosci), to X nazywamy przestrze-
niq prawdopodobienstwa, elementy rodziny ¥ — zdarzeniami, m — miarq prawdo-
podobienstwa, a miar¢ danego zdarzenia Ue Z, czyli m(U) — prawdopodobienstwem
zdarzenia U.

We wspoélczesnej matematyce wazne jest ,,oddziatywanie struktur”. W rozwaza-
nym przez nas przypadku szczegdlnie interesujace jest wzajemne ,,0ddzialywanie”
teorii miary i topologii.

Niech X bedzie teraz zwartg przestrzenia topologiczna, a Cy(X) algebra wszyst-
kich ciagtych funkcji na X. Algebra Cy(X) z norma ||f]] = sup|fix)|, dla fe Cp(X), jest
algebra Banacha. Okazuje sig, ze istnigje $cista odpowiedniosé migdzy skonczonymi
miarami Borela na X a liniowymi formami na algebrze Banacha.'® Zamiast wiec roz-
wazacé przestrzen miary (X, m), gdzie m jest skonczong miarg Borela, mozemy, réw-
nowaznie, rozwazac algebr¢ Banacha Cy(X) z wyrdzniong na niej forma liniowa @,
czyli parg (Ci(X), @). Jezeli ponadto na ¢ nalozymy odpowiednio sformutowany wa-
runek unormowania do jednosci, to para (Cy(X), @) bedzie funkcyjnym odpowiedni-
kiem przestrzeni prawdopodobienstwa. Stwierdzenie to stanowi punkt wyjscia uogol-
nienia, ktére prowadzi do pojecia nieprzemiennego rachunku prawdopodobienstwa.

¥ Od rodziny T wymagamy spetnienia nastgpujacych warunkéw: 4, Be £ = A\ B € I oraz
AU B e X. Rodzing X w takim przypadku nazywa sig pierscieniem podzbioréw.

° Pierscien podzbioréw nazywa si¢ o-polem, jezeli jest domkniety ze wzgledu na przeliczalne
sumy podzbiorow.

' Zbiér liniowych funkcjonatéw na algebrze 4 ma naturalna strukture przestrzeni liniowej; jej
elementy nazywaja si¢ formami liniowymi.
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3. NIEPRZEMIENNY RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Zamiast algebry Cp(X) rozwazmy jakakolwiek algebre 4 z jednoscia, niekoniecz-
nie przemienng. Dla ogo6lnosci przyjmijmy, iz jest to algebra zespolona. Niech dalej ¢
bedzie forma liniowa na 4 (o wartosciach zespolonych) taka, ze @(1) = 1. Pare (4, @)
bedziemy nazywac nieprzemiennq przestrzeniq prawdopodobienstwa lub krétko nie-
przemiennym prawdopodobienstwem. Naduzywajac nieco analogii z przypadkiem
standardowym, o elementach algebry 4 mozemy mysle¢ jako o zmiennych losowych,
a 0 ¢(a), ae A jako o wartosci oczekiwanej dla a. Zauwazmy, Ze (4, @) jest strukturg
czysto algebraiczna, tzn. nie ma w niej odpowiednika ciaglosci lub gladkosci (w od-
powiedniki takie mozna wyposazy¢ t¢ przestrzen, nakladajac na nig odpowiednie wa-
runki).

Nieprzemienno$¢ wprowadza istotnie nowe (i niekiedy nieoczekiwane) wiasnosci
do tak uogolnionego prawdopodobienstwa. Azeby uchwycié stopient tego uogolnie-
nia, warto uswiadomi¢ sobie, ze przestrzen nieprzemienna, w ogélnym przypadku,
jest pozbawiona poj¢¢ lokalnych, takich jak pojecie punktu i jego otoczenia, podczas
gdy standardowe pojgcie prawdopodobienstwa odnosi si¢ do ,mas statystycznych”,
czyli zbioréw przedmiotéw indywidualnych. Jak rozumie¢ prawdopodobienstwo, gdy
nie ma indywiduéw (poje¢ lokalnych)? Wiasnie z ta trudnoscia radzi sobie nieprze-
mienny rachunek prawdopodobienstwa. Stad plyna jego specyficzne wlasnosci, nie-
majace swoich odpowiednikéw w zwyklym rachunku prawdopodobienstwa. Jedna
z takich wiasnosci wyraza istnienie tzw. podalgebr swobodnych.

Niech (4, ¢) bgdzie nieprzemiennym rachunkiem prawdopodobienstwa. Podalge-
bry B,, i € I (I jest zbiorem indeksow) algebry A, zawierajace jedno$¢, nazywamy
swobodnymi, jezeli ¢(a;) = 0 dla wszystkichj = 1, ..., n oraz g; € B; dla pewnych
wskaznikow i; # i, # - # i,, pociaga za soba ©(a, a; ...a,) = 0.

To abstrakcyjne pojgcie odgrywa w nieprzemiennym rachunku prawdopodobien-
stwa podobna rol¢ do pojecia niezaleznosci zmiennych losowych w klasycznym ra-
chunku prawdopodobienstwa, ale nie jest z nim identyczne. Widaé to na nastepuja-
cym przyktadzie. Niech B 1 C beda dwiema swobodnymi podalgebrami algebry A;
niech ponadto b € Bi1c e C. Wowczas mozna pokazac, ze @(bc) = ¢(b)9(c), jak dla
zmiennych niezaleznych w klasycznym rachunku prawdopodobienstwa. Ale juz gdy
b, bye Bicy, c; € C,to 9(b,c,bsc;) wyraza sig wzorem, ktory nie ma swojego od-
powiednika w klasycznym rachunku prawdopodobienstwa.'' Wtasnos¢ swobody jest
tak charakterystyczna dla nieprzemiennego rachunku prawdopodobienstwa, ze czgsto
nazywa si¢ go swobodnym rachunkiem prawdopodobienstwa."?

W ten sposodb sformutowany nieprzemienny rachunek prawdopodobienstwa jest
Jjednak za og6lny dla wielu konkretnych celéw. Na algebrg 4 nalezy zatem natozy¢

"' Por. Ph. Biane, Free Probability for Probabilists, preprint: math. PR/9809193.

12 Obszerniej na ten temat por.: D. V. Voiculescu, K. J. Dykema, A. Nica, Free Random Vari-
ables (CRM Monograph Series, vol. 1), American Mathematical Society, Providence, Rhode Island
1992.
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jakie$ dodatkowe warunki. I tym razem mozemy kierowa¢ si¢ analogia z przypad-
kiem przemiennym. Niech H bedzie osrodkowa przestrzenig Hilberta"®, a T ograni-
czonym, samosprze¢zonym operatorem na f. Wowczas istnieje jedyna (z doktadno-
$cig do rownowaznosci) miara m na odcinku / = [-||T}|, ||T]|] taka, ze

AD =0 [|fldm=0.

Ponadto algebra 4 operatordw postaci f{T) na H, gdzie f jest ograniczong funkcja
borelowska', tworzy algebrg von Neumanna (generowana przez T)."

Przypomnijmy, ze algebra von Neumanna nazywamy algebr¢ niezdegenerowa-
nych, samosprzezonych operatordéw na przestrzeni Hilberta H, domknigta w sensie
stabej zbiezno$ci na H, tzn. zbieznoéci okreslonej przez iloczyn skalarny na H.'°
Przytoczone powyzej rozumowanie sugeruje, by przez nieprzemiennq przestrzen
prawdopodobienstwa rozumie¢ teraz pare (N, ¢), gdzie N jest algebra von Neuman-
na, a ¢ dodatnia, znormalizowang do jednosci, liniowa forma na N (ciagla w sensie
stabej zbieznosci). Liniowa forma ¢ na N nazywa si¢ dodatniq, jezeli ¢(x'x) > 0 dla
wszystkich x € N. Spelnienia tego rachunku wymagamy przez analogi¢ z dodatnio-
$cia miary probabilistyczne;j.

Azeby zobaczy¢, jak dziala w ten sposob rozumiany rachunek prawdopodobien-
stwa, rozpatrzmy pouczajacy przyktad.'” Dane sq dwie hermitowskie macierze Ay
i By 0 wymiarach N x N i znane sg ich spektra. Chcemy znalez¢ spektrum ich sumy
Ay + By. Zadanie to, wazne w matematyce i majace zastosowanie do fizyki, mozna
rozwigzaé, ale rozwiagzanie jest trudne, a odpowiedz skomplikowana. Gdy jednak N
staje si¢ odpowiednio duze, pojawia si¢ zupetnie nieoczekiwane zjawisko: dla prawie
wszystkich mozliwych macierzy Ay 1 By z danym spektrum, wynik jest taki sam i mo-
ze by¢ wyliczony bez doktadnej znajomosci struktury spektréw macierzy Ay i By. Ten
niezrozumialy w $wietle klasycznego rachunku prawdopodobiefistwa rezultat daje si¢
wyprowadzié¢ z nieprzemiennego rachunku prawdopodobienstwa; przy czym odpo-
wiednia algebra musi by¢ algebra von Neumanna, a w samym wyprowadzeniu istotng
rolg odgrywa pojecie swobodnych podalgebr.

3 Przestrzen topologiczna nazywamy osrodkowa, jezeli istnieje w niej przeliczalny zbior gesty.

" g-pole podzbioroéw przestrzeni X nazywamy borelowskim, jezeli jest generowane przez pod-
zbiory otwarte przestrzeni X. Elementy borelowskiego 6-pola nazywamy podzbiorami borelowski-
mi. Funkcja jest borelowska, jezeli przeciwobraz kazdego podzbioru borelowskiego jest podzbio-
rem borelowskim.

B por. A. Connes, Noncommutative Geometry, s. 48.

'8 Wszystkie informacje na temat algebr von Neumanna, potrzebne do zrozumienia niniejszego
artykutu, mozna znalez¢ w ksiazce: V. S. Sunder, An Invitation to von Neumann Algebras, Springer,
New York—Berlin—Heidelberg 1987.

' Por. Ph. Biane, dz. cyt.
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4. PRAWDOPODOBIENSTWO I DYNAMIKA

Jedng z bardzo interesujacych wiasnosci geometrii nieprzemienne;j jest to, ze bar-
dzo cz¢sto w jednej strukturze faczy ona struktury, ktore w tradycyjnej matematyce
pozostawaly (lub wydawaly si¢) od siebie catkowicie niezalezne. Dotyczy to réwniez
prawdopodobienstwa i dynamiki.

Najpierw przyjrzyjmy sie temu, w jakim sensie para (N, @), gdzie N jest algebra
von Neumanna na pewnej przestrzeni Hilberta A, a ¢ pewng forma liniowa na N, jest
~obiektem dynamicznym”. Wynika to ze znanego twierdzenia Tomity-Takesaki.'®
Niech & € H bedzie takim elementem przestrzeni Hilberta H, ze N& i N'€, gdzie N'
jest komutantem' algebry N, sa zbiorami gestymi w H. Wowczas na H istnieje
(niekoniecznie ograniczony) operator S taki, ze

Sx& =x"¢

dla kazdego x € N; gwiazdka oznacza operacj¢ inwolucji w V. Na mocy twierdzenia
Tomity-Takesaki z kazdym stanem™ @ na N jest stowarzyszona jednoparametrowa
grupa o, przeksztalcen (automorfizméw) algebry N nastepujacej postaci:

(M Fx)=VxV*

gdzie t € R jest parametrem a V := |Sf" = §'S. Grupa ta nazywa si¢ modularna grupa
automorfizmow lub krétko grupa modularna.

Jezeli heurystycznie przyjmiemy, ze x € N jest operatorem reprezentujacym pew-
na wielkos¢ fizyczng (jak to ma miejsce w mechanice kwantowej), a parametr ¢ od-
grywa role czasu, to staje si¢ jasnym, ze rownanie (1) przedstawia ewolucje w czasie
pewnej wielkosci fizycznej, czyli jest réwnaniem dynamicznym. Zauwazmy, ze jest to
ewolucja zalezna od stanu @. W tym sensie para (, @) stanowi obiekt dynamiczny.

Ale w przypadku gdy ¢ jest forma liniowa dodatnig i unormowang do jednosci, to
para (N, @) jest robwniez nieprzemienna przestrzenia probabilistyczna. A wigc w tym
przypadku dynamika utozsamia si¢ z probabilistyka. Kazda taka dynamika jest proce-
sem probabilistycznym i kazda taka przestrzen probabilistyczna ma aspekt dynamicz-
ny. Dwie struktury, ktore w tradycyjnej matematyce byly odrgbne, teraz si¢ jednocza.
Ale jest to zlaczone z pewng ,,anomalig” (anomalia — z naszego punktu widzenia).
To zunifikowane ,,dynamiczne prawdopodobienstwo™ jest zalezne od stanu @: jezeli

'® V. S. Sunders, dz. cyt., rozdziat 2. Por. takze: A. Connes, Noncommutative Geometry, s. 43-44.

"% Przypomnijmy, ze komutantem S' podzbioru S algebry L(H) wszystkich operatoréw liniowych
na przestrzeni Hilberta H jest: §' = {x'e L(H): x'x = xx' dla wszystkich x € S}. Kazda algebra von
Neumanna N spetnia zwigzek N = N", czyli jest komutantem swojego komutanta. Wiasnosé te moz-
na uzna¢ za wlasno$¢ definiujaca algebry von Neumanna.

¥ Dodatni liniowy funkcjonat ¢ na algebrze A4 o normie jednostkowej nazywa sig stanem. Jezeli
A jest algebra z jednoscia, to dla kazdego stanu ¢ zachodzi: ¢(1)=1. Typowy stan na algebrze von
Neumanna N jest dany przez formg liniowa ¢ na N postaci: @(N) = (xn, 1), gdzie n jest wektorem
jednostkowym w przestrzeni Hilberta.
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par¢ (N, @) zamienimy na pare (N, ), otrzymamy inng przestrzen probabilistyczng
iinng grupe jednoparametrowg oY, okre$lajaca inna dynamik¢. Nasza intuicja nie
zawsze nadaza za postgpami matematyki.

5. EWOLUCJA UNITARNA

Rodzi sie pytanie, czy nieprzemiennej matematyki nie da si¢ zmusi¢, by przybli-
zyla sie do naszych intuicji — by prawdopodobienstwo i dynamike¢ uniezalezni¢ od
stanu. Okazuje sie, ze mozna to zrobié, ale w tym celu na elementy grupy modularnej,
czyli automorfizmy o0, trzeba natozyé dodatkowe warunki. Aby je wyrazié, musimy
wprowadzi¢ nastgpujace pojecia.

Elementy u algebry 4 spelniajace warunek uu’ = u'u = I nazywa si¢ elementami
unitarnymi;, tworza one grupe, tzw. grupe unitarnq algebry A. Niech teraz 4 = N be-
dzie algebra von Neumanna. Automorfizm o N — N nazywa si¢ automorfizmem
wewnetrznym, jezeli istnieje taki nietrywialny (tzn. rézny od I) element » grupy uni-
tarnej algebry N, ze

o(A) = u'au

dla kazdego a € N. Zbiér wszystkich automorfizméw wewngtrznych algebry N ozna-
czamy symbolem Inn¥, natomiast przez AutV oznaczamy grupg wszystkich automor-
fizméw algebry N. Utwérzmy teraz grupg ilorazowa OutN=AutN/InnN. Na mocy
udowodnionego przez Connesa uogolnionego twierdzenia Radona-Nikodyma®' wszyst-
kie stany na algebrze von Neumanna N definiuja t¢ sama grupg modularng w OutV;
grupg t¢ mozemy wigc oznaczaé przez o, t € R. Otrzymujemy zatem dla wszystkich
standw t¢ sama przestrzen probabilistyczna i t¢ sama dynamikg. Co wigcej, dynamika
ta jest zwigzana z grupa unitarng algebry , dokladnie jak to ma miejsce w mechanice
kwantowej. Jak wiadomo, unitarna ewolucja operatoréw w mechanice kwantowej jest
z natury swej probabilistyczna. W $wietle powyzszych wynikéw mozna to interpre-
towaé jako §lad po glebszym poziomie, ktorym rzadza prawa matematyki nieprze-
miennej.

Zaskoczenie tym, ze nieprzemienna teoria miary {aczy si¢ z nieprzemienng dyna-
mika daje si¢ stysze¢ w wypowiedzi Connesa: ,,Teoria nieabelowych [tzn. nieprze-
miennych] algebr von Neumanna jest istotnie daleko idacym rozszerzeniem teorii
miary; najwigksza jej niespodzianka jest fakt, ze algebra M [von Neumanna] dziedzi-
czy po swojej nieprzemiennosci podarowang przez Boga (god given) ewolucje
czasowq.”?

2 A. Connes, Une classification des facteurs de type Iil, Ann. Sci. Ecole Normale Superieure 6,
1973, s. 133-252. Por. réwniez A. Connes, dz. cyt., s. 44.
2 Tenze, A Short Survey of Noncommutative Geometry, preprint: hep-th/0003006, 2000.
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6. INTERPRETACJA

Ostatnie zdanie sugeruje interpretacj¢ powyzszych wynikow. Jak wiadomo, fizyka
poszukuje dzi$ tzw. teorii ostatecznej (zwanej niekiedy ,,na wyrost” teoria wszystkie-
g0). W swojej maksymalistycznej wersji teoria taka miataby spetniaé rownoczesnie
dwie funkcje: taczy¢ ogdlna teori¢ wzglgdnosci z mechanika kwantowa oraz taczyé
w jedno wszystkie oddziatywania fizyczne (zrealizowanie tylko jednego z tych dwu
ambitnych celow tez uznano by za sukces). Istnieja powazne racje, by sadzié, ze
w ten sposob zunifikowana fizyka ,,obowiazuje” na poziomie fundamentalnym, tzn.
ponizej progu Plancka (ktory charakteryzuje dtugosé¢ planckowska 10°* cm i czas
planckowski 10* s). Wiadomo dzis takze, ponad wszelka watpliwo$¢, ze aby te cele
urzeczywistni¢, nalezy postuzyé si¢ metodami wykraczajacymi poza standardowe na-
rzgdzia fizyki teoretycznej. Najwigksze nadzieje wiaze si¢ dzis z teorig superstrun lub
jej znacznie uogolniona wersja, znang pod nazwa M-teorii, by¢ moze w potaczeniu
z metoda petli Ashtekara. We wszystkich tych podejsciach (i szeregu innych) metody
geometrii nieprzemiennej zajmuja coraz bardziej znaczace miejsce. Nie wydaje sie
wigc nierozsadnym zatozenie, ze na poziomie ,,podplanckowskim” obowigzuje geo-
metria nieprzemienna (rozumiana odpowiednio szeroko, wraz z nieprzemiennym ra-
chunkiem prawdopodobienistwa i nieprzemienng dynamika). Uczynmy takie zalozenie
czysto robocza hipoteza. Nie chcemy przez to przesadzaé ksztaltu przysziej teorii
ostatecznej. Przyjmujemy tylko (roboczo), ze wyniki zreferowane w niniejszej pracy
w teorii takiej zachowaja swoja waznos¢. Zauwazmy, ze wyniki te opierajg si¢ na
bardzo ogdlnych zatozeniach (najistotniejszym z nich jest to, ze elementy przysziej
teorii tworzg algebr¢ von Neumanna), ktére moga by¢ spetnione w bardzo szerokim
spektrum réznych teorii.

Z naszego zatozenia wynikaja bardzo interesujace wnioski. Poniewaz geometria
nieprzemienna jest w zasadzie geometria bezpunktowa, na poziomie fundamentalnym
zwykte pojecia przestrzeni i czasu (jako skladajacego sig z punktowych chwil) traca
sens. Nie znaczy to jednak, ze na poziomie tym panuje bezruch i statyka, mozliwa
jest bowiem uogélniona dynamika, ktdra ze swej istoty jest probabilistyczna (rowniez
w uogodlnionym sensie). Rol¢ czasu w tej dynamice odgrywajg jednoparametrowe
grupy modularne. Odmiennos¢ tych pojgé od ich zwyktych odpowiednikéw polega
m.in. na tym, ze uogélniona dynamika, wraz z odpowiadajacym jej ,,czasem” (grupa
modularna) i probabilistycznym aspektem, zalezy od stanu, w jakim znajduje sie
uktad fizyczny.

Dokonajmy pewnego udrednienia tego obrazu, popatrzmy nan niejako bardziej
,»Z lotu ptaka”. Pewne elementy grup modularnych zaczna nam si¢ sklejaé (przestaniemy
je odroznia¢ od siebie). Matematycznie znaczy to, ze przechodzimy do pewnej relacji
réwnowaznodci. Jezeli relacja ta prowadzi do grupy ilorazowej OutN=AutV/InnN
(a jest to w tym kontekscie postulat bardzo naturalny), znaczy to, ze z tej perspektywy
dynamika, prawdopodobienstwo i czas przestajg zaleze¢ od stanu, nabieraja charakte-
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ru uniwersalnego. Dynamika staje si¢ dynamika unitarna. JesteSmy wigc w obszarze
znanej nam dobrze mechaniki kwantowej.

Ale jeszcze nie w swiecie makroskopowym. Jak zatem dokonuje si¢ przejscie do
skali makroskopowej? Istnieje tu kilka mozliwoséci. Najprostsza wydaje si¢ nastgpuja-
ca. Waznym elementem strukturalnym algebry nieprzemiennej jest jej centrum. Cen-
trum algebry A jest, z definicji, zbiorem tych jej elementéw, ktére mnoza si¢ prze-
miennie z wszystkimi innymi elementami algebry 4. Im mniejsze centrum, tym alge-
bra ,,bardziej” nieprzemienna (w szczegdlnosci centrum moze by¢ puste). Jezeli cen-
trum pokrywa sie z calq algebra, to mamy do czynienia z algebra przemienna. Jezeli
przyjmujemy, ze algebra rzadzaca ,,$wiatem nieprzemiennym” (w naszych rozwaza-
niach algebra N) ma niepuste centrum, to naturalnym wydaje si¢ przypuszczenie, ze
przejscie od poziomu Plancka do $§wiata makroskopowego polega na zacies$nieniu al-
gebry do jej centrum. Proces ten matematycznie mozna realizowac na rézne sposoby.
Jego szczegoly musiatyby zostaé opracowane przez bardziej konkretne modele.

7. UWAGI FILOZOFICZNE

Niezaleznie od tego, czy przedstawione w niniejszym artykule matematyczne
prawidlowosci znajda zastosowanie w pracach nad stworzeniem ostatecznej teorii fi-
zycznej czy nie, prowadza one do pewnych wnioskéw, ktére zdaja si¢ mie¢ pewne
znaczenie z punktu widzenia filozofii nauki. I tak ukazuja one ciekawe mechanizmy
ewolucji poje¢ matematycznych i mozliwosci ich zastosowan do badania §wiata. Przy
przejsciu od zwyklej geometrii do geometrii nieprzemiennej uderza nie tylko ogrom-
ny stopien uogodlnienia, lecz takze daleko idaca unifikacja poje¢ od siebie dotychczas
niezaleznych. Wiaze si¢ z tym coraz wigkszy stopien abstrakcji i odejscie od pogla-
dowosci. Catkiem jeszcze niedawno pomyst przestrzeni bez pojgcia punktu wydawat-
by sie nam wrecz sprzeczny i niewykluczone, ze przy tradycyjnym rozumieniu pojgé
takim bylby istotnie; dzi§ pojecia ulegly ewolucji do tego stopnia, ze bezpunktowe
przestrzenie stajg si¢ juz coraz bardziej powszechnym narzgdziem matematycznym.

Stosowanie coraz mniej intuicyjnych poje¢ do teorii fizycznych nie jest czyms
nowym. Istotny przetom pod tym wzgledem zawdzigczamy mechanice kwantowej. To
ona, w stopniu dotychczas niespotykanym, wymusita na nas odejscie od pojec¢ i me-
tod tak dobrze zadomowionych w fizyce klasycznej, ze braliSmy je za naturalne kate-
gorie rzeczywistosci. Warto w tym miejscu przypomnie¢ sobie wysitki Kanta, ktéry
powotatl do bytu caly misterny system filozoficzny, aby uzasadni¢, ze poza ,klasycz-
nymi kategoriami poznawczymi” nie moze by¢ zadnych innych. Proces odchodzenia
od intuicyjnosci we wspodtczesnej fizyce postgpuje nadal. Coraz wigksza penetracja
metod nieprzemiennych do réznych dzialoéw fizyki, zwlaszcza do poszukiwan teorii
fundamentalnej, jest tylko jego dalszym ciagiem.

Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga o charakterze ogélnopoznawczym. Skutecz-
nos¢ coraz mniej intuicyjnych pojeé w badaniu §wiata méwi co$ o samym $wiecie. Jego



Nieprzemienna unifikacja dynamiki i prawdopodobienstwa 17

struktura nie jest przystosowana do naszego bezposredniego poznania. Ludzkie kate-
gorie poznawcze wytworzyly si¢ w ewolucyjnym kontakcie ze $wiatem makroskopo-
wym i wcale nie musza byé przystosowane do poznawania §wiata w jego obszarach
mikroskopowych i kosmicznych. Raczej godnym filozoficznego zdziwienia powinien
nam si¢ wydawaé fakt, iz potrafiliSmy stworzy¢ narzgdzia poznawcze, ktérym ulega
struktura swiata wykraczajaca poza granice naszego makroskopowego srodowiska.

Pasierbiec, 7 stycznia 2003



