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Metamatematyka i intensjonalnos¢*

W Filozofii Nauki, nr 4 (36) 2001, Krzysztof Wojtowicz oraz Cezary Cieslifiski
formutuja w swoich uwagach zarzuty krytyczne wobec niemal wszystkich stwierdzen
wyrazonych w pracy [Krysztofiak 2000]. W niniejszym tekscie pragne ustosunkowaé
si¢ do przedstawionych, negatywnych ocen. Niektore z nich s3 wynikiem niezrozu-
mienia mojego tekstu (rzecz jasna wing¢ za niezbyt jasne przedstawienie swoich racji
ponosi zawsze ich autor, a nie krytyk).

1. PODSTAWOWE NIEPOROZUMIENIE:
(NIE)ROZSTRZYGALNOSC ZBIORU H

Wypada powtdrzy¢, iz celem mojego artykutu nie bylo ,,obalenie” twierdzenia
Gédla (bo dowdd tego twierdzenia jest poprawny), lecz udzielenie odpowiedzi na
pytanie: Jakie warunki semantyczne i ontologiczne sg implicite zalozone w procedu-
rze dowodowej twierdzenia Godla o niepemosci arytmetyki liczb naturalnych?
W $wietle tak postawionego pytania, nie interesuja mnie wiasnosci zbioru H na grun-
cie arytmetyki. Interesuja mnie wiasnosci zbioru H na gruncie procedury dowodowe;j
twierdzenia Gédla. O wlasnos$ciach ,,obiektywnych” tego zbioru napisatem:

Zbiér H sklada sie z liczb, ktérych nazwy, podstawione za zmienne w odpowiednich formulach
zdaniowych z jedna zmienng wolna, nie generuja tez arytmetycznych. Zbior H jest z pewnoscia
nieskonczony. Skoro bowiem zbiér formut sprzecznych zawierajacych jedna zmienna wolng
jest zbiorem nieskoficzonym, to elementami zbioru H beda wszystkie liczby, ktére stuza do po-
numerowania tychze sprzecznych formut [...] ponadto zawarto$¢ zbioru H zalezy od uzytej
techniki numeracijt (s. 68).

* Autor pragnie wyrazié podzigkowanie prof. Andrzejowi Pietruszczakowi za lekturg niniejsze-
go tekstu i kilka technicznych uwag.
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W przedstawionym cytacie nie ma mowy o rozstrzygalnosci zbioru H. Przedsta-
wiona wyzej charakterystyka zbioru H wynika z opisu sposobu jego konstrukgji i jest
niezalezna od zatozen uwikianych w procedur¢ dowodowa twierdzenia Godla. O roz-
strzygalno$ci zbioru H méwi¢ w kontekscie samego dowodu nierozstrzygalnosci
arytmetyki: zbior H jest rozstrzygalny na gruncie zatozenia niewprost dowodu nieroz-
strzygalnosci i sposobu konstrukcji zbioru H. Przedstawiam banalny dowéd, ze z za-
fozenia rozstrzygalnosci arytmetyki i definicji zbioru H mozna wywnioskowac tez¢
o rozstrzygalnosci zbioru H (s. 66; od stow: ,,Latwo wykaza¢ [...]” do ,,Zatem H jest
zbiorem rozstrzygalnym”): Art e ROZ — H € ROZ.

Moj krytyk, C. Cieslinski, przedstawia tak oto struktur¢ dowodu nierozstrzygal-
nosci arytmetyki (s. 76):

(a) T jest rozstrzygalna (zalozenie dowodu niewprost)

(b) H jest rozstrzygalny (wniosek z zatozenia) .

(c) H jest reprezentowany w T przez formul¢ y (wniosek z (b) i twierdzenia o reprezentowal-

nosci)

(d) H nie jest reprezentowany w T przez . Sprzecznos¢.

Cieslinski w punkcie (b) przyjmuje twierdzenie: Art € ROZ — H € ROZ. A wigc
aby dowie$¢ nierozstrzygalnosci arytmetyki, trzeba zalozy¢ rozstrzygalno$¢ zbioru H
(w postaci zaloZenia niewprost o rozstrzygalnosci arytmetyki).

Z kolei drugi krytyk, K. Wojtowicz, przypisuje mi pomytke ,,[...] w momencie
uznania, ze istnieje efektywna procedura sprawdzenia, czy dana liczba neH [...]”
(s. 84). Jesh zakladamy niewprost, ze arytmetyka jest rozstrzygalna, to tym samym
wnioskujemy, ze istnieje efektywna procedura sprawdzenia, czy dana liczba ne H
(gdyz ne H wtedy, gdy odpowiednia formuta nie jest teza arytmetyczna) a wi¢c mu-
simy przyjac, ze zbior H jest rozstrzygalny na gruncie zatozen dowodu.

Cieslinski ponadto dodaje: ,rowniez dalej w omawianym artykule Krysztofiak
uparcie twierdzi, ze zbior H jest rozstrzygalny, wbrew dowodowi, ktéry sam wcze-
$niej podal” (s. 76). Otoz, o rozstrzygalnosci zbioru H méwig w artykule, po naszki-
cowaniu dowodu nierozstrzygalnosci arytmetyki, jedynie w trzech miejscach. Oto
dwie z tych wypowiedzi:

Kluczowym skladnikiem dowodu twierdzenia o niepelnosci arytmetyki liczb naturalnych jest
konstrukcja rozstrzygalnego zbioru H. Zbior ten okazuje si¢ nie by¢ reprezentowalny w aryt-
metyce liczb naturalnych (s. 68).

Nastepnie w ramach procedury dowodowe;j twierdzenia o niepelnosci arytmetyki jest konstru-
owany pewien rozstrzygalny zbior H; (dla kodu #). Ten zbioér nalezy do zbioru potggowego, ge-
nerowanego przez zbior wszystkich liczb naturalnych. Nastgpnym krokiem w dowodzie jest
pokazanie tego, ze zbior H; nie jest reprezentowalny w systemie arytmetyki liczb naturalnych

[...](G.77).

By¢ moze zacytowane wypowiedzi sa niefortunne, niezbyt jasne. Moglem uzy¢ bar-
dziej precyzyjnych zwrotéw: ,Kluczowym skladnikiem twierdzenia o niepetnosci
arytmetyki liczb naturalnych jest konstrukcja zbioru H, na mocy zatozenia niewprost,
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rozstrzygalnego”, ,,w ramach procedury dowodowej [...] jest konstruowany pewien
zbiér H; (dla kodu /), na mocy zalozenia nie wprost, rozstrzygalny”. Moi krytycy mo-
gli si¢ jednak wykazac¢ odrobing zyczliwo$ci w przypisywaniu mi stwierdzenia, ze
zbior H jest rozstrzygalny (w artykule moja intencja bylo stwierdzenie, ze zbior H
jest rozstrzygalny na gruncie zalozenia niewprost [...]). Otéz, udowodnione jest, ze
kazdy rozstrzygalny zbidr liczb naturalnych jest reprezentowalny w arytmetyce. Wiec
skoro twierdzeg, ze zbior H nie jest reprezentowalny, to oczywiscie takze, ze zbior H
nie jest rozstrzygalny. Ponadto, gdybym tego wniosku nie wyprowadzil, to bym nie
mogt wyprowadzi¢ z: Art € ROZ — H e ROZ, wniosku o nierozstrzygalnosci aryt-
metyki. Podsumowujac, w procedurze dowodowej nierozstrzygalnosci arytmetyki za-
ktada si¢ niewprost rozstrzygalnos$¢ zbioru H podczas, gdy w istocie nie jest on zbio-
rem rozstrzygalnym. Ta jego faktyczna wiasnos¢ — wydaje sie — nie jest istotna
z punktu widzenia pytania o zatozenia semantyczne i ontologiczne procedury dowo-
dowej twierdzenia Godla. Ta jego faktyczna wlasnosé jest istotna z punktu widzenia
poprawnosci dowodu; generuje sprzecznosé z zatozong niewprost rozstrzygalnoscia.

Innym zrédlem nieporozumienia jest moje stwierdzenie, Ze ,,analizowany zbidr
jest efektywnie (kryterialnie) zdefiniowany™. 1 w tym miejscu powinienem by} dodac,
ze zbior H jest efektywnie zdefiniowany na mocy zalozenia niewprost o rozstrzygal-
nosci arytmetyki. To zas, Ze jest on kryterialnie zdefiniowany nie zalezy od tego czy
arytmetyka jest rozstrzygalna czy tez taka nie jest. I z tym zgadza si¢ Wojtowicz,
twierdzac:

Pozostajac przy terminologii Autora nalezy si¢ oczywiscie zgodzi¢ ze stwierdzeniem, 7e zbior
H; nie istnieje na gruncie Swiata wyznaczonego przez skonstruowany ciag formul, gdy7 H nie
jest definiowalny zadna formulg y. Jest rowniez wyznaczony kryterialnie. Nie jest on jednak
zbiorem zdefiniowanym efektywnie, gdyZ nie istnieje algorytm stwierdzajacy, czy n € H (s. 91).

Problem semantyczny i ontologiczny, jaki si¢ wylania, jest nastepujacy: Skoro zbidr
H jest zdefiniowany kryterialnie (definicja jego jest poprawna), to zbior H istnieje.
Skoro zbior H istnieje i nie jest pusty, to jego elementy posiadaja wlasnosé nalezenia
do tego zbioru. Dokonujac parafrazy ontologicznej tego spostrzeZenia: istnieje $wiat
(pierwszy), w ktorym istnieja liczby posiadajace wlasno$¢ nalezenia do zbioru H oraz
istnieja liczby posiadajace wiasno$¢ nienalezenia do zbioru H. A skoro zbior H nie
jest rozstrzygalny, to nie jest reprezentowalny w arytmetyce. A wigc nie o wszystkich
elementach zbioru H da si¢ rozstrzygnaé na gruncie arytmetyki, czy posiadaja, czy
nie posiadajg wlasno$¢ nalezenia do zbioru H. Dokonujac parafrazy ontologicznej
tego wniosku: istnieje $wiat (drugi), w ktérym istnieja liczby naturalne, o ktérych nie
da si¢ rozstrzygna¢, czy posiadaja wlasnos¢ nalezenia do zbioru H, czy tez tej wia-
snosci nie posiadaja. Z drugiej strony, na mocy zatozenia niewprost zaklada sig, ze
zbior H jest rozstrzygalny, a wigc o wszystkich liczbach naturalnych da si¢ rozstrzy-
gnaé, czy naleza, czy tez nie naleza do zbioru H. Dokonujac parafrazy ontologicznej
tego zalozenia: istnieje $wiat (trzeci), w ktorym o kazdej liczbie da si¢ rozstrzygnad,
czy nalezy, czy tez nie nalezy do zbioru H. Swiaty: drugi i trzeci, nie moga by¢ tym
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samym $wiatem (taki $wiat bylby bowiem sprzeczny, a zakladamy, ze $wiatow
sprzecznych nie ma). A jaka jest ich relacja do $wiata pierwszego? Ktéry z tych
$wiatow jest ekstensjonalny, a ktore sa intensjonalne? Jakich wigc operacji na $wia-
tach dokonujemy dowodzac nierozstrzygalnosci arytmetyki?

2. ILE JEST ZBIOROW TYPU H?

Cieslinski przy okazji omawiania struktury dowodu twierdzenia o nierozstrzygal-
no$ci arytmetyki formutuje nastgpujaca uwagg:
Zauwaza on {Krysztofiak] stusznie, 7e zawartos¢ wspomnianego zbioru zalezy od przyjetej

metody kodowania. Zaraz potem wyglasza jednak zadziwiajaca tez¢: technik numeracji formut
Jest nieprzeliczalnie wiele (!), a zatem istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréw ,,typu H” (s. 76).

Z przedstawiona ocena jest powiazana uwaga Wojtowicza dotyczaca mojego stwier-
dzenia, ze istnieje nieprzeliczalnie wiele kodow godlowskich. Wedlug Wojtowicza,
stwierdzenie takie nie jest prawdziwe, gdyz kodowanie godlowskie musi by¢ efek-
tywne (s. 85).

Ot6z, w swoim artykule odrozniam dwa pojgcia: operacj¢ numeracji i operacj¢
numeracji godlowskiej. Wydaje sig, ze Cieslinski tego nie zauwaza. Operacja nume-
racji zostata jednak w artykule formalnie zdefiniowana — jako superpozycja dwoch
funkcji: funkcji numeru w zbiorze X z uwagi na relacj¢ mniejszosci oraz operacji
numeracji godlowskie;j.

y € X = [NRx(y) = n ztw y jest n-t liczba z uwagi na relacj¢ < w zbiorze X]

Jesli mamy juz zdefiniowanq i-ta operacj¢ numeracji godlowskiej Ng,, to nastep-
nie definiujemy zbiér wszystkich numerow godlowskich NG; = {n: (3o)(Ng{a) = n)}.
Definicja operacji numeracji Nr; generowanej przez kod gédiowski 7 jest nast¢pujaca:

Nrio) = NRng(Ng{a)).

Na mocy operacji numeracji Nr;, wyznaczonej przez numeracj¢ gédlowska Ng;,
jeste$my w stanie efektywnie uporzadkowaé wszystkie formuly arytmetyki Peano
o0 jednej zmiennej wolnej w ciag. Bedzie on mial postaé: {a,..., O,...). Wyrazenie
0" czytamy: ,formuta a o n-tym numerze gédlowskim z uwagi na relacj¢ mniejszo-
$ci w zbiorze wszystkich numerow gédlowskich wyznaczonych przez kod /. Nastep-
nie na dolnych indeksach formut tak otrzymanego ciagu dokonujemy operacji zmniej-
szenia ich o jeden. W ten sposob otrzymujemy ciag o postaci (0,..., Qy,...). Kon-
strukcja takiego ciagu jest punktem wyjscia w konstrukcji zbioru H;. Okazuje si¢ jed-
nak, Zze ten wyj$ciowy ciag mozemy poddawa¢ rozmaitym operacjom przestawiania
formut z pewnej pozycji na inng pozycj¢. W wyniku takich dziatan takze otrzymuje-
my nieskonczone ciagi formut o jednej zmiennej wolnej. Takich ciagéw jest nieprze-
liczalnie wiele, gdyz zbior wszystkich ciagéw nieskonczonych, kiérych wyrazami sa
liczby naturalne, ma moc continuum. Jesli wigc przez technik¢ numeracji bedzie si¢
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rozumiato dowolna funkcj¢ przeksztatcajaca dowolny nieskonczony ciag formut
w inny, nieskonczony ciag tych samych formut, to skoro takich ciagéw jest nieprzeli-
czalnie wiele, to technik numeracji takze jest nieprzeliczalnie wiele. Oczywiscie, nie-
przeliczalnie wiele z tych technik numeracji nigdy nie zostanie zdefiniowanych. Ale
z tego nie wynika, ze one nie istnieja.

Czy z tego, Ze istnicje nieprzeliczalnie wiele technik numeracji (w sensie okre-
$lonym powyzej) wynika, ze zbioréw typu H istnieje nieprzeliczalnie wiele? Jesli za-
ktada si¢, ze ciag formut, ktory stuzy do konstrukeji zbioru H, jest zdefiniowany re-
kurencyjnie, to, rzecz jasna, jako ze takich ciagow jest przeliczalnie wiele, zbiorow
typu H takze jest przeliczalnie wiele. I tu racj¢ ma C. Cie$linski. Jednakze postawié
mozna nast¢pujace pytanie: Czy do konstrukcji zbioru H wystarczy stwierdzenie ist-
nienia nieskonczonego ciagu formul, czy tez wymagane jest stwierdzenie istnienia
takiego ciagu wraz z podaniem jego rekurencyjnej definicji ? Albo inaczej: Czy do
konstrukeji zbioru H wymagane jest jedynie stwierdzenie istnienia nieskonczonego
ciagu formut czy tez ponadto wymagana jest identyfikacja takiego ciagu? Jesli do
konstrukeji zbioru H wymagane jest jedynie istnienie takiego nieskonczonego ciagu
formut o jednej zmiennej wolnej bez koniecznoséci rekurencyjnego zdefiniowania ta-
kiego ciagu, to skoro takich ciagow (,,nie posiadajacych” rekurencyjne;j definicji ) jest
nieprzeliczalnie wiele, to zbiordw typu H jest nieprzeliczalnie wiele. Akceptujac to
zalozenie, C. Cieslinski racji nie ma. Czy wobec tego to zatoZenie jest zasadne? Od-
powiedz na to pytanie wymaga rozstrzygnigcia pewnej innej kwestii: Czy w dowodzie
niereprezentowalnosci ( i tym samym nierozstrzygalno$ci) zbioru H trzeba stosowaé
regule opuszczania kwantyfikatora szczegélowego zmiennej przebiegajacej zbior
formut? Jesli nie, to C. Cieslinski nie ma racji.'

Istnieje nieskonczony ciag {a] formut o jednej zmiennej wolnej. Zatozmy, iz ciag
ten nie jest rekurencyjnie zdefiniowany, a wigc nie jesteémy w stanie obliczyé dla
kazdej formuly jej pozycji i odwrotnie dla kazdej pozycji nie jestesmy w stanie wska-
za¢ formuty (jest to ciag, ktorego nie umiemy zidentyfikowad, cho¢ taki ciag istnieje,
gdyz istnieje pewien nieskoniczony, rekurencyjnie zdefiniowany ciag tych samych
formut). Nastgpnie definiujemy zbior H: (1) (Va)[ne H = ~(Art + o,(*/,))). Jako, ze
z zalozenia niewprost arytmetyka jest rozstrzygalna, to dla kazdej formuly istnieje
algorytm sprawdzenia, czy jest ona teza, czy nie jest teza arytmetyki. Zatem zbiér H
jest rozstrzygalny, cho¢ nie umiemy zidentyfikowaé wszystkich formut w ciagu [a].
Moze to si¢ wydac paradoksalne, ze (z zalozenia niewprost o rozstrzygalno$ci aryt-
metyki) jestesmy w stanie sprawdzi¢ kazda formule arytmetyczna o jednej zmiennej
wolnej, co do tego, czy jest ona teza, czy tez nie jest teza arytmetyczna, a nie umiemy
jej zidentyfikowa¢ w ciagu [o]. Ale z drugiej strony istnieje rekurencyjnie zdefinio-

' C. Cieslinski wydaje si¢ stosowaé te regule (w tekscie nie jest to jednoznacznie uwidocznio-
ne). Sugeruje to nast¢pujacy fragment jego dowodu: ,,.Skoro H jest rozstrzygalny, to na mocy twier-
dzenia o reprezentowalnosci istnieje taka y, ze Vn[n € H= T + y(n')). Niech teraz k b¢dzie nume-
rem g6dlowskim formuty y(v). Otrzymujemy: k € H=T (k)" (s. 75).
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wany ciag [B] tych samych formut (konstruujemy go na mocy efektywnej numeracji
godlowskiej). Ciagi [o] i [B] roznia si¢ jedynie pozycjami wystgpowania w nich pew-
nych formut (te same formuly wystgpuja w obu ciagach, tylko ze niektore z nich wy-
stgpuja w obu ciagach na odmiennych pozycjach). Skoro wigc, na mocy zalozenia
niewprost o rozstrzygalnosci arytmetyki, jesteSmy w stanie sprawdzi¢ kazde podsta-
wienie (zmiennej kolejnymi cyframi oznaczajacymi kolejne liczby naturalne) formut
efektywnie skonstruowanego ciagu [B], to tym samym jeste§my w stanie sprawdzi¢
kazda formute nieefektywnie skonstruowanego ciagu [a], gdyz oba ciagi «zrobione»
sa z tych samych formul. A wigc brak algorytmu identyfikacji niektérych formut
w ciagu [o] nie pociaga faktu, ze nie istnieje algorytm sprawdzania tych formut. Me-
taforycznie méwiac: choé nie umiemy pewnej formufy zidentyfikowa¢ w ciagu for-
mut [ag], to jednak mamy pewno$¢, na mocy zalozenia niewprost o rozstrzygalnosci
arytmetyki, Ze t¢ niezidentyfikowana formule wczesniej sprawdzilismy w ciagu [B],
czy jest ona czy tez nie jest tezg arytmetyki. Zatem na mocy twierdzenia o reprezen-
towalnosci, skoro zbiér H musimy uzna¢ za rozstrzygalny (z zalozenia niewprost
o rozstrzygalnosci arytmetyki), mamy: (2) (3oy) (Vn)[neH = Art +~ ou(*/,)). Z (2)
otrzymujemy: (3) (Vn)(3oy)[ne H = Art + oy(*/,+)). Opuszczajac kwantyfikator ogol-
ny w (3) na zmienng k, wyprowadzamy: (4) (3oy){keH = Art + ou(*/i)]. W (1)
opuszczajac kwantyfikator ogolny na zmienna k, dostajemy: (5) keH = ~(Art +
ou("/e)). Z (4) i (5) wynika: (6) Bo)[~(Art ~ ou(*/i)) = Art + ou(*/y )). Wniosek (6)
jest sprzeczny logicznie na mocy praw rachunku predykatow (zatem zbior H jest nie-
reprezentowalny, a zatem nierozstrzygalny, cho¢ na mocy zalozenia niewprost: roz-
strzygainy). Udalo si¢ wigc nam wyprowadzi¢ wniosek o niereprezentowalnosci zbio-
ru H bez koniecznosci identyfikowania jakiejkolwiek badz formuly nieefektywnie
skonstruowanego ciagu [a] (bez koniecznos$ci stosowania reguly opuszczania kwanty-
fikatora szczegotowego). A wigc do stwierdzenia istnienia (na mocy definicji) zbioru
H nie jest wymagana identyfikacja nieskoficzonego ciagu formut o jednej zmiennej
wolnej. A skoro takich nieidentyfikowalnych ciagéw jest nieprzeliczalnie wiele, to
zbioréw typu H jest nieprzeliczalnie wiele.

Oczywiscie, dowod twierdzenia o nierozstrzygalnosei arytmetyki musimy rozpo-
czyna¢ od efektywnej konstrukcji nieskoficzonego ciagu formut o jednej zmiennej
wolnej (do tego potrzebna jest technika efektywnej numeracji godlowskiej).” Skoro
bowiem z zalozenia niewprost arytmetyka jest rozstrzygalna, to musimy mie¢ pew-
nos$¢, ze w procedurze sprawdzania, czy odpowiednia formula o jednej zmiennej
wolnej jest teza, czy tez nie jest tezg dla kolejnych podstawien zmiennych cyframi,
bierzemy pod uwage wszystkie takie formuty. 1 wiasnie numeracja gédlowska, kon-
stytuujaca efektywny, nieskonczony ciag formul, daje nam takq pewnos¢. Pézniej w
celu zdefiniowania zbioru H mozemy dalej uzy¢ tego efektywnego ciagu. W powyz-

? Przedstawiajac dowod nierozstrzygalnosci arytmetyki w swojej pracy, rozpoczynam od stow:
-Na mocy godlowskiej techniki arytmetyzacji j¢zykéw formalnych tatwo jest wykaza¢, ze zbiér
formul zdaniowych jezyka arytmetyki jest efektywnie enumerowalny” (s. 65).
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szej argumentacji pragnatem jednak wykazac, ze uzycie efektywnie skonstruowanego
ciagu formut w zdefiniowaniu zbioru H nie jest koniecznoécia. Do zdefiniowania
zbioru H mozemy réwniez uzy¢ ciagu nieefektywnego; nie przeszkadza to wcale
w wyprowadzeniu sprzecznosci z zalozenia niewprost o rozstrzygalnosci arytmetyki
(rzecz jasna z punktu widzenia samego dowodu uzycie takiego nieefektywnego ciagu
w zdefiniowaniu zbioru H jest niepotrzebna komplikacja, jednakze procedura dowo-
dowa pozwala na to — i to jest filozoficznie interesujace). Przyznam wigc racj¢ Cie-
$linskiemu jesli wykaze, iz uzycie nieefektywnego ciagu formut w zdefiniowaniu
zbioru H jest bledem logicznym na gruncie dowodu nierozstrzygalnosci arytmetyki.
Jest rzecza oczywista, ze w celu skonstruowania efektywnych, nieskonczonych
ciagow formut, operacja kodowania musi byé efektywna. I w zwiazku z tym takich
operacji kodowania jest przeliczalnie wiele. Ale jesli dopuszczamy istnienie nieefek-
tywnych, nieskoficzonych ciagow formul, to musimy zgodzi¢ si¢ z tym, Ze istnieja
funkcje kodujace nieefektywnie. A skoro istnieje nieprzeliczalnie wiele nieskonczo-
nych, nieefektywnych ciagéw formul, to istnieje nieprzeliczalnie wiele ich nieefek-
_ tywnych funkcji kodujacych (kodow). Mo6j blad w stwierdzeniu, ze istnieje nieprzeli-
czalnie wiele kodow godlowskich, polega wigc na tym, Zze uzylem terminu ,.kod god-
lowski” niezgodnie z jego standardowym sposobem uzycia na gruncie metamatema-
tyki. Nazwijmy wigc takie nieefektywne funkcje kodowania kodami pseudo-
godlowskimi. Mozna wykazaé, ze jesli nieskonczony zbior zmiennych indywidu-
owych jest zawarty w alfabecie jg¢zyka arytmetyki, to istnieje nieprzeliczalnie wiele
kodéw pseudo-gddlowskich generowanych przez dany kod gédlowski. W definicji
kodu godlowskiego, uzywanego w [R. Murawski, 1990, s.84—85], wystepuje waru-
nek dla zmiennych indywiduowych o postaci: Ng(,,x;”) = 2i. Zgodnie z tym warun-
kiem, jesli zmiennych indywiduowych jest nieskonczenie wiele, to kazda liczba pa-
rzysta jest numerem jakiej$ zmiennej indywiduowej. Istnieje nieprzeliczalnie wiele
nieskonczonych ciagdw utworzonych ze wszystkich liczb parzystych. Kazdy z takich
ciagoéw reprezentuje réoznowartosciowo konwers jakiej$ funkcji kodujacej nieskon-
czony zbior zmiennych indywiduowych. Zatem funkcji kodujacych nieskonczony
zbidr zmiennych indywiduowych jest nieprzeliczalnie wiele. Skoro wigc zbior kodow
godlowskich w dziedzinie obcigtej do nieskonczonego zbioru zmiennych indywidu-
owych jest przeliczalny i skoro zbior kodéw gddlowskich jest zawarty w nieprzeli-
czalnym zbiorze funkcji kodujacych, to roznica drugiego i pierwszego zbioru (a wigc
zbior kodow pseudo-godlowskich) jest zbiorem nieprzeliczalnym. Na mocy istnienia
pewnego pseudo-godlowskiego kodu, stwierdzamy istnienie pewnego nieefektywne-
go ciagu formut o jednej zmiennej wolnej. Skoro kazdy taki nieefektywny ciag for-
mut moze by¢ uzyty w zdefiniowaniu zbioru H, to skoro istnieje nieprzeliczalnie
wiele kodow pseudo-gédlowskich, to istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréw typu H.
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3. KWESTIA 1LOSCI METOD EFEKTYWNYCH

W swoim artykule — nie w czg¢sci gtownej, tylko w przypisie — podalem w wat-
pliwo$¢ twierdzenie, ze ilos¢ metod efektywnych jest przeliczalna (s. 80). Watpli-
wos¢ t¢ wyrazilem w celu podwazenia argumentu (a nie samego stwierdzenia), ze
funkcja h (uzyta przy konstrukcji definicji zbioru H) jest nieobliczalna, gdyz istnieje
przeliczalnie wiele metod efektywnych.’ Przy czym swoja watpliwo$é¢ probowaltem
uzasadni¢: ,,[...] rachunki logiczne [...] mozna by interpretowaé jako opisy metod
efektywnych. [...] Wiadomo za$, ze liczba logik posrednich jest nieprzeliczalna”
(s. 80) Z tego wynika, ze metod efektywnych jako opiséw rachunkéw logicznych jest
nieprzeliczalnie wiele.

Przedstawiony argument mozna by kwestionowa¢ poprzez stwierdzenie, ze: (i)
termin ,,0pis” jest uzyty niestandardowo, gdyz analizujac sposob uzycia tego terminu
w przedstawionym argumencie, mozna wyprowadzi¢ wniosek, Ze istnieja opisy nie-
identyfikowalne (a wigc nicopisywalne); (ii) rachunki logiczne nie s opisami jakich-
kolwiek metod. Odpowiadajac na pierwszy z mozliwych zarzutow, nalezaloby stwier-
dzi¢, ze termin ,,0pis” jest uzZyty w znaczeniu terminu ,reprezentacja”; w zwiazku
z tym musieliby$my zaakceptowaé wniosek, iz istnieja nieidentyfikowalne reprezen-
tacje metod efektywnych. Odpowiedz na drugi zarzut wygladalaby tak: Skoro dowol-
ny rachunek logiczny reprezentuje zbior dowodéw, a kazdy dowod jest ciggiem wy-
roznionych (poprawnych) inferencji logicznych, to skoro kazda wyrozniona inferen-
cja logiczna jest obliczaina, to dowolny rachunek logiczny reprezentuje zbidr efek-
tywnych ciagow inferencji logicznych. Jesli za$ metodg efektywna utozsami¢ z do-
wolnym zbiorem efektywnych ciagoéw inferencji logicznych, to dowolny rachunek
reprezentuje jakas metode efektywna. Jesli za$ istniejg nieidentyfikowalne rachunki
logiczne (gdyz jest ich nieprzeliczalnie wiele), to istnieja nieidentyfikowalne metody
efektywne w nieprzeliczalnej ilosci. ,

Wojtowicz przypisuje mi stwierdzenie, Ze istnieje nieprzeliczalnie wiele dowo-
dow. W mojej pracy nie ma takiego stwierdzenia, cho¢ ono wynika z utozsamienia
przeze mnie dowodu i metody efektywnej. Na poparcie swojej interpretacji mojego
stwierdzenia przywoiujé nawet fragment z mojego artykulu [Wojtowicz, s. 92].
W swietle tego fragmentu dowdd pojmuje jako parg¢ uporzadkowana: (poprawny ciag
formut (lub ciag wyr6znionych inferencji), operator konsekwencji (logika)). Stwier-
dzam bowiem ,,[...] dowody sa zawsze dowodami na gruncie danego systemu logicz-
nego. System logiczny mozna za$ uja¢ jako zbior dowodéw wyznaczonych przez
operacj¢ konsekwencji logicznej [...]”. Wydaje mi sig, ze przywotane zdania wyra-
2aj taka tres¢, w Swietle ktorej mowienie o tym, Zze pewien ciag formut jest dowo-

? Funkcja h jest nieobliczalna, gdyz zbior H jest nierozstrzygalny. W dowodzie nierozstrzygal-
nosci arytmetyki nie mozemy jednak zaklada¢, ze funkcja h (uzyta w definicji zbioru H) jest nie-
obliczalna, gdyz zakladalibysmy wtedy to, co chcemy udowodni¢. Wre¢cz odwrotnie — z zalozenia
niewprost funkcja h musi by¢ uznana za obliczalna.
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dem pewnej formuly bez relatywizacji do logiki, jest niepoprawne albo jest ,,skrotem
mys$lowym” (jesli implicite wiadomo o jaka logike chodzi). Z tych dwoch przywota-
nych zdan bowiem wynika to, ze dowody s3 zawsze dowodami na gruncie zbioréw
dowodow wyznaczonych przez operacj¢ konsekwencji logicznej. Oczywiscie, mo-
glem to w pracy stwierdzi¢ wprost. Istnienie nieprzeliczalnie wielu dowodéw wynika
wigc z istnienia nieprzeliczalnie wielu logik (operatorow konsekwencji), a takze z te-
go, ze niektore logiki dopuszczaja nieskoniczone dowody. :

Oczywiscie, Wojtowicz ma racjg, ze jesli juz wybralismy logike predykatow
pierwszego rzedu, to ilos¢ dowodow na gruncie tej logiki jest przeliczalna. 1 w swojej
pracy nigdzie nie zakwestionowatem tego faktu.

Celem sformulowania mojej uwagi w ocenianym przez Wojtowicza i Cieslin-
skiego artykule bylo naklonienie czytelnika do refleksji filozoficznej nad powiaza-
niami tresciowymi pomi¢dzy poje¢ciami: efektywnosci, logicznosci i rekurencyjnosci
(obliczalnosci). Oté6z mozemy sformulowaé pewien «paradoks» (nazwijmy go
.paradoksem powszechnej metajgzykowosci”): Jesli dowolny poprawny (na gruncie
jakiej$ logiki) argument zapisany jest w jezyku czysto przedmiotowym, to aby
stwierdzi¢ jego poprawnos¢ logiczna, musimy najpierw zidentyfikowaé logike na
gruncie ktorej zostat on sformutowany. Skoro ilo$¢ logik jest nieprzeliczalna, to moze
sig zdarzy¢, iz w procedurze stwierdzania poprawno$ci argumentu nigdy nie natrafi-
my na logike, na gruncie ktdrej zostat on sformutowany. Tym bardziej wiec je$li ma-
my dany nieskoriczenie przeliczalny zbidér poprawnych na gruncie jakiej$ logiki ar-
gumentow, to moze zdarzy¢ si¢, iz w procedurze stwierdzania ich poprawnosci nigdy
nie natrafimy na logike, na gruncie ktorej te argumenty zostaty sformulowane. Niech
wigc tym zbiorem argumentéw bedzie teoria wszech§wiata pozostawiona nam przez
przybyszow z Ziemi Blizniaczej (jest to nawiazanie do Putnama). Skiadnia ich jezyka
jest identyczna ze skladnia naszego je¢zyka; symbole pierwotne ich jezyka sg tak samo
rozumiane (z wyjatkiem rozumienia logicznego), jak symbole naszego jezyka. Przy-
bysze informuja nas o tym, iz sprawdzili efektywnie, Ze ich argumenty s3 poprawne
na gruncie ich logiki. Jednakze nie zdazyli wskaza¢ nam swojej logiki, gdyz ziemskie
wirusy ich u$miercity. Jak wiec my Ziemianie mamy si¢ przekona¢ czy Blizniaczanie
maja racj¢ (nie ktamig)? Ale zalézmy jednak, ze Blizniaczanie nie klamig. W jaki
sposéb mamy stwierdzi¢ efektywnie, Zze ich argumenty (dowody) sg poprawne?
A skoro zbidr poprawnych argumentéw (dowodow) reprezentuje metode efektywna,
to postawione pytanie dotyczy sformutowania efektywnej metody identyfikacji pew-
nej efektywnej metody. Oczywiscie, nasz problem zniknatby, gdyby BliZniaczanie
pozostawili nam tekst swojej teorii wszech$wiata z preambula: ,,Nasza teoria zostata
sformutowana na gruncie takiej a takiej logiki”. Ale taka preambuta jest sformutowa-
na w metaj¢zyku. Wyobrazmy sobie sytuacje odwrotna. My, Ziemianie, pozostawia-
my Blizniaczanom nieskoniczony zbiér dowodéw arytmetycznych, sformutowanych
na gruncie logiki klasycznej. O tym jednakze nasi planetarni blizniacy nie wiedza. Jak
wigc maja efektywnie stwierdzi¢, ze nasze dowody sa poprawne? Potrzebuja do reali-
zacji tego naukowego zadania ,metaj¢zykowej preambutly”. Zatem je$li przeprowa-
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dzamy na gruncie jezyka przedmiotowego dowolny dowod, to aby stwierdzi¢ jego
poprawno$¢ musimy poprzedzié¢ go wierszem zerowym o postaci: ,,Jestem sformuto-
wany na gruncie takiej a takiej logiki”. Taki zabieg jest konieczny z powodu nieprze-
liczalnej ilosci logik. Jesli za$ ograniczamy si¢ do jakiego$ przeliczalnego zbioru lo-
gik, ktore dopuszczaja jedynie dowody bedace skoriczonymi ciagami formut, to za-
bieg ,,preambufowania” dowodow jest zbedny. Na przykiad, mamy do wyboru dwie
logiki: klasyczna oraz intuicjonistyczna, a takze ciag formul jezyka rachunku zdan.
Zalézmy ponadto, Ze jest to dowdd zalozeniowy na gruncie ktorej$ z tych logik. Ist-
nieje efektywna metoda stwierdzenia, na gruncie ktdrej z tych logik dany ciag formut
jest dowodem. Suma zbioréw dowodow klasycznego rachunku zdan i intuicjoni-
stycznego rachunku zdan jest bowiem efektywnie enumerowalna. Wyliczajac po kolei
wszystkie dowody takiego zbioru zawsze trafimy (pre¢dzej czy pozniej) na identyczny
dowdd z badanym dowodem. Tego jednak nie da si¢ wykona¢ dla kazdego dowodu
jesli do wyboru mamy nieprzeliczalnie wiele logik zdaniowych (czasami moze nam
si¢ uda¢ identyfikacja logiki badanego dowodu, ale to zalezy od «szczg$cia» przy lo-
sowaniu logiki z nieprzeliczalnego zbioru logik).

4. INTENSJONALNOSC FUNKTORA NUMERACIJI

W swojej pracy argumentowatem na rzecz stwierdzenia, iz funktor numeracji,
uzywany w metamatematyce, jest funktorem intensjonalnym. Wojtowicz omawiajac
moj3 argumentacj¢ zauwaza, iZ w proponowanym przeze mnie ujgciu ,,[...] niemal
kazdy metajezyk okaze si¢ intensjonalny [...] kazdy metajezyk, w ktorym mozna wy-
razi¢ fakt, ze w jezyku sa dwa skfadniowo rézne, ale rownowazne zdania, okaze si¢
metajezykiem intensjonalnym” (s. 89). Z kolei Cieslinski stwierdza: ,,Charakterystyka
kontekstow ekstensjonalnych, jaka podaje Krysztofiak, jest naduzyciem” (s. 78).

Ot6z, w swojej pracy nie sformutowatem jakiejkolwiek badz charakterystyki
kontekstow ekstensjonalnych, z wyjatkiem sugestii, wyrazonej w przypisie, ze nale-
zatoby raczej mowié o kontekstach w pehni ekstensjonalnych, w peini intensjonalnych
oraz czesciowo ekstensjonalnych, a wigc, ze ekstensjonalno$é/intensjonalnosé jest
stopniowalna (albo niedychotomiczna) wiasnoscia kontekstow jezykowych (dlatego
dziwi mnie uwaga Cieslinskiego)." W pracy sformutowatem charakterystyke kontek-
stow intensjonalnych. Zgodnie z nig, kontekst intensjonalny jest takim kontekstem,
w ktorym nie obowiazuje zasada ekstensjonalnosci; w przypisie do tej charakterystyki
sformutowalem uwage, ze zasad ekstensjonalnosci mozna sformutowaé wiele. Dlate-
go tez o ekstensjonalno$ci nie mozna mowié bez relatywizacji do okreslonej zasady
(reguly) ekstensjonalno$ci. Absolutne konteksty ekstensjonalne mozna by okresli¢
jako te, w ktorych obowiazuja wszystkie zasady ekstensjonalnosci; to okre$lenie wy-

* Quine poddat krytyce dychotomig: analityczny — syntetyczny. Byé moze nalezatoby poddaé
analogicznej krytyce dychotomig: ekstensjonalny — intensjonalny (zob. na temat dychotomii: ana-
lityczny —— syntetyczny [ Wolenski 2001, s.113—126}).
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maga, oczywiscie, sformulowania teorii ekstensjonalnosci, na gruncie ktérej podano
by algorytm generowania takich zasad (regut).

W mojej argumentacji na rzecz intensjonalnosci funktora numeracji uzylem ta-
kiej oto zasady ekstensjonalnosci (przy czym symbol <" oznacza relacje rowno-
waznosci logicznej i jest funktorem zdaniotwdrczym od dwoch argumentow nazwo-
wych; w tym wypadku nazw oznaczajacych formuly jakiegos jezyka przedmiotowe-
go; a wyrazenie ,,y(o/B)” jest nazwa oznaczajaca formute powstajaca z formuly y
w wyniku zastapienia o przez B):

™) _a=pB
w(o)=y(o/B)

Okazuje sig, ze stosujac wyzej sformulowana zasade ekstensjonalnosci w kontekstach
Jjezykowych z funktorem numeracji, otrzymuje si¢ sprzeczno$¢. Latwo mozna wska-
za¢ na przyczyng zachodzenia tego lingwistycznego faktu. Niech wyrazenia o postaci:
Yy, ‘Y5’ beda nazwami formut jezyka przedmiotowego: Y,, Y, (czyli nazwy formut
tworzymy na mocy zastosowania cudzystowu do danych formut). Zasad¢ (*) mozna
przeformulowaé nastgpujaco:

** Y oYy
V(Y )ew(Y 1Y)

Stosujac zasade (**) do kontekstow z funktorem numeracji, otrzymuje si¢ sprzecz-
no$¢ w wyniku zastgpowania formut w kontekstach cudzystowowych innymi, réwno-
waznymi logicznie formutami. U podstaw konstrukcji zasady (**) stoi zatozenie, ze
wyrazZenia typu: ‘Y, ‘Y;’ sg zlozonymi wyrazeniami nazwowymi, utworzonymi
z funktora cudzystowowego (nazwotworczego od argumentu zdaniowego) i formuty
zdaniowej. Mozna by wigc argumentowac, ze kontekst: ,Nr(‘0t’) = n” jest intensjo-
nalny z uwagi na uzycie intensjonalnego funktora cudzystowowego,’ a nie z uwagi na
uzycie funktora ,,Nr”. Czy wobec tego mozna by uzyska¢ sprzeczno$¢, stosujac od-
powiednia regule ekstensjonalnosci w kontekstach z funktorem numeracji, w ktorych
nie wystepuje funktor cudzystowowy?

Zinterpretujmy zasade (*) w nastepujacy sposob: ,,w(a)” niech begdzie dowolna
metanazwa, oznaczajacq jakas$ formule zdaniowa, w ktorej wystgpuje metanazwa ‘o’
za$ ,,y(oW/P)” niech bedzie dowolna metanazwa, oznaczajacg formul¢ zdaniowa, po-
wstajaca z formuly oznaczanej przez ,,y(®)” w wyniku zastapienia metanazwy ‘o’
przez metanazwe ‘B’. Przyjmijmy naste¢pujace zalozenia:

(1) Zdanie ze strony 1 = ‘x=x’
(2) Zdanie ze strony 2 = ‘y=y’

5 A. Tarski stwierdza: ,,Sens intuicyjny funkcji cudzystowowe;j i samych cudzyslowéw nie jest
dostatecznie jasny. W kazdym razie nie sa to funktory ekstensjonalne [...]” [Tarski 1995, s. 25].
Podobnie Quine traktuje konteksty cudzystowowe jako konteksty oznaczeniowo nieprzezroczyste
{Quine 1969, 5.195].
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(3) Zdanie ze strony 3 = ‘Nr(Zdanie ze strony 1) = n’
(4) Zdanie czwarte = ‘Nr(Zdanie ze strony 2) = n’
(5) Zdanie ze strony 3 jest prawdziwe.

Na podstawie (1) i (2) oraz twierdzen metalogiki, otrzymujemy:
(6) Zdanie ze strony 1 < Zdanie ze strony 2

Stwierdzenie (6) podpada pod metaformule ,.o0 < B”. Ponadto, metanazwa
~Zdanie ze strony 3” podpada pod form¢ metanazwy ,,y(a)”, gdyz oznacza formuig
zdaniowa, w ktorej wystepuje metanazwa ,,Zdanie ze strony 1. Ponadto, metanazwa
~Zdanie czwarte” oznacza formule zdaniowa, powstajaca z formuly oznaczanej przez
metanazwg ,.Zdanie ze strony 3” w wyniku zastapienia metanazwy ,,Zdanie ze strony
1"’ metanazwa ,.Zdanie ze strony 2”. W zwiazku z tym, na mocy reguly (*) w aktual-
nej interpretacji, mozna wyprowadzic:

(7) Zdanie ze strony 3 < Zdanie czwarte

Z wniosku (7) oraz twierdzenia, ze dwa rownowazne logicznie zdania posiadaja
t¢ samg warto$¢ logiczng wnioskujemy:

(8) Zdanie ze strony 3 jest prawdziwe = zdanie czwarte jest prawdziwe

Na mocy teorii kodowania wiemy, Ze:

(9) Zdanie czwarte jest fatszywe

Zatem z (5), (8) 1 (9) ostatecznie wyprowadzamy sprzecznosc:
(10) Zdanie czwarte jest prawdziwe i Zdanie czwarte jest falszywe.

W przedstawionym rozumowaniu od wiersza (6) do wiersza (10) zostata zasto-
sowana (wraz z elementarnymi twierdzeniami teorii konsekwencji i semantyki lo-
gicznej) reguta ekstensjonalnosci (*), w ktorej sformutowaniu nie jest uzyty funktor
cudzyslowowy. Zatem nie mozna twierdzié¢, ze funktor cudzystowowy jest powodem
nieekstensjonalnosci kontekstu o postaci: ,,Nr(o) = n”.

Mimo to obronica ekstensjonalno$ci funktora numeracji mogiby sformutowaé na-
stgpujaca konstatacje: Uzyta w rozumowaniu reguta wnioskowania jest niepoprawna
albo opisuje wnioskowania przy pomocy intensjonalnego funktora ,,&”. Ot6z, uzyta
regul¢ mozna przeksztatcié¢ na twierdzenie, méwiace ze wszelkie wiasnosci orzekalne
o formutach zdaniowych danego jezyka dziedzicza si¢ z uwagi na relacj¢ rownowaz-
nosci logicznej; dwie rownowazne logicznie formuly dowolnego ekstensjonalnego
Jezyka posiadajg te same wiasnosci. Wprowadzmy definicj¢: Dowolny metajezyk jest
ekstensjonalny wtedy, gdy wszelkie wiasnosci wyrazalne przy pomocy predykatow
metaj¢zykowych s3 dziedziczne z uwagi na relacj¢ rownowaznosci logicznej. Widzi-
my wyraznie, Ze relacja rownowaznosci logicznej jest dziedziczna z uwagi na sama
siebie. Zatem predykat ,.<” nie moze generowaé intensjonalnosci w kontekstach
metajezykowych. Predykat numeracji formut jest predykatem intensjonalnym, gdyz
wiasnos$¢ posiadania przez formul¢ zdaniowa takiego a takiego numeru nie jest dzie-
dziczna z uwagi na réwnowazno$¢ logiczna. To samo dotyczy wszelkich wlasnosci
syntaktycznych formul, relewantnych wzglgdem relacji roznoksztaitnosci formut.
Predykaty wyrazajace takie wlasno$ci generujq intensjonalno$¢ metajezykowa.
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f atwo wskaza¢ jest takie metajezyki, ktore posiadaja charakter ekstensjonalny w
wyze) zaproponowanym sensie. Metajezyk, w ktorym sformulowana jest aksjoma-
tyczna teoria konsekwencji dla logiki klasycznej, ma charakter ekstensjonalny. Obo-
wigzuja w nim bowiem reguly o postaci:

Moo B Cn(o)y=X o ‘Cn(B)=X";
2)'’ & B’ F Cn(*o)=X" & ‘Cn(‘B")=X".

W szczegolnosci regula (2) wyraza to, ze funktor cudzystowowy nie generuje in-
tensjonalnosci; na gruncie teorii konsekwencji w kontekstach cudzystowowych wolno
dokonywa¢ podstawien formut rownowaznych logicznie, na przyklad: jesli ‘x=x’ <
‘y=y’, to skoro Cn(‘x=x")=X, to Cn(‘y=y’)=X. Funktor numeracji nie posiada tych
samych wilasnosci inferencyjnych, jakie posiada funktor konsekwencji logicznej. In-
nym ekstensjonalnym metajezykiem jest metajezyk teorii boolowskiego wartoscio-
wania logicznego dla klasycznego rachunku zdan (metajezyk metody zero-jedynko-
wej). Wolno bowiem na gruncie tego metajezyka wnioskowaé wedtug proponowane;j
reguly ekstensjonalnodci: jesli ‘o’ < “B’, to skoro Val(‘a’)=1, to Val{‘p")=1. Funk-
tor numeracji nie posiada wiec tych samych wiasnosci inferencyjnych, jakie posiada
funktor warto$ciowania zero-jedynkowego. Zatem wlasno$ci wyrazane przy pomocy
funktora konsekwenc)i logicznej oraz wlasnosci wyrazane przy pomocy funktora
warto$ciowania logicznego dziedzicza si¢ z uwagi na rownowazno$¢ logiczna formut
(a tak nie jest w wypadku wilasnosci wyrazanych za pomoca funktora numeracji).

Jesli wigc dwa wymienione metaj¢zyki nazywamy ekstensjonalnymi (i z tym nie-
mal kazdy logik zgodzi si¢), to metaj¢zyk z funktorem numeracji nie moze by¢ w tym
samym sensie konceptualizowany jako ekstensjonalny. Zatem sa racje aby nazwaé go
w jakim$ sensie metajezykiem intensjonalnym. I wcale nie jest tak, jak sugeruje
Wojtowicz, 2e klasa metajezykow ekstensjonalnych bytaby nieliczna, gdyz niemal
kazdy metajezyk bylby intensjonalny.

Jak uzasadnié¢ rozréznienie na wiasnosci formut zdaniowych, kiore dziedzicza sig
z uwagi na relacj¢ rownowaznosci logicznej, oraz wlasnosci, ktére sie¢ w ten sposob
nie dziedzicza? Jesli na gruncie semantyki denotacyjnej zatozymy, ze formuly zda-
niowe denotuja stany rzeczy (na gruncie semantyki fregowskiej zaktada sig, ze ist-
nieja tylko dwa stany rzeczy: byt (jedynka) i niebyt (zero)), to dwie formuly sa row-
nowazne logicznie wiedy, gdy denotuja ten sam stan rzeczy. Zatem wlasnosci formut
zdaniowych, ktore dziedzicza si¢ z uwagi na rownowazno$¢ logiczng, sa rowniez
wlasnosciami formut, ktore dziedzicza si¢ z uwagi na ich kodenotacyjno$¢. I odwrot-
nie wszystkie wlasnosci formut, ktore dziedzicza si¢ z uwagi na ich kodenotacyjnosé,
rowniez dziedzicza si¢ z uwagi na rownowazno$¢ logiczna (w wypadku systemow
zupelnych semantycznie). Zatem wlasnoéci formut wyrazane przez metajgzykowe
predykaty ekstensjonalne bylyby wlasnosciami wyznaczanymi przez wiasnosci kore-
latéw semantycznych formul (przez wlasnosci konceptualizujace $wiat, o ktérym
méwimy na gruncie danego jezyka przedmiotowego). Metajezykowe predykaty inten-
sjonalne natomiast wyrazatyby te wlasnosci formut zdaniowych, ktére nie bytyby wy-
znaczane przez wlasnosci korelatéw semantycznych formut. Takimi predykatami, na
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przykiad, bytyby — obok predykatu numeracji — predykaty wyrazajace kolor zdania,
ksztalt czcionki, strukture fonologiczng itd.

Obrorica ekstensjonalnosci predykatu numeracji mogiby probowaé zakwestiono-
waé powyzsza argumentacj¢ nastgpujaco: Jesli zdanie ,Ta formuta jest napisana
w kolorze czarnym” ma charakter intensjonalny, to analogicznie zdanie ,,Ten klocek
jest czarny” takze powinno zosta¢ uznane za intensjonalne. Oczywiscie, mozna opi-
sywaé wiasnosci obiektow lingwistycznych, takie jak: struktura graficzna, struktura
fonologiczna, struktura elektroniczna czy nawet struktura kinetyczna, w sposob eks-
tensjonalny. W takich sytuacjach obiekty takie s3 traktowane jako indywidua
(konkrety lub abstrakty) posiadajace wtasno$ci, ktore nie sa wyznaczane przez wia-
sno$ci korelatow semantycznych tych obiektow. Trudnosci logiczne zaczynaja si¢
pojawia¢ wtedy, gdy na gruncie jednej metateorii chce si¢ opisywaé oba typy wiasno-
$ci formut: wlasnosci wyznaczane przez whasnosci korelatow semantycznych (whas-
nosci ekstensjonalne) oraz wiasnosci niezalezne od wiasnosci korelatow semantycz-
nych (wlasnosci intensjonalne). W takich metateoriach nalezy wowczas zrezygnowac
z zasady ekstensjonainosci, gdyz ona generuje sprzecznos¢ (skoro zgodnie z ta zasa-
da wszystkie wlasnosci formut zdaniowych dziedzicza si¢ z uwagi na rownowaznos¢
logiczna, to skoro na gruncie metateorii moéwimy o wlasnosciach formut, ktore nie
posiadaja tej wlasnosci, to wowczas zasada ekstensjonalnosci generuje sprzecznoéé).®

5. KWESTIA INTENSJONALNOSCI
OPISOW SYNTAKTYCZNYCH

C. Cieslinski formutuje uwage, ze zgodnie z moim pojmowaniem kontekstow
intensjonalnych ,,[...] dowolny, syntaktyczny opis danego zdania y nalezaloby uzna¢
za intensjonalny, nie stosowatby sie on bowiem do niektorych logicznie mu réwno-
waznych (por. np. ,,Zdanie ,2+2=4" sklada si¢ z pieciu symboli”, ,Zdanie ,,2+2=4
12+2=4" sklada si¢ z pigciu symboli)” [Cieslifiski, s. 78]

Otoz, zgodnie z moja koncepcja intensjonalno$ci, wlasnosé skladania si¢ formuty
z okreslonych symboli (o ile taka wlasno$¢ istnieje) jest wiasnoscia intensjonalna,
gdyz wlasno$¢ ta nie dziedziczy si¢ z uwagi na rownowazno$¢ logiczna formut,
a wigc nie jest wyznaczona przez wlasnosci korelatow semantycznych formut. Skta-
danie si¢ z pigeciu symboli przez zdanie ,,2+2=4" nie zalezy w jakikolwiek badZ spo-
sob od tego, ze 2+2 =4,

Ponadto, przyktad Cieslinskiego jest bardzo wieloznaczny. Opisy syntaktyczne,
w ktorych uzyty jest predykat ,,sklada si¢ z n symboli”, sa wieloznaczne i zasadniczo

¢ Bez rezygnacji z zasady ekstensjonalnosci sytuacja metamatematyki, uprawianej z wykorzy-
staniem techniki arytmetyzacji j¢zyka, bylaby analogiczna do sytuacji, w ktorej chciatoby si¢ skon-
struowac teori¢ opisujaca jednoczesnie biologiczne wlasnosci kasztanéw z placu Pigalle i ich se-
mantyczne wiasnosci reprezentowania informacji szpiegowskiej, okreslonej na zawartosci $wiata
przedstawionego w ,.Stawce wigkszej niz zycie™.
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niezrozumiafe (chyba, ze «na oko»). Skiadac si¢ z elementow badz z czesci moga je-
dynie zbiory dystrybutywne badz zbiory mereologiczne (cato$ci). Zatem moglibysmy
zaproponowac nastepujace eksplikacje funkcji skladania si¢ z » symboli: (1) Sktada
si¢ () = n wtedy, gdy liczba kardynalna zbioru reprezentujacego W wynosi n; (2)
Skiada si¢ (y) = n wtedy, gdy liczba kardynalna klasy mereologicznej reprezentujacej
y wynosi n. Na przyklad, zdanie ,,2+3=5" sklada si¢ z pigciu symboli, gdyz liczba
kardynalna zbioru (lub klasy mereologicznej) {‘2’, +’, ‘3°, ‘=*, *5°}, ktory reprezen-
tuje zdanie ,,2+3=5", wynosi pig¢. Stosujac te strategie wobec zdania ,,2+2=4", nale-
zatoby stwierdzié, ze zdanie to sktada si¢ z czterech symboli, gdyz {‘2°, ‘+’, 2°, ‘=,
‘4= {'2°, ‘+°, ‘=", ‘4’}, a liczba kardynalna tego ostatniego zbioru wynosi cztery.
Cieslinski jednak stwierdza, ze formuta ,,2+2=4" skiada si¢ z pieciu symboli. Przed-
stawiong trudno$¢ mozna by rozwiazaé poprzez zastosowanie zbiorow lub klas me-
reologicznych z powtdrzeniami; elementom takich zbiorow przyporzadkowuje si¢ tak
zwany wspdlczynnik repetycji (funkcj¢ przyporzadkowujaca obiektowi jakas liczbe
naturaina). Funkcja skfadania si¢ bytaby wigc zdefiniowana nastgpujaco: (3) Skiada
si¢ (W) = n wtedy, gdy suma wartosci wspolczynnikdw repetycji elementéw zbioru
(klasy mereologicznej) reprezentujacego W wynosi n. Ale czy zbiory (klasy mereolo-
giczne) z powtdrzeniami sa dalej bytami ekstensjonalnymi czy tez intensjonalnymi?
Jesli bowiem mowi si¢, ze dany element nalezy ze wspolczynnikiem repetycji row-
nym dwa do danego zbioru, to znaczy to, ze dany element pojawia si¢ w danym zbio-
rze dwa razy. Przy takiej interpretacji teoria mnogosci zbiorow z powtérzeniami by-
faby teorig pojawiania si¢ obiektow w zbiorach. Obiekty lingwistyczne musiatyby by¢
pojmowane jako zbiory, w ktorych inne obiekty lingwistyczne pojawiatyby si¢ wielo-
krotnie. Ale skoro formuty-napisy sktadaja si¢ z innych napisoéw, a napisy sa konkre-
tami fizycznymi, to jak wowczas zrozumie¢ to, ze dany konkret pojawia si¢ wielo-
krotnie w r6znych miejscach w innym konkrecie-napisie? Jesli zrezygnuje si¢ z inter-
pretacjt nominalistyczno-reistycznej formut, a wigc zatozy si¢, ze formuty skladaja
si¢ z typow-napisow, to i tak problem wielopojawieniowosci typow-napiséw w for-
mutach nie znika. Skoro typy-napisy sa klasami abstrakcji wzgledem egzemplarzy-
napisOw z uwagi na relacj¢ rownoksztattnosci, to wtedy nalezatoby mowié, ze w nie-
ktorych zbiorach reprezentujacych formuly niektére klasy abstrakcji pojawiaja si¢
wielokrotnie. Czy wigc relacja pojawiania si¢ obiektu w zbiorze jest relacja eksten-
sjonalng czy tez relacja intensjonalng? Zwolennik ekstensjonalnosci opisow syntak-
tycznych musi stwierdzic, ze ta relacja ma charakter ekstensjonalny. Ale tak nie jest,
gdyz obiekty wielopojawieniowe nie spetniaja teoriomnogosciowej zasady ekstensjo-
nalnosci dla obiektow indywiduowych: x = y wtw (VA)[x € 4 wtw y € A]. Pierwsza
dwdjka w formule ,,2+2=4" nalezy do zbioru obiektow pojawiajacych si¢ w badanej
formule przed znakiem ,,+”, zas druga dwojka nie nalezy do tego zbioru; zatem obie
dwojki sa réznymi obiektami (chociaz nie jest tak przy interpretacji ich jako typow-
napisow; obie dwojki sa tym samym typem-napisem).

Wszystkich zasugerowanych aporii mozna unikna¢ jesli formuty pojmie si¢ jako
ciagi arytmetyczne symboli j¢zykowych czyli jako funkcje odwzorowujace zbior
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liczb naturalnych w zbior symboli alfabetu danego j¢zyka, spelniajace pewne warun-
ki, wyznaczone przez reguly skladni danego jezyka (przy takim ujeciu do alfabetu
danego jezyka nalezy tak zwany pusty element jezykowy, np. pauza). Formule ,.x=y”
mozna by wtedy reprezentowaé jako nieskonczony zbior par o postaci: {{0, ‘x’), (1,
=042, 'y"), (3, ‘@)....{n, ‘D",...}, gdzie ‘@ jest nazwa symbolu pustego. Przed-
stawiony sposob reprezentowania formut daje si¢ uprosci¢ w taki sposob, ze kazde-
mu, nieskonczonemu zbiorowi par (ktory reprezentuje pewna formule) mozna jedno-
znacznie przyporzadkowaé dokladnie jeden skoniczony zbidr par, taki do ktorego nie
naleza pary z pustym elementem jezykowym. Przy takiej modyfikacji zdanie Cieslin-
skiego mozna reprezentowa¢ tak oto: {(0, ‘2°), (1, ‘+7), (2, 2%, (3, ‘=7, (4, ‘4")}.
Skonstruowany zbior sklada si¢ rzeczywiscie (tak, jak chce tego Cieslifiski) z pieciu
clementow.

Akceptujac wyzej przedstawiony sposéb teoriomnogosciowego reprezentowania
obiektow lingwistycznych, mozna wyjasnié to, dlaczego opisy syntaktyczne, w kto-
rych stwierdza si¢ liczebno$¢ symboli budujacych formuty, majg charakter intensjo-
nalny. Skoro formuly zdaniowe danego jezyka sa reprezentowane jako zbiory odpo-
wiednio skonstruowanych par uporzadkowanych, to wszystkie ekstensjonalne wia-
snosci lub relacje okreslone na formutach sg redukowalne do wihasnosci lub relacji
okreslonych na tychze ,.zbiorach-reprezentacjach” lub obiektach teoriomnogoscio-
wych skonstruowanych ze ,,zbiorow-reprezentacji”. Tak, na przyklad, mozna rozu-
mie¢ relacje rownowaznos$ci logicznej formut — jako relacje¢ zachodzaca pomiedzy
,.Zbiorami-reprezentacjami”. Operacja konsekwencji logicznej daje si¢ zredukowaé
do operacji przeksztalcajacej zbiory ,,zbiorow-reprezentacji” w zbiory ,,zbiorow-
reprezentacji”. Wszystkie te wlasnosci lub relacje ekstensjonalne, okreslone na dzie-
dzinie obiektow lingwistycznych, odwzorowuja jakie$ wlasnosci lub relacje okreslone
na dziedzinie korelatow semantycznych obiektow lingwistycznych (tak jest, gdyz
wszystkie wilasnosci lub relacje ekstensjonalne, okreslone na obiektach lingwistycz-
nych, dziedzicza si¢ z uwagi na relacje rownowaznosci logicznej, a ta z kolei jest de-
finiowalna jako kodenotatywnosé formul; czyli rownowazno$¢ logiczna w dziedzinie
obiektow lingwistycznych jest homomorficznym obrazem identycznosci w dziedzinie
korelatow semantycznych formut). Natomiast w sytuacji, w ktorej okreslamy liczeb-
nos¢ zbioru symboli budujacych formuty, konstruujemy funkcj¢ przyporzadkowujaca
.Zbiorom-reprezentacjom” (obiektow lingwistycznych) liczby, czyli obiekty zamiesz-
kujace nowa (transcendentna) dziedzing ontologiczng zar6wno w stosunku do $wiata
obiektow lingwistycznych jak i §wiata korelatow semantycznych. 1 ot6z funkcja skia-
dania si¢ formuty z n symboli nie jest funkcja odwzorowujaca jakas funkcje okreslo-
ng w dziedzinie korelatdow semantycznych formut jezykowych. I w tym znaczeniu
opisy syntaktyczne, w ktdorych stwierdza si¢ liczebnos$¢ zbioru symboli budujacych
formuly czy tez ich diugos$¢, maja charakter intensjonalny. Uogoélniajac, wszystkie
predykaty metajezykowe, ktore wyrazaja wiasnosci obiektow lingwistycznych po-
przez pozostawanie ich w rozmaitych relacjach do obiektow ze $wiatdw, ktore nie sa
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skorelowane semantycznie z dziedzina obiektow lingwistycznych, maja charakter in-
tensjonalny.

Zaprezentowany sposob pojmowania intensjonalnosci mozna rowniez zaapliko-
wac do analizy standardowych kontekstow intensjonalnych. Zdanie o postaci ,.Jan
wierzy, ze o’ moZe zostaé zinterpretowane jako wyrazajace zachodzenie konwersu
relacji wierzenia migedzy tym, ze o, a Janem; symbolicznie: B(a, Jan). Skonstruujmy
nastepujaca regule «umetajezykowiania» B-kontekstow: B(a, x) = B*(‘o’, x), gdzie
zmienna ‘x’ przebiega zbidr podmiotow «wierzacych», za$ ‘o’ jest nazwa zdania o.
Relacja B* bedzie wiec stanowita odpowiednik relacji B taki, ze ilekroé¢ x zajmuje
postawe wierzenia w pewng tre$¢ propozycjonaina, tylekro¢ x zajmuje postawg me-
tajezykowa B* w stosunku do zdania wyrazajacego tre$¢, w ktdra x wierzy. Jesli wigc
kontekst ,B(a, x)” jest intensjonalny, to takze kontekst ,.B*(‘a’, x)” jest intensjonal-
ny. Zatem «umetajezykowiona» wersja zdania ,.B(a, Jan)” bedzie miata ksztatt:
LB*(‘a’, Jan)”. Nastepnie umowmy si¢, ze kazdy podmiot «wierzacy» jest reprezen-
towany przez jaka$ liczbe naturaina; niech Jan bedzie reprezentowany przez liczbg
pi¢é, a wigc zdanie ,,B*(‘a’, Jan)” mozemy zapisa¢ jako: ,,B*(‘a’, 5)”. Niech teraz:
‘o = ‘2+2=4", Zatem mamy: B*(‘2+2=4", 5). Z wczesniejszych analiz wiemy, Ze
2+2=4" sklada si¢ z pigciu symboli; wyrazmy t¢ informacj¢ nastgpujaco: S(‘2+2=4’,
5). Z punktu widzenia teorii kategorii sktadniowych, zdania: ,, B¥(‘2+2 = 4°, 5)”,
~S(°2+2=4", 5)", sa wygenerowane za pomoca tych samych regul gramatycznych.
Pierwsze ze zdah wyraza taka tres¢, ze pomi¢dzy pewna formuta (obiektem lingwi-
stycznym) a Janem pojmowanym jako liczba pig¢¢ zachodzi relacja B¥; przy czym za-
chodzenie tej relacji jest niezalezne od wiasnosci korelatu semantycznego formutly
2+2=4’. I wlasnie dlatego analizowane zdanie jest intensjonalne. Analogiczna anali-
za stosuje sie do zdania: ,,S(‘2+2=4", 5)”, ktore jest opisem syntaktycznym formutly
2+2=4".

6. LICZBY NATURALNE JAKO BYTY EPISTEMICZNIE NIEZUPELNE

W swojej pracy [Krysztofiak 2000] sformutowatem uwage, ze w $wietle twier-
dzenia o nierozstrzygalnosci arytmetyki liczby naturalne sa obiektami epistemicznie
niezupetnymi. Definicja tej kategorii teoretyczne;j jest nastgpujaca:

(Df) x € (Ep.Nzply) = Go)[~T - o(v/'x’) A~T + ~a(v/*x))]

Obiekt x jest epistemicznie niezupelny na gruncie teorii T wtedy, gdy istnieje pewna
formufa o 0 zmiennej wolnej taka, ze teza teorii T nie jest ani formula powstajaca z a
w wyniku podstawienia za zmienng wolna nazwy obiektu x ani negacja takiej formu-
ty. Zarbwno Wojtowicz jak i Cieslinski zgadzaja si¢ z tym, ze wszystkie liczby natu-
ralne sq w tym znaczeniu epistemicznie niezupetne. Jednakze Wojtowicz [s. 86] do-
daje, iz fakt ten ,,[...] nie ma zwiazku z wyborem konkretnego kodowania godlowski-
Tgo, ani z iloscia tych kodowan, a jedynie z faktem, ze PA jest niezupetna”. Z kolei
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Cieslinski stwierdza, iz na to, aby liczby naturalne byly obiektami epistemicznie nie-
zupelnymi, nie potrzeba istnienia ,,rozmaitych sposobow kodowania™, ze ,[...] wy-
starczy jeden” [Cieslinski, s. 77]. Cieslinski wigc inaczej niz Wdjtowicz wyjasnia
fakt, iz liczby naturalne sa obiektami epistemicznie niezupetnymi.

Argument Wojtowicza odwotuje si¢ do faktu, ze mozna udowodni¢ formuty zda-
niowe zapisane w jezyku arytmetyki, ktore sa niezalezne od aksjomatow Peano
(prawdopodobnie Wojtowicz ma na mysli formuly: Parisa-Kirby’ego oraz Parisa-
Harringtona). Zatem dowolne podstawienia cyfra zmiennej wolnej formuty koniunk-
cyjnej o postaci,,a A x = x” (gdzie a jest dowolng formula niezalezng od aksjomatow
Peano) oraz jej negacji nie sa dowodliwe na gruncie arytmetyki.

Skoro wigc mozna udowodni¢ niezalezno$¢ zdan: Parisa-Kirby’ego oraz Parisa-
Harringtona od aksjomatow arytmetyki, bez wykorzystania techniki arytmetyzacji j¢-
zyka, to niezupetnos¢ epistemiczna liczb naturalnych nie zalezy od istnienia rozma-
itych funkcji kodowania j¢zyka arytmetyki. Jednym ze sposoboéw dowodzenia nieza-
leznosci formuty od jakiego$ zbioru formut (np. aksjomatow), ktory nie wykorzystuje
techniki arytmetyzacji j¢zyka badanej formuty, jest metoda teoriomodelowa. Otéz,
pokazuje si¢, ze badana, niezalezna formufa jest spetniona (prawdziwa) w standardo-
wym modelu arytmetyki oraz nie jest spetniona w pewnym niestandardowym modelu
arytmetyki. Interpretujac terminy: ,,model standardowy arytmetyki” oraz ,,model nie-
standardowy arytmetyki” w j¢zyku modalnym przy pomocy terminow ,$wiat aktualny
arytmetyki” oraz ,,$wiat mozliwy arytmetyki”, mozna wyprowadzi¢ wniosek: Formuta
a jest niezalezna od aksjomatow arytmetyki Peano wtedy, gdy formuta a zachodzi
w $wiecie ‘aktualnym arytmetyki i nie zachodzi w pewnym mozliwym $wiecie aryt-
metyki. Zatem skoro dowody niezaleznosci zdan: Parisa-Kirbego oraz Pansa-
Harringtona, wymagaja zalozenia, ze istnieje wiele mozliwych §wiatdéw arytmetyki
(obok $wiata aktualnego), to — jako Ze niezupelnos$¢ epistemiczna liczb naturalnych
Jjest pochodna tego, Ze istnieja zdania niezalezne zapisane w jezyku arytmetyki —
niezupetno$¢ epistemiczna liczb naturalnych jest pochodna tego, ze istnieje wiele
$wiatow mozliwych arytmetyki. Parafraza filozoficzna tego wniosku wskazuje, ze
niezupetno$¢ epistemiczna liczb naturalnych ujawnia si¢ dopiero na gruncie metateo-
rii zaktadajacej istnienie wielu mozliwych swiatéw arytmetyki, a wigc metateorii, na
gruncie ktorej kwantyfikuje si¢ mozliwe $wiaty arytmetyki.

W jednej z wersji dowodu pierwszego twierdzenia Godla konstruuje si¢, na mocy
techniki arytmetyzacji jgzyka arytmetyki Peano, tak zwane zdanie Gédla, mowiace
o samym sobie: ,jestem niedowodliwe na gruncie arytmetyki Peano”. Nast¢pnie do-
wodzi si¢, ze to zdanie jest nierozstrzygalne, a wigc niezalezne od aksjomatow aryt-
metyki. Ot6z, zdanie Godla (G-zdanie) powstaje z formuly arytmetycznej o jednej
zmiennej wolnej o postaci: ,(Vy) ~ ¢(x, ¥)”, w wyniku zastapienia zmiennej wolnej
X" nazwa liczby m, bedacej numerem Godla formuty ,(Vy)~ @(x, y)”. Zatem jesli
Ng(..(Vy) ~ o(x, )”) = m, to G-zdanie = ,(Vy) ~ ¢(m, y)”, gdzie ,,m” jest nazwa
arytmetyczng liczby m (zob. [Murawski 1990, s.92]) na gruncie kodu i. Zatem to, jaki
liczebnik wstawia si¢ za zmienna wolna w formule ,,(Vy) ~ ¢(x, y)”, zalezy od tego,
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jaki numer nadaje tej formule dany kod gédlowski. Innymi stowy, jesli zmieniamy
sposob kodowania formut, to ilekro¢ formule ,(Vy) ~ @(x, y)” przyporzadkowujemy
odmienny numer, tylekro¢ zmienia si¢ posta¢ (ale nie ksztatt sktadniowy) G-zdania,
czyli zdania niezaleznego od aksjomatow arytmetyki Peano. Zatem dla kazdego kodu
godlowskiego istnieje liczba naturalna, ktéra jest epistemicznie niezupelna. A stad
wynika, ze kazda liczba naturalna jest epistemicznie niezupetna (gdyz podstawienie
koniunkcji G-zdania i funkcji zdaniowej ,,x=x" jest zdaniem niezaleznym). Niezupel-
nos$¢ epistemiczna liczb naturalnych jest wigc pochodng tego, ze istnieja niezalezne
zdania arytmetyczne, wymagajace dla swej konstrukcji zalozenia o istnieniu funkcji
numeracji odwzorowujacej $wiat formut arytmetycznych w $wiat liczb naturalnych.
Parafrazujac ten wniosek filozoficznie — niezupemosé epistemiczna liczb natural-
nych ujawnia si¢ na gruncie metateorii, w ktorej wyroznia si¢ $wiat liczb naturalnych
oraz $wiat formut.

Operacja arytmetyzacji metaj¢zyka arytmetyki jest operacja przekladu metajezy-
ka arytmetyki na je¢zyk arytmetyki. W wyniku tej operacji metazdaniom arytmetycz-
nym (a wigc zdaniom, ktdre orzekaja o obiektach lingwistycznych rozmaite ich wia-
snosci) przyporzadkowuje si¢ jednoznacznie i efektywnie formuly jezyka przedmio-
towego arytmetyki. Na przyklad, formula o postaci: ,,Form(n)”, ktora jest zdefinio-
wana rekurencyjnie, a wigc jako wyrazajaca pewna wiasno$¢ arytmetyczna liczby n,
posiada swdj odpowiednik w postaci metazdania: ,,wyrazenie o numerze Godla n jest
formuia zdaniowa”. Inny przyklad: Vble(n) wiw n=((n)o) A 3y <n){(n) = 2y]. Tak
zdefiniowany predykat ,,Vble™ jest predykatem zdefiniowanym rekurencyjnie i wyra-
za pewng wlasnos$¢ arytmetyczng liczby n, taka, ze liczba n jest wartoscia operacji
»-..)", zastosowanej do jednowyrazowego ciagu liczb, ktérego jedynym, zerowym
wyrazem jest jakas liczba parzysta (operacja kodowania ciagu liczb ,({...)” posiada
swoja nastgpujaca definicj¢ (oczywiscie jest to jedna z wielu mozliwych propozycji):
{(n)g,-..(n);) = iloczyn kolejnych liczb pierwszych, podniesionych, odpowiednio, do
poteg: (n)o,...,(n);). Z drugiej strony formula ,,Vble(n)” wyraza informacje, ze wyra-
Zenie jezyka arytmetyki o numerze n jest zmienna indywiduowa. Definicje innych
predykatow arytmetycznych, wykorzystywane w procedurze arytmetyzacji, sa tak
skomplikowane, ze trudno jest uchwycic intuicyjnie ich arytmetyczna tres¢.

Zakladajac, ze kazda formula dowolnego jezyka jest skorelowana semantycznie
z pewnym obiektem w okreslonym modelu ($wiecie), mozna stwierdzi¢, ze formuly
arytmetyczne zdefiniowane rekurencyjnie na gruncie procedury arytmetyzacji meta-
jezyka arytmetyki posiadaja dwa korelaty semantyczne. Jesli przez korelat seman-
tyczny formuty bedzie si¢ rozumiato stan rzeczy opisywany przez nia w danym $wie-
cie, to formuta ,,Vble(n)” bedzie opisywata dwa stany rzeczy: (1) stan rzeczy, ze licz-
ba n posiada wlasno$¢ arytmetyczna Vble w $wiecie liczb naturalnych oraz (2) stan
rzeczy, ze obiekt lingwistyczny o numerze n jest zmienng indywiduowa w $wiecie
obiektow jezykowych arytmetyki (albo inaczej: liczba n posiada wlasnosé¢ bycia nu-
merem pewnej zmiennej indywiduowej). Oczywiscie, dowolne zdanie dowolnego je-
zyka moze by¢ interpretowane na rozne sposoby, a wigc skorelowane z réznymi ko-
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relatami semantycznymi w réoznych swiatach. Jednakze w dowodzie pierwszego
twierdzenia Godla, G-zdanie jest interpretowane jednoczesnie na dwa sposoby: (1)
jako wyrazajace tre$¢ arytmetyczng i (2) jako wyrazajace tres¢ metajezykowa (ling-
wistyczng). Aby przekona¢ si¢ o tym, prze§ledzmy dowod twierdzenia, ze G-zdanie
nie jest teza arytmetyki. '

Niech y bgdzie G-zdaniem, za$ R be¢dzie dwuargumentowa relacjg rekurencyjna,
zdefiniowang na mocy procedury arytmetyzacji. Zatem formuta ,,R(a,b)” opisuje dwa
stany rzeczy: (1) stan rzeczy, ze mi¢dzy liczbami a oraz b zachodzi relacja R; (2) stan
rzeczy taki, ze ciag formut o numerze Godla b jest dowodem zdania powstajacego
z formuty zdaniowej o jednej zmiennej wolnej, o numerze Godla a, na mocy zasta-
pienia zmiennej wolnej, wystepujacej w tej formule, liczebnikiem odpowtadajacym
numerowi a. Wiersze tego dowodu sa nastgpujace (na podstawie [Murawski 1990,
5. 92]): (1) Art. + v (zatozenie niewprost), (2) (3 k)[numer dowodu G-zdania y = k],
(3) Y= (YY) ~ o(m, y)” (zalozenie), (4) ¢(x, ¥) mocno reprezentuje relacj¢ R (zato-
zenie), (5) (3 m)[numer formuty ,(Vy) ~ ¢(x, ¥)” = m], (6) numer dowodu G-zdania
¥=k, (7) numer formuly ,,(Vy) ~ ¢(x, y)” = m, (8) R(m, k), (9) R(m, k) = Art. +
@(m, k), (10) Art. = @(m, k), (11) Art. + (Vy) ~ @¢(m, ), (12) Art. = ~@(m, k), (13)
sprzeczno$¢. Wiersz (2) wynika z (1) i tezy o istnieniu funkcji numeracji gédlowskie).
Wiersz (3) jest stwierdzeniem opisujacym sposob konstrukcji G-zdania y. Wiersz (4)
wynika z faktu, ze relacja R jest rekurencyjna (a to wynika ze sposobu zdefiniowania
relacji R na gruncie procedury arytmetyzacji). Wiersz (5) wynika z tezy o istnieniu
funkcji numeracji. Wiersz (6) wynika z (2). Wiersz (7) wynika z (5). Wiersz (8) wy-
nika z zalozenia niewprost (1), wiersza (7), wiersza (6) oraz definicji relacji R na
gruncie procedury arytmetyzacji. I wtasnie w wierszu (8), zdanie ,,R(m, k)” jest ro-
zumiane jako odnoszace si¢ do stanu rzeczy takiego, ze liczba k jest numerem dowo-
du formuty v, powstajacej z formuty o jednej zmiennej wolnej: (Vy) ~ ¢(x, y), na mo-
cy zastapienia zmiennej liczebnikiem odpowiadajacym numerowi m. A wigc zdanie
»R(m, k)” jest interpretowane w wierszu (8) jako opisujace pewien fakt (stan rzeczy)
lingwistyczny. Z kolei wiersz (9) wynika z (4), twierdzenia o reprezentowalnosci
i definicji relacji R (jako rekurencyjnej). Oto6z, w (9) formuta ,,R(m, k) wyst¢pujaca
po lewej stronie znaku réwnowaznos$ci musi by¢ interpretowana jako opisujaca stan
rzeczy, ze pomigdzy liczbami m oraz k zachodzi rekurencyjna, arytmetyczna relacja
R. Sens twierdzenia o silnej reprezentacji jest bowiem taki, ze jesli pomiedzy dwoma
liczbami naturalnymi zachodzi pewna relacja rekurencyjna, to w arytmetyce da si¢
udowodni¢ zdanie stwierdzajace zachodzenie tej relacji pomigdzy tymi liczbami.
Wiersz (10) wynika z (9) i (8) na mocy reguty odrywania réwnowaznosci. Jednakze,
trzeba to podkresli¢, w (8) zdanie ,R(m, k)” jest rozumiane jako stwierdzajace za-
chodzenie relacji dowodliwosci pomigdzy ciagiem formut o numerze k i G-zdaniem,
skorelowanym z funkcja zdaniowa o numerze m, za$ w (9) ,.,R(m, k)” jest rozumiane
jako stwierdzajace zachodzenie pewnej relacji arytmetycznej pomig¢dzy liczbami m
oraz k (jest to formuta j¢zyka przedmiotowego).
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Powyisza argumentacj¢ mozna wigc tak oto podsumowa¢ filozoficznie: Na grun-
cie procedury arytmetyzacji (a w szczegolnosci poprzez zabieg numeracji) konstru-
owane s3 formuly charakteryzujace si¢ dwudenotacyjnoscia semantyczng. W szcze-
go6lnosci G-zdanie wyraza zar6wno pewna tre$¢ metajezykowa jak i arytmetyczna;
odnosi do dwoch korelatow semantycznych: stanu rzeczy rozgrywajacego si¢ w dzie-
dzinie numerowanych obiektow lingwistycznych (a wigc modelu lingwistycznym)
oraz stanu rzeczy rozgrywajacego si¢ w dziedzinie liczb naturalnych (a wigc modelu
arytmetycznym). Zatem skoro G-zdanie jest niezalezne od arytmetyki Peano, to nie-
zupetno$¢ epistemiczna liczby m, o ktorej to zdanie orzeka pewna wlasno$é relacyj-
na, ujawnia si¢ na gruncie metateorii, w ktorej stwierdza si¢ istnienie $wiata obiektow
arytmetycznych oraz $wiata obiektow lingwistycznych, odwzorowywanego w tym
pierwszym poprzez funkcj¢ numeracji. Warto dodac, ze ten $wiat obiektow lingwi-
stycznych jest éwiatem niestandardowym w tym sensie, ze w $wiecie tym istnieja
formuty odnoszace si¢ do samych siebie.

7. LICZBY NATURALNE JAKO BYTY CZYSTO INTENCJONALNE

W swojej pracy [Krysztofiak 2000] nie broni¢ stanowiska, wedtug ktérego liczby
naturalne sa bytami czysto intencjonalnymi. Probuj¢ uzasadni¢ poglad, ze jesli
obiekty epistemicznie niezupeine sa obiektami czysto intencjonalnymi w sensie In-
gardena, to liczby naturalne s3a bytami czysto intencjonalnymi w $wietle zalozen se-
mantycznych procedury dowodowej twierdzenia o niepetnosci (niezupetnosci) aryt-
metyki.

Zgadzam si¢ z Wojtowiczem, Ze nie ma podstaw aby uzna¢ liczby naturalne za
byty czysto intencjonalne w sensie Ingardena, o ile liczby naturalne sa traktowane ja-
ko elementy dziedziny modelu standardowego arytmetyki, czyli jako klasy abstrakcji
z uwagi na relacj¢ izomorfizmu w dziedzinie skoniczonych zbiorow dobrze uporzad-
kowanych (jako skonczone liczby porzadkowe). W takim modelu dana liczba po-
rzadkowa albo posiada dang wlasnos¢ albo jej nie posiada (prawo wylaczonego $rod-
ka obowiazuje bowiem w standardowej teorii mnogosci).

W omawianej pracy w ogodle nie uzasadnitem interpretacji ingardenowskiej kate-
gorii obiektdw czysto intencjonalnych jako obiektow epistemicznie niezupeinych.
Oto szkic takiego uzasadnienia: Wedtug Ingardena, obiekty czysto intencjonalne po-
siadaja miejsca niedookreslenia. To za$ przejawia si¢ w tym, ze w dziedzinie takich
obiektow nie obowiazuje prawo wylaczonego $rodka (Ingarden nie precyzuje czy
chodzi o semantyczng czy tez o logiczna wersj¢ tego prawa).” Latwo mozna udowod-
ni¢, ze jesli obiekt jest czysto intencjonalny w sensie Ingardena, to jest epistemicznie
niezupelny (przy czym ten zwiazek pojeciowy jest niezalezny od tego, czy przyjmuje

7 Mo7na akceptowa¢ logiczne prawo wylaczonego $rodka i odrzucaé jego wersje semantyczna,
ale wtedy trzeba relatywizowaé pojgcie prawdy do klasy modeli (prawdziwosé to tyle, co bycie
spetnionym w kazdym modelu danej klasy). Zob. {Przelgcki 1982].
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si¢ semantyczng wersj¢ prawa wylaczonego srodka, czy tez nie). Jesli akceptuje si¢
logiczne prawo wylaczonego srodka, a czyni si¢ to na gruncie klasycznie uprawianej
matematyki, to wtedy trzeba wywnioskowac, ze kategoria przedmiotow czysto inten-
cjonalnych jest pusta. A wigc liczby naturalne nie mogtyby by¢ w zaden sposéb by-
tami czysto intencjonalnymi. Co wigcej, byloby to rozstrzygni¢te jedynie na mocy
akceptacji Ingardenowskiej definicji przedmiotu czysto intencjonalnego oraz decyzji
wyboru logiki formalnej. Zatem, aby kategoria obiektow czysto intencjonalnych mo-
gla mie¢ aplikacj¢ w dziedzinie obiektow matematycznych, przy jednoczesnej ak-
ceptacji logiki klasycznej, mozna ja zinterpretowac jako kategori¢ obiektow episte-
micznie niezupelnych. Wtedy kategoria miejsca niedookreslenia stuzylaby do wyra-
zenia informacji, Ze obiekt na gruncie pewnej teorii i je) modelu posiada takg wia-
snos¢, ze pewne jego cechy w obrebie danego modelu sa niewyrazalne logicznie (tzn.
nie da si¢ udowodni¢ na gruncie danej teorii ani tego, ze obiekt posiada dana wia-
snos¢, ani tego, Ze jej nie posiada). Zabieg «intencjonalizacji» obiektow danej teorii
polegalby wigc na osobliwym rozszerzaniu j¢zyka tej teorii w taki sposob, ze nowe
symbole tak rozszerzonego j¢zyka teorii pozwolg wyrazi¢ logicznie (udowodni¢) to,
ze pewne wilasnosci obiektow sa niewyrazalne logicznie.

Przesledzmy wigc mechanizm intencjonalizacji liczb naturalnych na gruncie
standardowego modelu arytmetyki w nastgpujacych sytuacjach dowodowych: (1) gdy
technika teoriomodelowa dowodzimy niezaleznos$ci niektérych formut arytmetycz-
nych prawdziwych w modelu standardowym i nieprawdziwych w jakim$ modelu nie-
standardowym,; (2) gdy technika arytmetyzacji dowodzimy niezaleznosci G-zdania.

(Ad 1). W sytuacji pierwszej j¢zyk arytmetyki Peano jest rozszerzany o j¢zyk teo-
rii mnogosci (niekiedy w podrecznikach mowi si¢ odwrotnie, w duchu programu lo-
gicyzmu: mianowicie, ze to jezyk teorii mnogosci jest rozszerzany o terminy osobli-
we arytmetyki Peano). Nastgpnie definiuje si¢ pierwotne kategorie pojeciowe aryt-
metyki w teorii mnogosci i w koncu dowodzi si¢ aksjomatow arytmetyki na gruncie
takiej teorii. W ten sposob pokazuje si¢, ze dziedzing standardowego modelu aryt-
metyki jest zbior skoniczonych liczb porzadkowych, czyli klas abstrakcji skoniczonych
zbioréw uporzadkowanych; dziatania arytmetyczne okazuja si¢ by¢ dziataniami okre-
$lonymi i wykonalnymi wiasnie w zbiorze takich klas abstrakcji. Standardowy model
arytmetyki okazuje si¢ by¢ podmodelem jakiego$s modelu teorii mnogosci. W kolej-
nym etapie dowodzi si¢, na gruncie teorii mnogosci wzbogaconej o definicje termi-
now arytmetycznych (albo méwiac odwrotnie: na gruncie arytmetyki wzbogaconej
o jezyk 1 aksjomaty teorii mnogosci), analizowanego, niezaleznego zdania arytme-
tycznego. W ostatniej fazie konstruowana jest pewna struktura teoriomnogosciowa,
w ktorej prawdziwe sa aksjomaty arytmetyki a falszywe analizowane zdanie (tak
otrzymana struktura rowniez okazuje si¢ by¢ modelem arytmetyki i podmodelem ja-
kiego$ modelu teorii mnogosci). A wigc dowdd niezaleznosci pewnego zdania od ak-
sjomatow arytmetyki, w technice teoriomodelowej, jest sformufowany na gruncie teo-
rii bogatszej niz arytmetyka Peano (teorii powstajacej w wyniku rozszerzenia aryt-
metyki o teori¢ mnogosci i je) metateorig).
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Mechanizm intencjonalizacji liczb naturalnych polega na skonstruowaniu se-
mantycznego faktu dwudenotacyjnosci zdan niezaleznych. Przy czym w jednym
$wiecie (modelu standardowym) korelat semantyczny takiego zdania niezaleznego
zachodzi, za$ w drugim $wiecie (modelu niestandardowym) nie zachodzi. 1 oczywi-
$cie oba korelaty beda roznymi obiektami teoriomnogosciowymi (inaczej oba modele
musialyby by¢ modelami standardowymi, a to jest niemozliwe w wypadku zdan nie-
zaleznych). Konstrukcja faktu dwudenotacyjnosci zdania niezaleznego przejawia si¢
w tym, Ze na zbiér modeli semantycznych arytmetyki jest narzucana pewna osobliwa
relacja. Skonstruujmy mianowicie kategori¢ wilasnosci orzekanych o modelach aryt-
metyki, polegajacych na tym, ze dany stan rzeczy (denotowany przez zdania jezyka,
w ktérym sformutowana jest teoria danego modelu) zachodzi w danym modelu lub
dany stan rzeczy nie zachodzi w danym modelu. Dowodzac technika teoriomodelowa
niezaleznosci od aksjomatow arytmetyki pewnego zdania, mozna pokazaé, ze modele
standardowe arytmetyki posiadaja pewne wiasnosci (o ktorych «mowia» zdania nie-
zalezne), takie ze ich odpowiednikdw nie posiadaja modele niestandardowe. Innymi
stowy, nie wszystko to, co «rozgrywa si¢» w modelu standardowym posiada swoj od-
powiednik w modelu niestandardowym. Jeszcze inaczej — opisu modelu niestandar-
dowego nie da si¢ zrekonstruowa¢ w oparciu o opis modelu standardowego.

Zdefiniujmy nastgpujaca relacje: model m, jest wskaznikiem (oznaka) modelu m,
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania a, je$li denotat zdania o dla m, zachodzi
w modelu m|, to denotat tego zdania dla m, zachodzi rowniez w modelu m,. Tak
skonstruowana relacja bycia wskaznikiem (relacja oznaczania) moze by¢ uzyta do
opisu takich zjawisk semiotycznych, jak te, kiedy na przykiad mowimy, ze dym jest
oznaka ognia (na podstawie chemicznego opisu dymu — a wiec pewnego modelu —
jeste$Smy w stanie, na gruncie chemii, okre$li¢ rozmaite wlasno$ci ognia; co wiece;j,
kazdemu «dymowemu» stanowi rzeczy odpowiada jakis «ogniowy» stan rzeczy). Nie
wszystkie modele arytmetyki pozostaja wzgledem siebie w relacji bycia wskaznikiem
(dla kontrastu, wszystkie modele klasycznego rachunku zdan pozostaja wzgledem
siebie w relacji bycia wskaznikiem; co wigcej relacja ta w zbiorze tych modeli jest
relacja rownowaznosciowa). Mozna skonstruowac relacje stabsza: model m, jest zna-
kiem modelu m, wtedy i tylko wtedy, gdy model m, nie jest wskaznikiem modelu m,
1 istnieje takie zdanie @, ze denotat zdania o dla m, zachodzi w modelu m, oraz de-
notat tego zdania dla m, zachodzi réwniez w modelu m,. Tak skonstruowana relacja
bycia znakiem nadaje si¢ do opisu takich zjawisk semiotycznych, jak te, kiedy mo-
wimy, ze doniczka w oknie jest znakiem tego, Ze policja jest w mieszkaniu (nie
wszystkie stany rzeczy okres$lone na doniczce — zachodzace w «doniczkowym mo-
delu» — odwzorowujg jakies$ stany rzeczy okreslone na policjancie, czyli zachodzace
w «policyjnym modelu»; np. waga doniczki nie musi odwzorowywaé¢ wagi policjanta
lub liczby policjantéw w mieszkaniu). Dowodzac niezaleznosci zdan Parisa-Harring-
tona-Kirby’ego, na zdania te narzuca si¢ relacj¢ dwudenotacyjnosci, ktéra z kolei
przejawia si¢ w taki sposob, ze w zbiorze modeli arytmetyki jest okre$lona relacja
znakowania. W wypadku teorii kategorycznych (ktorych modele sa nieskonczone),



146 Wojciech Krysztofiak

skoro zbiory ich modeli sa izomorficzne, to na takich zbiorach da si¢ okresli¢ mie-
dzymodelowg relacje bycia wskaznikiem (relacj¢ oznaczania), ale nie da si¢ okresli¢
relacji znakowania. Dwudenotacyjno$¢ formut takich teorii bedzie si¢ przejawiata
poprzez miedzymodelowa relacje bycia wskaznikiem, a nie poprzez relacj¢ bycia
znakiem. Dlatego teorie kategoryczne sa ekstensjonalne.

Intencjonalizacja liczb naturalnych, na gruncie teoriomodelowej techniki dowo-
dzenia niezaleznosci zdan, bgdzie wigc polegata na narzuceniu na liczby naturalne
pewnej relacji intencjonalnej, mianowicie relacji znakowania: liczba » z modelu m,
znakuje liczb¢ k z modelu m, wtedy, gdy model m, jest znakiem modelu m, oraz ist-
nieje cyfra 1, desygnujaca n w m, oraz desygnujaca k w m, oraz istnieje taka formula
ao(n), ktora zachodzi w m, oraz zachodzi w m, (w tym wypadku takimi formutami
beda podstawienia aksjomatow cyfra ).

(Ad 2). Na gruncie techniki arytmetyzacji, dowdd niezaleznosci G-zdania wyma-
ga rozszerzenia jezyka arytmetyki o metajgzyk, w ktorym wyrazalna jest teoria kon-
sekwencji logicznej (teoria dowodliwo$ci) oraz teoria numeracji obiektow lingwi-
stycznych jezyka arytmetyki. Konstrukcja G-zdania wspiera si¢ bowiem na konstruk-
¢ji funkcji numeracji i relacji dowodliwosci. Fakt dwudenotacyjnosci G-zdania prze-
jawia si¢ w tym, ze w pierwszym modelu G-zdanie denotuje stan rzeczy polegajacy
na tym, ze pewnej liczbie m przystuguje wlasno$¢ taka, ze migdzy tq liczba, a kazda
inna, nie zachodzi pewna, ustalona arytmetyczna relacja (zdefiniowana rekurencyj-
nie). W drugim modelu (lingwistycznym) G-zdanie denotuje stan rzeczy taki, ze licz-
bie m przystuguje whasnos¢ taka, ze liczba ta jest numerem takiej formuty o jednej
zmiennej wolnej, ktora staje si¢ G-zdaniem w wyniku zastapienia zmiennej liczebni-
kiem m oraz e tak otrzymane G-zdanie jest niedowodliwe. W obu modelach G-zda-
nie jest, oczywiscie, prawdziwe (kontrastuje to z sytuacja dowodzenia niezaleznosci
zdan technika teoriomodelowa). Pierwszy model jest modelem standardowym, za$
drugi model (lingwistyczny) jest jego rozszerzeniem, powstajacym: (1) w wyniku
wzbogacenia dziedziny modelu standardowego o zbidr obiektow lingwistycznych
oraz (2) wprowadzenia nowych wlasnosci i relacji okreslonych na obiektach lingwi-
stycznych i (3) rekurencyjnego zdefiniowania operatora arytmetyzacji odwzorowuja-
cego obiekty lingwistyczne w zbiér liczb naturalnych (zbiér numeréw tych obiek-
tow). W tym drugim modelu mozna wyrdzni¢ trzy typy standéw rzeczy (korelatow
zdan prawdziwych metaarytmetyki): (1) stany rzeczy czysto arytmetyczne (np. to, e
1+1=2), (2) czysto lingwistyczne (np. to, ze Art. +,1+1=2") i (3) arytmetyczno-
lingwistyczne (np. to, ze (In)[Nr(,,1+1=2")=n]). Osobliwoscia modelu lingwistycz-
nego jest to, ze operator arytmetyzacji przyporzadkowuje kazdemu czysto lingwi-
stycznemu stanowi rzeczy (zachodzacemu w tym modelu) pewien czysto arytmetycz-
ny stan rzeczy (rowniez zachodzacy w tym modelu). Takie arytmetyczne stany rzeczy
mozna okresli¢ jako arytmetyczne kopie lingwistycznych stanow rzeczy. Otoz, zbior
arytmetycznych kopii lingwistycznych stanow rzeczy nie pokrywa si¢ ze zbiorem
czysto arytmetycznych standw rzeczy, gdyz nie kazda liczba naturalna jest numerem
jakiego$ obiektu lingwistycznego (symbolu, formuly czy tez dowodu). Skonstruowac
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wigc mozna trzy modele: standardowy model arytmetyki liczb naturainych bedacy
zbiorem czysto arytmetycznych stanow rzeczy, model zlozony ze stanéw rzeczy okre-
$lonych na arytmetycznych kopiach obiektow lingwistycznych jezyka arytmetyki oraz
model zlozony ze stanéw rzeczy okre§lonych na czysto lingwistycznych obiektach
Jjezyka arytmetyki. Drugi i trzeci model pozostaja wzgledem sicbie w stosunku izo-
morfizmu. Migdzy tymi modelami zachodzi w obie strony relacja bycia wskaznikiem.
Ponadto, model kopii arytmetycznych jest wskaZznikiem standardowego modelu aryt-
metyki. Jednakze taka relacja nie zachodzi w odwrotnym kierunku; model standar-
dowy arytmetyki nie jest wskaznikiem modelu kopii arytmetycznych; model standar-
dowy jest znakiem modelu kopii arytmetycznych. Stad wynika, ze liczby naturalne
istniejace w modelu standardowym arytmetyki znakujg liczby (bgdace numerami
obiektow lingwistycznych jezyka arytmetyki) modelu kopii arytmetycznych. Nie kaz-
dy bowiem arytmetyczny stan rzeczy okreslony na danej liczbie naturalnej posiada
swoj odpowiednik w modelu arytmetycznych kopii obiektow lingwistycznych. Do-
wodzac niezalezno$ci G-zdania narzuca si¢ wigc na liczby naturalne intencjonalng
relacj¢ znakowania.

8. UWAGI KONCOWE

Wykorzystane w niniejszym teks$cie pojecie intencjonalnosci zostalo skonstru-
owane przez Hintikkg. Otéz, wedtug tego filozofa ,,[...] intencjonalnosé nie jest kwe-
stig relacji majacych miejsce w $wiecie. Jej rdzen tkwi w porownaniach miedzy wie-
loma mozliwymi §wiatami. Jest migdzy-, nie za$ wewnatrzéwiatowa” [Hintikka 1975,
$.112] Innymi slowy, intencjonalno$¢ obiektéw przejawia si¢ w dyskursie jako jego
— dyskursu — intensjonalno$é czyli wielo§wiatowos$¢. I w tym znaczeniu jezyk, na
gruncie ktorego dowodzi si¢ nierozstrzygalnodci arytmetyki jest intensjonalny.
W dowodach niezalezno$ci zdan arytmetycznych konstruuje si¢ rozne modele (§wia-
ty) arytmetyczne, w ktorych liczby naturalne posiadaja rézniace si¢ wyglady. Nastep-
nie pokazuje si¢, ze nie ma takiego $wiata, w ktorym dana liczba naturalna mogta by
przejawiac si¢ jednoczes$nie poprzez tak skonstruowane wyglady.

Jesli zalozy sig, ze istota dyskursu filozoficznego jest jego wieloswiatowosé, to
metamatematyka jest filozofia (wedlug mojego subiektywnego pogladu — najbar-
dziej rozsadna filozofia), a nie matematyka, jak tego sobie zyczy Cieslinski.
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