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(na marginesie dyskusji o ksigzce prof. Ryszarda Wéjcickiego)

Ksiazka zaczyna si¢ od przystgpnego, prowadzonego w duchu Cantorowskim,
wykladu element6w teorii mnogosci (w skrocie: TM). Zgrabne jest tu wprowadzenie
aksjomatu ekstensjonalnosci, istnienia zbioru pustego, istnienia pewnych zbioréw
jednostkowych. Jest tu tez uwaga o zbiorach, ktére mozna wyprodukowaé ze zbioru
pustego (co moze by¢ zreszta wstgpem do omowienia w przysztosci von Neuman-
nowskiego uniwersum zbioréw). Wyklad ten odpowiada temu, co zartobliwie okresla
si¢ przedszkolna teoria mnogosci, gdzie mowi si¢ o zbiorach pilek, klockow, jablek
itp. Ta czgé¢ wykladu jest oczywiscie w pelni zgodna zaréwno z oczekiwaniami, jak
iwiedzag matematyczng «zwyktego» uzytkownika teorii mnogosci, ksztatlconego
w szkotach i uczelniach, na ktérych sa wykladane elementy matematyki. Niewatpli-
wie w taki sposdb, jak czyni to Autor, postrzegamy zbiory, zwlaszcza zbiory skon-
czone, tj. jako wyodrebnione myslowo, policzalne zestawy rozréznialnych jednostek.
(Nieco inng perspektywg teorii mnogosci wyznaczaja rozwazania prowadzone nad
wlasnosciami przedmiotow, gdzie — jak si¢ sadzi — wlasciwym pojeciem pierwot-
nym jest pojegcie klasy, a nie zbioru.)

Potrzebne jest w tym miejscu pewne ostrzezenie. W wielu, powszechnie przyje-
tych aksjomatycznych TM, np. w teorii ZF (Zermelo—Fraenkela), wymienione wyzej
zbiory w ogoéle nie sq zbiorami. W szczegélnosci np. nie mozna moéwié o zbiorze
panstw sasiadujacych z Polska. Dlaczego tak jest?

Otoz zazwyczaj jeszcze przed przyjgciem takiej czy innej aksjomatyzacji przyj-
muje si¢ (explicite badZ implicite) pewne formy tzw. Zasady Czystosci, okreslajace
relacje miedzy bytami, ktére nazywaé bgdziemy zbiorami, a innymi bytami. W wersji
skrajnej zasada ta méwi, ze kazdy byt jest zbiorem. W lagodniejszych sformutowa-
niach méwi sig¢ np. o istnieniu rozmaitych pra-elementéw, tj. bytow, ktére same nie sg
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zbiorami, ale z ktérych pewne zbiory mozna tworzy¢. Czgsto przyjmowana jest Zasa-
da Czystosci w wersjach umiarkowanych, np.:

Kazdy element zbioru jest zbiorem.

Zasada ta (w wersji powyzszej) jest przyjmowana (cho¢ nie dla wszystkich jest to
jasne) jako warunek wstgpny, umozliwiajacy standardows formalizacj¢ jezyka TM
z epsilonem ,,€” i relacja rownosci ,=" . Jezeli bowiem zgodzimy si¢ na to, by pisa¢
aksjomaty TM w tym jezyku, zmuszeni jestesmy akceptowaé Zasadg Czystosci
w powyzszej wersji. W jezyku tym bowiem zmienne indywiduowe przebiegaja tylko
zbiory. Piszac zas, ze y € x, przyjmujemy zatem, ze zmienne x i y reprezentuja zbiory.
W szczegoélnoscei y, reprezentujac dowolny element zbioru x , tez jest zbiorem. Zasa-
da Czysto$ci ma zatem wplyw nie tyle na wybor i posta¢ aksjomatéw TM, ile na sam
wybdr jezyka TM. Okres$la ona to, co mozna nazwaé perspektywa jezykowa TM,
okres$la wybor narzedzi jezykowych, w tym regut skladni jezyka, w ktérym opisujemy
zbiory.

Zasada Czystosci w powyzszej wersji i, w konsekwencji, przyjecie okreslonego
jezyka TM, wykluczaja ,,przedszkolna”, naiwno-Cantorowska TM. (Odnosi si¢ to
oczywiscie do TM uprawianej przez matematykow.) Nie mozna bowiem wtedy moé-
wié, ze

jezeli rozpatrywanym zbiorem jest zbiér jablek w koszyku, to elementy tego
zbioru, tj. poszczegolne jablka, same sg zbiorami,

bo nie ma przekonywujacych dowodéw, by jabtko bylo zbiorem (w sensie dystrybu-
tywnym). Co wigcej, a nawet gorzej, matematycy uwazajq za interesujace z matema-
tycznego punktu widzenia jedynie tzw. zbiory regularne, czemu dajg wyraz przyjmu-
jac tzw. Aksjomat Regularnosci. (Poglad ten jest np. explicite wylozony w znanej
ksigzce C. C. Changa i H. J. Keislera Model theory, North-Holland and American El-
seviev, Amsterdam—London—New York 1973) W jednej z wersji aksjomat ten
orzeka, ze zbiorem jest jedynie to, co nalezy do znanej kumulatywnej hierarchii zbio-
réw von Neumanna. Jej podstawa jest zbior pusty, nastgpnikiem danego szczebla hie-
rarchii jest zbiér wszystkich podzbioréw zbioru tworzacego ten szczebel. W miej-
scach granicznych sumuje si¢ wczesniej wyprodukowane zbiory.

W pewnych «migkkich» ujeciach TM, np. w znanej ksigzce Kuratowskiego i Mo-
stowskiego, Aksjomat Regularnosci nie jest przyjmowany. Autorzy ci rOwniez nie
przyjmuja (nawet implicite) Zasady Czystosci w powyzszym ujeciu. Pierwotne jest
tam pojecie przedmiotu. Z przedmiotéw mozna tworzy¢ zbiory. A zatem elementy
zbioru same nie musza by¢ zbiorami. Autorzy ci, jak sadz¢, majg $wiadomosé, ze
zbyt rygorystyczne wtlaczanie TM w czysty, wysterylizowany jezyk z epsilonem €
i réownoécia wyklucza z pola widzenia agregaty, ktore jesteSmy sklonni uwazaé za
zbiory, jak np. kolekcje krzeset w pokoju, gruszek na wierzbie, czy klockow w pudetku.

Krétko méwiac — powszechnie obecnie stosowane formalizmy teoriomnogos-
ciowe sa zbyt rygorystyczne, by mogty obja¢ niektore agregaty przedmiotéw, wazne
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z punku widzenia nauk empirycznych, spolecznych, czy dydaktyki matematyki. Po-
wstaje oczywiscie kwestia, czy wspomniane agregaty, np. pewne zbiorowosci ludzkie,
zyjace w okreslonym miejscu i czasie, mozna reprezentowaé¢ w terminach zbioréw
(w sensie dystrybutywnym) i na czym miataby polega¢ taka reprezentacja. Juz, na
przyklad, préba okre$lenia «zbioru» wszystkich ludzi jacy kiedykolwiek zyli na Ziemi
ukazuje nam skal¢ i rodzaj trudnosci na jakie tu napotykamy. Widaé¢ tu od razu, ze
z teorio-ewolucyjnego punktu widzenia powyzsze zagadnienie wydaje si¢ by¢ bezna-
dziejne trudne, a zapewne i zle postawione — mdwiac skrétowo, nie wiadomo, kiedy,
gdzie i w ktéorym pokoleniu maltpa przestala byé malpg i stala si¢ cziowiekiem.
Z punktu widzenia np. ontologii chrzescijanskiej problem ten ma proste i czyteine,
pozytywne rozstrzygnigcie — ludzie pojawili si¢ z chwila stworzenia Adama i Ewy.

Z drugiej strony — naiwne ujgcie TM moze sugerowa¢ istnienie jakiego$ abso-
lutnego pojecia zbioru, na wzdr pojecia liczby naturalnej, dobrze i jednakowo rozu-
mianego przez wszystkich uzytkownikéw jezykow, w ktérych pojawia si¢ termin
»zbidr”. Jest to stanowisko bliskie Gddla, ktory jako platonik wierzyt, ze dopracuje-
my sig¢ kiedys$ takiego absolutnego pojgcia zbioru. Teraz nie ma jednak przestanek,
ktore pozwolityby nam wierzy¢ w absolutnosé pojecia zbioru. Jest tyle znaczen ter-
minu zbidr, ile jest rozmaitych teorii mnogosci. A sa one, jak wiemy, czesto wzajem-
nie sprzeczne. Np. teoria zbioréw konstruowalnych jest (relatywnie) sprzeczna z TM
dopuszczajaca Aksjomat Istnienia Liczb Mierzalnych. Naiwna wiara, ze dobrze ro-
zumiemy pojecie zbioru, zalamuje si¢ w konfrontacji z nieskoficzonoscia, gdy do-
puszczamy istnienie wielkich zbior6w. Dodajmy np. Ze istnieje kilka, i to nieréwno-
waznych, teorii liczb porzadkowych i kardynalnych. W wykladzie TM w ksigzce Ku-
ratowskiego i Mostowskiego potrzebny jest dodatkowy Aksjomat Typéw Relacyj-
nych. Pozwala on zdefiniowa¢ w stylu Fregego liczby porzadkowe i kardynalne jako
typy pewnych relacji réwnowaznosci. (Typy sa pewnymi bytami poza-
mnogosciowymi.) W ujeciu von Neumanna aksjomat ten nie jest potrzebny — okre-
§la si¢ tu liczby porzadkowe jako $cisle dobrze uporzadkowane przez epsilon € zbio-
ry przechodnie, a liczby kardynalne — jako poczatkowe liczby porzadkowe, tj. takie,
ktére nie daja si¢ ponumerowac elementami mniejszej liczby porzadkowej. Przypisa-
nie dowolnemu zbiorowi jego mocy wymaga jednak, w tym uj¢ciu, przyjecia bardzo
silnego aksjomatu, jakim jest Aksjomat Wyboru. W uj¢ciu Scotta, do zdefiniowania
liczby kardynalnej wystarcza Aksjomat Regularnoéci. Liczby kardynalne nie sa tu juz
liczbami porzadkowymi lecz zbiorami o bardziej zlozonej strukturze.

Wspomniana wyzej TM uprawiana przez Kuratowskiego i Mostowskiego jest, jak
zaznaczylem, teorig «migkkay». «Migkkosé» danej TM nie polega na przyjeciu zato-
Zen, ze istnieja rozne byty, przy czym niektére z nich sa zbiorami. Idzie tu o to, ze juz
sam akt wyboru jezyka, w ktorym sformutowana jest TM, okresla do pewnego stop-
nia znaczenie terminu ,,zbiér”. Nie mam tu na my§li ksztattu takich, czy innych ak-
sjomatow TM, lecz wybér symboli pozalogicznych jezyka i regut skiadni. Juz na tym
czysto syntaktycznym poziomie dokonuje si¢ rozstrzygnigé o konsekwencjach, by tak
rzec, ontologicznych, tj. wplywajacych na rozumienie pojgcia zbioru.
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Kuratowski i Mostowski pisza o przedmiotach, ktére same nie musza byé¢ zbio-
rami. Mozna je myslowo taczy¢, uktadaé¢ w pewne caloéci, abstrahujac od natury tych
przedmiotéw. Calosci te sg juz zbiorami w sensie dystrybutywnym. Co dalej mozna
z nimi robi¢ — okre$laja to aksjomaty TM. Przyjmuje si¢ przy tym jedynie dwa ak-
sjomaty egzystencjalne — istnienie zbioru pustego i aksjomat nieskorficzonosci.

Do czego zmierzaja moje uwagi? Na podstawie lektury poczatkowych rozdziatow
mozna sobie wyrobié opinig, ze jest to ksiazka, ktoéra w przystgpnym, prostym jezyku,
bez zawiesistego sosu formalnego, opowiada w jasny sposob o trudnych i zawitych
problemach wspéiczesnej logiki, jak teoria jezyka i jego funkcji, teoria znaczenia,
wynikania, prawdy itp. Dotyczy to réwniez, w skromnym zakresie, TM. Czytelnik
powinien mieé tu $wiadomo$¢, ze — cho¢ wyda mu sig, ze dobrze rozumie zasady
TM — sprawy sa dalece bardziej ziozone niz mogiby sadzié po lekturze pierwszych
rozdzialéw. Zapewne w bardziej zaawansowanej wersji ksiazki, ktora Autor opraco-
wuje, czytelnik dowie si¢ wigcej o trudnodciach z pojmowaniem zbioréw i o tym, ze
terminu ,,zbior” nie da si¢, w $wietle dostgpnej wiedzy, wcisnaé w gorset jedynie
stusznej interpretacii.

Sens powyzszych uwag jest taki — nasze rozumienie zbioru ksztattuje si¢ juz na
poziomie j¢zyka, stuzacego do opisu zbioréw, tj. zalezy ono nie tylko od aksjomatéw
TM, ale w duzym stopniu jest zalezne od wyboru symboli pozalogicznych jezyka
i regul skladni jezyka, w ktérym moéwimy o zbiorach. Nazywam to perspektywa jezy-
kowa TM. Pojmowanie zbioru jest tez ksztaltowane przez okreslong perspektywe po-
znawcza, tj. przez takie czynniki, jak uznawane wartosci, $wiatopoglad itp. Powyzszy
przyklad dotyczacy «zbioru» ludzi pokazuje, ze perspektywa poznawcza gra tu za-
pewne jaka$ role. Omawiane wyzej zasady czystosci dla zbioréw sa zdeterminowane
przez powyzsze perspektywy.



