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Kilka uwag o twierdzeniu Gddla i intensjonalnosci

1. WSTEP

W pracy [Krysztofiak 2000] Autor podejmuje problematyk¢ intensjonalnosci
w kontekscie twierdzenia Godla. Zasadnicza teza Autora glosi, iz jezyk, w ktérym
dowodzi si¢ twierdzenia Godla o niezupelnosci arytmetyki liczb naturalnych jest je-
zykiem intensjonalnym. Tym samym ,jesli akceptuje si¢ stanowisko ekstensjonali-
zmu, méwiace, Zze jedynie ekstensjonalne procedury dowodowe sa akceptowalne
w matematyce, to dowod Godla jest nie do zaakceptowania” (s. 79).

Celem niniejszego artykutu jest analiza tej argumentacji, wykazanie, iz niektére
z przestanek, na jakich si¢ opiera, sa niejasne, inne za$ falszywe i ze tym samym
gltéwna teza nie zostala uzasadniona.

Terminy techniczne, takie jak np. ,rozstrzygalny”, ,reprezentowalny”, ,,zupeiny”,
Hhiezupelny”, ,dowéd”, ,kodowanie”, ,efektywny”, ,model”, ,zdanie prawdziwe
w modelu”, etc. bgda tutaj rozumiane w sposob standardowy (tak jak w podrg¢czni-
kach logiki, np. [Adamowicz, Zbierski 1991], [Murawski 19901). Méwiac o ,,arytme-
tyce” bgd¢ miat na mysli arytmetyke¢ Peano, oznaczang dalej przez PA. Zbiér liczb
naturalnych oznaczam jako @, model standardowy dla PA jako N. [o] oznacza numer
godlowski formuly o, Lps — jezyk arytmetyki Peano.

W mojej argumentacji bed¢ niekiedy odwotywat si¢ do pewnych faktow, ktore
wchodza w skiad standardowego kursu logiki. Z nielicznymi wyjatkami rezygnuj¢ tu
wigc z podawania szczegélowych odsylaczy bibliograficznych. Bibliografia obejmuje
kilka pozycji, w ktorych te fakty mozna znalez¢.
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2. KONSTRUKCJA ROZSTRZYGALNEGO,
LECZ NIEREPREZENTOWALNEGO ZBIORU
LICZB NATURALNYCH Hco

Jednym z faktéw, na jaki powoluje si¢ Autor w swej argumentacji jest istnienie
rozstrzygalnego, lecz niereprezentowalnego w arytmetyce zbioru liczb naturalnych.
Oto prezentowana przez Autora konstrukcja takiego zbioru:

(1) Formuly PA z jedna zmienng wolng ustawiane sg w ciag o(x), oz(x),... Jest
ich przeliczalnie wiele.

(2) Zbiér Hco jest zdefiniowany jako: neH < PA nie dowodzi o,(n) (gdzie n
oznacza liczbe n).

(3) Zbior ten jest rozstrzygalny, gdyz aby stwierdzi¢, czy dana liczba n nalezy do
H wystarczy sprawdzi¢, czy PA dowodzi o,(n).

(4) Zbidr ten jednak nie jest reprezentowalny.

Jednak kazdy zbidr rozstrzygalny jest reprezentowalny — i jest to jeden z pod-
stawowych faktow wykorzystywanych w dowodzie twierdzenia Gddla (por. np
[Adamowicz, Zbierski 1991, 136], [Cutland 1980, 145], [Grzegorczyk 1981, 423],
[Hunter 1982, 200}, [Kaye 1991, 34], [Murawski 1990, 82]).

Twierdzenie Autora, iZ istnieje rozstrzygalny, ale niereprezentowalny podzbior ®
jest falszywe. Fakt ten nie wymaga dalszej dyskusji, warto jednak u§wiadomié¢ sobie,
jakie jest zrodto tego typu nieporozumien, Gdzie tkwi blad? Zdania (1) i (4) sa praw-
dziwe.! Natomiast zdanie (3) jest fatszywe — zbiér H nie jest bowiem zbiorem roz-
strzygalnym (nie moze nim oczywiscie by¢ na mocy twierdzenia, iz kazdy zbiér roz-
strzygalny jest reprezentowalny). Do pomylki dochodzi w momencie uznania, ze ist-
nieje efektywna procedura sprawdzenia, czy dana liczba ne H, a wigc czy PA dowo-
dzi a(n). Relacja ,,t jest dowodem formuty ¢ na gruncie PA” jest relacja rozstrzygal-
ng (por. np. [Adamowicz, Zbierski 1991, 144], [Cutland 1980, 146-7]). Zbiér
A={ne o istnieje dowdd 7 dla ¢=a,(n)} jest wigc zbiorem rekurencyjnie przeliczal-
nym. Intuicyjnie: jesli dowéd dla ¢@ ISTNIEJE, to mozemy go efektywnie znalezé
(wyliczajac po kolei wszystkie dowody, az trafimy na wlasciwy). Jedli jednak NIE
ISTNIEJE dowod dla danej formuly ¢, to nie ma efektywnej metody stwierdzenia nie-
istnienia tego dowodu. Nie mozemy przerwaé poszukiwan dowodu na zadnym etapie,
bo nigdy nie wiadomo, czy dowodu nie znalezli$émy dlatego, Ze on nie istnieje, czy

! Zbiér H rzeczywiscie nie jest reprezentowalny. Przypusémy bowiem, ze istnieje formula o

taka, ze

(i) neH = PA dowodzi o(n)

(ii) ne H = PA dowodzi —o(n).

Niech [a]=k. Wtedy: jesli ke H to PA nie dowodzi o(k) (definicja H), ale zarazem ke H=PA
dowodzi ok) (reprezentowalno$é H), co prowadzi do sprzecznosci.

Podobnie: jesli k¢ H, to PA dowodzi a(k) (definicja H), ale k¢ H = PA dowodzi —o(k)
(reprezentowalnosé H), co réwniez prowadzi do sprzecznosci. A zatem taka formula o nie istnieje.
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dlatego, ze za krétko szukamy i poszukiwania nalezy kontynuowaé. W szczegélnosci
nie ma efektywnej, ogélnej metody stwierdzenia, ze PA nie dowodzi or,(n).?

Dowodzone przez Autora twierdzenie o istnieniu rozstrzygalnego lecz nierepre-
zentowalnego zbioru HCo jest wige falszywe. Autor powoluje si¢ jednak na nie
w dalszej argumentacji.

3. KODOW GODLOWSKICH JEST NIEPRZELICZALNIE WIELE

Wedtug Autora kodéw gédlowskich jest nieprzeliczalnie wiele, co uzasadnia w spo-
s6b nastepujacy:

(1) Jest nieprzeliczalnie wiele nieskoficzonych podzbioréw o

(2) Kazdy nieskoficzony podzbiér @ moze byé wykorzystany do numeracji
godlowskiej

(3) A wigc istnieje nieprzeliczalnie wiele numeracji gddlowskich.

Ad (1). Jest to prawda (dokladnie: takich podzbioréw jest continuum).

Ad (2). Nie jest to prawda. Kodowanie gddlowskie musi by¢é EFEKTYWNE.’
W szczegblnosci znaczy to, ze kodowany jezyk musi by¢ reprezentowany w odpo-
wiedni sposéb. Aby kodowanie bylo efektywne, zbiory liczb naturalnych przypisane
zbiorom symboli logicznych i pozalogicznych musza byé rekurencyjne. Takich zbio-
réw jest jednak tylko przeliczalnie wiele (gdyz kazdy z nich jest reprezentowany
pewna formula arytmetyczna, ktérych jest przeliczalnie wiele).

Ad (3). Obiekty syntaktyczne (termy, formutly, dowody, etc.) kodujemy w reku-
rencyjny sposob, tzn.: funkcje przypisujace termom, formutom, dowodom, erc. liczby
naturalne s3 funkcjami rekurencyjnymi. Jest ich przeliczalnie wiele (np. na mocy re-
prezentowalnosci tych funkcji formutami arytmetycznymi).*

A zatem numeracji g6dlowskich istnieje tylko przeliczalnie wiele. Twierdzenie
Autora, iz istnieje nieprzeliczalnie wiele kodowan gddlowskich jest fatszywe. Autor
powoluje si¢ jednak na nie w dalszej argumentacji.

? Zbiér (numer6w) zdan dowodliwych jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest rekurencyjny.
Tym samym jego dopetnienie nie jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym.
3 Por. np. [Kaye 1991, 37], gdzie autor opisuje w nastepujacy sposdb warunki naktadane na
kodowania gddlowskie danego jezyka:
(i) Kodowanie musi by¢ funkcja obliczalna,
(ii) Przeciwobraz musi byé zbiorem obliczalnym (tzn. zbiér Kgw kodéw gddlowskich musi
by¢ zbiorem obliczalnym).
(iii) Odwrotnos$¢ kodowania tez musi byé funkcja obliczalng (tzn.: znajomosé¢ kodu pozwala
na efektywne («mechaniczne») odtworzenie formuty).
* Intuicyjny argument ma postaé: funkcje te powstaja z przeliczalnej liczby funkcji bazowych
poprzez zastosowanie skoriczenie wielu operacji. Moze ich zatem by¢ co najwyzej przeliczalnie
wiele.
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4. LICZBY NATURALNE JAKO OBIEKTY EPISTEMICZNIE NIEZUPELNE

Autor podaje nastgpujaca definicje pojecia ,epistemicznej niezupetnosci na grun-
cie teorii T

Df 6 xe(Ep.Nzply) =3a[~T + o(v/x) A ~T + ~a(vix)] (s. 71).

Idea jest nastepujaca: obiekt x jest epistemicznie niezupelny (na gruncie teorii T),
jesli jest jaka$ wlasno$¢ o taka, ze T nie rozstrzyga, czy x ma wlasnos¢ o czy nie.?
Autor nastepnie twierdzi, ze dla kazdego kodu gddlowskiego istnieje liczba naturalna,
ktdra jest epistemicznie niezupeina na gruncie arytmetyki. Dalej analizuje problem,
ile jest — w $wietle falszywego (por. poprzedni punkt) twierdzenia o istnieniu nie-
przeliczalnie wiele kodowan gddlowskich — epistemicznie niezupelnych liczb natu-
ralnych.

Zauwazmy, ze — w mysl przyjetej tu (po stosownych poprawkach, por. przypis 5)
definicji — kazda liczba naturalna n jest epistemicznie niezupeina na gruncie PA.
Niech bowiem 6 bedzie dowolnym zdaniem niezaleznym od PA. Zdefiniujmy for-
mule z jedng zmienna wolng o 0(x):=GA(x=n). Wowczas:

(i) PA nie dowodzi on) (bo wtedy dowodzitoby oan=n a tym samym dowodzila-
by o, (wbrew zalozeniu, ze © jest zdaniem niezaleznym).

(ii) PA nie dowodzi ~o(n) bo wtedy dowodzitoby zdania ~ovrn (a witedy do-
wodziloby ~G).

Zdefiniowana przez Autora wlasnoéé ,epistemicznej niezupelnosci na gruncie
PA” przystuguje wiec kazdej liczbie naturalnej. Fakt nie ma zwiazku z wyborem kon-
kretnego kodowania g&dlowskiego, ani z iloécig tych kodowan, a jedynie z faktem, ze
PA jest niezupelna.

5 Uwaga notacyjna: definicja w tej postaci jest niepoprawna. Jesli x jest obiektem o ktérym
méwimy w jezyku, a wiec elementem pewnego modelu M, to wyrazenie o(v/x) nie ma sensu, gdyz x
nie jest obiektem jezykowym. Nie mozna takze interpretowaé cv/x) w terminach warto$ciowania
w pewnym modelu M (takim, ze xe M), gdyz mowa jest nie o speinianiu w modelu M, ale o do-
wodliwoéci w teorii T. Poniewaz jednak zasadniczo w rozwazaniach Autora chodzi o liczby natu-
ralne, to prawdopodobnie intencjg Autora bylo stwierdzenie, iz liczba ne ® jest obiektem episte-
micznie niezupeinym, gdy jest formula o Lpa taka, Ze PA nie rozstrzyga o(n) (gdzie n jest liczebni-
kiem 1+1+...+1, ktérego interpretacja jest liczba ne w.) W wypadku liczb naturalnych definicje t¢
mozna wigc w prosty sposéb poprawié (bo kazda liczba naturalna ne © ma swoja nazwe n). Tak tez
interpretuje definicj¢ podana przez Autora. W og6inym wypadku definicja bedzie miata sens tylko
dla obiektéw, ktére s definiowalne w jezyku.

Poniewaz (gdy ograniczymy sig¢ do liczb ne ©) nie prowadzi to do nieporozumien, bede dalej
uzywat notacji ¢{n), zamiast ¢(n).
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5. LICZBY NATURALNE JAKO BYTY CZYSTO INTENCJONALNE

Autor przytacza Ingardena definicj¢ przedmiotéw czysto intencjonalnych jako ta-
kich, ktore ,,posiadaja tak zwane miejsca niedookre$lenia; sa to takie przedmioty,
o ktérych nie mozna powiedzie¢ zgodnie z prawda, ze posiadajg pewna wlasnos¢ lub
ze jej nie posiadajg”. Autor twierdzi dalej, ze obiekty epistemicznie niezupelne sa
czysto intencjonalne, skad wyprowadza wniosek, ze ,,W procedurze dowodowe;j
twierdzenia o niepetnos$ci arytmetyki liczb naturalnych, liczbom naturalnym nadaje
si¢ w sposdb implicytny status bytéw czysto intencjonalnych” (s. 72).

Autor odwoluje si¢ do pojecia prawdy. Aby moéc dyskutowaé o tym, czy liczby
naturalne posiadaja miejsca niedookreslenia, nalezy wigc doprecyzowaé sens, w ja-
kim bedzie to pojecie uzywane. Mozliwy jest tu szereg interpretacji:

(1) Zdanie @(n) jest prawdziwe, jesli N=@(n) (gdzie N jest modelem standardo-
wym).

(2) Zdanie ¢(n) jest prawdziwe, jesli PA + ¢(n)

(3) Zdanie @(n) jest prawdziwe, jesli T - @(n), gdzie T jest odpowiednio dobrana
teorig (np. odpowiednim rozszerzeniem PA).

Ad (1). To rozumienie opiera si¢ na nastepujacych zatozeniach:

(i) Definiowana jest pewna (wyrdzniona) struktura — a mianowicie N. Elementy
tej struktury (czyli {1,2,3,...}) nazwiemy liczbami naturalnymi. Nalezy pamietaé, ze
N nie jest scharakteryzowana w PA, a w teorii mnogosci ZFC, bedacej metateoria dla
PA. Pojecie liczby naturalnej jest wigc zdefiniowane za pomocg $rodkéw metateore-
tycznych.’

(ii) Skoro pojecie liczby naturalnej zadane jest poprzez podanie charakterystyki
struktury N, tym samym pojecie prawdy o liczbach naturalnych jest utozsamione
z pojeciem prawdziwosci w strukturze N.

Moéwienie o tym, ze dana liczba ne ® posiada pewna wiasnoéé ¢ ma — w tym
ujeciu — sens jedynie w kontekscie wyr6znionej struktury IN (czyli modelu standar-
dowego dla PA).” Jednak wowczas dla kazdej liczby ne o i kazdej whasnosci @ (z j¢-
zyka Lps) zachodzi N=g(n) albo INE—@(n). O kazdej liczbie ne o i o kazdej wiasno-
$ci @ mozna wigc powiedzieé, ze n ma wlasnoéé ¢ lub ze n ma wlasno$é —¢. Tym
samym definicja Ingardena nie ma zastosowania do liczb naturalnych i nie ma pod-
staw, aby liczby naturalne uznaé za byty czysto intencjonalne. Jednak teza o ich czy-
sto intencjonalnym charakterze jest wykorzystywana dla uzasadnienia gléwnej tezy
analizowanej rozprawy.

¢ Redukuje sig ono do pojecia ,,skoriczonej liczby porzadkowej”; operacje arytmetyczne redu-
kuja si¢ do odpowiednich operacji na zbiorach.

7 Ogolnie: jesli ae M, (gdzie M jest pewnym modelem) to méwienie o wlasno$ciach obiektu a
ma sens jedynie w relatywizacji do danego modelu M. Nie mozna — w ogélnym wypadku — mo6-
wié o ,,wlasnosciach jako takich”, w oderwaniu od modelu M.
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Ad (2), (3). Przyjecie interpretacji (2) lub (3) wymagaloby uzasadnienia, Ze
»powiedzie¢ zgodnie z prawda iz n € ® posiada wlasno$¢ @” znaczy to samo, co
»sudowodni¢ w pewnej teorii T, iz @(n)”. Konieczne jest wigc utozsamienie poj¢cia
prawdy o liczbach naturalnych z poj¢ciem ,twierdzenia pewnej teorii T (gdzie T jest
sformulowana w Lp, i jest nie stabsza niz PA). Jednak wowczas pojawia si¢ problem
natury do$¢ zasadniczej: nie jest jasne, jak zadane jest pojgcie liczby naturalne;.®
Rozwazmy dwie mozliwodci:

(i) Pojecie liczby naturalnej jest zdefiniowane poprzez wykorzystanie $rodkéw
teorii ZFC i wskazanie struktury N jako struktury liczb naturalnych (por. pkt. 1).

(ii) Pojecie liczby naturalnej jest zadane wylacznie aksjomatycznie, poprzez ak-
sjomaty pewnej teorii (np. PA).

Ad (i). W tej sytuacji bezzasadne bedzie utozsamienie pojecia prawdy o struktu-
rze N z pojeciem twierdzenia PA. (Np. zdanie gddlowskie jest prawdziwe w struktu-
rze N, ale nie jest dowodliwe w PA.)

Ad (ii). Jesli uznamy, ze poje¢cie liczby naturalnej jest opisane wylacznie w ra-
mach aksjomatéw PA (czyli, w gruncie rzeczy, ze znaczenie terminu ,,liczba natural-
na” jest zdefiniowane przez postulaty w postaci aksjomatéw PA, a nie poprzez wyko-
rzystanie silniejszych srodkéw, jakie daje ZFC®), to brak jest podstaw do utozsamia-
nia liczb naturalnych z elementami zbioru o (czyli ze skoficzonymi liczbami porzad-
kowymi). PA ma wiele modeli, za$ kazdy obiekt ae M, (gdzie M jest modelem dla
PA) jest — ,,z punktu widzenia M” — liczba naturalna. Zbi6r w stanowi odcinek po-
czatkowy dowolnego modelu dla arytmetyki M, ale zbiér @ nie jest definiowalny
w zadnym modelu M zadna formula arytmetyczna.'® Tym samym nie bardzo jest ja-
sne, co by mialo by¢ tworzy¢ klas¢ obiektéw posiadajacych miejsca niedookreslenia.
Konieczne byloby zawsze rozpatrywanie tego problemu w relatywizacji do danego
modelu M — ale wowczas problem znika (por. pkt. 1).

Sam Autor nie precyzuje uzywanego pojecia. Poniewaz jednak pisze explicite
o0 ,,prawdziwej, lecz niedowodliwej formule” (s. 63), to tym samym wydaje si¢ odrzu-
ca¢ stanowisko, w mys! ktérego prawdziwoséé redukuje si¢ do dowodliwosci. W tej

¥ Mozna tu jednak jeszcze wymieni¢ dodatkowe trudnosci (mniejszej wagi):

(i) Kazdy wybdr teorii T jako ,,tej wiasciwej teorii opisujacej klas¢ obiektéw” bedzie arbi-
tralny. Dlaczego za teori¢ opisujaca liczby naturalne nalezy uzna¢ PA, a nie PA+Con(PA), albo
PA+Con(PAY+Con(PA+Con(PA)), albo PA+G, gdzie G jest prawdziwym w modelu N ale nieda-
wodliwym w PA zdaniem Gddla ,,ja nie mam dowodu™?

(ii) Istniejq teorie T takie, ze zadna liczba ne @ nie bedzie epistemicznie niezupeina - np.
Th(N) (teoria modelu IN). Dla dowolnej ne @ i ¢ zachodzi @(n)e Th(N) lub —~q(n)e Th(N). Z punktu
widzenia teorii Th(IN) liczby naturalne nie posiadaja miejsc niedookreslenia. Oczywiscie, dowolne
zupeine rozszerzenie PA spetnia warunek T + ¢(n) lub T + —(n). Teoria Th(N) wydaje si¢ by¢ jed-
nak — spo$réd zupetnych rozszerzeni PA — najbardziej naturaina.

Tym samym, aby uzasadni¢ tezg, konieczne jest ograniczenie si¢ do teorii niezupeinych.

* Scigle: aksjomaty PA definiuja znaczenia pierwotnych terminéw PA.
10 Z wyjatkiem oczywiscie modelu standardowego M= N.
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sytuacji winien wybra¢ stanowisko (1). Jednak wowczas teza o posiadaniu przez licz-
by naturalne ,,miejsc niedookreslenia” upada.

6. FUNKTOR NUMERACJI GODLOWSKIEJ
JAKO FUNKTOR INTENSJONALNY

Autor przedstawia nastgpujace rozumowanie (s.73):

[O] liczbach naturalnych mozna méwié zaréwno na gruncie jezyka arytmetyki, jak i na gruncie
kazdego metaj¢zykowego rozszerzenia tego jezyka. Jezyk arytmetyki jest jezykiem ekstensjo-
nalnym i wobec tego liczby naturalne, jezeli s opisywane w pryzmacie swoich wiasnosci tylko
na gruncie jezyk przedmiotowego arytmetyki nie moga by¢ przedmiotami intencjonalnymi.
W procedurze dowodowej twierdzenia o niepelmosci'' uzyty jest metajezyk arytmetyki liczb
naturalnych. Je§li wigc jednym z zalozen ontologicznych procedury dowodowej twierdzenia
o niepetnosci arytmetyki jest to, ze liczby naturalne s3 obiektami czysto intencjonalnymi, to
metajezyk uzyty w tej procedurze dowodowej musi mie¢ charakter intensjonalny. Co wigc de-
cyduje o jego intensjonalnym charakterze?

Wedlug Autora, o takim intensjonalnym charakterze metajezyka decyduje w tym
wypadku ,funktor numeracji gtdlowskiej”, co Autor uzasadnia w sposéb nastgpuja-
cy:

(i) Istnieja rownowazne, ale rozne formuly arytmetyczne a=>f.

(ii) Jesli ,,Ng(¢)” oznacza numer gédlowski formuty, to Ng(a)=Ng(B).

(iii) A wigc formuly a i B nie s3 wymienialne salva veritate we wszystkich kon-
tekstach. Skoro bowiem Ng(a))#Ng(B), to prawda jest, ze Ng(ct)=n, ale falszem jest,
ze Ng(B)=n. A zatem formula, w ktérej nie mozna wymieni¢ o za B jest formula
»Ngx)=n").

(iv) A wigc Ng jest funktorem intensjonalnym.

Watpliwosci budzi wyciaganie z przytoczonych wyzej faktow tak daleko idacych
wnioskow. Ng(o)=n wyraza fakt, iz zdanie aeLpy ma numer n. Intensjonalnos¢
funktora Ng wyraza sie — wedlug Autora — tym, ze rownowazne, ale sktadniowo
rézne zdania o i B maja rézne numery gédlowskie, a zatem nie s3 wymienialne
w metajezykowej formule @(x):= ,Ng(x)=n", odnoszacej si¢ do formut Lp,. To —
wedlug Autora — stanowi argument na rzecz tezy o intensjonalnosci metajezyka
w ktérym dowodzone jest twierdzenie Gddla.

Jedli jednak metajezyk, w ktorym mozna wyrazi¢ fakt, ze w jezyku L wystepuja
rozne, ale rownowazne formuly uznamy za intensjonalny, to niemal kazdy metajezyk
okaze si¢ intensjonalny. Scisle: kazdy metajezyk, w ktérym mozna wyrazié fakt, ze
w jezyku sg dwa skladniowo rézne, ale rownowazne zdania, okaze si¢ metajgzykiem
intensjonalnym. W metajezyku Lps mozna np. wyrazi¢ fakt, ze rbwnowazne sobie

' Standardowo méwi sig o niezupetnosci, gdyz ,,pelnoé” jest terminem opisujacym pewna re-
lacje migdzy konsekwencjg syntaktyczng i semantyczng danej logiki.
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zdania 6,=,,2+3=5" oraz 0,=,,5=2+3" sa skladniowo rézne. W metajezyku klasycz-
nego rachunku zdan mozna wyrazi¢ fakt, ze réwnowazne zdania o=,paq”oraz
B=,,9Ap” r6znia si¢ symbolem znajdujacym si¢ na pierwszym miejscu, efc. Jednak nie
jest to moim zdaniem powod, aby twierdzi¢, ze te metajezyki sa intensjonalne. Wy-
starczy po prostu powiedzie¢, ze da si¢ w nich wyrazié fakt, ze 6,1 0, czy o i P sg
réznymi ciagami symboli i jednoczesénie istnieje formalny dowéd zdania G0,
(0=>B). Jesli zgodzimy sie z punktem widzenia Autora, to bedziemy musieli zaak-
ceptowaé niezwykle szerokie pojecie intensjonalnosci — i woéwczas w zasadzie nie
bedzie w ogole metajgzyk6éw nieintensjonalnych. Jednak wowczas teza o intensjonal-
nosci metajezyka bedzie prawdziwa nie tylko w odniesieniu do metajgzyka PA, ale
niemal kazdego metajezyka i stanie si¢ teza analityczna, oparta o zbyt szeroka —
moim zdaniem — definicj¢ poje¢cia ,,intensjonalnosci”.

Na koniec tych rozwazan chciatbym zwr6ci¢ uwage na fakt, ze metateoria dla PA
(w ktorej dowodzone jest twierdzenie Gédla) jest teoria mnogosci ZFC, ktora jest
teoria ekstensjonalna.

7. JAK KREOWANE SA (I CZYM SA)
INTENSJONALNE SWIATY ARYTMETYCZNE?

Autor zauwaza, Ze istnieje przeliczalnie wiele formut Lp, z jedna zmienna wolna,
ktére definiujg odpowiedni (przeliczalny) ciag zbioréw liczb naturalnych. Autor na-
stgpnie twierdzi, ze

na mocy operacji ponumerowania wszystkich formul zdaniowych jezyka arytmetyki, formuty
zdaniowe zlozone z jednej zmiennej wolnej mozna uporzadkowaé w ciag. Kazda z tych formut
konceptualizuje jaki$ zbidr liczb naturalnych. Stad z analizowanym ciagiem formut skorelowa-
ny jest pewien ciag zbioréw liczb naturalnych, O kazdym z tych zbioréw mozna powiedzie¢, ze
istnieje na gruncie §wiata wykreowanego na mocy procedury numeracji gddlowskiej. Sposéb
konstrukcji tego $wiata ma charakter intencjonalny, gdyz nie kazdy element zbioru potggowego,
generowanego przez dziedzing tego $wiata, istnieje na gruncie tego Swiata (s. 77).

Skonstruowany uprzednio zbiér H; (zbiér H dla danej numeracji g&dlowskiej i)
nalezy do zbioru potggowego, ale jako zbiér niereprezentowalny

nie istnieje na gruncie §wiata wyznaczonego przez skonstruowany ciag formul. Z drugiej jednak
strony, analizowany zbiér jest efektywnie (kryterialnie) zdefiniowany. To sugeruje, ze zbiér Hi; ist-
nieje na gruncie jakiego$ $wiata arytmetycznego. Ale jakiego? Czy istnicja takie $wiaty arytme-
tyczne, konstruowane sposobem intensjonalnym, na gruncie ktérych zbidr H; istnieje? (s. 77).

Czym jest omawiany przez Autora ,intensjonalny $wiat arytmetyczny”? Modele
intensjonalne to modele generowane przez funkcje numeracji — model standardowy N

wzbogacany jest o elementy wyr6znione, bedace zbiorami liczb naturalnych, przy czym tych
element6éw jest przeliczalnie nieskonczenie wiele. Kazdy z tych elementéw jest korelatem ja-
kiej$ formuly o jednej zmiennej wolnej; elementy te tworza ciag [...]. W procedurze dowodo-
wej twierdzenia o niepetnosci arytmetyki konstruuje sig taki zbiér H;, ktory nie jest elementem
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ciagu wyréznionych zbioréw i ktérego nie da si¢ wprowadzi¢ do modelu, gdyz taki zabieg
przeksztatcatby intensjonalny model w ,,model sprzeczny” (s. 78).

»Model intensjonalny” jest to obiekt skorelowany z danym modelem dla arytme-
tyki (przy czym chodzi tu — jak sadz¢ — o model standardowy N), postaci (D),
gdzie DcP(w) jest klasg zbioréw definiowalnych za pomocg pewnej formuty aryt-
metycznej @ (z jedng zmienng wolng). Zauwazmy, ze zbiér Acw definiowalny for-
mula ¢ to A={ne w: N=@(n)}. To, czy dana liczba ne ® nalezy do A, nie zalezy od
tego, jaki numer zostanie nadany formule ¢ przy numeracji gédlowskiej. Klasa D nie
zalezy wigc od numeracji gbdlowskiej, tym samym wszystkie wykreowane w ten spo-
sOb $wiaty intensjonalne sa identyczne — dokladnie: istnieje jeden ,$wiat intensjo-
nalny” (jest nim (D)) i problem postawiony przez Autora znika."?

Pozostajac przy terminologii Autora nalezy si¢ oczywiscie zgodzi¢ ze stwierdze-
niem, ze zbiér H; nie istnieje na gruncie swiata wyznaczonego przez skonstruowany
ciag formut, gdyz H nie jest definiowalny zadng formula ¢. Jest réwniez wyznaczony
kryterialnie — w tym sensie, Ze jest on zdefiniowany w metateorii jako H = {[a]: PA
nie dowodzi of[a])}. Nie jest on jednak zbiorem zdefiniowanym efektywnie, gdyz
nie istnieje algorytm stwierdzajacy, czy ne H. Pojecie efektywnosci ma $cisly sens
techniczny, za$ pojegcie kryterialnosci nie ma sensu technicznego i nie nalezy ich mie-
szaé. Zauwazmy, ze zbiér numer6w zdan prawdziwych w modelu standardowym jest
wyznaczony kryterialnie w tym sensie, ze mozna go zdefiniowa¢ w metateorii jako
Th(N)={[a]: N=a}, ale (zgodnie z twierdzeniem Tarskiego o niedefiniowalnosci
prawdy) nie istnieje formula @(x)e Lp, taka, ze oe Th(N) wtedy i tylko wtedy, gdy
Neo([a])).

Mam wrazenie, ze zrédlem nieporozumien tego typu zwiazanych z pojgciem
$wiatéw intensjonalnych jest nie dos$¢ jasne wskazanie réznicy pomigdzy definowal-
noscia podzbioru Acw za pomocg formuly jezyka Lpa, a definiowalnoscia takiego
zbioru za pomoca $rodkéw metateoretycznych (pozwalajacych np. na zdefiniowanie
— niedefiniowalnego w Lpy — zbioru numeréw zdan prawdziwych w standardowym
modelu dla arytmetyki czy innych zbior6w zwiazanych z kodowaniami g&dlowskimi).

W samym sformutowaniu problemu tkwi zreszta do$¢ istotna niescisto$¢. Autor
twierdzi mianowicie, iz ,jesli zbiér H; ma istnie¢ na gruncie swiata W, to formuta
‘ne H;’ (zawierajaca jedng zmienng wolna n) musi wystgpowaé posrod wyrazéw cia-
gu formut zdaniowych o jednej zmiennej wolnej, wyznaczonego przez kod gédlowski
j.” (s. 77). Jednak formuta ,.,ne H;” nie jest formuta arytmetyczna, wigc problem tego,

"2 By¢ moze przyczyny tego nieporozumienia tkwia w niedostrzezeniu faktu, ze dany zbi6r
Aco moze (przy réznych numeracjach gddlowskich) reprezentowaé rézne zjawiska sktadniowe —
np. przy jednym kodowaniu zbi6ér zmiennych moze by¢ reprezentowany jako zbiér liczb parzystych,
a przy innym — nieparzystych, a przy jeszcze innym — jako zbidr liczb podzielnych przez 2001,
etc. A zatem ten sam zbi6r liczb naturalnych moze — przy réznych reprezentacjach jezyka w N
i réznych kodowaniach gédlowskich, reprezentowaé rézne zbiory formut. Jednak to, jaka jest eks-
tensja formuly @e Lpa w danym modelu M nie ma zwiazku z numeracja gtdlowska.
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na jakim miejscu w ciagu formut arytmetycznych si¢ znajduje, jest po prostu zZle po-
stawiony.'

8. DOWODOW I METOD EFEKTYWNYCH
JEST NIEPRZELICZALNIE WIELE

Autor podaje w watpliwo$¢ argument, w mys] ktérego istnieje tylko przeliczalnie
wiele metod efektywnych, gdyz kazda metoda efektywna daje si¢ opisaé za pomoca
ciagu symboli danego j¢zyka formalnego. ,Jesli tak, to kazdej metodzie efektywnej
w istocie odpowiada jaki$ ciag symboli alfabetu, czyli pewna formuta zdaniowa da-
nego jezyka. Wydaje si¢ jednak, ze ten ostatni wniosek jest nie do zaakceptowania”
— pisze Autor (s. 80).

Przy standardowym (tzn. wystepujacym w teorii obliczeft) rozumieniu pojgcia
efektywnosci (lub obliczalnodci) metody efektywne (pojawiajace si¢ w kontekscie
liczb naturalnych) to po prostu metody odpowiadajace funkcjom rekurencyjnym
(réwnowaznie: maszynom Turinga). Jest ich przeliczalnie wiele.

Autor odwoluje si¢ réwniez do nastgpujacego argumentu:

[DJowody mogg by¢ potraktowane jako paradygmatyczne przyktady metod efektywnych. Do-
wody nie s3 jednak formutami, tylko ciagami formut (czyli zbiorami formut). Ponadto dowody
sg zawsze dowodami na gruncie danego systemu logicznego. System logiczny mozna za$ ujaé
jako zbiér dowodéw wyznaczonych przez okreslona operacje konsekwencji logiczne;j. [...] Je-
$li wigc liczba formut danego jezyka jest przeliczalna nieskoriczona, to zbi6ér wszystkich zbio-
réw formut danego jezyka jest nieprzeliczalny.

Wedtug Autora istnieje nieprzeliczalna wielo$¢ dowodéw, a tym samym nieprze-
liczalna wielo$¢ metod efektywnych (jako ze dowody sa efektywne). Jesli jednak
moéwimy o logice predykatéw pierwszego rzgdu (a w takim jezyku sformutowana jest
np. arytmetyka Peano i jej metateoria, bgdaca przedmiotem analizy), to dowody sa
zawsze SKONCZONYMI ciagami formut, a takich jest przeliczalnie wiele."

'3 Biad ten ma charakter zasadniczy, nie jedynie stylistyczny. Mozna bytoby — traktujac to jako
skrétowy spos6b méwienia — powiedzie¢ np., ze formuta ,,ne PAR”, (gdzie PAR oznacza zbiér
liczb parzystych), ma pewne miejsce w ciagu formut arytmetycznych. Jednak tutaj de facto méwimy
o tym, ze n spetnia formul¢ DEFINIUJACA liczby parzyste (tj. np. formute Ix(x+x=n)) i — o ile jest
to jasne z kontekstu — tego typu niescisly spos6b méwienia mozna uznaé za dozwolony pod wa-
runkiem, ze mamy $wiadomos¢ tego, O KTOREJ z (nieskoriczenie wielu) formut definiujacych zbior
liczb parzystych méwimy. Ten spos6b méwienia bytby wigc dos¢ klopotliwy, ale dopuszczalny.
Nalezy pamigtac, ze w jezyku Lpa W ogdle nie méwi si¢ o podzbiorach ® — méwi sie jedynie o in-
dywiduach (liczbach), pewnych operacjach (+, -) pewnych relacjach (<) oraz o pewnych indywidu-
ach wyréznionych (0 i 1).

Jednak zdania ,,ne H” nie mozna uzna¢ za tego typu skrét notacyjny, gdyz zbi6r H nie jest
definiowalny w ogéle zadng formuta arytmetyczna. Tym samym biad w sformutowaniu problemu
ma charakter zasadniczy.

' Cutland omawiajac pojecie systemu formalnego, do ktérego odnosi si¢ twierdzenie Gddla,
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9. KONKLUZJA

Autor podsumowuje swoje analizy stwierdzeniem:

Oczywiécie, jesli akceptuje sig stanowisko ekstensjonalizmu, méwiace, 2e jedynie ekstensjo-
nalne procedury dowodowe sa akceptowalne w matematyce, to dowdd Gddla jest nie do zaak-
ceptowania. Ekstensjonalista musi bowiem zrezygnowaé z procedury numerowania formuf,
w ktorej uzywa si¢ funktora intensjonalnego, oznaczajacego funkcj¢ numeracji (s. 79).

Zaprezentowane przez Autora uzasadnienie tej tezy nie jest — w §wietle wskaza-
nych wyzej wad — przekonujace.
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wymienia nastgpujace warunki:

(a) dowody sa obiektami skoficzonymi.

(b) pojecie dowodu jest zdefiniowane tak, ze relacja ,,p jest dowodem zdania ¢ z aksjomatéw
A” jest relacja rozstrzygalna [Cutland 1980, 145].



