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Cezary Cieslinski

Arytmetyka i intensjonalno$¢

Twierdzenia Godla o istotnej niezupelnosci teorii zawierajacych arytmetyke Pe-
ano juz od dawna budza zainteresowanie filozoféw. Podwazyly one popularna swego
czasu teze o identycznosci prawdy matematycznej z dowodliwoscia w pewnym sys-
temie formalnym i zmusily do ponownego przemy$lenia pytania o natur¢ prawdy
w matematyce. Niektorzy filozofowie powolywali si¢ na wspomniane twierdzenia, by
dowodzi¢ zaskakujacych tez o niemechanicznosci ludzkiego umystu.

Wokot twierdzefi Godla namnozylo sie rowniez wiele nieporozumien. Celem ni-
niejszej pracy jest wyjasnienie kilku z nich. W czgéci I skomentujemy artykut Woj-
ciecha Krysztofiaka ,,Twierdzenia Godla, mozliwe $wiaty i intensjonalno$¢”. Wspo-
mniany artykul, zawierajacy liczne, rzeczowe bledy, zostal opublikowany w zbiorze
esejow upamietniajacym szes$édziesiate urodziny prof. Jana Woleniskiego. Nie jest to
fakt bez znaczenia: ksiazka ta z pewnoscig znajdzie wielu czytelnikéw (migdzy inny-
mi wsrod studentéw), a niektérzy z nich moga uznaé artykut Krysztofiaka za cenne
zrédto informacji o twierdzeniach Gdédla i niezupelnosci arytmetyki. Nalezy wypro-
wadzié¢ ich z bledu.

W czesci 11 sprobujemy wyjasnié, w jakim sensie logicy méwia o zjawisku inten-
sjonalnosci w arytmetyce.

I

Zacznijmy od podstaw. W roku 1930 Kurt Gédel udowodnit dwa twierdzenia,
charakteryzujace wiasnosci teorii zawierajacych arytmetyke Peano (PA)'. Na mocy

! Zob. [Godel 1931], a takze [Smorynski 1977]. Ta ostatnia praca to znakomity przeglad tych
oraz innych, p62niej uzyskanych, metamatematycznych wynikéw.
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pierwszego z nich, kazda taka teoria jest istotnie niezupeina. Drugie twierdzenie glo-
si, ze srodkami takiej teorii nie da si¢ udowodnié jej niesprzecznosci. Oto dokladniej-
sze sformutowania:

Pierwsze twierdzenie Godla®

Niech 7 bedzie teoria aksjomatyzowalna, niesprzeczna, zawierajacq PA, w jezyku
PA. Wéweczas istnieje zdanie @ takie ze:
Tro
Tw -

Drugie twierdzenie Gidla

Tw Cong
gdzie T jest teorig spefniajacq warunki z pierwszego twierdzenia, a ,,Conr” to zdanie
arytmetyczne, ktére (przy naturalnej interpretacji) méwi, ze T jest niesprzeczna.

Schemat dowodu pierwszego twierdzenia o niezupelnosci:

(1) Pokazujemy, ze zadna aksjomatyzowalna, nierozstrzygalna teoria nie jest zu-
peha.

(2) Dowodzimy, ze kazda aksjomatyzowalna, niesprzeczna teoria zawierajaca PA
jest nierozstrzygalna.

Nastepnie uzyskujemy pierwsze twierdzenie o niezupetosci jako prosty wniosek
z(1)i(2).

Dowéd (1) polega na zauwazeniu, ze gdyby teoria T byla zupelna (tj. dla kazdego
¢, T+ ¢ lub T+ — @), to bylaby rozstrzygalna. Ustawiamy po prostu wszystkie do-
wody w T w rekurencyjny ciag i biorac dowolna ¢, sprawdzamy czy kolejne wyrazy
tego ciagu stanowig dowody ¢, czy negacji ¢. Skoro T jest zupelna, predzej czy péz-
niej uzyskamy pozadany wynik.

W dowodzie (2) korzystamy z tzw. twierdzenia o reprezentowalnosci. Glosi ono
co nastgpuje.

Twierdzenie o reprezentowalnosci. Wszystkie rekurencyjne zbiory liczb natural-
nych sa reprezentowalne w arytmetyce Peano. Inaczej méwiac, dla dowolnego reku-
rencyjnego zbioru X istnieje formuta ¢ (v) z jedng zmienna wolna, taka ze

Vnlne X=PAro@(7)]

? Scisle biorac, twierdzenie w tej postaci udowodnit Rosser. Sam Godel postuzyt sie dodatko-
wym zatozeniem w-niesprzecznosci T.
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Vning X=PAr+ -9 (n)]
Przyjrzyjmy sig teraz dowodowi (2).

Niech T bedzie teorig aksjomatyzowalna, niesprzeczna, zawierajaca PA. Dodat-
kowo zalézmy, ze T jest rozstrzygalna.

Wprowadzamy definicj¢ zbioru H:

n € Hwtw gdy n jest kodem formuly ¢(v) z jedna zmienng wolna i T ¢( 7).
Zauwazamy, ze przy zalozeniu rozstrzygalnosci T, H okazuje si¢ zbiorem rozstrzy-
galnym. Wezmy bowiem dowolna liczb¢ n. Najpierw sprawdzamy, czy jest to kod ja-
kiej$ formuly @(v) z jedna zmienna wolng (to jest wykonalne na mocy wiasnosci ko-
dowania). Pézniej wystarczy sprawdzié, czy T v ¢(7 ).

Skoro H jest rozstrzygalny, to na mocy twierdzenia o reprezentowalnosci istnieje
taka v, ze

Vn[ne H=T+y(7)]
Niech teraz k bedzie numerem godlowskim formuty y(v). Otrzymujemy:
ke H=Try(k)
ale z definicji H dostajemy:
ke H=Twy(k),
bo k jest kodem .
Zatem T+ y( k )= Tw y(k ). Uzyskaliémy sprzeczno$é, co koficzy dowod.

Wspomniana juz praca Krysztofiaka zaczyna si¢ od przedstawienia naszkicowa-
nego powyzej dowodu; niestety, wyglada na to, Ze autor sam nie rozumie, czego i w jaki
sposob dowodzi. Oto jego komentarz:

Kluczowym skiadnikiem dowodu [...] jest konstrukcja rozstrzygalnego zbioru H. Zbiér ten
okazuje si¢ nie by¢ reprezentowalny w arytmetyce liczb naturalnych. Z drugiej jednak strony,
kazdy zbiér rozstrzygalny jest reprezentowalny w arytmetyce liczb naturalnych, o ile arytmety-
ka jest rozstrzygalna. Konstrukcja zbioru H/ umozliwia wigc wyciagnigcie wniosku o nieroz-

strzygalno$ci arylmetyki.3

Cytowany fragment zdradza dogl¢bne niezrozumienie zaprezentowanego dowo-
du. Krysztofiak w niewlasciwy sposob przedstawia jego strukturg. Zgodnie z jego
komentarzem chodzi o to, Ze:

(a) H jest rozstrzygalny

(b) Jesli T jest rozstrzygalna i zawiera arytmetyke, to kazdy rozstrzygalny zbiér
jest reprezentowalny w T

(c) H nie jest reprezentowalny w T, a T zawiera arytmetyke

Zatem T nie jest rozstrzygalna.

W rzeczywistosci:

(1) Zbiér H nie jest rozstrzygalny. Jego rozstrzygalnos¢ jest tylko wnioskiem
z zalozenia dowodu nie wprost o rozstrzygalnosci arytmetyki. Przedstawione wcze-

3 Zob. [Krysztofiak 2000}, s. 68.
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$niej rozumowanie stanowi zatem raczej dowod nierozstrzygalnosci zbioru H (réw-
niez dalej w omawianym artykule Krysztofiak uparcie twierdzi, ze zbiér H jest roz-
strzygalny, wbrew dowodowi, ktéry sam wczesniej podat).

(2) Zatozenie o rozstrzygalnosci T wystepujace w warunku (b) jest zupelnie nie-
istotne — twierdzenie o reprezentowalnosci go nie wymaga. Co wigcej, celem dowodu
jest przeciez pokazanie, ze zalozenie to jest falszywe.

Naszkicowany wyzej dowdd twierdzenia o nierozstrzygalnosci T ma nastgpujaca
strukture:

(a) T jest rozstrzygalna (zalozenie dowodu nie wprost)

(b) H jest rozstrzygalny (wniosek z zatozenia)

(c) H jest reprezentowany w T przez formule y (wniosek z (b) i twierdzenia o re-
prezentowalnosci)

(d) H nie jest reprezentowany w T przez y. Sprzecznosé.

Céz jeszcze zdaniem Krysztofiaka mozemy powiedzie¢ o zbiorze H? Zauwaza on
stusznie, ze zawarto$¢ wspomnianego zbioru zalezy od przyjetej metody kodowania.
Zaraz potem wyglasza jednak zadziwiajaca teze: technik numeracji formut jest nie-
przeliczalnie wiele (1), a zatem istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréw ,typu H.* Jest
to zaiste frapujace twierdzenie, tym bardziej, ze dowdd jego negacji mozemy odna-
lez¢ w podrecznikach logiki.> Wspomniane techniki musza mieé przeciez rekurencyj-
ny charakter, zbiér funkcji rekurencyjnych jest zas przeliczalny.

Liczby naturalne uznaje Krysztofiak za obiekty epistemicznie niezupetne. Oto je-
go definicja tego pojecia:

x € Ep.Nzpl.y =3¢[T v @(v/x) A T — ¢(v/x)]

czyli: x jest przedmiotem epistemicznie niezupetnym (na gruncie teorii 7) gdy dla
pewnego warunku @, T nie rozstrzyga, czy x spetnia ten warunek. Krysztofiak prébuje
wykazadé, ze kazda liczba naturalna jest obiektem epistemicznie niezupelnym w scha-
rakteryzowanym sensie. Jego «dow6d» polega na tym, ze dla dowolnej liczby natu-
ralnej » i formuty @ znajdziemy metod¢ kodowania, przy ktérej n jest numerem godl-
owskim ¢; bedzie tak zatem réwniez dla formuly y reprezentujacej zbiér H, a woéw-
czas T @(n)iTw —@(n). Jest to kompletne nieporozumienie: zostato przeciez
wykazane, ze nie istnieje formuta y reprezentujaca zbior H.

Zauwazmy nawiasem, ze dowodzone twierdzenie (o ,epistemicznej niezupeino-
$ci” wszystkich liczb naturalnych) jest prawdziwe i posiada banalny dowod. Twier-
dzenie to (podajg¢ tu wersj¢ mocniejsza od sformutowania Krysztofiaka) glosi co na-
stepuje:

Twierdzenie. Istnieje formuta @(v), taka ze:
Vn[Two(n)ATw—-o(n)]

Dowdd.

Niech y bedzie zdaniem, takim ze:

* Ibidem, s. 68.
5 Zob. np. [Cutland 1980], s. 78.
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Twy
TH \J
(istnienie takiego zdania wynika z twierdzen Gdla-Rossera).
Niech o(v): ="y Av=1y",
Dalej zauwazamy, ze dla dowolnego »
Two(n)
bo w przeciwnym razie T + y, oraz:
Tw—-o(n)
bo w przeciwnym razie T + — y, skoro réwnos$¢ ,,n = n” wynikaz T.

Zauwazmy, ze istnienie rozmaitych sposobow kodowania jest tu zupehnie nie-
istotne. Wystarczy jeden.

Twierdzenie jest zatem prawdziwe, c6z ciekawego jednak z tego wynika? Tu do-
chodzimy do sedna sprawy. Zdaniem Krysztofiaka, uzyskujemy wniosek o intencjo-
nalnym i intensjonalnym charakterze arytmetyki. Przyjrzyjmy si¢ temu blizej.

(a) Intencjonalnosé. Za Ingardenem Krysztofiak okresla przedmioty czysto inten-
cjonalne jako ,te, ktore posiadaja tzw. miejsca niedookreslenia; sa to takie przed-
mioty, o ktérych nie mozna powiedzieé zgodnie z prawdq, ze posiadaja pewna wia-
sno$¢ lub jej nie posiadaja. Obiekty epistemicznie niezupeine bytyby wigc obiektami
czysto intencjonalnymi w sensie Ingardena” (moja kursywa — C.C.). I dalej: ,,w pro-
cedurze dowodowej twierdzenia o niepelnosci arytmetyki liczb naturalnych, liczbom
naturalnym nadaje sig [...] status bytéw czysto intencjonalnych”.®

Ot6z zadnego takiego statusu procedura dowodowa im nie nadaje. Gdyby kto$
chciat wykazaé, ze liczby naturalne sa przedmiotami czysto intencjonalnymi w scha-
rakteryzowanym sensie, to powinien udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n
istnieje formula ¢ taka, ze ani ¢(7 ), ani — @( %) nie jest prawdziwa (a nie dowodli-
wa). Taka teza jest zas jawnie falszywa, przynajmniej jesli przez ,,prawdziwos¢” ro-
zumiemy ,,prawdziwos¢ w standardowym modelu arytmetyki”.

(b) Intensjonailnosé. Krysztofiak twierdzi, ze ,j¢zyk arytmetyki jest jezykiem
ekstensjonalnym, ale ,,metaj¢zyk uzyty w procedurze dowodowej [twierdzenia Gédla]
musi mieé charakter intensjonalny”.” Oto zasada ekstensjonalnosci w wersji Kryszto-
fiaka:

asp
y@) =y(@/p)
Sens jest nastgpujacy: jesli przyjeliSmy, ze a jest logicznie rdwnowazne B (,,¢>” to
funktor zdaniotwdrczy od argumentéw nazwowych), to wolno nam uzna¢ logiczng réw-
nowaznos$¢ dowolnych dwéch formut, rézniacych si¢ od siebie tylko tym, ze w jednej
z nich nazwa wyrazenia a zostala zastapiona nazwa wyrazenia . W mysl tej zasady,
powinni$my stwierdzi¢, ze dla dowolnych logicznie réwnowaznych formut @, y:
numer Godla (¢) = numer Gédla (y).

¢ Op. cit., 5. 72.
7 Ibidem, s. 73.
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Taka teza bylaby jednak falszywa, zatem metajezyk arytmetyki ma intensjonalny cha-
rakter.

Tyle Krysztofiak. A oto komentarz:

(1) Metajezyk uzyty w procedurze dowodowej twierdzenia Gédla to po prostu je-
zyk arytmetyki, jesli wigc ten drugi uznajemy za ekstensjonalny, to samo musimy
powiedzieé o tym pierwszym.

(2) Charakterystyka kontekstow ekstensjonalnych, jaka podaje Krysztofiak, jest
naduzyciem. Przy standardowym rozumieniu tego terminu, kontekst ekstensjonalny to
taki kontekst, w ktorym salva veritate mozemy podstawia¢ wyrazenia o tej samej
wartosci logicznej lub denotacji. Ot6z zdanie o postaci ,.,numer Godla (¢) = n” za-
chowa swa warto$¢ logiczna bez wzgledu na to, jakiej dostgpnej nam nazwy formuty
¢ uzyjemy. Zgodnie z podejéciem Krysztofiaka, dowolny, syntaktyczny opis danego
zdania @ nalezaloby uznaé za intensjonalny, nie stosowalby si¢ on bowiem do niekt6-
rych zdan logicznie mu réwnowaznych (por. np. ,,Zdanie ,,2 + 2 = 4” sklada si¢ z pi¢-
ciu symboli”, ,,Zdanie ,,2 + 2 =412 + 2 = 4” sklada si¢ z pigciu symboli”). Warunek
Krysztofiaka nie jest tu wigc spelniony, co pokazuje tylko tyle, Ze uzywa on stowa
»ekstensjonalnoéé” w bardzo nietypowym sensie.

II

Dzieki technice arytmetyzacji potrafimy wyrazi¢ w jezyku arytmetyki szereg po-
jeé, okreslajacych wlasnoéci tego jezyka, a takze charakteryzowad wlasnosci teorii
formulowanych w tym jezyku. C6z jednak mamy na mysli, kiedy twierdzimy, ze dany
predykat arytmetyczny ¢(v) wyraza pewne syntaktyczne lub semantyczne pojecie?
Rysuje si¢ tu kilka mozliwosci.

(1) Predykat definiuje zbioér przedmiotow, podpadajacych pod to pojgcie, w stan-
dardowym modelu arytmetyki.

(2) Predykat trafnie oddaje znaczenie metateoretycznego pojecia.

Ot6z w niektérych kontekstach (nazwijmy je ,ekstensjonalnymi”) zadowalamy
si¢ predykatami speiniajacymi pierwszy warunek. Takim ekstensjonalnym wynikiem
jest pierwsze twierdzenie Godla. W innych (,intensjonalnych”) kontekstach doma-
gamy si¢ spelnienia warunku 2; przyktadu dostarcza nam drugie twierdzenie Gédla
o niedowodliwosci niesprzecznosci.®

Ad 1. Ponownie rozwazmy pierwsze twierdzenie Gddla o niezupelnosci arytme-
tyki w nastgpujacym sformutowaniu:

Twierdzenie. Niech T bedzie teorig aksjomatyzowalna, prawdziwa w standardo-
wym modelu arytmetyki (N). Istnieje woéwczas zdanie ¢, takie ze:

@Two

®)Twr-o

® Tradycja takiego uzywania terminéw ,.ekstensjonalny” i ,intensjonalny” w odniesieniu do
arytmetycznych kontekstéw wywodzi si¢ od Fefermana. Zob. {Feferman 1960].
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Szkic dowodu
Konstruujemy formute ,,PR1(v)” jezyka arytmetyki, spetniajaca warunek:

(*)  VyINEPR{(y)=T+y]

Korzystamy nastegpnie z lematu przekatniowego, na mocy ktorego istnieje zdanie ¢,
takie ze:

**) Neg@¢=-PR{9)

(a) Pokazujemy, ze T v ¢. Zalézmy bowiem, Ze jest inaczej, czyli: T+ ¢. Wow-
czas N k @, zatem na mocy (**) N £ — PR{o), wigc z (*) T v ¢. Sprzecznosé.

(b) Pokazujemy, ze T# — ¢. Zalézmy bowiem, ze jest inaczej, czyli: T+ — ¢@.
Woéwcezas N & — ¢, zatem na mocy (**) N =PR{(9), wigc z (*) T+ ¢. Okazuje si¢
w rezultacie, ze T jest sprzeczna, a zatem N k& T. Sprzecznosé z zalozeniem.

Zauwazmy, Ze istnieje nieskoniczenie wiele formul, spetiajacych warunek (*).
W obecnym kontekscie nie ma zadnego znaczenia, ktéra z nich wybierzemy. Wazne
jest tylko to, ze nasz wybér formuly ,,PR{(v)” jest ekstensjonalnie poprawny, tzn.
formulg t¢ speiniaja w standardowym modelu arytmetyki wszystkie twierdzenia teorii
T (ich numery gddlowskie) i nic poza nimi.

Podobnie ekstensjonalny charakter mialo rozumowanie Rossera. Rozwazat on
formute ,, PRY(v) ” (,,v jest dowodliwe w sensie Rossera”), zdefiniowana w nastepu-
jacy sposdb:

PR (v) =3y [Provi(y, v) A Vz,w <y (Provi(z, w) =
=W Awz )]

gdzie ,,Provi(y, v)” to standardowy predykat ,,y jest dowodem v w T, Przy zatozeniu
niesprzeczno$ci T, formutla ta spelnia warunek (*), choé nie oddaje tresci metateore-
tycznego pojecia dowodliwosci. Z grubsza biorac, formuta ,, PR%(v)” méwi raczej,
ze v posiada taki dowdd y, ponize]j ktérego nie znajdziemy dowodu negacji v. Oka-
zalo sig, ze rozwazana konstrukcja, w ktérej nie respektujemy intuicyjnego sensu
terminu ,,dowodliwo$é”, pozwala uzyskaé interesujace rezultaty: Rosser wykazat nie-
zupehnosé aksjomatyzowalnej teorii T przy stabszych zalozeniach niz Godel (zatozyt
mianowicie tylko jej niesprzecznosc).

Ad 2. Jak juz zauwazyliémy, wiele predykatow spefnia warunek (*), czyli defi-
niuje w N zbiér twierdzen T. Niech ,,PR(v)” bedzie dowolnym takim predykatem.
Wykorzystujac ten predykat, zdefiniujemy zdanie Conf” :

Conf® = —3d[d jest dowodem 70 # 0" w oparciu o zbiér formut ¢, takich ze

PR("9")].

Skoro ,,PR{9)” méwi, ze ¢ jest twierdzeniem 7, zdanie ,,
sprzecznos¢ T.

Jak wiadomo, na mocy drugiego twierdzenia Godla w teorii T nie da si¢ udowod-
nié, ze T jest niesprzeczna. Czy w zwigzku z tym mamy prawo stwierdzi¢:

C PR 5

on; ” wyraza nie-
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Tw Conf®?

Otdz nie. Intensjonalny charakter drugiego twierdzenia Gddla polega na tym, Ze
jego prawdziwosé zalezy od wyboru formuly, definiujacej zbiér twierdzen T. Zilu-
struje to krotkie rozumowanie, pokazujace ze (przy zalozeniu niesprzecznodci T)
pewne zdanie, ktére méwi, ze T jest niesprzeczna, wynika z T. Definiujemy:

Pr} ("¢™) = [(Pr{"™ A Cony) v ("¢ ="0 # 07 A = Conr)]
Con'T = Prw Py (r,,,«)}("O # 0-'),
gdzie ,Pri("¢")” to standardowy predykat dowodliwosci, a ,Con;” to zdanie
,— Pri("0 # 07)”, Latwo zauwazy¢, ze jesli T jest niesprzeczna, to dla dowolnej for-
muly ¢:
NEPr ("¢ =Tr+o.

Zdanie ,,ConT” méwi zatem, ze nie istnieje dowdd sprzecznosci w oparciu

o zbidr twierdzen T, czyli: T jest niesprzeczna. Mozemy obecnie wykazaé, ze
T+ Con’.

Dowdéd (wewnatrz teorii T):

Zatézmy, ze — Con’, czyli: Prig.pe  rgmy( "0 # 07). Rozwazamy obecnie dwa
przypadki: (1) Conr, (2) — Cony. Pokazujemy, ze w obu przypadkach uzyskujemy
sprzecznosé.

Ad (1). Skoro Conr, to otrzymujemy:

Vo [Pry (o) =Pri("g7)),
a zatem z zaloZenia:
Prig: per(rem("0#07).
Stad:
Pr("0 = 07),
czyli:
— Cony.

Uzyskali$my zatem sprzeczno$¢.

Ad 2. Tu zakladamy, ze — Cony. Zatem jedyna formula speiniajaca warunek

Pr} (v) jest "0 = 0". Otrzymujemy wigc:
Prio-o)("0#07),
czyli: zbiér tautologii rachunku predykatéw jest sprzeczny. Wiadomo jednak, ze we-
wnatrz T potrafimy udowodnié niesprzecznosé rachunku predykatow:
- Pr(o=o)( r0£07,
a zatem i tu dostajemy sprzeczno$é.

W tej sytuacji pojawia si¢ pytanie, w jakim sensie wolno nam twierdzié, ze nie-
sprzeczno$¢ teorii T nie jest dowodliwa w T. Dysponujemy cz¢sciowa odpowiedzia:
wiadomo np., ze jesli predykat ,,PR(v)”, ktoérym si¢ postugujemy, spetnia tzw. wa-
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runki wywodliwosci, wprowadzone przez Hilberta i Bernaysa,” to mozna udowodnié¢
dla T drugie twierdzenie o niezupeinosci. Wciaz mozemy jednak pyta¢ o interesujace
pojgcia dowodliwosci, przy ktérych zdanie stwierdzajace niesprzecznosé teorii T
okaze sig jej twierdzeniem.
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