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Naturalizm matematyczny Penelope Maddy:
préba analizy

Praca [Wojtowicz 2001a] zawiera prezentacje¢ koncepcji matematycznego natu-
ralizmu Peneclope Maddy. W tym artykule koncepcja Maddy zostanie poddana kry-
tycznej analizie.

Przedmiotem rozwazan bgda nastgpujace zagadnienia:

(i) argumenty Maddy na rzecz naturalizmu matematycznego;

(ii) teza Maddy, iz problematyka filozoficzna nie ma znaczenia dla rozwoju ma-
tematyki i decyzji metodologicznych podejmowanych przez matematykow;

(iii) analizy Maddy dotyczace argumentu z niezbgdnosci Quine’a;

(iv) zasadnos¢ maksym MAKSYMALIZUJ i UNIFIKUJ;

(v) techniczne i metodologiczne aspekty podanych przez Maddy kryteriéw i trud-
nosci zwigzane z tymi kryteriami.

Problemom (i)}—(iii) poswigcona jest czes¢ pierwsza. Problemy (iv)}—(v) anali-
zowane s3 w czgsci drugiej.

1. PROBLEM ISTNIENIA OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH
1 STATUS ARGUMENTU Z NIEZBEDNOSCI

Tytuly poszczegdlnych paragrafow stanowia lapidarne sformutowania argumen-
tow Maddy.
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1.1. Naukowcy sa «oszczedni» przy postulowaniu istnienia obiektéw
teoretycznych, a «rozrzutni» przy abstrakcyjnych. Dlatego fakt wystgpowania
w teoriach fizycznych odniesien do obiektéw matematycznych nie stanowi
argumentu na rzecz istnienia obiektéw matematycznych.

Przy konstruowaniu teorii naukowych konieczne jest wprowadzanie pewnych po-
stulatéw egzystencjalnych. W szczeg6lnosci postuluje si¢ — w oparciu o eksplanacyjne
kryterium istnienia — istnienie przedmiotéw teoretycznych. Jednak naukowcy sa bardzo
ostrozni przy wprowadzaniu postulatéw dotyczacych istnienia przedmiotow teoretycz-
nych. W pewnym uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze naukowcy dotaczaja do swej teo-
rii postulat dotyczacy istnienia obiektu teoretycznego dopiero wtedy, gdy jest to abso-
lutnie konieczne. Natomiast nie maja zadnych oporéw przed postugiwaniem si¢ dowol-
nie zaawansowanym instrumentarium matematycznym — czyli sa gotowi postulowaé ad
hoc istnienie nowych obiektéw matematycznych, aby stworzy¢ lepsza, uzyteczna teo-
rig.' To — wedtug Maddy — $wiadczy o tym, ze kryteria istnienia w odniesieniu do
obiektow fizycznych i matematycznych sg istotnie rézne. W wypadku matematyki stan-
dardy te sa bowiem tak «rozluznione», ze nie mozna juz powaznie mowic o istnieniu
obiektow matematycznych. Sam fakt, ze w danej teorii fizycznej postugujemy sig in-
strumentarium matematycznym zakladajacym istnienie obiektéw matematycznych typu
¢ nie stanowi wigc argumentu na rzecz istnienia tych obiektow. Dzieje si¢ tak, poniewaz
— w przeciwienistwie do postulatéw egzystencjalnych dotyczacych istnienia obiektow
teoretycznych — matematyczne postulaty egzystencjalne wprowadzane s réwniez wte-
dy, kiedy jest to wygodne, ale nie jest konieczne.

Obserwacja ta jest stuszna, jednak wniosek nie jest uprawniony. Aby argument
tego typu mial moc, nalezatoby wykazaé, ze kiedy fizyk konstruuje teorig, to w sytu-
acji, gdy ma do wyboru albo wprowadzi¢ do swojej teorii zdanie egzystencjalne glo-
szace istnienie obiektu teoretycznego; albo wprowadzi¢ do teorii postulat dotyczacy
istnienia obiektu abstrakcyjnego, to decyduje si¢ na druga ewentualno$é, gdyz sadzi,
ze nie zobowiazuje go to ontologicznie. Czy jednak tak jest rzeczywiscie? Czy fak-
tycznie w fizyce mozna wskazaé¢ wypadki dokonywania takiego wyboru (tzn. czy fak-
tycznie wzmocnienie matematycznych zalozen egzystencjalnych prowadzi do «oszcze-
dnoéci» ontologicznej w odniesieniu do obiektow teoretycznych)? Maddy ogranicza
si¢ jedynie do ogdlnikowego stwierdzenia, iz tak wiasnie jest, nie podajac zadnego
przyktadu. Rodzi to uzasadnione podejrzenie, iz argument Maddy jest argumentem
czysto spekulatywnym, nie znajdujacym potwierdzenia w praktyce naukowej.

Mozna zgodzi¢ si¢ z obserwacja, ze fizycy czerpia swobodnie ze skarbca narzg-
dzi matematycznych — postuguja si¢ taka teoria, ktora najlepiej nadaje si¢ do mate-
matycznego reprezentowania i opisania badanych zjawisk. Mechanika kwantowa po-

' Naukowiec, ktéremu w jego teorii potrzebne sa wyniki dotyczace liczb naturalnych, korzysta
z teorii liczb naturalnych. Jesli potrzebne sa liczby rzeczywiste — korzysta z teorii liczb rzeczywi-
stych. Je$li potrzebne sa liczby rzeczywiste, wraz ze zbiorami liczb rzeczywistych, funkcjami rze-
czywistymi, efc. — wykorzystuje bogatsza teori¢ matematyczna.
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stuguje sie calym aparatem analizy funkcjonalnej, za§ kosmologia aparatem geometrii
rézniczkowej, pomimo iz by¢ moze — z logicznego punktu widzenia — wystarczy-
tyby stabsze narzedzia. Jesli reprezentujemy zjawiska kwantowe tylko w osrodko-
wych przestrzeniach Hilberta, to nie jest potrzebna cata ogoélna teoria przestrzeni Hil-
berta, wykorzystujaca (poprzez ogdlny lemat Kuratowskiego-Zorna) pewnik wyboru,
ale wystarczylby np. przeliczalny pewnik wyboru, albo aksjomat o wyborach zalez-
nych. Fizyk rzeczywiécie korzysta z wszelkich dostgpnych narzedzi, nie dbajac o to,
ze moglby wykorzystaé stabsze, ale mniej wygodne.

Rozwazmy jednak nast¢pujace zagadnienie, ktére pozwoli na wyjasnienie pro-
blemu zobowiazan ontologicznych teorii fizycznych w §wiecie abstraktow.

Niech T; i T, beda dwoma teoriami matematycznymi, wykorzystywanymi w teorii
fizycznej F (oznaczmy przez TF, i TF, dwie zmatematyzowane teorie fizyczne, ktore
réznia si¢ miedzy soba w zakresie stosowanego matematycznego instrumentarium,
w szczeg6lnosci sita zalozen egzystencjalnych dotyczacych obiektéw matematycz-
nych). Niech & bedzie zbiorem relewantnych fizycznie zdaf.? Rozwazmy teraz na-
stepujace dwie sytuacje:

(i) TF; jest TWORCZA nad TF| wzgledem @’
(ii) T, jest NIETWORCZA nad T, wzglgdem ®.*

W sytuacji (i), jesli TF, wyjasnia wigcej niz T, to znaczy to po prostu, ze ko-
nieczne bylo uzycie wiasnie teorii TF,. Skoro jednak uzycie teorii T, byto niezbedne,
to nie ma sensu stwierdzenie, ze poshizylismy si¢ T*, zamiast T",, gdyz ma ona sil-
niejsze zalozenia dotyczace obiektéw matematycznych, co pozwala (by¢ moze) na
«zaoszczedzenie na obiektach teoretycznychy. Jest po prostu tak, ze postuzylismy si¢
teorig T',, bo teoria TF, nie pozwolitaby na wyjasnienie zjawisk. W tej sytuacji argu-
mentacja Maddy staje si¢ catkowicie bezpodstawna.

W sytuacji (ii), jesli obie teorie T, i T, wyjasniaja te same zjawiska z klasy @,
to TF, mozna traktowaé jako narzgdzie — pozwala ona bowiem jedynie na wyjasnie-
nie tej samej klasy zjawisk co TF,. Teoria TF, moze by¢ natomiast wygodniejsza
(bardziej ekonomiczna, prostsza, etc.). Pojawia si¢ w tym momencie pytanie o zobo-
wigzania ontologiczne teorii (zmatematyzowane;j teorii fizycznej, przy zatozeniu, ze
klasg relewantnych zdan jest ®). Sadz¢, ze w rozwazanym tu przypadku mozna
uznaé, iz zobowiazania ontologiczne teorii koniecznej dla wyjasnienia ® ograniczaja
si¢ do zobowiazan (stabszej) teorii T" ;.

W og6lnym wypadku, problem ustalenia zobowiazan ontologicznych teorii fi-
zycznej koniecznej dla wyjasnienia @ mozna sformutowaé nastgpujaco. Przypusémy,

2 W jezyku teorii Tr mozna sformulowaé wiele zdan, ale sensowne jest zalozenie, ze tylko nie-
ktdre sposréd nich sa istotne z punktu widzenia wyjasniania hipotez empirycznych, a wigc ze wy-
rézniona jest pewna klasa takich zdan ®.

3 Mozna to rozumie¢ w ten sposéb, ze T', wyjasnia wigcej zjawisk niz T

4 Z teorii TF, i T, wynikaja te same zdania z klasy @, tj. Cn(T";)N®=Cn(T )N ®.
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ze teoria T* wyjasnia ®. Nalezy ustali¢, jakie teorie fizyczne TF; (tworza one pewna
klasg teorii TF={T ;;ic1}) réwniez pozwalaja na wyjasnienie ® (innymi stowy: cho-
dzi o znalezienie klasy teorii TF={T":icI} takich, aby T® byla nietwércza wzgledem
& nad kazda z teorii TF;).> Zobowiazania ontologiczne, jakie sa konieczne dla skon-
struowania teorii wyjasniajacej P, to po prostu zobowiazania najstabszej sposrod teo-
rii z klasy TF®. Oczywiscie, moze si¢ tez okazaé, Ze to wlasnie badana przez nas teo-
ria T" ma najstabsze zobowiazania.

Argumentacja Maddy jest wigc pozbawiona podstaw. Jesli teoria fizyczna T jest
najstabszg teoria, o minimalnych zobowiazaniach ontologicznych w §wiecie obiektow
matematycznych, to bezzasadne jest stwierdzenie, iz fizycy byli «nieoszcz¢dni» przy
konstruowaniu tej teorii i ze przyjmowali inne standardy w momencie wprowadzania
postulatow egzystencjalnych dotyczacych obiektow teoretycznych i abstrakcyjnych.
To, iz fizycy moga mieé poczucie, Zze mozna «bezkarnie» stosowaé dowolnie silne
matematyczne instrumentarium nie ma znaczenia. W rozwazanej sytuacji fizycy byli
bez wyjscia — bowiem dla wyjasnienia zjawisk z klasy & MUSIELI odwotaé si¢ do
teorii T, z calym jej «dobrodziejstwem ontologicznego inwentarza». Jesli natomiast
okaze sig, ze teoria TF nie jest najstabsza, ze mozna wskaza¢ teorig T o stabszych
zobowiazaniach, ale réwniez wyjasniajaca zjawiska z klasy @ (taka ze T" jest nie-
tworcza nad T'; wzgledem @), to nie znaczy to bynajmniej, iz argumentacja Maddy
jest stuszna. Znaczy to jedynie, ze — dla ustalenia zobowiazan ontologicznych —
konieczne byto przeprowadzenie dodatkowych analiz metateoretycznych (wyjasnia-
jacych kwestie nietwérczosci). Maddy slusznie zauwaza, ze fizycy korzystaja ze
wszelkich dostgpnych narzedzi. Jednak jej argumentacja jest skuteczna tylko wobec
naiwnej wersji argumentu z niezbgdnosci, ktéry nalezatoby moze nazwaé ,,argumen-
tem z obecnosci”. Nie ma on wiele wspélnego z argumentem z niezbgdnosci i zarzuty
Maddy trafiaja w préznie.

Jedyna sytuacja, w ktérej argumentacja Maddy mogtaby mieé¢ zastosowanie,
przedstawia si¢ nastgpujaco. Rozwazmy dwie teorie TF, i T, — obie wyjasniaja
réwnie dobrze pewien zbiér danych, przy czym jedna z nich (np. TF,) przyjmuje wig-
cej zobowiazan dotyczacych obiektow teoretycznych, a druga (TF,) — obiektow ma-
tematycznych. Wtedy wybor TF, ilustrowalby sytuacje, o jakiej méwi Maddy. Jednak
Maddy nie podaje ani jednego przykladu takiej sytuacji, i jest do§¢ watpliwe, czy
faktycznie zdarza sie tak, iz fizyk moze zamiast postulatu egzystencjalnego dotycza-
cego obiektow teoretycznych wprowadzi¢ dodatkowe zatozenia dotyczace obiektow

% Uwaga: klasa TF nie musi zawiera¢ wszystkich teorii spetniajacych warunek nietwérczosci.
Mozna naklada¢ dodatkowe warunki dotyczace np. «naturalnosci» czy sensu fizycznego tych teorii.
Jest to jednak poboczny problem — chodzi bowiem o to, Ze jest JAKAS klasa TF takich teorii.

¢ Na przyktad takiego typu badania mozna prowadzi¢ posiugujac si¢ wynikami matematyki
odwrotnej, por. np. [Wéjtowicz 2001b]. Pomijam tu problem, ze moz2e si¢ okazaé, 2e w klasie teorii
TF istniejq elementy minimalne, ale nie ma najmniejszego. Wtedy problem ustalenia zobowigzan
si¢ komplikuje — powstajg bowiem alternatywne teorie wyjasniajace @, o «niekompatybilnych»
zobowiazaniach ontologicznych.
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matematycznych (czyli ze moze wyeliminowaé zobowigzania ontologiczne dotyczace
obiektow teoretycznych na rzecz zobowigzan dotyczacych obiektéw matematycz-
nych). Cigzar dowodu spoczywa w tym wypadku na Maddy.

1.2 Zalozenie o istnieniu §wiata fizycznego jest istotne z punktu widzenia
fizyki. W wypadku matematyki jest inaczej.

Maddy twierdzi, ze o ile realistyczne stanowisko jest istotne dla nauki — w tym
sensie, ze nauki przyrodnicze wyglaszaja tezy egzystencjalne dotyczace istnienia
i statusu ontologicznego przedmiotu jej badafi — to nie jest ono istotne dla matema-
tyki. Innymi stowy: o ile istnienie i status ontologiczny obiektéow fizycznych (tzn.
fakt, ze obiekty fizyczne istnieja w czasoprzestrzeni) jest przedmiotem badan fizyki
(ijest dla niej wazny), to istnienie i status ontologiczny obiektéw matematycznych
jest nieistotny z punktu widzenia matematyki. Maddy twierdzi wigc, Ze pytania o ist-
nienie maja inny status w wypadku fizyki i inny w wypadku matematyki. Tym samym
problem istnienia obiektéw matematycznych nie jest istotny.

Argument ten jest — moim zdaniem — wadliwy i opiera si¢ na pewnym pomie-
szaniu poje¢. Rozwazmy bowiem nastgpujace cztery zagadnienia:

(F1) Czy dana teoria fizyczna Ty zaklada istnienie obiektéw fizycznych typu P?

(F2) Czy dana teoria fizyczna T jest teoria adekwatnie opisujaca rzeczywistosé?

(M1) Czy z danej teorii matematycznej Ty wynika zdanie 3x@(x) (istnienie
obiektu typu ¢)?

(M2) Czy teoria matematyczna Ty posiada interpretacjg?

Widoczne sa analogie pomigdzy tymi pytaniami. Odpowiednikami sa (F1) i (M1)
oraz (F2) i (M2). Pytania (F1) i (M1) stanowia pytania wewngtrzne, dotyczace tego,
jakie tezy egzystencjalne pojawiaja si¢ w tych teoriach. Sa to wiec pytania czysto
techniczne. Natomiast pytania (F2) i (M2) dotycza interpretacji teorii. Twierdzg, ze
argumentacja Maddy opiera si¢ na bezzasadnym zestawieniu pytan z grup (F2) i (M1).
Oto uszczegotowienie mojej tezy.

Rozwazmy nastepujace trzy klasy: E — klas¢ (mozliwych) zbioréw danych empi-
rycznych, M — klas¢ (mozliwych) zbior6w zasad (ograniczent) metodologicznych i T
— klase (mozliwych) teorii fizycznych, shuzacych do reprezentowania, interpretowa-
nia i wyjasniania danych. Rozwazmy relacj¢ tréjargumentowa RCExMXxT. Fakt, ze
R(E.M,T) (gdzie E€E, Me M, TeT) odczytywaé bedziemy jako: teoria T wyjasnia
zbiér danych empirycznych E i spelnia przy tym zasady metodologiczne M.’ Z same-
go faktu, iz R(E,M,T) nie wynika oczywiscie, ze teoria T opisuje nasz §wiat — nie
wiadomo bowiem, czy E stanowi zespét danych charakterystycznych dla naszego
$wiata, ani czy zasady M sa zasadami akceptowanymi w naszym $wiecie. Dla samego
konstruowania teorii adekwatnie wyjaéniajacej dane do$wiadczalne, zatozenie o tym,

7 Nie analizujg tu problemu natury relacji R, tego, co znaczy, Ze teoria wyjasnia dane, efc.
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ze te dane pochodzy ,,0d $§wiata zewngtrznego” nie jest jednak konieczne. Mozna
tworzy¢ teorie fizyczne w oparciu o fikcyjne dane (np. jak wyglada Wszechswiat,
w ktérym tensor pola grawitacyjnego jest inny?). Pytania o to, jakie obiekty istnieja
w mysl danej teorii T s pytaniami typu (F1). Udzielenie odpowiedzi na pytania typu
(F2) wymaga zidentyfikowania danych dotyczacych naszego $wiata oraz zasad meto-
dologicznych przyjmowanych w naszym $wiecie.®

Podobna sytuacja jest w wypadku matematyki. Pytaniom typu (F1) odpowiadaja
pytania typu (M1).” W ramach (F1) i (M1) nie zadajemy pytan o obiektywne istnienie
obiektéw danego typu. Pytania takie zadajemy dopiero w ramach zagadnieni (F2)
1(M2) — gdyz sa to pytania o to, czy analizowana teoria jest teorig zinterpretowana,
Tymczasem Maddy opiera swoja argumentacj¢ na zatarciu tych réznic i pomieszaniu
poziomoOw pytan o istnienie, zestawiajac ze soba pytania (F2) i (M1). Stad latwo juz wy-
snué wniosek, ze problem istnienia obiektéw matematycznych jest pseudoproblemem.

Wedtug Maddy, o ile fizyka méwi nam, ze obiekty fizyczne istnieja w czasoprze-
strzeni, to matematyka nie méwi nam nic na temat sposobu istnienia obiektéw mate-
matycznych. Tym samym — twierdzi Maddy — pytania o istnienie w fizyce sa pyta-
niami naukowymi (istotnymi z punktu widzenia fizyki), za$ pytania o istnienie w ma-
tematyce — sa pytaniami nieistotnymi z punktu widzenia matematyki, czyli nie-
naukowymi. Réwnie zasadne byloby jednak stwierdzenie, ze fizyka rowniez nie méwi
nam nic na temat sposobu istnienia obiektéw fizycznych: czasoprzestrzen jest bo-
wiem arena, na jakiej rozgrywa si¢ akcja teorii fizycznych, i definicyjng cecha teorii
fizycznych jest to, iz opisuja zjawiska i obiekty o charakterystyce czasoprzestrzennej.
Kazdy obiekt fizyczny jest czasoprzestrzenny — gdyz inaczej nie mozna byloby go
opisywaé. Zatem — modyfikujac nieco rozumowanie Maddy — mozna powiedzieé
tak: teorie fizyczne opisuja pewna klas¢ przedmiotoéw. Nazywamy je przedmiotami
czasoprzestrzennymi. Znaczy to tyle, ze znajduja si¢ one w czasoprzestrzeni, gdyz
wszystkie teorie naukowe formulowane sa w ,,czasoprzestrzennym paradygmacie”.
W odpowiedzi na pytanie o to, czy jaki$ obiekt istnieje, tkwi juz stwierdzenie, ze jest

$ Rozwazmy «fizyka idealisten. Gdyby np. Berkeley zyt wspblczesnie, i byt filozofujacym fi-
zykiem, mégiby — w spdjny spos6b — reprezentowaé stanowisko, iz obiekty materialne nie ist-
nieja, a fizyka opisuje jedynie staly porzadek, w jakim dostarczane sa nam wrazenia. Dla ekono-
micznego wyjasnienia prawidtowosci dotyczacych tych wrazen wprowadzamy pojecia takie jak
»Czasoprzestrzen”, ,,przedmiot materialny”, ,,oddziatywanie na nasze zmysty” efc. W idealistycznej
interpretacji mozna byloby zachowaé pojecie ,,sensu fizycznego” danej hipotezy czy teorii — po-
przez odwotania do zespotu danych empirycznych E oraz kryteriow M. Fizyka Berkeleya nie roz-
nilaby si¢ od fizyki zdroworozsadkowego realisty i Berkeley tak samo jak zdroworozsadkowy reali-
sta zastanawiatby si¢ nad problemem istnienia takiej czy innej czastki, nad wiasnoéciami danego
pierwiastka, czy np. nad temperaturg topnienia wolframu. Taka teoria nie réznilaby si¢ od naszej
fizyki na poziomie pytar z grupy (F1), bytaby natomiast inaczej interpretowana z zewnatrz, czyli na
poziomie (F2).

% Mozna nawet méwié o matematycznym odpowiedniku relacji R: danymi sq pojecia, jakie
chcemy reprezentowa¢ w danej teorii, kryteria metodologiczne dotycza np. ograniczen jej sity, do-
puszczalnych wlasnosci metalogicznych, efc.
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to obiekt czasoprzestrzenny (czy inaczej: w samym pojeciu ,obiektu fizycznego”
tkwi jego czasoprzestrzenno$¢). Per analogiam mozna byloby powiedzieé, ze opisy-
wane przez matematykg obiekty maja charakter pozaczasoprzestrzenny, mnogoscio-
wy — wszystkie obiekty matematyczne daja si¢ reprezentowaé poprzez zbiory, zatem
ich sposéb istnienia jest «mnogosciowy». Oczywiscie fakt, ze matematyke¢ mozna
uprawiaé¢ w schemacie teoriomnogosciowym jest bardzo istotny dla matematyki, po-
dobnie jak fakt, iz fizyk¢ uprawiamy w ramach ,,czasoprzestrzennego paradygmatu”
jest istotny dla fizyki. Tym samym odréznienie Maddy istotnych-dla-nauki pytan
o istnienie obiektéw w czasoprzestrzeni i nieistotnych-dla-matematyki pytan o istnie-
nie obiektéw matematycznych traci racj¢ bytu. Sam bowiem fakt, Ze teorie fizyczne
dotycza obiektow fizycznych, a matematyczne obiektéw matematycznych, nie mowi
nic na temat tego, czy teorie te s teoriami zinterpretowanymi.

1.3. Nawet gdyby nie bylo obiecktéw matematycznych, to nadal rozwijalaby
si¢ matematyka. Ergo: nie ma powodu, aby przyjmowaé istnienie obiektéw
matematycznych.

Maddy, uzasadniajac tezg, ze znaczenie argumentacji filozoficznej dla analiz
metodologicznych jest znikome, postuguje si¢ nastgpujacym argumentem: gdyby na-
wet konkluzywnie wykazano, ze realizm jest bezzasadny (czyli ze zadne obiekty ma-
tematyczne nie istniejg), to matematycy i tak nadal zajmowaliby si¢ matematyka
i stawiali pytania o prawdziwosé pewnych twierdzen egzystencjalnych (np. czy ist-
nieje 0%, albo niemierzalny podzbior prostej takiej czy innej klasy, albo przestrzen
funkcyjna o zadanych wlasnosciach). A wigc argumentacja filozoficzna nie jest dla
matematyka istotna i matematyka rozwija si¢ zgodnie ze swoimi wlasnymi standar-
dami — niezaleznie od takich czy innych rozstrzygnigé filozoficznych.

Nalezy zauwazy¢, ze mamy tu do czynienia z dwoma grupami zagadnien. Pierw-
sza to:

(i) Jak rozwija si¢ matematyka? Czy analizy filozoficzne maja wplyw na ten roz-
woj? Druga to:
(ii) Czy istnieja obiekty matematyczne?

Pytanie (i) ma charakter w gruncie rzeczy historyczny (socjologiczny) i mozna
udzieli¢ na nie odpowiedzi poprzez analiz¢ danych historycznych. Pytanie (ii) ma
natomiast charakter filozoficzny — i odpowiedz na pytanie (ii) nie musi by¢ bezpo-
$rednio uzalezniona od odpowiedzi na pytanie (i).

Maddy natomiast obiera inng drogg. Tezg, iz matematyka rozwija si¢ niezaleznie
od dyskusji filozoficznych stara si¢ uzasadnié poprzez spekulatywne argumenty, do-
tyczace rowniez filozoficznych pytan o istnienie obiektéw matematycznych. Uwazam
za istotne przeanalizowanie jej argumentacji.'” Ma ona nastepujace stabosci:

'° Nie analizujg tutaj tezy, iz rozwéj matematyki uzalezniony od dyskusji filozoficznej. Zajmuje
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(1) Maddy odwotuje si¢ do hipotezy, w mys] ktorej ,konkluzywnie wykazano by
nieistnienie obiektow matematycznych”. Co to znaczy?

Jest oczywiste, ze gdyby wykazano metodami fizyki, ze nie istnieje obiekt fizycz-
ny typu P, to fizycy nie zadawaliby juz sobie pytania o jego wlasnosci. Ale podobnie,
gdy wykazuje si¢ metodami MATEMATYCZNYMI Ze nie istnieje obiekt matematyczny
typu ¢ (np. kwadratowe koto, albo skoniczony gesty porzadek liniowy), to matematy-
cy nie zadaja oczywiscie pytania o istnienie i wiasnosci tego obiektu. Maddy jednak
nie precyzuje, jakimi metodami miatoby dokona¢ si¢ konkluzywne wykazanie nieist-
nienia obiektéw matematycznych. Oczywiscie nie mogloby to byé wykazanie meto-
dami matematycznymi — gdyz wowczas matematycy przestaliby si¢ w ogoéle zajmo-
waé tym zagadnieniem. Czy konkluzywne wykazanie nieistnienia obiektéw matema-
tycznych moze by¢ dokonane w ramach nauk przyrodniczych? Raczej nie — nauki
przyrodnicze z definicji wypowiadaja si¢ tylko i wylacznie na temat przedmiotow
czasoprzestrzennych, sa niejako obojgtne wobec postulatéw egzystencjalnych doty-
czacych obiektéw abstrakcyjnych. Pytanie o to, czy matematyka stanowi jedynie in-
strument, czy tez niefizyczny skiadnik rzeczywistosci nie jest pytaniem analizowa-
nym w ramach teorii fizycznych. A zatem konkluzywne wykazanie nieistnienia
obiektéw matematycznych, o ktérym méwi Maddy, musiatoby si¢ opiera¢ o argu-
mentacj¢ natury filozoficznej. Tu jednak pojawiaja si¢ pewne trudnosci.

Po pierwsze, wydaje si¢ by¢é mato prawdopodobne, aby mozna byto konkluzyw-
nie rozstrzygna¢ filozoficzny spér o istnienie przedmiotéw matematycznych. "’

Po drugie, podobnego argumentu mozna byloby uzyé w stosunku do fizyki. Oto
jego przykladowe sformulowanie: gdyby konkluzywnie wykazano, ze nie istnieje
$wiat fizyczny, a jedynie wiazki wrazen, to fizycy nadal uprawialiby fizyke (por. roz-
wazania na temat fizyka-idealisty w paragrafie 1.2); stad wynika, ze problem istnienia
$wiata jest nieistotny. Maddy nie wyjasnia, dlaczego jej argument nie rozciaga si¢ tez
na fizyke (a tymczasem takie rozszerzenie si¢ tu jawnie narzuca).

(2) Niekiedy — w obronie stanowiska formalistycznego — formutuje si¢ taki ar-
gument: ,,Wyobrazmy sobie, ze pewnego dnia znikaja liczby. Liczby niewatpliwie
wystepuja we wszelkich teoriach fizycznych. Czy ich znikni¢cie spowoduje, ze prze-
stang obowiazywa¢ prawa fizyki, ze samoloty zaczna spadac, efc.? Nie! A wigc kwe-

si¢ jedynie argumentacja Maddy.

"' Argumentacja Maddy opiera si¢ na pewnym eksperymencie myslowym. Maddy wychodzi od
zalozenia, ze konkluzywnie wykazano by nieistnienie obiektow matematycznych. Nie jest jednak
oczywiste, jakiego typu eksperymenty myslowe sa dopuszczalne, i czy opieranie eksperymentu my-
$lowego na zatozeniu, ktére jest niemozliwe do spelnienia jest sensowne.

Dyskusja o problemie statusu eksperymentéw myslowych w argumentacji filozoficznej wy-
kracza poza ramy tego artykulu. Mozna jednak zgodzi¢ sig¢ z tym, ze nie wszystkie eksperymenty
myslowe sa dopuszczalne. Nie jest wcale oczywiste, po ktdrej stronie «linii demarkacyjnej» lokuje
sig argumentacja Maddy (i — prezentowana nieco dalej — argumentacja E. Nelsona).
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stia istnienia liczb jest pseudoproblemem — i nie ma powodu zaklada¢, ze liczby ist-
nieja. Nasz $wiat bez liczb nie zmienitby sig¢” (por. np. [Nelson 1994, 571])."

Argument ten jest chybiony — tak samo mozna byloby bowiem argumentowa¢ na
rzecz fenomenalizmu: wyobrazmy sobie, ze znikaja obiekty, a zostaja tylko wrazenia.
Czy znaczy to, Ze przestaja obowiazywaé prawa fizyki, ze samoloty spadaja (przy
czym oczywiscie stwierdzenie to znaczyloby: ,,nasze wrazenia zmieniaja si¢ i wydaje
si¢ nam, ze samoloty spadajg”)? Oczywiscie nie! Naukowcy nadal postugiwaliby si¢
pojeciami takimi jak ,.czastka elementarna”, ,,gen”, ,,poiprzewodnik”, efc. Zmienita
by sig jedynie interpretacja pojecia ,,istnienia”. Pozostaloby ono pojeciem wewngtrz-
nym dla danej teorii fizycznej. Dlatego nie ma potrzeby, aby zakladaé istnienie
obiektow poza danymi. Nie mozna jednak tego sposobu argumentacji uznaé za po-
wazny argument na rzecz fenomenalizmu.

1.4. W praktyce matematycznej matematycy nie korzystajg z argumentu
z niezb¢dnosci.

Maddy twierdzi, iz matematycy przy uzasadnianiu istnienia obiektéw matema-
tycznych nie odwotujq si¢ do argumentu z niezbg¢dnosci, tylko do formalnych dowo-
dow twierdzen egzystencjalnych. Z kolei aksjomaty matematyczne (w oparciu o ktore
dowodzone sa twierdzenia matematyczne) tez nie sg uzasadniane przez odwolanie si¢
do argumentu z niezbednosci, ale przez odwolanie do poczucia oczywistoéci, intu-
icyjnosci czy naturalnosci. Standardy uzasadniania istnienia w matematyce nie majg
wige nic wspdlnego ze standardami uzasadniania istnienia poprzez argument z nie-
zbednosci. Tym samym — twierdzi Maddy — argument z niezbednosci nie odgrywa
zadnej roli w praktyce matematycznej. Poniewaz jednak punktem wyjscia analiz filo-
zoficznych winna by¢ praktyka matematyczna, znaczy to, ze argument z niezb¢dnosci
nie powinien by¢ (jako odlegly od praktyki matematycznej) stosowany w dyskusji
problemu istnienia obiektdw matematycznych. W takim ujeciu argument z niezbed-
noéci nie stanowi de facto zadnego argumentu pozytywnego na rzecz istnienia
obiektéw matematycznych.

Argumentacja Maddy ma nastgpujace stabosci:

(1) Opiera si¢ na pomieszaniu réznych pojec istnienia™: w sensie «wewnetrz-
nym» — matematycznym (tzn. relatywnie do teorii matematycznej T istnieje obiekt
typu ¢, jesli T implikuje'® 3xg(x)) i w sensie «zewnetrznym» — przypisania pewnym
teoriom matematycznym interpretacji (por. rozréznienie na pytania typu (M1) i (M2)
z paragrafu 1.2). Matematycy zajmuja si¢ tylko sensem technicznym — i tu nie ma

'2 Maddy nie formutuje swojego argumentu w dokladnie ten sam sposéb. Analizuje tutaj jednak
takze argumentacj¢ Nelsona, gdyz widoczne sa analogie z argumentacja Maddy.

* Nie podejmuj¢ tu problemu, czy chodzi o wynikanie semantyczne, czy syntaktyczne, ktére
réznig si¢ w tych systemach logicznych, gdzie nie zachodzi twierdzenie o petnosci, np. w logice
drugiego rzedu).
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oczywiscie miejsca na argument z niezb¢dnosci (ani zaden inny argument filozoficz-
ny), tylko na dowody formalne. Argument z niezbgdnosci pojawia si¢ dopiero wtedy,
kiedy okaze si¢, Ze pewna teoria jest uzywana do opisu §wiata. Dopiero wtedy sen-
sowne jest stawianie pytan dotyczacych ontologii tej teorii.'* Ale oczywiscie zwolen-
nik argumentu z niezbgdnosci nie twierdzi, Zze matematyk, przy uzasadnianiu twier-
dzen egzystencjalnych, powinien odwolywaé si¢ do argumentu z niezbgdnosci, za-
miast do dowodéw. To byloby pomieszanie porzadkéw: po prostu argument z nie-
zbednosci odnosi si¢ do problemu (M2), a twierdzenia egzystencjalne matematyki do
problemu (M1). Maddy miesza rézne sensy terminu ,,istnie¢” — i jej argumentacja,
odwolujaca si¢ rzekomo do praktyki matematycznej, opiera si¢ na zwyklym pomie-
szaniu pojeé

(2) Maddy twierdzi, Zze matematycy przy uzasadnianiu aksjomatéw czy postula-
tow swych teorii odwolujg si¢ do pewnych intuicji, czy wrecz do poczucia oczywisto-
$ci, (pickna, harmonii, efc.) — jednak Zrédtem tych intuicji nie jest argument z nie-
zbednosci. Tym samym rola argumentu z niezbgdnosci w matematyce jest znikoma.
Wobec tej argumentacji mozna wysuna¢é nastepujace zastrzezenia:

Przede wszystkim dotyczy ona tylko psychologicznych efektéw pracy matematy-
ka — tego, ze «czuje» on matematyczng rzeczywisto$¢, bedaca przedmiotem opisu
jego teorii, Ze ma poczucie, iz bada co$ faktycznie istniejacego, a nie tylko prze-
ksztalca ciagi symboli. Argument z niezb¢dnosci nie dotyczy jednak kwestii psycho-
logicznych, a problemu istnienia, ktéry nie jest z nimi zwiazany.

- Co wiecej, nawet gdyby zaakceptowaé ten sposéb argumentacji, nietrudno uzy¢
go przeciwko Maddy. Mozna bowiem wskaza¢ przyklady fizykéw matematycznych,
ktérzy swoje poczucie «obecnosci» obiektéw matematycznych czerpig nie z badania
teorii matematycznych, ale z faktu, ze tak dobrze nadaja si¢ one do opisu $wiata fi-
zycznego. Argumentowi temu mozna nadaé nastepujacag postaé: to, Ze teorie mate-
matyczne w tak skuteczny sposéb opisujg swiat fizyczny (tzn. Zze tak dobrze daja sie
zastosowaé w teoriach fizycznych) $§wiadczy o tym, ze migdzy swiatem fizycznym
a matematycznym jest pewna harmonia, ze $wiat matematyczny stanowi odbicie
struktury $wiata fizycznego."® Taka argumentacja w istotny sposéb opiera si¢ na fak-
cie, ze matematyka stosuje si¢ do opisu §wiata, ze jest narzgdziem wykorzystywanym

' Nie twierdzg, ze tak przedstawia si¢ porzadek chronologiczny. Proces konstruowania teorii
fizycznej jest czgsto réwnoczesny z tworzeniem narz¢dzi matematycznych dla tej teorii — i nie da
si¢ oddzieli¢ tych etapéw. Logiczna struktura przedstawia si¢ jednak nastepujaco:

1. Fizyk «sklada zam6wienie» na pewne narz¢dzia matematyczne.

2. Matematyk konstruuje teori¢ o danej wiasnosci (czgsto fizyk = matematyk; czgsto tez fizyk
korzysta z juz istniejacych narzedzi. Mozna powiedzie¢, ze jego zamdéwienie zostalo zrealizowane,
zanim je ztozyt).

3. Fizyk stosuje matematyczne instrumentarium.

4. Filozof interpretuje cala sytuacje.

' Argument ten celowo sformufowany jest nieprecyzyjnie; chodzi tu tylko o ukazanie pewnego
kierunku myslenia. Wydaje sig, ze pod tego typu rozumowaniem podpisaliby si¢ np. Penrose i Heller.
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w tym opisie. Intuicjom matematyka, ktory ignoruje zastosowania (na ktérego przy-
ktad powotuje si¢ Maddy) mozna wigc przeciwstawic intuicje fizyka-platonika, ktory
whasnie w fakcie istnienia zastosowan upatruje argument na rzecz istnienia §wiata
matematycznego. Maddy zdaje si¢ twierdzi¢, ze intuicje jej matematyka stanowig po-
wazny argument, w przeciwienstwie do intuicji platonizujacego fizyka (nie twierdzi
tego wprawdzie explicite, ale takie stanowisko musiataby konsekwentnie zajac). Jed-
nak réwnie zasadny (a $cisle: rownie bezzasadny) bytby przeciwny punkt widzenia.
Argument Maddy nie jest wigc poprawny.

2. TRUDNOSCI KONCEPCJI MADDY. ZASADY METODOLOGICZNE
UNIFIKUJ I MAKSYMALIZUJ. KRYTERIA TECHNICZNE

2.1. Maddy przy uzasadnianiu tezy naturalizmu, a takZe przy uzasadnianiu
zasady MAKSYMALIZUJ de facto odwoluje si¢ do roli matematyki w naukach

przyrodniczych.

Maddy omawiajac problem hipotetycznego naturalizmu astrologicznego wskazuje
na fakt, ze matematyka — w przeciwiefistwie do astrologii — jest przydatna w na-
ukach przyrodniczych. Aby uprawiac i rozumie¢ naukg, trzeba rozumie¢ matematyke.
Dlatego warto bada¢ matematykg, a nie warto badaé astrologii. Jednak uzyteczno$é
nie ma wptywu — wedlug Maddy — na sam rozwdj matematyki i opis matematyki
nie moze si¢ odwotywa¢ do kategorii stosowalnosci matematyki. Maddy dostrzega
wigc zwigzek migdzy nauka a matematyka, ale twierdzi, Ze nie ma on znaczenia dla
samego rozwoju matematyki. Prawa rozwoju matematyki maja bowiem charakter
wewnetrzny, nie odwohuja si¢ do kategorii takich jak ,,stosowalno$¢ matematyki”.

Podobnie, zasadg MAKSYMALIZUJ'® Maddy uzasadnia powolujac si¢ na fakt,
ze matematyka dostarcza narz¢dzi dla nauk empirycznych, tym samym powinna mieé
mozliwie duzy «zapas» takich narzedzi. Dlatego nalezy zadbaé o to, aby tworzona
przez nas teoria mnogosci byla mozliwie bogata. Motywuje wigc t¢ zasadg poprzez
odwotanie si¢ do roli matematyki w naukach przyrodniczych. Jest to niekonsekwent-
ne wobec deklaracji Maddy, iz wprowadzanie standardéw z nauk przyrodniczych
byloby obcym ,,wirgtem” w naturalistycznej metodologii. Tymczasem nie bardzo wi-
da¢, w jaki sposob mozna byloby wyrézni¢ matematykeg jako dyscypling zastugujaca
na analizy metodologiczne (i odrézni¢ ja od astrologii, ogdlnej teorii hodowli smo-
k6w, psychologii krasnoludkéw, etc.) bez odwotywania si¢ do faktu, iz matematyka
(w przeciwienstwie do w/w wymienionych dyscyplin) znajduje zastosowanie w na-
uce. Maddy zatem faktycznie dopuszcza argumentacje, od ktérej sie odzegnuje, i to
zaréwno na metapoziomie (jest sens bada¢ matematyke a nie astrologig), jak i przy
formutowaniu poszczegoélnych zasad metodologicznych (nalezy maksymalizowaé bo-
gactwo matematyki, bo w fizyce potrzeba duzo réznorodnych narze¢dzi).

' Por. [Wojtowicz 2001a, 37—38}, gdzie opisana jest ta zasada.
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Tu pojawia si¢ kolejny problem: jesli pewne fragmenty matematyki nie znajduja
zastosowan, to nie ma mocy argument Maddy, ze warto si¢ nimi zajmowac¢ ze wzgle-
du na to, ze matematyka jest przydatna w nauce. Z punktu widzenia tego argumentu,
niestosowane fragmenty matematyki maja status astrologii. Tymczasem Maddy chce
badaé catq matematyke. Konsekwentnie wigc, jej argument musiatby zosta¢ przefor-
mutowany w nastgpujacy sposob: wprawdzie pewna czg¢$¢ matematyki jest odlegla od
zastosowan, ale pewna czg¢s$é niewatpliwie jest przydatna w naukach przyrodniczych.
Matematyka jednak rozwija si¢ jako pewna catos¢ i tak tez nalezy ja badaé. Taka ar-
gumentacja miataby wigc nastepujaca strukturg:

(1) matematyka stosuje si¢ w nauce;

(2) matematyka czysta dopehnia stosowana;

(3) a zatem warto bada¢ cala matematyka.

Jest to jednak po prostu powielenie argumentu Quine’a, od ktérego Maddy si¢
odzegnuje. Stanowi to wyrazna niekonsekwencje.

2.2. Jaki poziom unifikacji jest niezbedny z punktu widzenia praktyki
matematycznej?

Unifikujaca rola teorii mnogosci w matematyce opiera si¢ na dwoch zasadniczych
faktach:

Po pierwsze, wszelkie pojecia i problemy matematyczne mozna sformutowaé
w jezyku teorii mnogosci.

Po drugie, aksjomaty teorii mnogosci ZFC sa na tyle silne, ze umozliwiaja udo-
wodnienie ogromnej klasy twierdzen matematycznych — w szczeg6lnosci udowod-
nienie w zasadzie wszystkich zdan pojawiajacych si¢ w «zwyklej matematyce».

Czy — z punktu widzenia praktyki matematycznej (tj. z punktu widzenia anality-
ka, rézniczkowca, topologa, efc., a nie z punktu widzenia teoriomnogo$ciowca) —
zachodzi potrzeba, aby pojawiajace si¢ zdania niezalezne byly wszystkie rozstrzy-
gnig¢te w ramach jednej teorii mnogosci? Czy w matematyce nie wystarczy ten poziom
unifikacji, jaki zagwarantowany jest dzigki rekonstrukcji matematyki w ZFC, i ko-
nieczne jest poszukiwanie teorii silniejszej?"’

' Tu nalezy zauwazyé, iz argument, ze ZFC wiele pytan zostawia otwartych, a my chcemy mie¢
teorig rozstrzygajaca wszystkie pytania jest nie do konica poprawny. Zadne skoriczone rozszerzenie
ZFC (a stosowanie kryteriéw Maddy moze nam da¢ tylko takie skonczone rozszerzenia) oczywiscie
nie rozstrzyga wszystkich zdan niezaleznych. Nie jest wigc mozliwe podanie zupeinej — rozstrzy-
gajacej wszystkie kwestie — teorii mnogosci. (Przyjmuje¢ tutaj dos¢ naturalne zalozenie, ze teoria,
ktéra ma by¢ podstawa dla matematyki powinna by¢ efektywnym rozszerzeniem ZFC. Do takich
teorii stosuje si¢ | twierdzenie Gtdla o niezupetnosci.) Pojawia si¢ wigc problem, jaki poziom pre-
cyzji opisu uniwersum mnogo$ciowego chcemy osiagna¢. Aby analizy Maddy mialy sens, koniecz-
ne jest oczywi$cie uznanie, ze poziom precyzji oferowany przez ZFC nie jest wystarczajacy. Nalezy
jednak tez okresli¢, czego oczekujemy, tzn. jakiego typu zdania chcielibySmy méc rozstrzygnag,
i gdzie nalezy postawi¢ granic¢. Maddy nie podejmuje tego istotnego problemu.
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Zasadne jest postawienie nastgpujacych pytan:

Czy mozna wskaza¢ matematyczne powody, dla ktérych np. specjalista od row-
nan rozniczkowych czastkowych czy analizy zespolonej zadalby podania rozwiazan
wszystkich probleméw matematycznych w ramach jednej teorii unifikujacej?'®

Jakie powinny by¢ kryteria wyboru migdzy teoriami (czyli rozstrzygania zdar
niezaleznych)? Czy sa to te kryteria, ktére podaje Maddy?

Sadze, ze odpowiedz na oba pytania jest negatywna.

Rozwazmy przyklad liczb rzeczywistych. Liczby rzeczywiste i zwigzane z nimi
konstrukcje (funkcje rzeczywiste, przestrzenie funkcyjne zwiazane z R, rzeczywiste
przestrzenie Hilberta, erc.) stanowia jeden z podstawowych obiektow badan mate-
matyki. Tym samym wazny jest ich mozliwie dokladny opis. W szczegélnosci zasadna
wydaje sig¢ by¢ teza, ze zdania niezalezne od ZFC, dotyczace (bezposrednio lub pos-
rednio) R, powinny by¢ rozstrzygnigte poprzez poszukiwanie odpowiednich wzmoc-
nief ZFC.

Liczby rzeczywiste mozna zrekonstruowa¢ w ZFC. Mozna je jednak reprezento-
wac takze w slabszych teoriach, np. w arytmetyce drugiego rzedu Z,. Z, jest teoria,
w ramach ktdrej mozna odtworzy¢ znaczace fragmenty klasycznej matematyki, repre-
zentowa¢ wiele poje¢ klasycznej matematyki i udowodni¢ szereg klasycznych twier-
dzen, takich jak np. twierdzenie Arzeli—Ascoliego, Bolzano—Weierstrassa, Cau-
chy’ego—Peano, Hahna—Banacha i wiele innych (por. np. [Simpson 1999]). Mozna
teraz postawié¢ pytanie: ktére liczby rzeczywiste sa tymi «prawdziwymi» liczbami
rzeczywistymi? Jakie jest kryterium wyboru teorii T, w ramach ktdrej przeprowadzi-
my formalng rekonstrukcjg¢ naszej (historycznie uksztaltowanej i cze$ciowo niefor-
malnej) teorii liczb rzeczywistych? W ramach Z, nie da si¢ sformutowaé tylu zdan
(i pytan) dotyczacych R, ile w ZFC — bo w Z; nie ma tak silnych $rodkéw definio-
wania obiektow. Jest to teoria stabsza. Czy jednak nalezy w zwiazku z tym twierdzié,
ze prawdziwe liczby rzeczywiste to liczby rzeczywiste opisywane w ZFC, a te opisywa-
ne w Z; nie sa prawdziwe, czy tez juz liczby rzeczywiste zrekonstruowane w Z, mozna
uznaé za prawdziwe? Argumentem na rzecz drugiej interpretacji bylby fakt, ze liczby
rzeczywiste w sensie Z, sa wystarczajace z punktu widzenia «natematyka z ulicy», za$
«teoriomnogosciowe R» wykracza poza «codzienng» praktyke matematyczna. Moze
jednak nalezy stwierdzi¢, ze dla opisu obiektu matematycznego takiego jak R nalezy
sigga¢ po mozliwie najsilniejsze srodki? Moze «prawdziwen liczby rzeczywiste sa opi-
sywane dopiero w ZFC, albo wrecz dopiero w jakim$ wzmocnieniu ZFC?

Teoria mnogosci jest tak mocna, Ze pojawiaja si¢ w niej nowe pojecia i nowe py-
tania dotyczace podzbioréow R, zdecydowanie wykraczajace poza to, co si¢ pojawia
w «zwyklej» matematyce. Stosowanie teorii mnogosci ZFC do rekonstrukcji mate-
matyki powoduje pojawienie si¢ NOWYCH poje¢ (ktdre nie sa naturalne z punktu wi-

'8 Oczywiscie nie jest tu dopuszczalny argument postaci: poniewaz liczby rzeczywiste istnicja,
wigc nalezy je opisa¢ jednoznacznie, w jednej teorii. Taki argument miatby charakter filozoficzny,
bylby wigc — z punktu widzenia Maddy — niedopuszczalny.
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dzenia praktyki analizy funkcjonalnej, analizy zespolonej, topologii algebraicznej czy
geometrii rézniczkowej). W zwiazku z pojawieniem si¢ tych nowych pojeé, pojawiaja
si¢ oczywiscie takze nowe problemy, majace charakter teoriomnogosciowy, w szcze-
g0Inosci nowe zdania niezalezne."”

Problem «naturalnoéci» pytan matematycznych jest trudny do precyzyjnego opi-
sania. Zgodzmy si¢ (tymczasem), ze mozna wyr6zni¢ taka klas¢ naturalnych, przed-
teoriomnogosciowych pytah matematycznych Py.”’ Wprowadzenie pojeé teoriomno-
gosciowych (tzn. rekonstrukcja pojgé matematycznych w tak silnej teorii, jaka jest te-
oria mnogosci) powoduje poszerzenie klasy zadawanych pytan do klasy Ty (PucTwm).
Wsréd zdan klasy Ty beda np. zdania dotyczace kombinatoryki nieskoriczonej, rela-
tywnej niesprzecznosci, pytania dotyczace struktury modeli dla teorii mnogosci, do-
wod6w niezaleznosci, efc. Takich pytan nie bedzie w klasie Py. «Konkretnego» ma-
tematyka interesuje gtéwnie Py, teoriomnogosciowca Tu.

Rozwazmy zatem zdanie ¢e Py niezalezne od ZFC i dwie sytuacje:

(1) Przypu$émy, ze nasze matematyczne intuicje, zwigzane z uprawianiem danej
dyscypliny matematycznej (np. analizy funkcjonalnej) podpowiadaja nam, ze bardziej
naturalne, bardziej wiarygodne jest @. Przypu$émy jednak, ze kryterium Maddy kla-
syfikuje teori¢ ZFC+¢ jako restryktywna, natomiast ZFC+—¢ jako t¢ wlasciwa. Co
w tej sytuacji powinien zrobi¢ matematyk? Grozi mu swoiste rozdwojenie jazni: jako
matematyk (np. analityk funkcjonalny) «czuje», ze to wlasnie zdanie ¢ jest bardziej
wiarygodne z punktu widzenia jego dyscypliny. Z drugiej jednak strony, metodolog
ustanawia kryteria, w my§l ktorych ZFC+e jest teoria restryktywna, wigc nalezy od-
rzucié Q.

W tym momencie pojawia si¢ rozbieznos¢ pomiedzy praktyka danej dyscypliny,
a teoriomnogosciowymi kryteriami sformufowanymi przez Maddy.?' Jest to z pewno-

¥ Oczywiscie, kazda dostatecznie bogata teoria (spetiajaca dodatkowe zatozenia) jest niezu-
petna. W szczegdlnosci tak jest z teoria liczb rzeczywistych. Niezalezno$¢ pojawia si¢ wigc jeszcze
przed wprowadzeniem poje¢ teoriomnogosciowych. Chodzi jednak o to, ze zdania niezalezne poja-
wiajace si¢ po wprowadzeniu technik teoriomnogosciowych moga nie by¢ naturalne.

# pojawia sig pytanie, co to znaczy ,.zwykla matematyka”. Simpson, jeden ze wspottwércow
programu matematyki odwrotnej, odpowiada na to pytanie w sposéb nast¢pujacy:

~Mowiac ogolnie, przez zwykla matematykg rozumiemy bgdaca w gtéwnym nurcie badan

matematycznych matematyke nie-teoriomnogoéciowa, tj. matematyke, z jaka mieliSmy do czynie-
nia, zanim zabrali si¢ za nia specjalisci od abstrakcyjnej teorii mnogosci. (Lub raczej: matematyke
taka, jaka bytaby, gdyby nie zabrali si¢ do niej specjaliéci od abstrakcyjnej teorii mnogosci.) Zwykia
matematyka obejmuje zatem geometrig, teori¢ liczb, rachunek rézniczkowy i catkowy, réwnania
rézniczkowe, analiz¢ rzeczywisty i zespolona, przeliczalng algebre, topologie zupetnych osrodko-
wych przestrzeni metrycznych, logike matematyczng i teorig obliczei. Nie obejmuje ona abstrak-
cyjnej teorii mnogosci, abstrakcyjnej analizy funkcjonalnej, topologii ogélnej i algebry nieprzeli-
czalnej” [Simpson 1984, 783].

2 Te rozwazania stosuja si¢ nie tylko do podanego przez Maddy technicznego kryterium re-
stryktywnosci. Maja charakter ogdlny — niezaleznie od tego, jaka konkretna posta¢ przyjmuje
techniczne kryterium Maddy, powstaja watpliwosci tego typu.
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§cia sprzeczne z deklaracjami Maddy, ze punktem wyjécia winna by¢ praktyka mate-
matyczna.

(2) Rozwazmy druga sytuacjg, w ktdrej intuicje matematykdw «milczay» na temat
konkretnego zdania niezaleznego ¢e Py. Pojawiaja sie dwa pytania:

Czy w ogo6le konieczne jest dokonywanie wyboru miedzy ¢ i jego negacja?

W oparciu o jakie kryteria nalezy dokona¢ tego wyboru?

Brak jest — jak zatozyliémy — kryterium matematycznego, wywodzacego si¢ bez-
posrednio od naszych intuicji, pochodnych w stosunku do praktyki badawczej naszej
dziedziny. Maddy proponuje kryterium, ktére ma charakter metateoretyczny: z teorii
ZFC+g, ZFC+-0 lepiej wybraé te, w ktorej druga daje sig rzetelnie interpretowac.

Jednak to kryterium nie jest naturalne z punktu widzenia praktyki matematyczne;.
Matematyk chce wiedzieé, JAKIE TAK NAPRAWDE SA LICZBY RZECZYWISTE. Sadze, ze
ewentualne uznanie, iz liczby rzeczywiste maja wiasno$¢ @, poniewaz teoria ZFC+¢
ma lepsze wlasnosci metodologiczne niz ZFC+—@, nie ma nic wspélnego z praktyka
matematyczna. Matematyk, zastanawiajac si¢ np. nad tym, czy istnieje zbiér typu v,
nie odwotalby si¢ do argumentu: ,tak, uwazam ze taki zbiér istnieje, poniewaz gdy-
by$my interesowali si¢ teoria, w my$l ktorej taki zbiér nie istnieje (czyli teoria
ZFC+-¢, gdzie ¢=3xy(x)), to mozna byloby ja rzetelnie interpretowaé w teorii
ZFC+¢ (tzn: zbiér typu v istnieje), ale nie na odwr6t”. Matematyk stwierdzilby ra-
czej, ze mato go interesuje metodologiczne, metateoretyczne kryterium teoriomnogo-
Sciowca (tym bardziej, ze 6w teoriomnogodciowiec sam go zbyt dobrze nie sprecy-
zowal!). Pytanie o metateoretyczne zaleznoéci miedzy teoria ZFC+¢ oraz ZFC+—¢
bytloby mu — jako pytanie stricte teoriomnogosciowe — catkiem obce. Pojecie
wintepretowania jednej teorii w drugiej” nie jest bowiem pojeciem zwigzanym ze spo-
sobem widzenia liczb rzeczywistych przez «konkretnego matematyka». Nie ma
zwiazku z jego intuicjami wyksztatconymi przy prowadzeniu badan w swojej dzie-
dzinie. Wydaje mi si¢ mato prawdopodobne, aby matematycy, badajacy np. réwnania
rézniczkowe w ogdle brali pod uwage pojecia ,,modelu wewngtrznego” czy ,rzetelnej
interpretacji”.”? Gdyby pojawilo sig jakie$ zdanie niezalezne, dotyczace réwnan réz-
niczkowych, to siggnigcie po kryterium Maddy byloby OSTATNIA rzecza, jaka zrobil-
by specjalista od réwnan rézniczkowych.

Analizy prowadzone w tym paragrafie koficz¢ og6lng uwaga. W [Wdjtowicz
2007], w kontekscie dyskusji nad argumentem przeciwko CH (wychodzacym od
pewnej probabilistycznej intuicji), stawiam teze¢, ze rézne galezie matematyki maja
swoje wiasne systemy pojeé i ze ich mieszanie nie jest zasadne.”> ZFC umozliwia uni-
fikacje matematyki i co do tego nikt nie ma watpliwosci. Jednak specyficzne intuicje

2 Nie chodzi mi tutaj o socjologiczny fakt, ze zapewne wigkszo$é specjalistéw od réwnan réz-
niczkowych nie zna pojecia ,,modelu wewnetrznego”. To samo w sobie nie stanowi jeszcze roz-
strzygajacego argumentu. Chodzi mi o to, Ze nie zaakceptowaliby oni tego sposobu argumentaciji.

3 Oczywiscie pojawia si¢ tu problem, czy mozna dobrze scharakteryzowaé znaczenie terminu
»gataz matematyki”, czy ,,system pojeé”. Kazda préba definicji bylaby obarczona stabosciami. Po-
stuguje si¢ wigc tym terminem w potocznym sensie (potocznym w spolecznosci matematykéw).
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pojawiajace si¢ w poszczegOlnych dziatach matematyki moga byé zawodne, jesli
cheielibysmy za ich pomoca uzasadniaé zdania z innych galezi matematyki.** Sadze,
ze wiasnie taka sytuacja ma miejsce w wypadku argumentacji Maddy. Kryteria rela-
tywnej interpretowalnosci, oparte na pojeciu ,,modelu wewnetrznego” i ,rzetelnej in-
terpretacji” moga mie¢ zastosowanie do rozstrzygania pytan stricte teoriomnogo-
sciowych, gdzie takie pojecia sa naturalne. Natomiast rozstrzyganie pytan dotycza-
cych «konkretnych» obiektéw matematycznych w oparciu o wyrafinowane pojecia
teoriomodelowe nie musi byé wigc wcale zasadne. Pytanie o to np., czy istnieje nie-
trywialne elementarne wiozenie V w V,? jest pytaniem bardzo odlegtym od codzien-
nej praktyki matematycznej. Jesli okaze si¢, ze rozwiazanie jakiego$ zagadnienia
«zwyklej» matematyki @e Py zalezne jest od zatozen natury stricte teoriomnogoscio-
wych, to wtedy OSTATNIA rzecza, ktdra zrobi matematyk, to jest skorzystanie z tech-
nicznego kryterium Maddy. Bardziej prawdopodobne jest, ze postawi sobie nastgpu-
jace pytania:

Czy zdania @, —@ s naturalne z punktu widzenia praktyki?

Jakie znaczenie dla calej teorii ma decyzja? Czy wybdr wniesie co$ istotnego dla
mojej dyscypliny?

Jedli badane pytania sa ciekawe i naturalne, to raczej intuicje, poczucie
«naturalnosci» beda stanowié kryterium. Jest mala szansa, ze specjalista od analizy
matematycznej bgdzie si¢ zastanawial nad problemem interpretacji teorii i modeli
wewngtrznych.

Kryterium Maddy jest wigc nienaturalne z punktu widzenia praktyki matematycz-
nej. Tym samym program Maddy staje si¢ de facto programem wykraczajacym poza
praktyke¢ matematyczng (co oczywiscie nie znaczy, ze nie jest to interesujacy problem
z punktu widzenia samej teorii mnogosci).” Koncepcja Maddy moze mieé wige za-
stosowanie CO NAJWYZEJ do rozstrzygania probleméw teoriomnogosciowych, gdzie
kwestie istnienia modeli czy wzajemnej interpretowalnosci teorii sa na porzadku
dziennym. Pojecia, na jakich Maddy opiera swoje kryteria sa nienaturalne z punktu
widzenia «codziennej», nie-teoriomnogosciowej praktyki matematyczne;j.

# Méwig nie o stosowaniu wynikéw technicznych z innych dziatléw matematyki w dowodach,
ale o uzasadnianiu niezaleznych zdan w oparciu o pewne intuicje, czy — moéwiac swobodnie —
o «transferze intuicji». W dowodach, techniki z innych dzialéw matematyki s3 z powodzeniem sto-
sowane.

% Jest to pytanie réwnowazne pytaniu o istnienie liczby mierzalnej.

% To sformutowanie jest oczywiscie nieprecyzyjne — bowiem pojecie ,,zwyklej praktyki mate-
matycznej” jest pojeciem bardzo nieostrym. Mozna jednak prébowaé wskazaé pewna «hierarchie
zwyklosci» konstrukcji matematycznych — i w tej hierarchii np. klasyczne problemy teorii funkcji
rzeczywistych beda bardziej «zwykie» niz problemy deskryptywnej teorii mnogosci.
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2.3. NiezaleZno$¢ a sens fizyczny i kwestia zastosowai.

Newton Da Costa i Francisco Doria podali przyktady zdan niezaleznych od ZFC,
ktérym mozna przypisaé¢ pewien sens fizyczny (w zmatematyzowane;j teorii fizycznej
TF, opierajacej si¢ na ZFC moga wystepowaé zdania niezalezne ge ®, majace sens
fizyczny).2’” Pojawia si¢ pytanie: czy zasadno$¢ przyjecia takich zdan nalezy rozstrzy-
gaé¢ odwotujac si¢ do czysto matematycznej metodologii? Przypusémy, ze uda si¢
ustali¢, zgodnie z pewnymi wewnatrzmatematycznymi kryteriami metodologicznymi
M, ze dla danego zdania niezaleznego ¢ (majacego pewien sens fizyczny), nalezy
przyja¢ dodatkowe teoriomnogosciowe aksjomaty I', ktore rozstrzygna (np. potwier-
dza) to zdanie niezalezne. Jaki stad plynie wniosek? Czy wynika stad, ze swiat powi-
nien by¢ opisywany za pomoca teorii ZFC+@??® Wniosek taki jest nienaturalny i nie-
uzasadniony. Jesli bowiem zdanie ¢ ma sens fizyczny, to wtedy rozstrzyganie go na
mocy metodologii czysto matematycznej jest pozbawione sensu. Jesli bardziej ade-
kwatna empirycznie, lepsza z punktu widzenia potrzeb nauki jest teoria ZFC+—9, to
jakie znaczenie dla naukowca ma fakt, ze to wiasnie ZFC+¢ spelnia naturalistyczne
standardy metodologiczne M? Twierdze, ze nie ma on dla naukowca zadnego zna-
czenia, i ze bedzie si¢ on po prostu postugiwat teoriag ZFC+—¢.

Maddy popada w swoiste rozdwojenie jazni: z jednej strony odrzuca stosowanie
standardéw nauk przyrodniczych w matematyce (sa one obce praktyce matematycz-
nej), ale z drugiej przyznaje, ze warto zajmowaé si¢ matematyka (a nie np. astrologia)
wiasnie dlatego, Ze pozwala ona na uprawianie i rozumienie nauki. Czy zatem mate-
matyk powinien rozwijaé potrzebng fizykowi, ale nie spelniajaca kryteriow Maddy
teori¢ ZFC+—@, czy raczej niepotrzebng fizykowi, ale spehniajaca kryteria Maddy
teori¢ ZFC+¢?

Maddy konsekwentnie musiataby zaja¢ nastepujace stanowisko:

1. Teoria ZFC+¢ wprawdzie si¢ nie stosuje w fizyce, ale moze znalez¢ zastoso-
wanie kiedys$ w przysziosci.

2. Dobrze mie¢ tak bogata teorig, zeby w razie potrzeby «odzyskac» z niej za-
réwno teori¢ ZFC+—¢ — ktdra jest teraz potrzebna — jak i teorig ZFC+¢, ktéra mo-
ze by¢ potrzebna w przysziosci.

" Da Costa i Doria podaja nastepujace przyklady:

(1) Istnieje wyrazenie opisujace ruch m(t) na plaszczyznie R?, takie ze zdanie ,,m(1) jest ru-
chem ergodycznym na R jest niezalezne od ZFC .

Istnieje wyrazenie opisujace gladki uklad dynamiczny v, takie ze zdanie ,,nie istnieje podko-
wa Smale’a dla v” jest niezalezne od ZFC.

Jesli @ jest formuta, ktéra charakteryzuje w nietrywialny sposéb chaos w ukiadzie dynamicz-
nym, to istnieje uklad dynamiczny D, taki Ze ani ¢(D), ani ~@(D) nie sa dowodliwe w ZFC (por.
[Da Costa, Doria 1996])

% Méwiac o tym, ze §wiat ma byé opisywany za pomoca ZFC+¢, mam na my$li fakt, ze jako
matematyczna podstawa teorii fizycznej ma by¢ stosowana teoria ZFC+o.
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3. Dostep fizyka do teorii ZFC+—¢ ma si¢ wiec odbywaé via teori¢ ZFC+¢. Ma
on bowiem do dyspozycji rzetelna interpretacje (oznaczmy ja przez V), wigc teorig
ZFC+—¢ «odzyskiwaé» bedzie z ZFC+¢ poprzez relatywizacje kwantyfikatoréw do
warunku y.

Sadze jednak, ze fizyk w takiej sytuacji stwierdzi, iz stosowanym przez niego na-
rz¢dziem pracy jest ZFC+—@. W tej teorii mozna dobrze reprezentowaé zjawiska.
Natomiast teoria ZFC+@ jest bezuzyteczna z punktu widzenia interpretacji zjawisk.
Pojecie ,rzetelnej interpretacji teorii” nie ma zadnego sensu fizycznego, jest —
z punktu widzenia praktyki — sztucznym pojeciem. Dlatego fizyk prosi matematyka
o bezposrednie «dostarczenie» teorii ZFC+—@, a nie ZFC+¢ wraz z relatywizacja y.
To byloby bowiem (a) niewygodne, (b) nieuzasadnione — pojecia teoriomnogoscio-
we nie maja nic wspélnego z praktyka badawcza i stanowilyby jedynie sztuczny
wiret. Z punktu widzenia fizyka, jedynym istotnym kryterium oceny teorii jest ade-
kwatno$é do opisu danej grupy zjawisk.”

Rozwazmy pewna trudno$¢, mogaca stanowié¢ potencjalny argument na rzecz za-
sadnosci ujgcia Maddy. W réznych teoriach fizycznych wykorzystywane bywaja roz-
ne teorie matematyczne {T;: ie I}, gdzie T; sg rozszerzeniami teorii mnogosci (tzn. T;
= ZFC+®,, iel). Teorie T; moga przy tym by¢ wzajemnie sprzeczne. Jednak mate-
matyk dazy do tego, aby bada¢ jedna matematyke, a nie szereg wzajemnie sprzecz-
nych teorii. Naturalne jest tez dazenie, aby rozne gatezie fizyki oparte byly na jedno-
litym matematycznym schemacie pojeciowym. Dlatego wazne jest poszukiwanie ta-
kiej jednej teorii T, w ktorej dalyby si¢ interpretowac (poprzez odpowiednie rzetelne
interpretacje ¢;) wszystkie teoric T; (wtedy spelniona bytaby zasada UNIFIKUJ™).
Taka teori¢ T mozna byloby traktowaé jako podstawg dla matematyki. Bylaby ona
(dzigki istnieniu interpretacji ;) teoria mogaca dostarczaé narzedzi dla réznych nauk
empirycznych.

Czy nie znaczy to wigc, ze faktycznie konieczna jest unifikacja poprzez znalezie-
nie teorii T, w ktdrej daja si¢ wspolnie interpretowaé poszczegélne teorie T;? Tak
wedlug mnie nie jest. W sytuacji, w ktérej mamy do czynienia z réznymi teoriami T;,
mozliwe jest przyjgcie dwoch wyjasnien:

» Rozwazmy tu prosty przykiad: przypuéémy, ze do opisu pewnych zjawisk potrzebna jest teo-
ria liniowego, dyskretnego porzadku. Mozna taka teori¢ stosowaé bezposrednio, mozna jednak tak-
ze postugiwaé sig teoria gestego porzadku z dodatkows funkcja S, definiujaca w tym gestym po-
rzadku «nastepnik». Zbiér wartosci funkcji S ma strukturg dyskretnego porzadku, wigc teoria geste-
go liniowego porzadku z kwantyfikatorami zrelatywizowanymi do warunku @(x) < Jy(x=S(y))
(i dodatkowymi aksjomatami gwarantujacymi odpowiednie wiasno$ci funkcji S) opisuje porzadek
dyskretny. Jednak bardziej naturalne jest postugiwanie si¢ po prostu teoria porzadku dyskretnego,
nawet jesli z punktu widzenia pewnych metodologicznych kryteriéw to teoria gestego porzadku jest
lepsza.

% Por. [Wéjtowicz 2001a, 37—38], gdzie opisana jest ta zasada.
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(i) Nalezy poszukiwaé jednej teorii T i rodziny interpretacji ¢; (gdzie T; bedzie
interpretowane w T poprzez ¢;).

(ii) Teorie T; nalezy traktowaé jako wyspecjalizowane narzg¢dzia, dla ktérych
wspélng baza jest ZFC. Teorie te opisujg po prostu pewne fragmenty $wiata matema-
tycznego.

Sadze, ze naukowiec, postugujacy si¢ matematyka jako narzgdziem za bardziej
naturalng uzna interpretacje (ii) — nie wprowadza ona bowiem zadnych zewngtrz-
nych (z punktu widzenia jego dyscypliny) poje¢, takich jak ,rzetelna interpretacja”
czy ,jmodel wewnetrzny”. Fakt, czy klasg teorii {T;: i€I} daje si¢ wspdlnie interpre-
towaé w jednej teorii T, nie ma znaczenia z punktu widzenia stosowania matematyki
w naukach przyrodniczych. Gdyby nie bylo takich wspdlnych interpretacji, to fizycy
i tak postugiwaliby sig takimi, a nie innymi narz¢dziami.

Co wigcej, nie ma gwaracji, ze znaleziona teoria T bylaby teorig naturalna. Czy
w sytuacji, gdyby istnialy tylko dziwaczne teorie T, pozwalajace na wspélne zinter-
pretowanie w nich teorii T; (jak np. ZFC+—Con(ZFC)), to czy nadal prawda jest, iz
nalezy realizowa¢ maksyme UNIFIKUIJ poprzez uznanie takiej teorii jako podstawo-
wej? Bylby to punkt widzenia niezgodny z deklaracjami Maddy, iz nalezy dba¢é
o naturalno$¢ teorii stanowiacej podstawe dla matematyki. Rygorystyczne zastosowa-
nie zasady UNIFIKUJ mogloby prowadzi¢ do uznania nienaturalnej teorii T za pod-
stawe dla matematyki.

2.4. Kryteria Maddy — opis czy norma?

Maddy twierdzi, ze nie mozna w matematyce stosowac standardéw zewngtrznych.
Pojawia si¢ wigc pytanie, na ile jej zasady sg czym$ wewnetrznym dla praktyki ma-
tematycznej? Czy zasady UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ maja pehié rolg regula-
tywna — w tym sensie, Ze matematycy, probujacy rozstrzygna¢ pewien problem win-
ni_postuzy¢ si¢ kryterium Maddy i na jego podstawie wybra¢ t¢ a nie inng teorig? Sa-
dz¢ ze — w $wietle przeprowadzonych wyzej analiz — jest to mato prawdopodobne.
Ewentualna zgoda w spotecznosci matematykéw w tego typu kwestiach opieraé sig
bedzie na innych kryteriach, niezaleznych od propozycji Maddy. Opis podany przez
Maddy moze byé tak naprawde¢ CO NAJWYZEJ opisem socjologicznym (historycznym),
ktérego celem jest ukazanie mechanizméw obecnych w rozwoju matematyki. By¢
moze wigc analizy Maddy pozwalajq zidentyfikowa¢ nieuswiadomione kryteria, ktore
faktycznie leza u podloza decyzji matematykow. Teoria Maddy — i sformutowane
przez nig zasady metodologiczne — moglaby by¢ w takim ujgciu pewna «historio-
zofig matematyki». Jednak nawet to jest watpliwe — nie sadze, ze podane przez nig
zasady i kryteria faktycznie opisuja mechanizmy rozwoju matematyki. Czy V=L jest
odrzucane przez matematyk6w WEASNIE DLATEGO, Ze nie spelnia kryteriéw, ktérych
jawng formalizacj¢ podaje Maddy, czy tez raczej jest odrzucane z innych powodéw?
Sadze, ze zachodzi druga ewentualnosé. Powody, dla ktorych odrzucany jest aksjo-
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mat konstruowalnosci, nie zostaty wprawdzie zidentyfikowane dokladnie, ale mysle-
nie o zagadnieniu V=L w kategoriach kryterium Maddy jest bledne. Kryterium Mad-
dy nie pozwala bowiem na identyfikacj¢ racji, dla ktérych matematycy odrzucaja
V=L, nie «chwyta» intuicyjnych motwéw wyboru takiej czy innej teorii, nie moze
zatem stanowi¢ narzedzia opisu ewolucji poje¢ matematycznych.

2.5. Pewne kwestie techniczne zwigzane z kryterium Maddy.

Zasadnicza rol¢ w koncepcji Maddy odgrywa pojecie ,,modelu wewnetrznego”.
Pojecie ,rzetelnej intepretacji”, kluczowe dla sformutowania kryterium Maddy defi-
niowane jest bowiem z uzyciem poj¢cia ,,modelu wewngtrznego”. W definicji modelu
wewnetrznego zasadnicze znaczenie ma fakt, ze T dowodzi Vop(a) (tzn. model we-
wnetrzny musi zawiera¢ wszystkie liczby porzadkowe). Oczywiscie, fakt, ze teoria T
dowodzi Vag(a) jest (na mocy twierdzenia o pelnosci) rownowazny stwierdzeniu, ze
w kazdym modelu M dla T, zachodzi Vog(ct). Réwniez fakt, ze T dowodzi ¢® dla
oe ZFC, oznacza po prostu, ze tak jest w kazdym modelu dla T (tzn. kazdy model M
dla T spetnia 6%).

Jednak modele dla T moga by¢ nienaturalne, «dziwaczne». Czy jest istotne, co si¢
dzieje w tych modelach? Czy ma znaczenie fakt, ze w tych wiasnie modelach spetl-
nione jest zdanie Voup(ct)? Czy raczej nie nalezatoby sie ograniczy¢ do pewnej klasy
modeli zamierzonych ZAM(T)cMod(T) i zada¢ jedynie, aby kazdy model zamierzo-
ny spehiat Voup(ar)? Wtedy zamiast o formule ¢, o ktérej mozna udowodni¢ w T, ze
w kazdym modelu wyznacza pewien model wewnetrzny, méwiliby$Smy o formule o,
ktéra w ZAMIERZONYCH modelach dla T wyznacza modele wewngtrzne.*'

W takich rozwazaniach przechodzimy na poziom modeli, a kryterium restryktyw-
nosci miato odnosic¢ si¢ do teorii. Maddy podnosi ten problem, twierdzac, ze analizy
powinny odnosi¢ si¢ jedynie do teorii, a nie do modeli. Moim zdaniem, takie posta-
wienie sprawy nie jest wlasciwe. Konieczne jest uwzglednienie faktéw dotyczacych
modeli. Samo kryterium techniczne Maddy odwotuje si¢ przeciez do pojecia ,,modelu
wewngtrznego”, a zatem Maddy uwzglednia pojecia teoriomodelowe w swoich anali-
zach.*? Sadzg wigc, Ze teza, iz nalezy w analizach postugiwaé si¢ pojeciami ,natural-
nosci teorii” czy ,naturalnosci interpretacji”, ale odrzuci¢ pojecie ,naturalnosci mo-
deli”, jest nieuzasadniona.

*! Zatem zamiast warunku: T dowodzi odpowiednich twierdzen (relatywizacji zdan teorii mno-
gosci do warunku @, zdania Vag(o), efc.), zadalibySmy, aby odpowiednie zdania byty spehione
w klasie modeli zamierzonych ZAM(T).

%2 Mozna takze postuzy¢ si¢ argumentem, ze wszystkie definicje Maddy (na mocy twierdzenia
o petnosci) mozna od razu wystowi¢ w jezyku modeli. Definicje Maddy nie dotycza bowiem 2ad-
nych poje¢ stricte teoriodowodowych, ktére nie maja swoich odpowiednik6w w jezyku modeli.
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Postugujac sig¢ pojgciem ,,modelu zamierzonego”, mozna przeformutowa¢ kryte-
rium Maddy, zachowujac zasade, ze z dwoch teorii T, T, wybra¢ nalezy taka, ktdra
daje lepsze mozliwosci interpretowania w niej tej drugiej. Oto robocza propozycja:

Niech ZAM(T;) oznacza klas¢ modeli zamierzonych dla teorii T; (ZAM(T;)
cMod(T3)).

DEF 1. ¢ stanowi model wewnetrzny dla teorii T, wtedy i tylko wtedy, gdy:

(i) dla dowolnego o€ ZFC i Me ZAM(T), M spehia ¥

(i1) dla dowolnego MeZAM(T), M spelia Voo(a) lub dla dowolnego
Me ZAM(T), M spetia Tx(Inacc(K)AVa o<k = @(ct));*

(iii) dla dowolnego Me ZAM(T), M spekia VxVy(xey A ¢(y) = @(x)).**

DEF 2. o jest rzetelng interpetacja T w T, wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
(i) @ stanowi model wewngtrzny dla T;
(i) dla dowolnego P, Me ZAM(T,) PM speinia 6® dla oe T,.**

DEF 3: T, jest maksymalizacja T, wtedy i tylko wtedy, gdy:
(i) istnieje @ taka, ze jest rzetelna interpretacjg T; w To;
(ii) dla dowolnego P, Me ZAM(T,) PM speinia Ix—@(x).

Dalsze uog6lnienia sa réwniez naturalne.

DEF 4. T, jest wlasciwa maksymalizacja teorii Ty, wtedy, i tylko wtedy, gdy T jest
maksymalizacja T\, ale T, nie jest maksymalizacja T,.

DEF 5: T, jest sprzeczng maksymalizacjg T, gdy T, jest wlasciwa maksymalizacja
T i ZAM(T))NZAM(T,)= @.%

DEF 6. T, jest silng maksymalizacjg T, wtedy, i tylko wtedy, gdy
(i) T, jest sprzeczna maksymalizacjg T ;

% Inace(x) znaczy ,x jest liczba nieosiagalna”,
 Intuicyjnie: @ jest formula, ktéra w zamierzonych modelach M dla teorii T wyznacza klase
zbiorow M?, takg ze:
(i) (M?, €) jest modelem dla ZFC;
(ii) M® zawiera wszystkie liczby porzadkowe lub wszystkie liczby porzadkowe ponizej pew-
nej liczby nieosiagalnej;
(iii) M® jest modelem przechodnim.
% Idea: w modelach zamierzonych dla T, s3 modele wewnetrzne dia T).
3 Oryginalny warunek, méwiacy, 2e teorie T, i T sa sprzeczne znaczy po prostu, iz
Mod(T;)NMod(T2)=3. Jego przeformutowaniem na wypadek, gdy rozwazamy tylko modele zamie-
rzone, jest po prostu warunek ZAM(T\)NZAM(T,)= @.
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(i) nie ma niesprzecznej teorii Ts, takiej, ze ZAM(T3)cZAM(T),), ktéra jest wia-
$ciwa maksymalizacja T,.>’

Powyzszy ciag definicji odwotywat si¢ wiec nie do bezposredniej relacji migdzy
teoriami, ale do relacji migdzy modelami zamierzonymi tych teorii. Zaleta tej defini-
cji jest wigksza «elastyczno$é» — pozwala na poréwnywanie teorii z uwzglednieniem
tego, co si¢ dzieje w zamierzonych modelach dla tych teorii. Ta zaleta jest tez wada
— kryterium to przestaje mie¢ czysto techniczny charakter, gdyz pojawia si¢ w nim
— nietechniczne i nieprecyzyjne — pojgcie ,,modelu zamierzonego”. Aby definicje te
mogly zostaé zastosowane, konieczne jest uznanie, ze pojecie ,,modelu zamierzone-
go” moze by¢ w rozsadny sposéb doprecyzowane. To moze budzi¢ pewne watpliwo-
$ci. Jednak sformutowanie tych definicji w podanej tu postaci zwraca uwage na pe-
wien wazny aspekt zagadnienia, pomijany przez Maddy.

2.6. Jakie problemy moina faktycznie rozstrzygnaé poslugujgc si¢ kryterium
Maddy?

Jednym z najwazniejszych probleméw otwartych w teorii mnogosci jest hipoteza
continuum. Okreslenie ,,problem otwarty” nie dotyczy oczywiscie metamatematycz-
nego statusu CH — ten znany jest od prac Gddla i Cohena (por. [Gddel 1940],
[Cohen 1966]). Jednak problem, czy CH stanowi hipotez¢ wiarygodna, czy nie, zaj-
mowat wielu badaczy i znana jest bogata literatura na ten temat.’® Naturalne jest
oczekiwanie, ze w tych analizach bgdzie mozna wykorzysta¢ formulowane zasady
metodologiczne. Jednak Maddy nie podejmuje problemu CH — co najwyzej w bar-
dzo posredni sposob, odrzucajac V=L, ktéry implikuje CH, ale przeciez odrzucenie
V=L nie pociaga za soba odrzucenia CH! Maddy w swoich analizach nie podejmuje
problemu, czy przyj¢cie (badz odrzucenie) CH prowadzitoby do teorii restryktywne;.
Jest to — w Swietle rangi problemu CH — rozczarowujace i stanowi kolejny argu-
ment na rzecz tezy, ze tworzone przez Maddy narzgdzia tak naprawde stosowaé sie
mogg tylko do aksjomatu konstruowalnosci. Tym samym nie przystuguje im walor
ogolnosci.

2.7. Maksymy UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ a kryteria techniczne.

Trudno$ci zwiazane z kryteriami Maddy sa dwojakiej natury: (i) dotyczace uzasad-
nienia metodologicznych zasad UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ; (ii) dotyczace
sformutowania konkretnych kryteriéw technicznych w oparciu o te zasady. Problem
(i) zostat juz obszernie przedyskutowany wcze$niej. Trudnosci zwigzane z technicz-

37 Warunek, iz T; jest rozszerzeniem Ty, oznacza po prostu, iz Mod(T3)cMod(T;). Przeformu-
towany w jezyku modeli zamierzonych oznacza po prostu ZAM(T3)cZAM(T)).
3 Por. np.: [Feferman 1996), [Freiling 1986], [Simms 1991].
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nymi aspektami kryterium Maddy pokazuja, ze nie jest wcale jasne, jaka jest konkret-
na «implementacja» zasad metodologicznych Maddy na poziomie $cistych definicji.
Zasady UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ sa plynne, moga by¢ interpretowane na réz-
ne sposoby. Co wigcej, nie jest nawet jasne, czy dla problemu wyboru migdzy kon-
kretnymi dwoma teoriami T i T, zasady UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ «generuja»
jednoznaczne kryterium techniczne. Moze si¢ wigc okazaé, ze kryteria techniczne
Maddy nie tylko nie sa uniwersalne (tzn. nie determinuja wyboru migdzy dowolnymi
dwoma teoriami), ale nawet i w wypadku konkretnego problemu moga byé¢ réznie
interpretowane.*

3. PODSUMOWANIE

3.1.1. Teza Maddy, iz naukowcy dbaja o «oszczgdno$¢ ontologiczna» w wypadku
obiektéw teoretycznych, natomiast nie jest tak w wypadku obiektow matematycz-
nych, jest tylko pozornie stuszna. Jest prawda, ze naukowcy postuguja si¢ najwygod-
niejszymi — z ich punktu widzenia — narz¢dziami matematycznymi. Jednak ustale-
nie faktycznych, minimalnych zobowiaza ontologicznych mozliwe jest poprzez
przeprowadzenie odpowiednich analiz metateoretycznych (dotyczacych kwestii nie-
twoérczosci teorii). Nie ma to nic wspdlnego z psychologicznymi efektami ubocznymi
(np. takimi, ze naukowiec ma poczucie, ze moze by¢ «ozrzutny» w matematycznym
fragmencie ontologii). To nie ma znaczenia dla ustalenia, jakie minimalne zalozenia
sa konieczne dla skonstruowania danej teorii. Obserwacja Maddy jest stuszna, ale
oparty na niej argument obala jedynie bardzo naiwng form¢ argumentu z niezbgdno-
$ci.

3.1.2. Uzasadniajac tezg, ze kwestie istnienia obiektow sa nieistotne dla matema-
tyki, a istotne dla nauk przyrodniczych, Maddy dokonuje pomieszania zewngtrznego
i wewnetrznego pojgcia istnienia.

3.1.3 Maddy postuguje si¢ takze argumentem, w mysl ktérego matematyka roz-
wija si¢ niezaleznie od wynikow dyskusji filozoficznych. Stad wyciaga wniosek, iz
stanowisko realistyczne jest bezzasadne. Jednak tutaj Maddy miesza dwie grupy za-
gadniefi: (a) pytanie o mechanizmy rozwoju matematyki; (b) pytanie o istnienie
obiektow matematycznych. Tym samym jej argument nie ma wielkiej mocy.

3.1.4. Obserwacja Maddy, iz matematycy przy dowodzeniu twierdzen w swojej
praktyce badawczej nie postuguja si¢ argumentem z niezbgdnosci, jest niewatpliwie
stuszna. Nie dowodzi ona jednak tezy, iz w zwiazku z tym argument z niezbednosci

% Jesli przez T oznaczymy zbiér mozliwych kryteriow metodologicznych, stuzacych do roz-
strzygania pomigdzy dwoma teoriami T, i T, to tez¢ Maddy mozna sformutowac jako:
Aoe IVT,, T2 (o rozstrzyga migdzy T; i T ).
Nie jest to prawda, ale moze prawda jest przynajmniej:
VT,,T; 3!ce X (o rozstrzyga migdzy T; i T ).
Jednak nawet to nie jest pewne.
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nie moze stanowi¢ argumentu na rzecz istnienia obiektow matematycznych. Argu-
ment z niezbednosci dotyczy innego typu probleméw — argumentacja Maddy opiera
si¢ na pomieszaniu pojeé, o ktérym mowa w punkcie 1.2 i 3.1.2.

3.2.1. Maddy — wbrew swoim deklaracjom — przy uzasadnianiu swojego natu-
ralistycznego stanowiska, a takze przy uzasadnianiu zasad UNIFIKUJ i MAKSY-
MALIZU]J, faktycznie powoluje si¢ na zastosowania matematyki w naukach przyrod-
niczych.

3.2.2. Maddy przyjmuje jako oczywisty fakt, ze «zwykli matematycy» odczuwaja
potrzebe unifikacji, i ze gotowi sa stosowaé tu kryteria metodologiczne opierajace si¢
na analizach i poj¢ciach teoriomnogos$ciowych. Tymczasem zdecydowanie bardziej
wiarygodna jest hipoteza, ze: (i) niezalezne problemy teoriomnogos$ciowe @& Ty be-
da przez matematykow uwazane za nieistotne z punktu widzenia ich dziedziny, (ii)
niezalezne «konkretne» zdania @€ Py beda — jesli bedzie to wazne z punktu widze-
nia danej dyscypliny — rozstrzygane przez odwolania do intuicji charakterystycznych
dla danej dziedziny, a nie w oparciu o kryteria teoriomnogosciowe.

3.2.3. Maddy nie podejmuje problemu niezaleznych zdaf, majacych interpretacje
fizyczng, Tymczasem teza (ktora Maddy konsekwentnie winna utrzymywac), ze
przyjecie takich zdan winno by¢ rozstrzygane przez odwotanie si¢ do ustanowionych
przez nig kryteridw metodologicznych, wydaje si¢ by¢ zdecydowanie sprzeczna
z praktyka naukows,

3.2.4. Kryteria Maddy nie moga mie¢ — w zwiazku z ich licznymi wadami —
charakteru normatywnego. Nie stanowig jednak tez wiarygodnego opisu mechani-
zmo6w faktycznie rzadzacych rozwojem matematyki.

3.2.5. Kryteria Maddy mozna zmodyfikowaé, uwzgledniajac aspekty semantycz-
ne. Maddy nie podejmuje tego zagadnienia.

3.2.6. Kryteria Maddy nie daja si¢ zastosowa¢ do fundamentalnego problemu
w teorii mnogosci, jaka jest hipoteza continuum.

3.2.7. Zasady metodologiczne UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ moga by¢ «im-
plementowane» na najrozmaitsze sposoby. Brak jest jednoznacznego przetozenia tych
zasad na konkretne kryteria techniczne.

4. WNIOSKI KONCOWE

W artykule przedstawitem argumenty na rzecz nastgpujacych tez:

(1) Argumentacja filozoficzna Maddy opiera si¢ na uproszczeniach, jej analiza
argumentu z niezb¢dnosci Quine’a jest nickonsekwentna.

(2) Maddy, uzasadniajac swoje zasady metodologiczne, de facto odwohlije si¢ do
kategorii, ktore werbalnie odrzuca.

(3) Podane przez Maddy techniczne definicje nie stanowia faktycznie zadowala-
jacego kryterium wyboru mi¢dzy teoriami. Maddy nie uwzglednia szeregu istotnych
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poj¢é i faktow. Tym samym naktad srodkéw technicznych uzytych przez Maddy po-
zostaje w razacej dysproporcji do efektow.

Nalezy jednak przyzna¢, ze Maddy porusza niezmiernie istotng problematyke.
Zagadnienie uzasadniania aksjomatéw, poszukiwania (czy tez identyfikowania) nie-
formalnych, preteoretycznych argumentéw na rzecz ich prawdziwoéci, jest — poten-
cjalnie — bardzo owocnym przedmiotem analiz. To, iz koncepcja Maddy (zwlaszcza
w sferze dyskusji filozoficznej) nie jest zadowalajaca, nie znaczy, iz podjeta przez nig
problematyka nie zastuguje na uwagg.
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