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Nierozstrzygalno§¢ w matematyce
a nierozstrzygalnos$¢ w filozofii

0. ROZWIAZYWANIE A ROZSTRZYGANIE

Nasz temat' — to nierozwiazywalne problemy w filozofii. Ja chcg mowié o kwe-
stiach nierozstrzygalnych, co jest jeszcze trudniejsze, bo wiazy na pewno istnieja,
a strzygi — pono¢ nie. (Roz-wiaz-anie, roz-strzyga-nie; méwig to nie po to, by dys-
kredytowac szukanie zrodet sensu w rozbiorze stow, ale by wskazac, ze czasem pro-
wadzi to na manowce.)

Czy istotnie rozstrzyganie jest czyms trudniejszym? Czy moze by¢ kwestia roz-
wiazywalna, ale nierozstrzygalna? Rzecz w tym, Ze mozna sobie wyobrazié problem,
ktory da si¢ rozwigzac, ale jego rozwiazanie polega na stwierdzeniu jego nierozstrzy-
galnosci. Rozwiazanie, jak wiaz, istnieje, ale rozstrzygalnosé, jak strzyga, jest nie-
osiagalna. Jaki to moze by¢ problem? Przeciez potocznie méwiac ,,rozstrzygnigcie”
mamy na mysli to samo co wtedy, gdy méwimy ,rozwiazanie”. Jak wigc ,nieroz-
strzygalno$¢” moze oznaczac co$ innego niz ,,nierozwiazywalno$¢”?

1. ROZSTRZYGANIE

Zastan6éwmy si¢ najpierw ogolnie, na czym polega¢ moze pokazanie nierozstrzy-
galnosci jakiegos problemu. Na poczatek pytanie pomocnicze: na czym polega oka-
zanie rozstrzygalnosci? To powinno by¢ fatwe: pokazujemy jak rozstrzygaé. Na przy-
klad: czy rozstrzygalny jest problem, czy ktos jest petnoletni? Oczywiscie — wystar-

! Znacznie rozszerzony tekst odczytu wygloszonego podczas otwartej sesji, ktéra miata miejsce
20 IX 2000 w Instytucie Filozofii UW, w ramach Festiwalu Nauki Polskiej.
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czy sprawdzi¢ w dokumentach. Ze spraw subtelniejszych: czy dane wyrazenie w je-
zyku formut logicznych jest tautologia rachunku zdan? Ot6z mamy metodg spraw-
dzania, np. tabelkowa. Jest ona dobra dla kazdej formuty. TO jest wazne: jedna meto-
da dobra dla KAZDEJ formuly. Pytanie o rozstrzygalno$¢ w sensie §cislejszym, innym
niz po prostu rozwiazalno$¢, dotyczy tzw. problemu MASOWEGO. Chodzi o jeden
problem, ktéry odnosi si¢ do wielu obiektéw, a raczej do wszystkich obiektéw pew-
nej kategorii. Pytanie zawiera wigc zmienng, ktdra przebiega te obiekty. Np. ,,Czy x
jest petnoletni?”. Zmiennych moze byé wigcej: ,,Czy x i y sa malzenstwem?”. Najpro-
$ciej jest, gdy odpowiedz jest ,tak” lub ,nie”. Nie powinno to jednak by¢ wymogiem:
mozna tez pytaé o np. o datg urodzenia.

Jak pokazaé nierozstrzygalno§é? Nie chodzi po prostu o brak danych. Jesli nie ma
dokumentéw ani §wiadkéw w sprawie czyjej$é daty urodzenia, nie poznamy jej, ale
jest to niemozno$é, ktora nie ujawnia nic glgbokiego. Prawdziwa nierozstrzygalnosé
ma miejsce, gdy nie ma METODY rozstrzygania. Ale by stwierdzi¢ cos takiego, trzeba
wiedzie¢ czym jest metoda. Nalezy wigc ustali¢, jakie metody dopuszczamy, jaki re-
pertuar srodkéw mamy stosowac.

Rozstrzyganie, w tym wezszym sensie, réznym od rozwiazywania, odnosi si¢
wigc (a) do probleméw masowych oraz (b) do ustalonego pojgcia metody.

Jaki wigc moze byé problem rozwigzywalny, a zarazem nierozstrzygalny? Otoz
moze by¢ tak, ze da si¢ dowiesé niemoznosci rozstrzygania przy pomocy zadanego
repertuaru $rodkéw. Bylaby to wigc dowodliwa nierozstrzygalnosé. Najlatwiej jest
poda¢é przyktady z matematyki, nawet szkolnej. Wiadomo np., ze fatwo jest poprowa-
dzi¢ dwusieczng danego kata przy pomocy cyrkla i linijki, ale da si¢ dowies¢ (to wy-
kracza poza matematyke szkolna), ze nie da si¢ zrobi¢ trysekcji kata, czyli dwu linii
dzielacych go na trzy réwne czeéci, przy uzyciu jedynie cyrkla i linijki. Chodzi oczy-
wiscie o metodg pasujaca do dowolnego kata, bo w szczegdlnych przypadkach jest to
mozliwe (np. dla 90°). Jest to przyklad pouczajacy, bo mamy tu jasno okreslony za-
s6b dopuszczalnych srodkéw. Jest on arbitralny, choé¢ ma uzasadnienie historyczne.
Rozwiazanie starozytnego problemu trysekcji kata bylto wigc duzym teoretycznym
osiagni¢ciem, ale praktycznie nie ma istotnego znaczenia, bo tak ustalone pojgcie
metody (stosowanie w wiadomy spos6b cyrkla i linijki bez podziatki) nie jest prak-
tycznie wazne.

2. ROZSTRZYGANIE TEORETYCZNE A PRAKTYCZNE

Gdy mowa o rozréznieniu pomi¢dzy praktycznym a teoretycznym, pojawia si¢
problem, czy wspomniana juz rozstrzygalno$é logicznego rachunku zdan jest prak-
tycznie wazna. Otoz sprawa nie jest zupehie jasna. Sam problem jest wazny, zwiaza-
ne z nim (a faktycznie réwnowazne z jego negacja — problemem speialnosci) sa
inne praktycznie istotne kwestie, np. problem komiwojazera (majac dany zestaw
miast 1 odleglosci migdzy nimi, ustali¢ najkrotsza marszrute tak, by objecha¢ wszyst-
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kie miasta). Natomiast praktyczna wartos$é¢ znanych metod rozstrzygania jest watpli-
wa, bo komplikacja rosnie eksponencjalnie: gdy jest » zmiennych zdaniowych (ew. n
miast w problemie komiwojazera) trzeba zrobié 2" krokéw. To jest praktycznie nie do
przerobienia, juz dla n réwnego kilkadziesiat. (Warto przypomnie, ze 2'™ jest wedle
obowiazujacych teorii liczba poréwnywalna z liczba czastek elementarnych we
wszechswiecie.) Dlatego uwaza sie, ze praktyczng wartos¢ maja tylko metody, ktére
wymagaja wiclomianowej liczby krokéw, czasu, czastek przestrzeni, pamigci (wielo-
mianowej, tzn. rzedu #%, n’, czy r°, dla ustalonej liczby c).

Czy istnieje metoda rozstrzygania o tautologiczno$ci danej formuty (odpowied-
nio: rozstrzygania o spetnialnosci, rozstrzygania, ktéra droga jest najkrotsza w pro-
blemie komiwojazera) o wielomianowej komplikacji? Ot6z nie wiemy. Jest to stynny
problem P=NP, a dokiadniej ,,Czy P=NP?”, jeden z najwazniejszych probleméw
otwartych w logice, podstawach matematyki i teoretycznej informatyce. (Przez ,.P”
oznaczamy klas¢ probleméw wielomianowo rozstrzygalnych, za§ przez ,,NP” klas¢
probleméw rozstrzygalnych wielomianowo z mozliwoscia trafnego odgadywania;
problem spetnialnodci jest NP.) Wszyscy sadza, ze nie ma metody wielomianowe;j, ale
nie ma na to dowodu. Jest to nierozwiazany problem o charakterze matematycznym.
Wydaje sig, ze zostanie predzej czy pozniej rozwigzany.

Jak mozna dowiesé, ze jaki$ problem nie da si¢ rozstrzygna¢ w sposéb, ktérego
komplikacja jest mniejsza niz eksponencjalna? Czasem mozna to zrobi¢ bardzo pro-
sto. Przyktadem jest problem trzech wiez z Hanoi. Mamy trzy pionowe prety, na jed-
nym nanizane 64 krazki z otworkami, jeden na drugim, coraz mniejsze, dwa pozo-
stale puste. Trzeba je wszystkie przenie$¢ na trzeci pret, uzywajac drugiego jako po-
mocniczego, ale mozna przekladaé na raz tylko jeden, a na zadnym precie nie moze
lezeé wigkszy krazek na mniejszym. Ot6z musimy zrobi¢ ponad 2% krokow.

Dowod: Niech M(k) bedzie najmniejsza liczba krokéw dla k krazkow. Oczywiscie
M(1)=1. Pokazemy, ze wystarczy, je$li zachodzi nast¢pujacy

Lemat: M(k+1) > 2M(k).

. Istotnie to wystarczy, bo wtedy: M(64) > 2M(63) > 27 M(62) > ... > 2°M(1) =
2",

Poniewaz 2% to liczba kolosalna, nic dziwnego, iz wedle podania, gdy mnisi
w Hanoi skonicza prace, nastapi koniec $wiata. Gdyby tylko od tego zalezal nasz ko-
niec, nasz §wiat bylby jeszcze dlugo bezpieczny.

Dowéd lematu: Zeby przenies¢ wedle regut k+1 krazkéw, trzeba najpierw prze-
niesé k krazkéw na Srodkowy pret, co wymaga akurat M(k) krokdéw, a potem najwigk-
szy krazek na trzeci pret, a potem wszystkie na niego, z uzyciem pierwszego preta
jako pomocniczego, co wymaga zndéw M(k) krokéw. A zatem M(k+1) = 2M(k)+1.
C.b.d.o.

Czy jednak wielomianowa tylko komplikacja to naprawde dobra miara praktycz-
nosci metody? Przeciez przy duzych wykladnikach ¢ liczba n° przestaje mieé sens
praktyczny. Warunek wielomianowej komplikacji daje wigc TEORETYCZNIE praktycz-
na metod¢ rozstrzygania, a nie metode naprawde praktyczna. Nawet wigc, gdyby
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P=NP, nie jest oczywiste, ze mielibySmy naprawde praktyczna metod¢. Z drugiej
strony, nawet jesli P nie jest rOwne NP, to moze by¢ tak, ze istnieje praktyczna meto-
da, albo zestaw metod, dostatecznie predkiego rozwiazywania problemu komiwojaze-
ra we wszystkich naprawde potrzebnych przypadkach. Cho¢ wigc teoretycznie nie -
byloby metody praktycznego rozstrzygania, moze tak byé, ze w praktyce jest metoda
praktycznego rozstrzygania — nie we wszystkich mozliwych, ale tylko w praktycz-
nie, np. biznesowo, interesujacych przypadkach.

3. NIEROZSTRZYGALNOSC

Problem tautologiczno$ci w rachunku zdan jest rozstrzygalny. Naturalnym na-
stepnym krokiem jest to samo pytanie w odniesieniu do bardziej ztozonego rachunku
logicznego — rachunku predykatéw, czyli rachunku kwantyfikatoréw. W 1936 Alon-
zo Church w oparciu o metody rozwinigte przez Kurta Gédla pokazat, ze nie ma me-
tody rozstrzygania, czy dowolna dana formula z kwantyfikatorami jest tautologia,
czyli reprezentuje prawdziwosé logiczna.

Stynne twierdzenie G&dla o niezupetosci méwi, ze dla naturalnej formalizacji
arytmetyki istnieja zdania nierozstrzygalne, tzn. takie, ze ani one ani ich zaprzecze-
nia, nie sa formalnie dowodliwe. Nie byloby to moze az takie dziwne (choé trudno
jest poda¢ takie zdanie), ale sila twierdzenia Godla polega na jego ogdlnosci: tak sa-
mo jest dla DOWOLNEGO EFEKTYWNEGO pojecia dowodliwosci.

Oczywiscie pojawia sig pytanie, co to jest efektywne pojecie dowodliwosci, co to
sa metody efektywne, ktére dopuszczamy, by rozstrzygaé problemy masowe. Nie
méwimy tu o pojgciu formalnym, rzecz wymaga wigc eksplikacji. W obecnych cza-
sach, gdy wszyscy uzywamy komputeréw, najproéciej jest méwi¢ nie o metodach
efektywnych, ale o programach. Wiadomo, ze wyidealizowane komputery (tzw. ma-
szyny Turinga) podlegaja ograniczeniom podobnym do tych, o ktérych mowa
w twierdzeniu Gddla.

Mozemy tez spytac: a co z metodami nieefektywnymi? Dlaczego mamy si¢ ogra-
nicza¢? Z filozoficznego punktu widzenia chciatoby si¢ dopuszczaé dowolne metody.
Ot6éz metody, takie jak odgadywanie, pytanie si¢ wyroczni, losowanie przez rzut mo-
netg, s do pomys$lenia, ale nie warto ich powaznie traktowa¢ jako kandydatek na roz-.
strzyganie problemu tautologicznoéci. Na tym przykladzie widaé, jak wazne jest
okreslenie, o jakie metody chodzi. Metoda musi by¢ adekwatna do problemu. Dla
rozstrzygania kwestii, czy co$ jest tautologia, pojecie metody efektywnej wydaje si¢
w sam raz. Nie mozna jednak wykluczy¢, ze pojawi sig¢ jaka$ sensowna propozycja
innego rodzaju. Moze na przyklad przez odwolanie si¢ do autorytetu jakiego$ super-
ekstramakrokomputera, ktéry bgdzie miat duzo do$wiadczen z tautologiami? Moze to
nawet wystarczy we wszystkich konkretnych kwestiach, z jakimi bgdziemy si¢ spoty-
kaé w praktyce? Jest to jednak czysta spekulacja, kt6ra nic obecnie nie wnosi.



Nierozstrzygalnos¢é w matematyce a nierozstrzygalnosé w filozofii 23

Znacznie ciekawsze jest pytanie, czy naprawde wiemy, co to sa metody efektywne
i czy programy komputerowe naprawde oddaja ich istote.

4. TEZA CHURCHA

Méwiac o rozstrzyganiu mozemy jednoczesnie méwié o obliczaniu. Mianowicie
oblicza¢ wartosé funkciji fin) to tyle, co rozstrzygnaé wszystkie pytania typu ,,Czy
J(n)=m?. 1 odwrotnie, gdy mowa o obliczaniu, mozna zarazem moéwi¢ o rozstrzyga-
niu, bo rozstrzyganie problemu masowego ,,Czy P(x) zachodzi?” to tyle co obliczenie
funkcji fp(x), zdefiniowanej na przyktad tak: fp(x)=1, gdy P(x) zachodzi, natomiast
Jp(%)=0, gdy P(x) nie zachodzi. Rozstrzyganie (w sensie wezszym) i obliczanie to dwa
aspekty tego samego.

Co to sa efektywne metody rozstrzygania i obliczania? Mozna to uzna¢ za pro-
blem filozoficzny. Rozne proponowano odpowiedzi. Wynikaly one z analizy efek-
tywnosci, mechanicznosci, procedury formalnej itp. Chodzi o wielokrotne (dowolnie
wiele razy) wykonywanie prostych krokéw. Rézne okreslenia tych krokéw daty rézne
pojecia programéw, maszyn idealnych, funkcji obliczalnych, teorii formalnych, algo-
rytméw, systemow produkcji znakow. I okazalo sig, ze sa one wszystkie rownowazne!
Zwykle na okreslenie tego $cislego pojgcia stosuje sig termin ,,rekurencyjnos¢”. Poje-
cie efektywnosci jest potoczne. Jest nieoczekiwane, a nawet zdumiewajace, ze rézne
jego formalne odpowiedniki sa sobie réwnowazne. Nie musimy klopotac sig, jaki
formalizm wybierzemy. A takiego absolutnego pojecia, niezaleznego od formalizacji,
nie mamy ani dla definiowalnosci, ani dla dowodliwo$ci — podkreslat Godel. Te¢ sy-
tuacje okreslit jako cud! ,,Po raz pierwszy udato si¢ sformutowaé absolutng definicje
dla ciekawego pojecia epistemologicznego.™

Wyrazem wiary w to, ze te ciste pojecia oddaja w pelni sens potocznego, intu-
icyjnego poj¢cia metody efektywnej jest tzw. Teza Churcha: efektywno$¢ jest tozsa-
ma z rekurencyjno$cig. Nazywa si¢ tez t¢ hipotez¢ Teza Churcha—Turinga, lub
Churcha—Posta, bo wszystkie te osoby przyczynily si¢ do jej sformutowania. Pierw-
szy opublikowat ja Church w roku 1935. Zrobit to zreszta po rozmowach z Gédlem.

Nieliczni sg oponenci tej tezy. Oczywiscie nie mozemy mieé¢ pewnosci, ze nigdy
nie pojawi si¢ procedura nierekurencyjna, ktora bedziemy skionni uznaé za efektyw-
na. Jednak cale nasze doswiadczenie wskazuje na co innego. Jest to wigc udana eks-
plikacja, przykiad znalezienia formalnej definicji, ktora daje $cisty odpowiednik pro-
blemu potocznego: co to jest efektywna procedura postepowania? A wigc mamy chy-
ba nieoczekiwane rozwigzanie problemu o charakterze filozoficznym.

2 Kurt Gédel, ,,Remarks Before the Princeton Bicentennial Conference on Problems in Mathe-
matics”, 1946, [w:] M. Davis (red.) The Undecidable, Raven Press, Hewlet, N.Y. 1965, s. 84.
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5. TWIERDZENIE GODLA

Twierdzenie o niezupeinosci zostato dowiedzione przez Gédla przez niezmiernie
przemyslna konstrukcjg (dla danej teorii T — np. arytmetyki, teorii mnogosci) zdania
Gr, ktére jest niezalezne, o ile ta teoria jest niesprzeczna. Niektorzy wyobrazaja so-
bie, ze Godel pokazat zdanie jako$ absolutnie niedowodliwe. Tak nie jest. To zdanie
jest rownowazne naturalnemu wyrazeniu niesprzecznosci teorii T (czyli tego, ze nie
dowodzi dwu zdan sprzecznych). Poniewaz mamy przekonanie, ze arytmetyka i kaz-
da rozsadna teoria T, ktéra mozemy zaproponowac, jest niesprzeczna, zdanie Gr jest
prawdziwe.

Na czym polega jego szczeg6lno$é? Ot6z jest niedowodliwe w T, cho¢ mowi tyl-
ko o pewnych relacjach migdzy liczbami. Jesli uwazamy, ze w T da si¢ odwzorowaé
wszelkie metody elementarnej matematyki, to G nie moze by¢ dowiedzione elemen-
tarnie. Metody metamatematyki Hilberta, czyli manipulacje konkretnymi znakami,
metody oparte na ,,naoczno$ci symbolu”, zawieraja si¢ — jak si¢ wydaje ludziom do-
$wiadczonym w podstawach matematyki — w arytmetyce aksjomatycznej i zawiera-
jacych ja teoriach T. Niesprzeczno$ci arytmetyki, a tym bardziej bogatszych teorii,
nie da si¢ dowie$¢ metodami dopuszczanymi przez metamatematyke¢ Hilberta. Dlate-
go twierdzenie Godla bylo ciosem w program Hilberta.

Sam dowdd, ze niesprzecznosé teorii pocigga zdanie Godla dla niej, nie jest la-
twy, ale da si¢ wyrazi¢ tak, by korzystat tylko ze srodkéw prostych, jesli idzie o sto-
pien komplikacji logicznej. Da si¢ mianowicie wyrazi¢ w odpowiedniej aksjomatycz-
nej arytmetyce, tym bardziej wigc W SAMEJ TEORI T, ze jesli T jest niesprzeczna, to
G, czyli symbolicznie: Consr — Gr.

Zdanie Godla to nie jest jedno szczegblne zdanie. Jest ono zrobione dla danej
teorii T. Jest zawsze inne, cho¢ sposob konstrukeji jest zawsze taki sam. Czy da si¢
wyrdzni¢ jedno z tych zdan? Na przyklad dla najwigkszej mozliwej teorii 7?7 Otoz
gdyby byla teoria aksjomatyczna, ktéra obejmuje cala matematyke, to zdanie Godla
dla niej, jako w niej niedowodliwe, byloby niedowodliwe matematycznie (bo wszel-
kie metody matematyki bytyby zawarte w T), czyli w pewnym sensie absolutnie nie-
dowodliwe. Oczywiscie zaktadamy w tym wywodzie, ze ta hipotetyczna, wszech-
ogarniajaca teoria T jest niesprzeczna. Zdanie Gédla dla niej byloby prawdziwe, ale
absolutnie niedowodliwe.

Czy taka teoria istnieje? Zwykle mowi sig, ze nie. I to nie tylko dlatego, ze nasze
doswiadczenie matematyczne przemawia raczej za tym, ze pojawiaja si¢ coraz to no-
we pojecia i metody, ktére w praktyce wykraczaja poza zastane teorie matematyczne.
Nieistnienie wszechobejmujace;j teorii calej matematyki opiera si¢ zwykle wlasnie na
twierdzeniu Godla. Skoro mamy jaka$ teorig trafnie formalizujaca znana matematyke,
to jest ona niesprzeczna, a wigc zdanie Goédla dla niej jest prawdziwe, ale nie jest
dowodliwe w tej teorii. Znana nam matematyka ulega wigc rozszerzeniu. Rozszerze-
niu o to zdanie, ktére méwi o jakich$§ dziwnych zaleznosciach migdzy liczbami, albo,
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co na jedno wychodzi, o zdanie Cons, wyrazajace niesprzecznosé tej dotychczas zna-
nej matematyki.

Te sytuacje Godel w 1951 roku nazwat ,niewyczerpywalnoscia matematyki”.>

Natomiast nie da si¢ dowie$¢ — jak twierdzit juz sam G&del, wbrew niektérym
pozniejszym probom, dokonywanym przez niespecjalistéw — ze nie moze by¢ teorii,
ktéra zawiera cala DOSTEPNA NAM matematyk¢. Ona byé moze istnieje, ale jest tak
skomplikowana, ze nie mozemy pozna¢ jej niesprzecznosci, a wigc tym bardziej traf-
nosci. Niewykluczone jest wigc, a przynajmniej nie wyklucza tego twierdzenie Godla,
ze jesteSmy — co do potencji matematycznych — maszyna, ale taka, ktérej sami nie
mozemy zrozumieé, czyli stwierdzié niesprzecznosci jej «zasady dziatania».

6. MATEMATYKA A FILOZOFIA

Czy osiagniecia Godla i im pokrewne wnosza co$§ do rozwazania tradycyjnych
probleméw filozoficznych? Przyklad wyjasnienia pojecia efektywnej procedury (p. 4)
jest godny uwagi, ale raczej odosobniony. Ponadto nie jest to problem wazny dla tra-
dyc;ji filozoficznej.

Stwierdzili$my (p.1), ze rozstrzyganie, w $cistym a nie potocznym sensie, odnosi
si¢ do probleméw masowych. Ot6z w filozofii na pierwszy rzut oka nie ma proble-
méw masowych. Nie pytamy, czy da si¢ rozstrzygnaé, czy jakas cecha przystuguje
dowolnie zadanemu zdaniu, czy dowolnie wskazanemu czlowiekowi, czy tez nie. Za-
dajemy raczej pytanie o cechy wspdlne wszystkim ludziom, o istote: ,,Czym jest
czlowiek?”. Jednak mozemy ten problem wyrazi¢, uzywajac pojgcia problemu maso-
wego i rozstrzygalnosci. Zamiast definicji cztowieka mozemy rozwazaé problem
»Czy dany (dowolnie) obiekt jest cztowiekiem?”. Wszyscy znamy nieudana prébe
odpowiedzi: cztowiek to zwierz¢ dwunogie, bezpidre. Poszukiwanie takich odpowie-
dzi wyglada trochg na niepotrzebna igraszke. Jednak rzecz powoli przestaje by¢ pusta
spekulacja. Mamy teraz mozliwo$é utrzymywania przy zyciu noworodkéw bardzo
gleboko uszkodzonych. Ponadto jest coraz wigksza szansa, ze pojawia si¢ roboty,
ktére beda wykazywaé pewne cechy ludzkie. Jak traktowaé te istoty? Czy stosowaé
w stosunku do nich zasady etyczne? Kwestia definicji czlowieka moze mie¢ zatem
praktyczne znaczenie. Trudno jednak oczekiwac, ze osiagniemy cokolwiek innego niz
Zmieniajaca si¢ w czasie definicje, w ktéra bedziemy inkorporowaé nasze kolejne do-
$wiadczenia z czlowieczenistwem i czyms, co moze przypomina czlowieczenstwo, ale
nim nie jest.

o) winexhaustibility” Gddel méwi w tak zwanym Gibbs lecture z 1951 roku, zamieszczonym
w Collected Works, (red. S. Feferman et al.), Oxford University Press, Oxford 1995, vol. I11, s. 305.

4 Teza, ze cho¢ cata matematyka nie moze byé jedna teoria, to cata dostgpna nam matematyka
— owszem, jest zaskakujaca. Wyjasnienie wymaga diuzszego wywodu. (Mam zamiar to zrobi¢ w o-
sobnej publikacji.)
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Pytamy: czym jest prawda? Tu rzecz tylko do pewnego stopnia mozemy sprowa-
dzi¢ do pytania ,,Czym jest zdanie prawdziwe?”. W tym stopniu, w jakim to jest
mozliwe, mozliwe jest ujgcie kwestii prawdy jako zadania rozstrzygania problemu
masowego; ,,Czy zdanie p jest prawdziwe?”, a zapewne raczej: ,,Czy zdanie p jest
prawdziwe w warunkach w?”. W ten sposdb pozbywamy si¢ jednak zapewne mozli-
wosci analizy takich kwestii dotyczacych prawdy jak: ,Prawda jest cenniejsza niz
falsz”, ,,Dla prawdy warto jest si¢ poswigcic” itp.

Czym jest czas? Tu niemozliwe wydaje si¢ stosowanie takiej kategorii jak pro-
blem masowy. Ta kategoria moze wigc mie¢ zastosowanie do niektérych tradycyjnych
problemoéw filozoficznych, a do innych tylko w pewnym stopniu, natomiast do jesz-
cze innych — wecale. Zreszta nawet gdy ma, nie wydaje sig, by posuwato to rozwaza-
nia istotnie naprzdod.

Stwierdzilismy réwniez (p. 1(b)), ze nalezy okresli¢, jakie $rodki maja by¢ uzywane
do rozstrzygania problemu. To tez wydaje si¢ nie mie¢ zastosowania do prawdziwie fi-
lozoficznych problemé6w. Jakie srodki mozna stosowaé? Oczywiscie wszystkie!

Czym jest czlowiek? Czym jest prawda, czym czas? Kwestia rozwiazalnosci
(czyli rozstrzygalnosci w sensie potocznym) takich tradycyjnych problemow jest
chyba do$¢ podobna wlasnie do problemu wyjasnienia pojgcia efektywnosci. Czy
w innych wypadkach mozna liczy¢ na podobny sukces? Czyli — przypomnijmy —
cud?

A moze kwestia definicji efektywnosci to problem raczej matematyczny, a nie filo-
zoficzny w $cistym sensie? Moze jest istotny tylko dla matematyki czy informatyki?
Mogiby ko$ rzec: moze w matematyce jest inaczej, daje si¢ zrobi¢ $ciste definicje, ale
przeciez prawdziwie filozoficzne problemy nie dadza si¢ tak rozwigzaé. Otz nie!
W matematyce bywa podobnie trudno. Najlepiej to widaé na przykladzie pojecia zbioru.

7. ZBIORY

Godel zauwazyl, ze w matematyce wystepuje jeszcze inna niewyczerpywalnosc.
Dotyczy ona pojgcia zbioru. Pojgcie zbioru jest potoczne. Latwo podaé przykiady,
trudno definicj¢. Twoérca teorii mnogosci Georg Cantor méwil, ze zbiér to ,,wielosé
ujmowana przez nas jako jedno$é.” Juz na samym poczatku Cantor prébowat do-
wies¢, ze nie ma zbioru mocy wigkszej niz moc zbioru liczb naturalnych, ale mniej-
szej niz moc zbioru liczb rzeczywistych. Od ponad stu lat ta ,hipoteza kontinuum”
(w skrécie: CH) jest otwartym problemem. W migdzyczasie bardzo wiele osiagnieto.
Mianowicie wiemy, ze CH jest niezalezna na gruncie znanych aksjomatycznych teorii
mnogosci, czyli bez sprzecznosci moze by¢ dotaczona ona (tego dowiodt Gédel
w 1938 1), albo jej negacja (Paul J. Cohen, w 1963 r.). Jak wigc jest naprawde?

Sa rozne matematyczne usci§lenia pojgcia zbioru, czyli rézne aksjomatyzacje.
One eksplikuja pojgcie zbioru. Ale przyjmujac, jak Godel, istnienie zbioréw, rodzaj
matematycznego platonizmu, musimy pytaé, jak Cantor, o to, jak jest naprawde: czy



Nierozstrzygalnos¢ w matematyce a nierozstrzygalnosé w filozofii 27

zachodzi CH? Rozstrzygnigcie (czyli rozwiazanie) problemu prawdziwosci CH jest
jak na razie poza naszymi mozliwosciami. Moze zawsze bedzie poza naszymi mozli-
woéciami? Dla wielu matematykow i filozoféw to pytanie nie ma sensu. Zbioréw nie
ma, méwig oni, s tylko nasze wyobrazenia, ktére wyrazane sa w roznych teoriach
zbioréw. Wiemy, ze w znanych nam teoriach CH jest niezalezna, czyli nie da si¢ roz-
strzygnaé (tu uzywamy poj¢cia rozstrzygania w jeszcze jednym sensie: dowodliwo$ci
danego stwierdzenia lub jego negacji w ramach ustalonej teorii). Wedle tego wstrze-
migzliwego podejscia, kojarzonego z nominalizmem i formalizmem, wiemy wigc
wszystko, co da si¢ wiedzie¢.

Mozna wige powiedzie¢, ze pytanie ,,Co to jest zbiér?” jest otwarte, doktadnie tak
jak w filozofii. Sa rdézne proby odpowiedzi i wszystkie okazuja sie czeSciowe.
A przez niektérych autoréw samo pytanie odrzucane jest jako bezsensowne — do-
ktadnie tak jak w filozofii.

Wspomniana niewyczerpywalno$¢ pojecia zbioru dotyczy nie tyle najogdlniej-
szego pojecia zbioru, co koncepcji tzw. kumulatywnej hierarchii zbioréw. Nie wcho-
dzac w szczegoly, mozna ja opisaé jako strukturg powstajaca przez kolejne dotacza-
nie zbioréw ztozonych ze zbioréw juz uzyskanych i tak dalej w nieskonczonosé,
a wlasciwie w pozaskoniczono$é. Otéz mozna postulowaé coraz mocniejsze aksjo-
maty nieskoficzonosci, i to jak si¢ wydaje bez sprzecznosci. Jest to technicznie skom-
plikowane. Idea polega na tym, ze czgéciowe uniwersum zbioréw (uzyskane do pew-
nego momentu) ma juz pewne cechy, ktére przedtem uznawali§my za cechy calego
uniwersum zbioréw. Tego, ze z zadnego z tych aksjomatéw nie wynika sprzecznosé,
nie da si¢ dowie$¢ przy uzyciu stabszych zatozen, tzn. metod elementarnych lub me-
tod, ktére moga si¢ zawieraé w ktorej$ ze stabszych teorii mnogosci, czyli teorii
z ktérym$ ze slabszych aksjomatéw nieskoniczonosci. Ta niedowodliwos¢ wynika
z twierdzenia Godla. Nasza intuicja zbioru, a $cislej méwiagc kumulatywnej hierarchii
zbiordw, sugeruje, ze kolejne aksjomaty nieskonczonosci sa niesprzeczne i, co wig-
cej, ze mozna tworzyé kolejne takie aksjomaty bez ograniczen. To bylaby tez niewy-
czerpywalnosé. «Przygladanie sien rzeczywisto$ci prowadzi do jej coraz glebszego
opisu. Znowu widzimy petng analogie do pojeé potocznych lub filozoficznych.

Opisana niewyczerpywalno$¢ méwi co$ o naszym (intuicyjnym) pojeciu zbioru.
Niewyczerpywalnosé wynikajaca z twierdzenia G&dla mozna widzieé¢ jako poglebia-
nie opisu naszego (intuicyjnego) pojecia liczb naturalnych. Nie jest jasne, czy podob-
ng sytuacj¢ mozna mie¢ w odniesieniu nie do liczb i zbiorow, ale do innych obiektow
matematycznych. Innymi stowy, czy mozna mieé nieograniczong hierarchig teorii do-
tyczaca innych obiektow, ktore wydaja si¢ dobrze okreslone? George Boolos w ko-
mentarzu do wykladu Gédla z 1951 roku.® zadat wprost pytanie, czy jest inny przyk-
fad niewyczerpywalnosci w matematyce, inny niz poglgbianie opisu liczb wskutek
twierdzenia o niezupeinosci i zbior6w poprzez aksjomatyzowanie hierarchii kumula-
tywnej zbiorow?

5 Ibidem, s. 295.
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8. CZAS

Dyskusje o tym czym jest prawda trwaja nadal i mimo osiagni¢é Alfreda Tarskie-
go paradoks klamcy ciagle niepokoi. Nie zatrzymujac si¢ przy tym temacie mozemy
podsumowaé, ze uczynione dotad uwagi o zbiorach, czlowieku, prawdzie, prowadza
do tezy, ktdra trudno nazwaé nieoczekiwana: wielki problem filozoficzny nie nadaje
si¢ do rozwiazania raz na zawsze. Mozna go natomiast coraz glgbiej rozumieé. Czy
chodzi o zbiory, czy o czas.

O czasie mowi kazdy. Mowig tez fizycy. Ale ich koncepcja czasu nie daje tego
poczucia cudu, ktéry mamy przy okazji eksplikacji pojgcia efektywnosci, stosowanej
do metod rozstrzygania i obliczania. W teoriach fizycznych czas jest niewiele wigcej
niz jednym z wymiaréw odpowiedniej przestrzeni matematycznej, albo zmienna nie-
zalezna. Wbrew naszym zyciowym dos$wiadczeniom, czas jest u naukowcow — i nie-
raz u filozoféw — abstrakcja.

Tymczasem o czasie mozna pisaé¢ zupelnie inaczej, odwolujac si¢ wprost do na-
szego doswiadczenia czasu, ale opisujac nie to do§wiadczenie, ale sam czas. Czyni to
na przyklad Emanuel Lévinas w ksiazce Czas i to, co inne:

,»Czas jest relacja podmiotu do innego czlowieka. ... Nie chodzi o naszg ideg cza-
su, ale 0 sam czas.”® Chodzi o relacj¢ ,,paradoksalna, r6zna od wszystkich innych re-
lacji naszej logiki ... Tutaj mamy relacj¢ bez czionéw.”” Czas poprzez ,.erotyzm, oj-
costwo, odpowiedzialno$¢ za blizniego™ jest ,relacja do Catkowicie Innego, do
Transcendentnego, do Nieskoficzonoéci. Relacja, czy tez religia, ktora nie ma struktu-
ry wiedzy.”®

Wyrwane z obszerniejszego opisu cytaty musza budzi¢ raczej zdziwienie niz po-
czucie zrozumienia. Ale tego typu opisy powszechnych ludzkich doswiadczen sa nie-
zbedne, jesli chcemy wiedzieé, czym jest czas. Wedtug Lévinasa nie chodzi o zwy-
czajne rozumienie, ale o ,relacj¢ do tego, co bgdac samo w sobie czyms nieskonczo-
nym, nie pozwalaloby si¢ pojaé, ogarnaé.” Po francusku ,rozumiec¢” to ,,compren-
dre”, czyli ,,com-prendre”, a zatem rowniez: wziaé, za-bra, czyli zawladnag. A tego nie
mamy czyni¢, bo zniszczymy Nieskoriczone. (Rozbidr stéw moze wigc by¢ cenny!)

SE. Lévinas, Czas i to, co inne, tb. J. Migasinski, Wydawnictwo KR, Warszawa 1999, s. 19
(oryginat wydany w 1948 r.).

! Ibidem, s. 10, ze wstepu (z 1979 1.).

8 Ibidem, s. 7 (wstgp).



