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Naturalizm w filozofii matematyki'

We wspbtczesnej filozofii matematyki zywo dyskutowane jest zagadnienie uza-
sadniania aksjomatéw matematycznych i zdan niezaleznych. Prace Maddy [Maddy
1988a, 1988b] — w ktdrych autorka koncentruje si¢ na teorii mnogosci — to obszerne
studia po$wigcone temu problemowi. W monografii [Maddy 1997] autorka pode;j-
muje problem uzasadniania zdan teorii mnogosci w nowym ujeciu, wychodzac od
odmiennego stanowiska metafilozoficznego.

W ponizszym artykule (stanowiacym pierwsza czg¢$¢ dwuczesciowej catodci) za-
prezentowana zostanie — mozliwie wiernie i bez komentarzy (z wyjatkiem majacego
charakter wstepny rozdziatu pierwszego oraz przypis6w, gdzie zamieszczam niekiedy
dodatkowe wyjasnienia, informacje i komentarze) — koncepcja Maddy. W pracy
[Wéjtowicz 2001] poddana ona zostanie krytycznej analizie.

1. PROBLEM ZDAN NIEZALEZNYCH

Podstawowa teoria matematyczng jest teoria mnogosci Zermela-Fraenkla (ZFC).
W zasadzie cata matematyka (teoria liczb naturalnych, rzeczywistych, analiza rze-
czywista i zespolona, topologia, teoria prawdopodobienistwa i wiele innych) daje sig
odtworzyé (zrekonstruowac) w ZFC. Wszelkie obiekty matematyczne (liczby, miary,
przestrzenie topologiczne, rozmaitosci rdzniczkowe, efc.) mozna traktowaé (repre-
zentowad) jako zbiory.” W ZFC mozna udowodni¢ praktycznie wszystkie twierdzenia

! Praca napisana zostata w ramach grantu KBN ,,Realizm i antyrealizm w filozofii matematy-
ki”, grant nr 1 HO1A 006 17.

% Nie podejmuje tu zagadnienia, czy obiekty te faktycznie sq zbiorami, czy tez jedynie maja
Swoja reprezentacj¢ w postaci zbioréw. To zagadnienie nie ma znaczenia dla dalszej dyskusji.
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matematyki klasyczne;j.? Jest to wigc teoria o duzej sile i og6lnosci.*

Naturalne jest oczekiwanie, ze podstawowa dla matematyki teoria udzieli odpo-
wiedzi na wszystkie dobrze postawione pytania matematyczne. Jednak juz od wyni-
kéw Godla wiadomo, ze ZFC jest teoria niezupelna. Istnieja wigc zdania @, sformu-
fowanie w jezyku teorii mnogosci ZFC, ktore nie dajg si¢ w ZFC ani udowodnié, ani
obali¢. Podane przez Gédla w dowodzie twierdzenia zdanie niezalezne zostalo uzy-
skane za pomocg lematu przekatniowego i byto zdaniem o tresci de facto metamate-
matycznej. Obecnie jednak dysponujemy licznymi przyktadami «konkretnych» zdan
niezaleznych od ZFC, sposréd ktérych najbardziej znana jest hipoteza continuum.’
Dzigki zastosowaniu techniki forcingu, odkrytej przez Cohena w latach 60-tych (por.
[Cohen 1966]), udato si¢ takze udowodnié niezalezno$é wielu innych zdan dotycza-
cych zaréwno zagadnien czysto teoriomnogosciowych (np. wynikéw dotyczacych
arytmetyki liczb kardynalnych czy istnienia duzych liczb kardynalnych), jak i bar-
dziej «konkretnychy, dotyczacych np. zbioréw liczb rzeczywistych.’

Niezalezno$¢ pojawia si¢ wigc w matematyce. Oczywiscie — z definicji zdania
niezaleznego — zdania @, niezaleznego od teorii mnogosci, nie da si¢ rozstrzygnaé
w teorii mnogosci. Czy znaczy to, ze pytanie o prawdziwos$é @ jest zle postawione?
Jaki jest status pytania ,,Czy prawda jest, ze ¢” i jak pytanie to nalezy rozumie¢?
Chce zaznaczy¢€, ze nie chodzi tutaj o modyfikacj¢ pojecia dowodu, ani o zastapienie

3 Praktycznie wszystkie” nalezy rozumieé jako: ,twierdzenia pojawiajace si¢ w ramach
«zwyklej» matematyki”. Oczywiscie, w ramach ZFC nie da si¢ udowodni¢ zdan niezaleznych od
ZFC.

4 . Wszystkie galezie matematyki rozwijane sq — swiadomie lub nieswiadomie — w teorii
mnogosci” [Levy 1979, 3]. ,,Teoria mnogosci stanowi podstawe dla matematyki. Wszystkie pojecia
matematyczne definiowane sq poprzez pierwotne pojecia zbioru i nalezenia. [...] Z aksjomatow
mozna wyprowadzié¢ calq znanq matematyke” [Kunen 1980, xi]. ,,Obiekty matematyczne [...] moga
zostaé zdefiniowane jako pewne zbiory. Twierdzenia matematyczne {...] mogq by¢ uznane za twier-
dzenia dotyczqce zbioréw. Co wiecej, twierdzenia te sq dowodliwe za pomocq naszych aksjomatow.
A zatem aksjomaty te stanowiq wystarczajqcq [podstawe] dla uprawiania calej matematyki — co
stanowi fakt godny uwagi” [Enderton 1977, 10—11] (powyzsze trzy cytowania za [Maddy 1997,
22)). ,,[ W] standardowej praktyce matematycznej ,, precyzacja pojecia” jest w gruncie rzeczy syno-
nimem dla ,,zdefiniowania pojecia w teorii mnogosci”. Teoria mnogosci jest oficjalnym jezykiem
matematyki, tak jak matematyka jest oficjalnym jezykiem nauki” [Moschovakis 1994, vii].

5 Hipoteza continuum, sformutowana — jeszcze w XIX wieku — przez Cantora, glosi ze moc
zbioru liczb rzeczywistych (moc continuum — oznaczana przez c) jest najmniejsza mocg nieprzeli-
czalna, czyli, ze c=R,. Hipotez¢ t¢ w skrdcie oznacza si¢ przez CH.

¢ Oto przyktady tego typu zdan niezaleznych (por. [Dales, Woodin 19871):

1. Niech f,g:R—R beda funkcjami ciggltymi. Czy dla kazdego zbioru Borelowskiego B,
zbidr f(R\g(B)) jest mierzalny w sensie Lebesgue’a?
2. Niech X bedzie zwartg przestrzenia Hausdorffa. Czy kazda norma na algebrze C(X,C)
jest rGwnowazna normie supremum?
Inne przyktady mozna znalezé np. w {Roitman 1992]. Pojecie ,,konkretnego zdania matema-
tycznego” jest oczywiécie nieostre. W pracy tej nie analizujg tego pojecia; chodzi jedynie o robocza
klasyfikacje.
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dowodu procedurg innego typu. Chodzi o zagadnienie, czy mozna wprowadzié poje-
cie ,,zasadnosci” aksjomatéw i zdan niezaleznych, i jak to pojgcie nalezy interpreto-
waé. W skrécie przypomne kilka najwazniejszych stanowisk w tej sprawie.”

(i) Z punktu widzenia formalizmu, w mys] ktérego matematyka to nauka dotycza-
ca jedynie metamatematycznych wiasnoéci systeméw formalnych, pytanie to nie ma
sensu. Nie istnieje pozajezykowa rzeczywisto§¢ matematyczna, pojecie ,,prawdziwos-
ci” nie ma wigc zastosowania do zdan matematycznych. Problem prawdziwosci zdan
niezaleznych jest wigc pseudoproblemem; sensowny jest jedynie problem ich statusu
metamatematycznego (takq opini¢ wyraza np. Cohen w [Cohen 1971]).

(i) W mysl stanowiska fikcjonalistycznego (por. np. [Field 1980]), teorie mate-
matyczne przypominaja pewne opowiesci, ktérym brak jednak odniesienia w rzeczy-
wisto$ci. Pytanie o prawdziwo$¢ zdania niezaleznego nie ma tu sensu — po prostu
zdanie to nie jest fragmentem pewnej odpowiedniej opowie$ci czy Scislej: nie jest
w ramach tej opowiesci rozstrzygnigte (tak jak w ramach opowiesci o Sherlocku
Holmesie nie jest rozstrzygnigty problem dtugosci nosa Sherlocka Holmesa).

(iii) W mysl stanowiska realistycznego matematyka opisuje pewna pozajezykowa
rzeczywisto§¢ matematyczna. Zdania matematyczne sa w niej prawdziwe lub falszy-
we. Tym samym pytanie o prawdziwos$¢ zdan niezaleznych moze by¢ pytaniem sen-
sownym.?

Wazni reprezentanci realizmu matematycznego — to Godel i Quine. Gédel, jako
realista, przyjmowat istnienie uniwersum zbioréw, ktérych (przyblizonym i niepel-
nym) opisem jest teoria mnogosci ZFC. Poniewaz uniwersum zbiordw istnieje
obiektywnie, wigc pytania o to, jakiec ma wlasnosci, sa zasadne. W szczegélnosci
wszelkie otwarte pytania teorii mnogosci sa dobrze postawionymi pytaniami.

Inny charakter ma realizm Quine’a. Quine wychodzi od analiz metanaukowych —
dotyczacych roli matematyki w naukach przyrodniczych. Problem istnienia obiekt6w
matematycznych jest szczegélnym przypadkiem problemu zobowiazan ontologicz-
nych teorii naukowych. Za teorie zinterpretowane moga zosta¢ uznane te teorie ma-
tematyczne, ktdre pojawiaja si¢ jako fragment teorii empirycznej opisujacej rzeczy-
wisto$¢. Znaczy to, Ze odpowiedZ na pytanie, czy nalezy przyjaé istnienie obiektéw
matematycznych danego typu, jest uzaleznione od wynikéw analiz dotyczacych roli
matematyki w naukach przyrodniczych. Nie ma np. powodu, aby uznawaé istnienie
calej hierarchii mnogosciowej — bowiem nie cata teoria mnogosci znajduje zastoso-
wanie w naukach empirycznych.

7 Szczegblowa analizg problemu z punktu widzenia tradycyjnych stanowisk w filozofii mate-
matyki zawiera artykut [Wéjtowicz 2001].

& Stanowisko realistyczne wystgpuje oczywiscie w wielu wariantach. Poszczegblne warianty
réznié si¢ moga w kwestiach szczegétowych — dotyczacych np. tego, jakie jest uniwersum mate-
matyczne. Tym samym klasa zdafi uznawanych za sensowne rézni si¢ w poszczegdlnych wypad-
kach. (Hipotetyczny) realista, ktéry uznaje tylko istnienie liczb naturalnych opisywanych przez np.
arytmetyk¢ Peana, uzna za sensowng inng klasg pytan niz realista przyjmujacy istnienie uniwersum
zbioréw opisywanych przez teori¢ mnogo$ci w stylu ZFC.
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2. STANOWISKO FILOZOFICZNE I METODOLOGICZNE MADDY

Punktem wyjscia analiz Maddy jest pytanie o status zdan niezaleznych od teorii
mnogosci. Podobnie jak Godel, Maddy uwaza zagadnienie zdan niezaleznych za pro-
blem dobrze postawiony. Uzasadnia to jednak zupetnie inaczej niz Godel.

Maddy okresla swoje stanowisko jako ,naturalizm matematyczny”, a niekiedy
(i to okreslenie — co wynika z dalszych analiz — jest adekwatniejsze) jako ,,na-
turalizm teoriomnogosciowy”. Maddy przyznaje, ze jej punkt widzenia inspirowany
jest stanowiskiem Quine’a. Sam Quine naturalizm (w filozofii) okresla w sposéb na-
stepujacy: ,,Naturalizm. uznanie, ze rzeczywistos¢ jest identyfikowana i opisywana
w hauce, a nie w jakiej$ uprzedniej wobec niej filozofii” [Quine 1981, 49]. Quine od-
rzuca wigc teze, iz punktem wyjscia moze by¢ «filozofia pierwsza». Granica migdzy
filozofia a nauka jest ptynna, a punktem wyjscia analiz filozoficznych powinny byé
nauki przyrodnicze. W szczeg6lnosci nauki empiryczne i matematyka powinny by¢
badane przede wszystkim przy uzyciu kryteriéw naukowych, a nie filozoficznych.

Maddy zgadza si¢ z deklaracjami Quine’a, zarzuca mu jednak niekonsekwencje:
twierdzi, ze o ile jest on konsekwentny w stosowaniu metafilozoficznej zasady natu-
ralizmu w swoich analizach nauk przyrodniczych, o tyle nie jest juz konsekwentny
w stosowaniu tej zasady w odniesieniu do matematyki. Quine bowiem argumentuje na
rzecz realizmu matematycznego odwotujac si¢ przede wszystkim do swojego argu-
mentu z niezbgdnoéci.” Istnienie obiektéw matematycznych uzasadniane jest zatem
poprzez odwotanie do roli, jaka matematyka odgrywa w naukach przyrodniczych.
Maddy twierdzi, ze jest to niewlasciwy sposob argumentacji. Wskazuje na zmiany,
jakie dokonaty si¢ w matematyce w ostatnich 100 latach. We wcze$niejszych stadiach
rozwoju matematyki, matematyka byta bardzo silnie zwigzana z naukami przyrodni-
czymi; tworzone techniki matematyczne byly bezposrednio stosowane w rozwiazy-
waniu konkretnych probleméw fizycznych. Jednakze w wieku XIX nastgpito usamo-
dzielnienie si¢ matematyki, czego dobitnym przykladem jest powstanie teorii mno-
gosci Cantora. Matematyka stata si¢ niezalezna, odrgbng dyscypling naukowa, kieru-
jaca si¢ wilasnymi celami poznawczymi i metodami. Przestala petni¢ jedynie rolg
ustugowa w stosunku do nauk empirycznych; sformulowano (i rozwigzano) szereg
probleméw matematycznych — interesujacych z powodéw czysto matematycznych,
bez wzgledu na ich ewentualne zastosowania.

Te fakty uzasadniajq wedtug Maddy teze, ze standardy przeniesione z nauk przy-
rodniczych — a wigc z zewnatrz — nie sg adekwatne dla opisu rozwoju matematyki.
W szczegoblnoscei, kwestie prawdziwosci niezaleznych zdan matematycznych nie maja
zwiazku z kwestia ich ewentualnych zastosowan. Dla badacza w zakresie teorii mno-
gosci pytanie o prawdziwosé CH (czy np. zagadnienie istnienia zbioréw liczb rze-
czywistych okre§lonego typu, istnienie liczb mierzalnych, prawdziwosci aksjomatu
konstruowalnosci) jest wazne z powoddw czysto matematycznych.

® Szczegbtowa prezentacje argumentacji Quine’a zawiera [Wéjtowicz 1997].
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Argumentacja Quine’a jest wigc — wedlug Maddy — chybiona, i to chybiona
z dwoch waznych powodow:

(i) Quine wprowadza standardy pozamatematyczne do rozwazan wewnatrzmate-
matycznych.

(if) W ujgciu Quine’a, problemy teorii mnogoéci, takie jak np. CH, V=L, zagad-
nienie istnienia liczb mierzalnych, efc., staja si¢ pseudoproblemami, gdyz nie maja
znaczenia dla zastosowan w naukach przyrodniczych.l

Taki punkt widzenia jest — wedtug Maddy — sprzeczny z praktyka matematycz-
ng. O ile metody nauk przyrodniczych mozna stosowa¢ w badaniach odnoszacych sie
do tychze nauk, i wyniki tych badan moga mie¢ znaczenie dla samej nauki, dla jej
rozwoju, o tyle badania matematyki prowadzone metodami nauk przyrodniczych nie
moga mie¢ znaczenia dla rozwoju samej matematyki.

Kolejna, istotna réznica migdzy naukami przyrodniczymi a matematyka dotyczy
statusu ontologicznego przedmiotu badan. Status ontologiczny obiektéw fizycznych
jest istotny z punktu widzenia badan naukowych. Fizyka wypowiada si¢ wszak na te-
mat istnienia obiektéw fizycznych — twierdzi, ze istnieja one obiektywnie w czaso-
przestrzeni. Natomiast matematyka nie wypowiada si¢ na temat sposobu istnienia
obiektéw matematycznych — tego, czy sa abstrakcyjne, czasoprzestrzenne czy nie.
Z punktu widzenia matematyki ten problem nie jest istotny.

By¢ moze zatem motywacja dla prowadzenia badan dotyczacych prawdziwosci
zdan niezaleznych ma charakter filozoficzny? Przypomnie¢ tu nalezy poglady Gédla,
ktory jawnie twierdzit, ze zasadnicze znaczenie dla jego badan w zakresie podstaw
matematyki miaty jego poglady filozoficzne. Realizm Gédla byt dla niego punktem
wyjécia do zaakceptowania niekonstruktywnych metod oraz umozliwial uznanie py-
tania o prawdziwos$¢ zdan niezaleznych za pytanie dobrze postawione.'' Takim dob-
1ze postawionym pytaniem dotyczacym rzeczywisto$ci matematycznej jest na przy-
klad pytanie o warto$¢ continuum. Maddy odrzuca jednak tezg, ze racje natury filozo-
ficznej moga mie¢ znaczenie dla rozwoju matematyki — w szczegdlnosci, ze okres-
lenie klasy sensownych probleméw moze opierac si¢ na tego typu argumentacji. Sta-
nowisko filozoficzne moze petié rol¢ motywujaca, ale nie moze pemié roli uzasad-
niajacej — moze mie¢ znaczenie dla kontekstu odkrycia, ale nie dla kontekstu uza-
sadnienia. Maddy poddaje analizie przypadek pewnika wyboru i problemu definicji
niepredykatywnych. Jak wiadomo, wokét tych zagadnieni w poczatkowej fazie po-
wstawania teorii mnogosci toczyla si¢ ozywiona dyskusja. Pewnik wyboru byt uwa-
zany za wysoce kontrowersyjny ze wzgledu na swoj niekonstruktywny charakter
i pewna czg$¢ matematykéw uwazata dowody oparte na pewniku wyboru za niedo-

1 Quine explicite pisze o tym, ze niektére teorie matematyczne (te mianowicie, ktére pozostaja
bez zadnych zwiazkéw z zastosowaniami) maja status niezinterpretowanych systeméw [Quine
1984].

"' W jednym z listéw do Wanga Godel napisal: ,,Moge dodaé, ze moja obiektywistyczna kon-
cepcja matematyki i metamatematyki, |...], w szczegélnosci [koncepcja) rozumowar: pozaskoriczo-
nych, miala zasadnicze znaczenie {...] dla moich badarn w zakresie logiki” [Wang 1974, 9].
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puszczalne. Podobnie bylo w wypadku definicji niepredykatywnych. W koficu jednak
— jak wiemy — zaréwno pewnik wyboru, jak i definicje niepredykatywne zostaty
powszechnie zaakceptowane w matematyce. Maddy twierdzi jednak, ze nie stalo si¢
tak z powodu uzgodnienia stanowiska filozoficznego przez matematykéw. Dyskusja
filozoficzna pozostala nierozstrzygnigta, za§ pewnik wyboru zostal zaakceptowany
z czysto matematycznych powodéw — po prostu okazalo si¢, ze jest to bardzo owoc-
ny $rodek dowodowy i ze matematyka bez pewnika wyboru jest ubozsza i nie potrafi
rozwiazaé wielu probleméw.'? Racje, dla ktérych przyjeto te $rodki dowodowe, sa
zatem racjami czysto matematycznymi, nie za$ filozoficznymi — pewne $rodki oka-
zaly si¢ efektywniejsze z punktu widzenia osiagania czysto matematycznych celow,
takich jak np. program opisania liczb rzeczywistych.

Wskazujac na ograniczong rol¢ argumentacji filozoficznej przy podejmowaniu
decyzji metodologicznych dotyczacych sposobu uprawiania matematyki, Maddy
przytacza takze argument, iz kwestie metodologiczne zostaty w wigkszosci wypad-
kOw rozstrzygnigte, natomiast kwestie filozoficzne pozostaty otwarte. Nie mozna za-
tem twierdzié, iz to analizy filozoficzne miaty wplyw na decyzje metodologiczne.
Podobng opini¢ wyraza na temat stanowiska Godla — twierdzi mianowicie, ze realis-
tyczne stanowisko Godla moglo byé dla niego inspiracja, jednak te prawdziwe przy-
czyny, dla ktérych podejmowat on takie a nie inne decyzje, miaty charakter czysto
matematyczny — stuzyty osiagnigciu pewnych celéw matematycznych, a nie mialy
przyczyny natury filozoficzne;j.

Maddy, odrzucajac dopuszczalnoéé argumentacji filozoficznej w dyskusjach do-
tyczacych metodologii matematyki, nie twierdzi, iz pytania filozoficzne traca racje
bytu. Tak nie jest — tradycyjne pytania filozofii matematyki sg nadal otwarte i warte
dyskusji. Argumenty filozoficzne nie moga jednak pojawiaé si¢ w dyskusjach meto-
dologicznych — naturalistyczna metodologia ma by¢ catkowicie niezalezna od argu-
mentacji filozoficznej. Priorytet maja wewnatrzmatematyczne racje, za$ analizy filo-
zoficzne winny by¢ im podporzadkowane. Matematyka stanowi odrgbna dyscypling,
rzadzi si¢ wlasnymi prawami i posiada wiasne standardy metodologiczne. Przy ocenie
tych standardéw nie powinny byé brane pod uwagg argumenty pozamatematyczne, tj.
ani argumenty majace zrédlo w analizie nauk przyrodniczych, ani argumenty natury
filozoficzne;j.

Analizy historyczne pozwalaja, wedtug Maddy, na sformulowanie nastgpujacych
ogoblnych wskazan, ktérymi nalezy si¢ kierowaé przy konstruowaniu metodologii:

1. Nalezy zindentyfikowa¢ zasadniczy cel badan w danej dziedzinie.

2. Nalezy wskaza¢ efektywne metody osiagania tego celu.

Przyktadem jest tu teoria mnogosci Cantora. Celem Cantora byta mozliwie petna
klasyfikacja zbior6w liczb rzeczywistych. W szczego6lnoéci, jednym z elementow ta-
kiego opisu jest ustalenie, czy istnieja podzbiory R mocy posredniej pomigdzy Xgic.

12 pewnik wyboru jest rtéwnowazny lematowi Kuratowskiego-Zorna, ktéry stanowi podstawowe
narzgdzie w wielu dziatach matematyki.
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Problem jest wigc dobrze postawiony — mimo niezalezno$ci CH od ZFC nalezy
prowadzi¢ badania majace na celu ustalenie wartosci continuum. Oczywiscie ostatnie
twierdzenie nalezy rozumie¢ w taki sposéb: CH jest wprawdzie niezalezna od aksjo-
matéw ZFC, jednak nalezy poszukiwaé takich rozszerzefi ZFC, takich nowych ak-
sjomatow, ktére pozwola na ustalenie warto$ci continuum poprzez udowodnienie od-
powiednich twierdzen."

Naturalista stawia sobie zatem za cel badanie catej matematyki, niezaleznie od
kwestii zastosowan (czym r6zni si¢ od realisty w stylu Quine’a) i kwestii filozoficz-
nych (czym rézni si¢ np. od klasycznego platonika, ale tez od konceptualisty). Celem
matematycznego naturalisty jest sformutowanie takich kryteriow metodologicznych,
ktére pozwola na rozstrzyganie pytafi otwartych (niezaleznych od ZFC). Taki natura-
listyczny model oczywiscie musi by¢ poddany testowi. Maddy wymienia kilka kryte-
riéw, wérdd nich m.in.:

(i) analizy historyczne — takie, w ktérych debaty metodologiczne zostaty juz
rozstrzygnigte (model musi zgadza¢ si¢ z danymi empirycznymi);

(ii) wiarygodno$é w oczach specjalistow z danej dziedziny;'*

(iii) mozliwo$¢ dokonania skutecznych predykc;ji.

Czym r6zni si¢ stanowisko naturalistyczne od innych stanowisk filozoficznych
w odniesieniu np. do problemu continuum? Realista oraz formalista odwoluja si¢ do
argumentéw natury filozoficznej. Realista zalozywszy istnienie uniwersum zbioréw
formutuje tezg, ze problem prawdziwosci CH jest dobrze postawiony; dla formalisty
problem ten ma charakter czysto metamatematyczny (gdyz teorie matematyczne nie
posiadajg interpretacji). Maddy taka argumentacje¢ odrzuca. Twierdzi bowiem, ze na-
lezy wskaza¢ czysto matematyczne argumenty, ktére pozwola na ustalenie statusu
CH.

Zagadnienie to jest oczywiscie ztozone. Wér6d matematykéw raczej brak jest
zgody co do CH (inaczej niz w wypadku innych zdaf niezaleznych, ktére beda
przedmiotem dalszych analiz), co wywotuje opinie typu: ,Jest to problem Zle posta-
wiony”, ,,Nie ma sensu rozwaza¢ takich pytan”, ,,Uzywane tu pojecia nie maja dobrze
okreslonych znaczeti” etc.'’ Maddy przyznaje, ze naturalista takze moze dojéé do
wniosku, ze problem CH jest nie do rozwiazania — w tym sensie, ze nie da si¢ sfor-
mutowa¢ wiarygodnych, matematycznych argumentéw na rzecz przyjecia lub odrzu-

'* Aby unikna¢ nieporozumies, chce podkresli¢, ze nie chodzi o modyfikacje pojecia dowodu,
lecz o poszukiwanie argumentéw majacych na celu uzasadnienie wiarygodnosci (i tym samym za-
sadnosci przyjecia) nowych aksjomatéw.

' Maddy nie traktuje jednak potocznej opinii specjalistéw jako rozstrzygajace;.

'* Wedlug Mac Lane’a duza liczba wynikéw dotyczacych niezaleznoéci zdan teoriomnogoscio-
wych od aksjomatéw ZFC wskazuje na to, Ze pojegcie zbioru jest ptynne, niedookreslone i przez to
teoria mnogosci nie moze stanowi¢ podstawy dla matematyki [Mac Lane 1986, 359]. Podobna opi-
ni¢ wyraza Mostowski: ,,Jesli istnieje duzo teorii mnogosci, to zadna z nich nie moze rosci¢ sobie
prawa do zajmowania centralnego miejsca w matematyce” [Mostowski 1979, 288].
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cenia CH. Jednakze nawet wowczas stanowisko naturalistyczne bedzie si¢ zdecydo-
wanie r6znié¢ od innych stanowisk filozoficznych.

(i) Formalista stwierdzi, ze wszystkie (niesprzeczne) systemy sg réwnie dobre, ze
nie ma zadnych powod6w, aby preferowaé jeden z nich. Naturalista odrzuca taki
punkt widzenia — jego celem jest wskazanie matematycznych standardéw, ktére po-
zwolg na wybdr jednego z tych systeméw. Moze sig¢ oczywiscie okazaé, ze w wypad-
ku poszczegdblnych zdan teorii mnogosci (np. CH) nie jest to mozliwe. Jednakze natu-
ralista nierozstrzygalnoé¢ CH uzasadni¢ moze dopiero poprzez wykazanie, ze brak
jest wewnatrzmatematycznych argumentéw pozwalajacych na rozstrzygnigcie pro-
blemu. Tymczasem wedtug formalisty problem ten a priori nie moze by¢ przedmio-
tem rzeczowej analizy.

(ii) Podobne stanowisko zajmuje fikcjonalista, dla ktérego teorie matematyczne
to opowiesci o fikcyjnych obiektach. Zdanie niezalezne to takie, o ktérym dana opo-
wieséé nic nie mowi (w sensie: z danej teorii T nie wynika nic na temat zdania ¢ —
jest ono od T niezalezne). Pytania o prawdziwos¢ takich zdart sa bez sensu (tak jak
pytanie: ,Jak dhigi byt nos Hamleta?”). Naturalizm jest nie do pogodzenia z takg
wersja fikcjonalizmu, gdyz naturalizm uznaje sensowno$¢ argumentacji wykraczaja-
cej poza aksjomaty i formalne procedury dowodowe.

(i) Reprezentowane przez Balaguera stanowisko «bogatego platonizmu»
(plentiful platonism),'® w mys] kt6rego kazdej niesprzeczne;j teorii odpowiada pewne
uniwersum matematyczne (tj. istniejg rézne uniwersa matematyczne), tez jest nie do
pogodzenia z naturalizmem. Stanowisko to bowiem nie wskazuje zadnej teorii jako
wyréznionej — wszystkie niesprzeczne teorie sg réwnie uprawnione (pod tym wzgle-
dem stanowisko Balaguera przypomina — paradoksalnie — stanowisko formalis-
tyczne). Tymczasem celem naturalisty jest wybranie jednej teorii — najlepszej
z punktu widzenia standardéw matematycznych.

Formalizm, fikcjonalizm i «bogaty platonizm» zawezajg wigc klas¢ zdan, w sto-
sunku do ktérych sensowne jest postawienie pytania o ich przyjecie. Naturalizm jest
nie do pogodzenia z tymi stanowiskami, jest jednak réwniez niezgodny ze stanowis-
kiem realistycznym.

(iv) W mys$l stanowiska klasycznego platonizmu kazde zdanie ma pewng warto$¢
logiczna. Jednakze naturalista, ktory twierdzi, ze nie ma zadnych sensownych mate-
matycznych powodow, dla ktérych nalezatoby wybrac taki a nie inny system, odrzuci
realistyczny postulat, iz kazde zdanie winno by¢ rozstrzygnigte. Jesli brak jest mate-

16 Swoja koncepcj¢ Balaguer prezentuje w [Balaguer 1998]. Zasadnicza teza sprowadza si¢ do
tego, ze niesprzeczno$é jest pojgciem podstawowym, za§ wszystkie niesprzeczne teorie matema-
tyczne maja interpretacjg. W szczegoélnosci, kazdej niesprzeczne;j teorii mnogosci odpowiada pewne
uniwersum zbioréw. Przyjecie takiego punktu widzenia ma — wedlug Balaguera — umozliwié
rozwigzanie zasadniczych trudnosci klasycznego platonizmu, a mianowicie: (i) trudnosci episte-
mologicznych, zwiazanych z zagadnieniem Zrédla wiedzy matematycznej; (ii) trudnosci z proble-
mem wieloredukcji Benacerrafa.
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matycznych powodow, aby przyja¢ np. CH, to naturalista odrzuci poglad, iz kwestia
przyjecia CH winna by¢ rozstrzygnigta.

(v) W mys$l realizmu Quine’a, klasa pytafi, w stosunku do ktérych problem praw-
dziwosci jest dobrze postawiony i moze zostaé rozstrzygnig¢ty, moze by¢ ustalona
przez analizg¢ roli matematyki w naukach przyrodniczych. Naturalista natomiast abs-
trahuje od kwestii zastosowan matematyki, poszukujac standardéw wewnatrzmate-
matycznych.

Pojawia si¢ pytanie, co wyrdznia matematykg¢ spo$réd innych dyscyplin. Skoro
bowiem w matematyce maja obowigzywaé standardy czysto matematyczne, odrzuca-
jace argumenty zewngtrzne, to czy taki punkt widzenia nie pozwolitby np. na uzasad-
nienie naturalizmu... astrologicznego, w mysl ktorego takze astrologia zastuguje na
to, aby oceniaé ja wedlug jej wlasnych, wewngtrznych standardéw? Maddy negatyw-
nie odpowiada na to pytanie, wskazujac dwa powody.

Matematyka nic nie méwi o obiektach czasoprzestrzennych, jej przedmiot badan
jest roztaczny z przedmiotem badan nauk przyrodniczych. Tymczasem astrologia
wkracza w kompetencje nauk przyrodniczych (i jest z nimi oczywiscie nie do pogo-
dzenia). Czy jednak, gdyby astrolog twierdzit, ze bada zjawiska z innego wymiaru,
nie objete badaniem naukowym, to bytby to argument na rzecz astrologicznego natu-
ralizmu? Maddy twierdzi, iz tak nie jest, wskazujac na fakt, iz matematyka jest uzy-
teczna (niezbg¢dna) w nauce. Aby uprawiaé nauke nalezy rozumie¢ matematyke, tym-
czasem dla rozumienia i uprawiania nauki nie jest konieczne rozumienie astrologii.
Status matematyki jest wige istotnie rézny od statusu astrologii.

Reasumujac: Maddy uzasadnia tezg, iz matematyka posiada wiasne standardy
metodologiczne. Pojawia si¢ pytanie, jakie sa to standardy i w jaki sposéb winny by¢
sformutowane. Temu zagadnieniu poswigcone sa kolejne paragrafy.

3. MAKSYMY METODOLOGICZNE: MAKSYMALIZUJ I UNIFIKUJ"

Maddy wychodzi od obserwacji, Ze teoria mnogosci stanowi podstawe dla mate-
matyki. Wazne jest zatem podanie jednej, fundamentalnej teorii zbior6w, w ktdrej be-
dzie mozna modelowaé¢ wszelkie obiekty matematyczne i rozstrzygaé wszystkie
otwarte problemy. Maddy odrzuca sposéb my$lenia, w my$l ktérego pojgcie zbioru
jest — wobec niezaleznoéci tak wielu zdah — pojeciem niejasnym, o Zle sprecyzo-
wanym znaczeniu,'® i poniewaz nigdy nie wiadomo, czy lepiej dolaczy¢ niezalezne
zdanie @ czy jego negacjg, to nalezy po prostu (niejako réwnolegle) badaé dwie teo-
rie: ZFC+@, ZFC+—@.

To motywuje pierwsza z dwéch podstawowych zasad metodologicznych, a mia-
nowicie zasad¢ UNIFIKUJ: celem badan jest podanie jednej teorii zbioréw, jako pod-

'7 Swoje maksymy metodologiczne Maddy nazywa MAXIMIZE i UNIFY, co thumaczg po prostu
jako MAKSYMALIZUJ i UNIFIKUJ.
'8 Por. cytowane wyzej opinie Mac Lane’a i Mostowskiego.
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stawy dla calej matematyki, wskazanie jednej teorii jako teorii podstawowej. Chodzi
wiec o zunifikowanie matematyki poprzez zunifikowanie teorii mnogosci.

Poniewaz jednak teoria mnogosci ma by¢ podstaws dla calej matematyki, to ko-
nieczne jest rowniez zadbanie o to, aby mozliwe bylo w teorii mnogosci modelowa-
nie jak najobszerniejszej klasy obiektow matematycznych (wedlug Maddy tak wia-
$nie rozwija si¢ matematyka — modeluje coraz obszerniejszy zakres zjawisk). Maddy
precyzuje ta ide¢ w postaci zasady MAKSYMALIZUJ: aby klasa modelowanych obiek-
téw mogla by¢ bogata, wazne jest, aby mozliwe bylo zdefiniowanie mozliwie duzej
klasy typ6w izomorfizméw. Dzigki temu matematyka dostarczy takze naukom przy-
rodniczym bogata klas¢ modeli.

Te dwie zasady — UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ — stajq, si¢ punktem wyjscia meto-
dologii naturalistycznej, za$ «poligonem dziatan» jest dyskusja na temat aksjomatu
konstruowalnoéci (V=L). Maddy formuluje — na podstawie zasady UNIFIKUJ
I MAKSYMALIZUJ — pewne techniczne kryteria, ktére nastgpnie stosuje do aksjomatu
konstruowalno$ci. Mozna zatem powiedzie¢, Zze UNIFIKUJ i MAKSYMALIZUJ sg pew-
nymi zasadami metateoretycznymi, za$ podane przez Maddy techniczne kryterium
stanowi ich «implementacje».'®

4. CZY v=L?
4.1. Sformulowanie problemu i pierwszy argument negatywny

Jednym ze zdan niezaleznych od ZFC jest aksjomat konstruowalnosci v=L2®
Pojawia si¢ pytanie, czy mozna wskaza¢ jakie$ powody, aby aksjomat ten dotaczyd

' Nie jest to jedyna mozliwa «implementacjan: prezentowane w drugiej czesei artykutu trudno-
§ci (o niektérych sposréd nich pisze sama Maddy) pokazuja, iz nie jest weale oczywiste, jak nalezy
przetozyé te zasady na precyzyjne, techniczne kryteria.
® Klasa zbioréw konstruowalnych L definiowana jest w sposéb nastepujacy (por. np. [Kana-
mori 1994]):
Niech M bedzie modelem dla jezyka J. Zbidr y nazwiemy definiowalnym z parametrami nad
M, jesli istnieje formuta @(vy, ..., v, ) j¢zyka J, oraz parametry ay, ....a» € M, takie, ze:
zey zawsze i tylko wtedy, gdy M spetnia ¢(z.ay, ...,as).
Dla dowolnego zbioru x, Def{x)={ycx: y jest definiowalny z parametrami nad strukturg
(x,€)}. Hierarchig zbioréw konstruowalnych L definiujemy teraz w sposéb nastgpujacy:
Ly=0;
Lo+ = Def (Lo);
L =uU{L:E<A} dla A granicznych.
W krokach nastgpnikowych tworzymy wigc zbiory definiowalne z parametrami, wykorzystu-
jac juz zdefiniowana strukturg (Lg,€).
Uniwersum zbioréw konstruowalnych L definiujemy jako sum¢ wszystkich szczebli tej hie-
rarchii:
L=uU{LeE€On}.
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do pozostatych aksjomatéw — lub aby go odrzucié. Juz w jednej ze swoich wczes-
niejszych prac ([Maddy 1993]) Maddy formutuje argumenty przeciwko aksjomatowi
konstruowalnosci. Stawia tezg, ze V=L sytuuje si¢ w pewnym szczegdlnym nurcie
myslenia o matematyce, ktdry nazywa definabilism (termin ten mozna — niedosko-
nale — przethumaczy¢ uzywajac neologizmu ,,definionizm”). W mysl tego stanowi-
ska jedyne obiekty dopuszczalne w matematyce — to obiekty explicite definiowalne.
Maddy wskazuje historyczne uwarunkowania tego pogladu (zwiazane z uksztattowa-
niem si¢ pojecia funkcji: od ,,geometrycznych” i ,,mechanicznych” krzywych Karte-
zjusza, po wspélczesne ujecie funkeji jako dowolnego przyporzadkowania).”!

Definionizmowi Maddy przeciwstawia kombinatoryzm (Combinatorialism),
w mysl ktérego w matematyce wspélczesnej abstrahuje si¢ od mozliwosci podania
definicji badanych obiektéw. Za stanowiskiem kombinatoryzmu opowiada si¢ np.
Bemnays, wskazujac na fakt, ze metody niekonstruktywne staty si¢ bardzo owocne —
i w zasadzie nicodzowne — w matematyce wspolczesnej. Maddy zgadza si¢ z Ber-
naysem, cytujac go z aprobata [Maddy 1997, 128].* Definionizm Maddy nazywa
»Zzdyskredytowana maksyma metodologiczng” [Maddy 1993, 41]. Aksjomat konstru-
owalnosci lokuje si¢ jednak w ,definionistycznym paradygmacie”. Tym samym nale-
zy go odrzucié.

Réznica w stosunku do definicji pelnej hierarchii mnogosciowej V (gdzie Vo= O; Ven =
P(Vq); Vi =uU{Ve E<A} dla A granicznych, za§ V= U{Ve:Ee On}) polega na tym, ze w kroku na-
stepnikowym ograniczamy si¢ jedynie do definiowalnych podzbioréw, a nie do wszystkich podzbio-
réw. Méwiac swobodnie, zbi6r potggowy jest «okrojony» w stosunku do pelnego (a wigc zawieraja-
cego takze niedefiniowalne podzbiory) zbioru potegowego.

Aksjomat konstruowalnosci stwierdza, ze kazdy zbiér jest konstruowalny, czyli, ze V=L.
Formalnie, aksjomat konstruowalnosci nalezy sformutowa¢ jako VxJa (xe Ly). Powszechnie jednak
jest stosowane krétsze i bardziej sugestywne oznaczenie V=L.

2 W tym historycznym procesie mozna wskazaé przykladowo kilka waznych momentéw:

(i) Dyskusja migdzy Eulerem a d’Alembertem na temat pojecia funkcji (dyskusja ta toczyta
si¢ w kontekscie analizy zagadnienia struny drgajacej). D’Alembert zaweza pojecie funkcji do
funkcji zadanych wyrazeniami analitycznymi, Euler dopuszcza szersza klas¢ funkcji.

(ii) Riemann — dyskutujac wyniki Dirichleta na temat mozliwoéci przedstawienia funkcji
w postaci szeregu Fouriera — dopuszcza ogélne pojecie funkcji, takze takich, ktére nie moga byé
przedstawione w postaci szeregu Fouriera.

(iii) W dyskusji migdzy Baire’m, Borelem i Lebesgue’m a Hadamardem, Hadamard opowiada
si¢ po stronie «anty-definionizmu» — nie jest zasadne ograniczanie si¢ do badania obiektow defi-
niowalnych. Dla dobra matematyki wskazane jest badanie mozliwie najszerszej klasy obiektow.

2 Oryginalnie Bernays nie postugiwat si¢ pojeciem ,.kombinatoryzmu”, lecz nazywat to stano-
wisko po prostu ,,platonizmem”.
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4.2. «Opinia publiczna» o V=L

Aksjomat konstruowalnosci jest odrzucany przez zdecydowang wigkszo$¢ mate-
matykéw jako zbyt restryktywny.” Zarzut, ktéry stawia si¢ temu aksjomatowi, odnosi
si¢ m.in. do faktu, ze ogranicza on pojgcie podzbioru liczb naturalnych. W mysl aks-
jomatu konstruowalno$ci istnieja bowiem jedynie definiowalne podzbiory ® (por. np.
[Moschovakis 1980, 610]). Wielu matematykéw uznaje to ograniczenie — uniemoz-
liwiajace uznanie istnienia wszystkich zbior6w pojawiajacych si¢ na danym etapie
tworzenia uniwersum — za nieuzasadnione (por. np. [Drake 1974, 131]). Levy twier-
dzi, iz aksjomat konstruowalnosci powinien by¢ nazwany ,hipoteza konstruowalno-
$ci”. Dodany do aksjomatéw ZF daje bowiem teorig, ktora opisuje nie petne uniwer-
sum zbioréw, ale ograniczone uniwersum skladajace si¢ wylacznie ze zbioréw kon-
struowalnych [Levy 1979, 291]. Scott twierdzi, iz zbiory konstruowalne sg minimal-
ne,”* jesli chodzi o mozliwo$é spetniania formalnych aksjomatéw pierwszego rzedu,
nie obejmujg natomiast ogélnego pojecia zbioru [Scott 1977, xii}.®

2 Zwolennikiem aksjomatu konstruowalnoéci jest natomiast Devlin. W [Devlin 1977] wskazuje
on na fakt, ze przyjecie tego aksjomatu pozwala rozstrzygnaé wiele probleméw (z algebry, teorii
miary czy topologii), nierozwiazywalnych w samej teorii mnogoséci ZFC. Wedlug niego sytuacja jest
tu podobna do przypadku pewnika wyboru, o ktérego przyjeciu zadecydowaly wzgledy pragma-
tyczne [Devlin 1977, iv]. Devlin wyraza nadziej¢, ze w wypadku V=L sytuacja si¢ powtorzy, i ze
aksjomat konstruowalno$ci réwniez zostanie zaakceptowany jako prawomocny aksjomat teorii
mnogos$ci. Zatozenie zawezajace pojecie zbioru (do obicktéw definiowalnych) jest, wedtug Devlina,
naturalne i uzasadnione.

% Takze Godel, ktéry poczatkowo sklanial si¢ do uznania aksjomatu konstruowalnosci jako
naturalnego uzupeknienia aksjomatéw teorii mnogosci (por. np. [Moore 1990, 158]), uznat go p6z-
niej za aksjomat ,,minimalistyczny” i odrzucit. Opini¢ negatywng na temat aksjomatu konstruowal-
noéci wyraza np. w [Godel 1947/64]

2 Warto przytoczyé argumenty przeciwko aksjomatowi konstruowalnosci, formutowane przez
Kanamoriego i Magidora. Wskazuja oni szereg argumentéw na rzecz przyjgcia i badania aksjoma-
téw istnienia duzych liczb kardynalnych (sprzecznych z aksjomatem konstruowalno$ci). Wyrézniaja
oni nastgpujace wazne argumenty na rzecz istnienia duzych liczb kardynalnych:

1. «Z punktu widzenia» zbioréw dziedzicznie skoficzonych — ® jest olbrzymia liczba. Jesli
zatem stwierdzimy, ze powinny istnie¢ inne zbiory, ktdre «z punktu widzenia» zbioréw mniejszych
wygladaja tak, jak ® «z punktu widzenia» zbioréw dziedzicznie skoficzonych, to prowadzi nas to do
aksjomatéw duzych liczb.

2. Uniwersum V ma te wlasno$¢, ze jeéli pewne zdanie @ jest prawdziwe w V, to jest praw-
dziwe takze w pewnym poczatkowym segmencie uniwersum Vg (jest to zasada refleks;ji). To stano-
wi motywacje dla rozwazania liczb kardynalnych x o podobnej wiasnosci (tj.: jesli co$ jest praw-
dziwe w Vy, to jest prawdziwe takze w pewnym Vg, dla pewnego 0<k). Taka liczba k musi by¢
oczywiscie na tyle duza, aby V przypominato cate uniwersum V.

3. Je$li uznamy, ze uniwersum jest tak duze, ze istnieja podobne (w stosownym sensie tego
stowa) poziomy Vqi Vp, to prowadzi nas to w naturalny sposéb do rozwazania wlozen elementar-
nych uniwersum w siebie, ktére wiaza sig z aksjomatami duzych liczb.
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Aksjomat konstruowalnosci mozna zatem uznaé za restryktywny, za$ restryktyw-
nos¢ jest zla, bo teorie restryktywne ograniczaja (w pewnym sensie) ilo$é typéw izo-
morfizméw. W tej postaci argument ten nie jest jednak precyzyjny, opiera si¢ bowiem
na niejasnym pojgciu ,restryktywnosci”. Maddy stawia sobie wigc za cel sformuto-
wanie precyzyjnego, argumentu przeciwko V=L (skonstruowanego na podstawie za-
sady MAKSYMALIZUJ [ UNIFIKUJ). Prezentacji tego argumentu po§wigcony jest nastep-
ny paragraf.

5. KRYTERIUM TECHNICZNE MADDY
5.1. Definicje

Maddy prowadzi swoje rozwazania poréwnujac dwie — wzajemnie sprzeczne —
teorie: (i) ZFC+V=L,; (ii) ZFC+30" % Jej celem jest wykazanie, Ze teoria ZFC+V=L
jest restryktywna — i to nie tylko w intuicyjnym, ale takze odpowiednio zdefiniowa-
nym, technicznym sensie tego stowa. Techniczne kryterium Maddy ma pozwolié na
uzasadnienie tezy, iz sposréd dwoch — wzajemnie sprzecznych — teorii: ZFC+V=L
oraz ZFC+30", to wiagnie ZFC+30* powinna zostaé wybrana jako podstawa dla ma-
tematyki.

4. Dla wielu zdaf z zakresu teorii mnogosci (takze zasad kombinatorycznych dotyczacych
matych liczb kardynalnych albo R), mozna podaé rownowazne im aksjomaty duzych liczb kardy-
nalnych. Aksjomaty te sa zatem najstabszymi, jakie nalezy przyjaé, aby udowodnié pewne twier-
dzenie kombinatoryczne. Duze liczby stanowia zatem niejako miarg niesprzeczno$ci teorii.

5. Aksjomaty duzych liczb kardynalnych stanowig silng metode dowodzenia nowych twier-
dzen teorii mnogosci. Z intuicyjnego punktu widzenia, badania dotyczace duzych liczb kardynal-
nych pozwalaja patrze¢ na uniwersum teoriomnogo$ciowe jako na interesujacy $wiat ,,zaludniony
bogactwem najrozmaitszych tworéw”.

6. Liniowe uporzadkowanie duzych liczb kardynalnych umozliwia uzycie ich w charakterze
swoistej skali niezaleznosci. Stanowi to silny argument na rzecz uznania teorii duzych liczb kardy-
nalnych za naturalng nadstruktur¢ dla ZFC. Z wyjatkiem CH nie sa znane naturaine pytania teo-
riomnogosciowe, nie dajace si¢ rozstrzygnaé przy uzyciu takich hipotez. Jak pisza cytowani autorzy,
musiatyby one pochodzié ,,z innej galaktyki probleméw” [Kanamori, Magidor 1978, 105].

2 0" oznacza pewna teorig, sformutowana w jezyku teorii mnogosci z dodang przeliczaln licz-
ba nowych statych. Teoria ta ma spetnia¢ pewne warunki techniczne, zwiazane z (i) istnieniem tzw.
zbioréw elementéw nieodréznialnych dla struktur postaci (Lo, €), gdzie « jest graniczng liczba po-
rzadkowa, Ly jest fragmentem hierarchii konstruowalnej L, oraz (ii) spetnianiem przez tzw. termy
Skolema dla tej teorii odpowiednich warunkéw. Poprzez arytmetyzacije sktadni, teori¢ 0* mozna
utozsamiaé z pewnym podzbiorem zbioru liczb naturalnych w.

Istnienie 0" jest niezalezne od ZFC i jest rownowazne istnieniu niebanalnego wlozenia ele-
mentarnego L w L. Zbiér 0" jest nickonstruowalnym podzbiorem @, zatem jego istnienie jest
sprzeczne z aksjomatem konstruowalno$ci V=L (por. np. [Kanamori 1994]).
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Zasadnicza ide¢ mozna wyrazié w sposéb nastepujacy: sa takie obiekty, jak 0,
ktorych nie ma w uniwersum zbioréw konstruowalnych L. V=L wyklucza wigc ist-
nienie pewnego typu obiektéw, czyli jest aksjomatem restryktywnym.

Z drugiej strony, w teorii ZFC+30* mamy stale «do dyspozycji» uniwersum zbio-
réw konstruowalnych L. — w tym sensie, ze w hierarchii mnogos$ciowej (opisywanej
przez ZFC+30%) sa tez zbiory konstruowalne.”” Uniwersum zbioréw konstruowalnych
L moze byé wigc nadal opisywane w ramach teorii ZFC+30%, poprzez relatywizacje
kwantyfikator6w do warunku xe L. Wybranie teorii ZFC+30" czyni zado§¢ zaréwno
zasadzie UNIFIKUI, jak i zasadzie MAKSYMALIZUJ: nic nie tracimy z modelu L.

Czy jednak — postugujac si¢ tym sposobem argumentacji — za restryktywna nie
nalezatoby uznaé takze teorii ZFC w stosunku do AFA?” Przeciez ZFC wyklucza ist-
nienie zbioréw nieufundowanych, wigc konsekwentnie nalezatoby uzna¢ ja za teorig
restryktywng. Wniosek taki nie jest jednak uzasadniony, gdyz klasa zbior6w nieufun-
dowanych nie zawiera zadnych nowych typéw izomorfizméw, ktérych nie ma w kla-
sie zbior6w ufundowanych (WF). Kazdy typ (tj. para {A,R), gdzie A jest zbiorem, za$
RcA? pewna relacja) «dostegpny» w AFA jest izomorficzny z pewnym zbiorem ufun-
dowanym (innymi stowy: kazdy zbiér nieufundowany ma swojq ufundowana kopi¢
wewnatrz WF). Tymczasem w L nie ma kopii 0%. Analogia pomigdzy parami teorii
(ZFC+V=L, ZFC+30%) oraz (ZFC, AFA) jest wigc pozorna. ZFC nie jest — w anali-
zowanym tu sensie — restryktywna w stosunku do AFA, natomiast ZFC+V=L jest
restryktywna w stosunku do ZFC+30".

Wydaje si¢ wigc, ze sformutowany zostal argument pozwalajacy na odrzucenie
aksjomatu konstruowalnosci. Argument ten ma jednak pewna istotng wadeg: méwimy
w nim o modelach, w szczegélnosci o uniwersum zbioréw konstruowalnych L. Tym-
czasem celem jest sformutowanie kryterium umozliwiajacego poréwnywanie teorii
i stwierdzenie, iz pewna teoria jest restryktywna. Naturalny jest w tej sytuacji pomyst,
aby zamiast méwienia o mozliwosci opisu pewnego modelu w pewnej teorii mowic
o tym, ze pewng teori¢ mozna interpretowa¢ w innej. W analizowanym wypadku po-
wiemy, ze teoria ZFC+V=L moze byé interpretowana w teorii ZFC+30%*° Mozna
wowczas utrzymaé argument, w mys$l ktérego teoria ZFC+30* implikuje istnienie ty-

7 Innymi stowy: w kazdym modelu M dla ZFC+0* istnieje klasa L™ zbioréw konstruowalnych
«z punktu widzenia» tego modelu.
% Definicja relatywizacji formuly @ do warunku y (oznaczanej jako @) jest nastgpujaca:

Dla formut @ bezkwantyfikatorowych: ¢* = ¢.

Dla formut o postaci o0 = Ixg(x): o¥ = Ix(w(x) A @¥).

Dla formut o postaci o0 = Vx@(x): o¥ = Vx(y(x) = o¥).

Innymi stowy, kwantyfikator Vx(...) zamieniamy na: Vx(y(x)=...), za$§ kwantyfikator Ix(...)
na: Ix(Y(x)A...). Méwiac swobodnie, dzigki relatywizacji formut do warunku Wy mozemy opisywaé
ten «fragment $wiatan, ktéry jest wyrézniony formuta .

% AFA to teoria mnogosci z negacja aksjomatu ufundowania.
* Interpretacja ta polega na tym, ze formuta @ jest przeksztatcana na formutg ¢*<"
z kwantyfikatorami zrelatywizowanymi do warunku xe L.

, tj. formute @
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pu izomorfizmu, ktéry nie wystgpuje w L. Okazuje si¢ jednak, Ze ten argument tez nie
jest wystarczajacy. Maddy przytacza tu kontrargument, pochodzacy od Martina.
Rozwazmy bowiem teori¢:

T = ZFC + V=L +, Istnieje przechodni model dla teorii ZFC+30™".

Oczywidcie, z teorii T wynika istnienie przechodniego modelu dla teorii
ZFC+30*, Z kolei z samej konstrukcji L wynika istnienie formuty o dwéch zmien-
nych wolnych, definiujacej dobry porzadek na L. Oznaczmy te formul¢ jako x<iy.
Niech formuta y(x) znaczy: ,x jest w <;-najmniejszym modelu przechodnim dla
ZFC+30#™'. Wowczas, poprzez zrelatywizowanie kwantyfikatoréw do warunku v,
uzyskujemy interpretacjg teorii ZFC+30" w teorii T. Jednak z teorii T wynika réw-
niez, ze zaden przechodni model teorii ZFC+30* nie zawiera wszystkich przeliczal-
nych liczb porzadkowych. Na mocy odpowiednich wynikow technicznych wynika
stad, ze zaden przechodni model teorii ZFC+30" nie zawiera zadnej nieprzeliczalnej
liczby porzadkowej. V=L implikuje wigc istnienie typéw izomorfizmu, ktére nie sa
obecne w zadnym przechodnim modelu dla ZFC+30*. Czy nie wynika stad wiec, ze
teoria ZFC+30" jest restryktywna w stosunku do teorii ZFC+V=L? -

Maddy odpiera argument Martina w spos6b nastgpujacy: interpretacja teorii
ZFC+30* w teorii T za pomoca formuly y nie jest dobra, zamierzona interpretacja.
Zasadniczo rozni si¢ np. od interpretacji teorii ZFC+V=L w L, czy interpretacji ZFC
w WF — te bowiem w jaki$ sposéb «zachowuja» teori¢ ZFC+V=L, czy ZFC, tym-
czasem nie jest tak z zaproponowana przez Martina interpretacja teorii ZFC+30* przy
uzyciu y.

Jednakze aby te rozwazania uscisli¢ konieczne jest wprowadzenie precyzyjniej-
szego pojecia ,rzetelnej interpretacji” (fair interpretation). Motywacji dla definicji
tego pojgcia dostarcza obserwacja dotyczaca tego, jakie sa najwazniejsze typy mode-
li, stanowiace swoiste aproksymacje dla uniwersum mnogosciowego V.

Pierwszym typem sa modele typu V, gdzie « jest liczba nieosiagalna, zapropo-
nowane juz przez Zermela ([Zermelo 1930]) (nazywa si¢ je czgsto ,,modelami natu-
ralnymi”). Opieraja si¢ one na idei, ze pelna hierarchia kumulatywna powstaje w wy-
niku swoistej nieograniczonej progresji takich modeli — ciag modeli nie ma korica,
za$ liczby graniczne (tj. nicosiagalne) oddzielaja modele nizszego i wyzszego typu.
W mysl stanowiska Zermela, powyzej kazdego poziomu hierarchii teoriomnogoscio-
wej jest pewien poziom wyzszy, do ktérego (mdéwiac swobodnie) nie mozemy
«przedostaé sie» za pomocy $rodkow dostgpnych na poziomie, na ktérym «aktualnie
jestesmy».*?

*! Relacja < porzadkuje elementy L. Niektére z tych elementéw sg modelami dla ZFC+30"
jest wigc sens méwié o <g-najmniejszym takim modelu.

32 Méwiac $ciélej: w teorii mnogo$ci mamy do dyspozycji pewne metody tworzenia zbioréw,
np. za pomoca operacji pary, sumy, zbioru potggowego, zastgpowania, etc. Méwiac o niemoznosci
«przedostania sig» z poziomu o na wyzszy poziom [, mamy na mysli fakt, ze dostepne $rodki for-
mowania zbioréw nie pozwalaja na utworzenie zbioru z poziomu f§ ze zbioréw z poziomu o,
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Drugi typ modeli, to modele wewngtrzne, tworzace klasy whasciwe. «Prototypem»
jest uniwersum konstruowalne Godla L. L zawiera wszystkie liczby porzadkowe, ale
oczywiscie nie musi byé domkniete na operacj¢ zbioru potggowego (w szczegolnosci
nie zawiera 0%, czyli pewnego podzbioru ®). Maddy zwraca uwage na fakt, ze o ile
podstawowg charakterystyka modeli naturalnych jest ich «wysoko$é»>, o tyle modele
wewnetrzne charakteryzowane sa raczej przez «szeroko$é» uniwersum. Uznanie, iz to
wlasnie te typy modeli majg zasadnicze znaczenie dla teorii mnogosci motywuje na-
stgpujaca definicje:

DEF 1. ¢ stanowi mode! wewngtrzny dla teorii T3* zawsze i tylko wtedy, gdy:
(i) dla dowolnego oe ZFC, T dowodzi c%;
(ii) T dowodzi Yap(c) lub T dowodzi Ix(Inacc(k)AVo( o<k = @(e0));>
(iii) T dowodzi VxVy(xey A () = @(x)).*

Mozna teraz wyrazié ideg, ze teoria T, interpretuje teori¢ T, w takim wtasnie mo-
delu wewngtrznym:

DEF 2. @ jest rzetelna interpretacja teorii Ty w T (gdzie T; jest rozszerzeniem
ZFC) zawsze i tylko wtedy, gdy:
(i) ¢ stanowi model wewngtrzny dla teorii T,;
(ii) dla dowolnego ce T}, T, dowodzi c*.

Ta definicja «chwyta» ideg, ktdra kryje si¢ za kontrargumentem Maddy wobec
przytaczanego wyzej argumentu Martina. Formuta ,xe L” stanowi model wewngtrzny
dla teorii ZFC+30*, wigc ,,xe L” jest rzetelna interpretacja teorii ZFC+V=L w teorii
ZFC+30*¥ Z drugiej strony, nie istnieje rzetelna interpretacja teorii ZFC+30*
w ZFC+V=L*

3 «Prototypem» dla tego typu modeli naturalnych sa modele dla teorii mnogosci drugiego rzedu.
Maja one postaé Vi, gdzie x jest liczba nieosiagalna. Gdy «, A sa liczbami nieosiggalnymi i k<A, to
Vi Vi i Vi jest zbiorem w V. To motywuje okre$lenie ich réznicy jako ,,réznicy wysokosci”.

34 Przez ,,model wewnetrzny” Maddy rozumic modele jednego z wymienionych wyzej typéw
oraz obciecia modeli wewnetrznych tworzacych klasy wiasciwe na nicosiagalnych stopniach.

% Inacc(x) oznacza ,,x jest liczba nieosiagalna”.

% Intuicyjnie: @ jest formuta, ktéra w modelu M dla teorii T wyznacza klasg zbioréw o taka,
ze:

(i) o™ jest modelem dla ZFC;

(ii) @™ zawiera wszystkie liczby porzadkowe lub wszystkie liczby porzadkowe ponizej pew-
nej liczby nieosiagalnej;

(iii) o™ jest modelem przechodnim;
i fakty te mozna udowodnié¢ w T.

37 Tak jest, poniewaz ZFC+0" dowodzi 6™°%, dla o€ ZFC+V=L.

* Przypuéémy bowiem, ze taka interpretacja  istnieje. Wéwczas ZFC+V=L dowodzitoby zda-
nia ,,0" istnieje” zrelatywizowanego do . Jednakze formuta ,x=0" jest formutg absolutna dla mo-
deli wewnetrznych, a wigc ZFC+V=L dowodzitoby po prostu zdania ,,Istnieje 0*, ktére jednak jest
sprzeczne z V=L. A zatem nie istnieje taka interpretacja y.
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Kolejnym krokiem do sprecyzowania pojecia restryktywnoéci jest zdefiniowanie,
co znaczy, ze ,teoria daje nowe typy izomorfizmu”. Idea, ktéra si¢ kryje za podana
dalej definicja jest nastgpujaca: teoria ZFC+30* «dostarcza» nowych struktur, ponie-
waz dowodzi istnienia czego$, co nie jest izomorficzne z zadnym zbiorem konstru-
owalnym (czyli z zadnym elementem L). W ogdlnej wersji mamy nast¢pujace defini-
cje:

DEF 3: T, jest maksymalizacja teorii T;* zawsze i tylko wtedy, gdy jest ¢ taka,
ze:
(i) @ jest rzetelna interpretacja teorii T; w T»;
(ii) T, dowodzi Ix—e(x).*

DEF 4. T, jest whasciwa maksymalizacja teorii T; zawsze i tylko wtedy, gdy T,
jest maksymalizacja T}, ale T, nie jest maksymalizacja T,.

Zauwazmy, ze ZFC+30* jest wiasciwa maksymalizacja ZFC+V=L, natomiast
AFA nie jest maksymalizacja ZFC — dlatego nie ma analogii migdzy tymi sytuacja-
mi.

Pojawia si¢ pokusa, aby nazwa¢ teorig ,.restryktywna” wtedy, gdy istnieje teoria,
ktora jest jej whaciwa maksymalizacja. Jest to jednak bledny kierunek myslenia, co
pokazuje przyklad pary teorii T\=ZFC oraz T,=ZFC+,Istnieje liczba nieosiagalna”
Formuta ,xe V.’ (gdzie K jest liczba nieosiagalna) jest rzetelna interpretacja teorii
ZFC w T,. W T, mozna tez wykazaé, ze istnieja typy izomorfizmu, ktérych nie ma
w Vy, wigc T, jest maksymalizacja ZFC. Z kolei ZFC nie jest maksymalizacja T,:
gdyby bowiem ZFC dowodzito istnienia wewngtrznego modelu zawierajacego liczbe
nieosiagalng, to dowodzitoby istnienia wewngtrznego modelu dla swojej wlasnej nie-
sprzecznoéci.*' Jednakze niesprzeczno$é jest absolutna w modelach wewngtrznych,
wigc ZFC po prostu dowodzitoby swojej niesprzecznosci, co jest niemozliwe (na mo-
cy II twierdzenia Gédla, w ZFC nie mozna udowodni¢ niesprzeczno$ci ZFC). A wigc
T, jest wlasciwa maksymalizacja ZFC. Jednakze uznanie ZFC za teorig restryktywna
tylko dlatego, ze nie wynika z niej istnienie liczby nieosiagalnej, wydaje si¢ niewla-
§ciwe. ZFC nie dowodzi istnienia liczby nieosiagalnej, ale i nie odrzuca jej istnienia
(j. nie dowodzi nieistnienia liczby nieosiagalnej). Naturalna wydaje si¢ wigc hipote-
za, aby nazwac teori¢ T ,restryktywna” dopiero wtedy, gdy teoria T, jest sprzeczna
zTy:

% Maddy uzywa sformutowania ,,T, maximizes over T;”, ktére ttumacze jako ,,T; jest maksy-
malizacja teorii T)”.

“® Oryginalna definicja Maddy jest bardziej ztozona, jednak gdy teorie T, oraz T, s rozszerze-
niami ZFC, jest ona rOwnowazna podane;j tutaj.

! Jest tak, poniewaz V. — dla K nieosiagalnych — sa modelami dla ZFC. W teorii
ZFC+3xInacc(x) mozna wigc udowodni¢ istnienie modelu dla ZFC, czyli niesprzecznoéé ZFC.
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DEF 5: T, jest sprzecznga maksymalizacja Ty, gdy T, jest wlasciwa maksymaliza-
cja Ty 1 T, jest sprzeczna z T,.?

To jednak nadal nie jest wlasciwe pojecie ,restryktywnosci”, o czym przekonuje
nas nastgpujace rozumowanie. Rozwazmy teori¢ T;, w ramach ktérej zakladamy ist-
nienie dowolnie duzych liczb mierzalnych (przez ,,MC(x)” oznaczamy formulg ,,x jest
liczba mierzalng™):

T, = ZFC + Vodx(MC(x)Ax>0r)

oraz druga teorig, ktéra réwniez zaktada istnienie liczb mierzalnych oraz istnienie ich
ograniczenia gornego:

T, = ZFC + Ix(Inacc(x) A =MC(x) A x = sup {y:MC(»)})

T, wydaje si¢ restryktywna — glosi bowiem, ze powyzej pewnego miejsca nie ma
liczb mierzalnych. Jednakze okazuje si¢, ze T, jest maksymalizacja T,. Oczywiscie,
zaklasyfikowanie z tego powodu T, jako teorii restryktywnej byloby bardzo kontrin-
tuicyjne. Dlaczego? Jaki jest powdd tego paradoksu?

W jednym sensie T, jest bogatsza niz Ty, gdyz dowodzi istnienia (faktycznie: za-
kiada to istnienie) obiektu, ktdrego istnienia nie mozna udowodni¢ w T, (. zbioru
liczb mierzalnych, ktéry ma niemierzalne supremum). Jednak T; nie wyklucza takiej
mozliwoéci — T; mozna bowiem rozszerzy¢ do teorii, w ramach ktorej zalozymy ist-
nienie zbioru liczb mierzalnych posiadajacego niemierzalne supremum:

Ts; = T; + A[Vy(yex = MC(»)) A Inacc(sup(x)) A -MC(sup(x))]

Istotne dla prowadzonych analiz jest to, ze nowa teoria T; jest maksymalizacja
T,. Wynika stad, ze teoria T; wprawdzie nie jest tak silna, jak moglaby by¢, ale ni-
czego nie ogranicza — mozliwe jest bowiem sformulowanie jej odpowiednich
wzmocnien. Jako restryktywne powinny jednak by¢ okre$lane tylko takie teorie, ktore
wyktuczajq pewien kierunek rozwoju (czyli poszukiwania wzmocnien tych teorii). To
motywuje kolejna definicjg:
DEF 6. T, jest silna maksymalizacja T; zawsze i tylko wtedy, gdy
(i) T jest sprzeczna maksymalizacja Tj;
(ii) nie na niesprzecznej teorii T, bedacej rozszerzeniem T}, ktéra jest wia-
$ciwa maksymalizacja T,.
ZFC+30" jest wigc silna maksymalizacja ZFC+V=L."

W ten sposéb dochodzimy do pojecia , restryktywnosci™:

2 Teoria ZFC+0" jest zatem sprzeczng maksymalizacig teorii ZFC+V=L.
3 Tak jest, poniewaz ,,bycie 0" jest absolutne dla modeli wewngtrznych, a zatem Zadne rozsze-
rzenie ZFC+V=L nie umozliwia podania rzetelnej interpretacji teorii ZFC+30% .
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DEF 7. Teoria T, jest restryktywna, jesli istnieje niesprzeczna teoria T, kt6ra jest
silng maksymalizacja T).

Podane zostato zatem techniczne kryterium, zgodnie z ktérym teoria ZFC+V=L
jest restryktywna. Nie jest to wige teoria, ktéra moze stuzy¢ jako podstawa dla mate-
matyki — byloby to sprzeczne z zasadg MAKSYMALIZUJ.

Jesli teoria T, jest silng maksymalizacjq teorii Ty, to sposrdd tych dwéch teorii
wlasnie T, ma szanse staé si¢ teorig podstawowa dla matematyki. ZFC+V=L nie mo-
Ze by¢ wigc teorig podstawowa. Istnieje jednak duzo teorii, ktére sg silnymi maksy-
malizacjami teorii ZFC+V=L, na przyklad: (a) ZFC+30%; (b) ZFC+MC; (c)
ZFC+=V=L; (d) ZFC+-V=L+—-Con(ZFC).* A priori nie jest oczywiste, ktéra z nich
moze stuzy¢ jako kandydatka na teori¢ podstawows. Konieczne jest zbadanie, czy
istniejg jakie$ racjonalne argumenty, aby dokonaé wyboru pomiedzy nimi, i czy kry-
terium Maddy moze tu by¢ pomocne.

5.2. Slabosci kryterium technicznego Maddy*

Powyzsze kryterium pozwala — zgodnie z oczekiwaniami — na zaklasyfikowa-
nie teorii ZFC+V=L jako restryktywnej. Czy jest ono jednak uniwersalne? Jaki jest
zasi¢g jego dzialania, tj. jak dziala ono w wypadku innych teorii? Okazuje sig, ze
kryterium to nie jest doskonate i ma dwie powazne stabosci:

(i) pewne teorie (ktére intuicyjnie wydaja si¢ restryktywne) blednie klasyfikuje
jako nierestryktywne;

(i) pewne intuicyjnie nierestryktywne teorie klasyfikuje jako restryktywne.

Ad (i). Maddy podaje tutaj przyktad teorii, w ktérej zakiada sie istnienie liczb
Woodina. Przyjgcie zatozenia o istnieniu nieskoniczenie wielu liczb Woodina pozwala
na udowodnienie petego aksjomatu determinacji rzutowej (PD).* Dodanie dodat-

* Zdanie Con(ZFC) znaczy, ze ZFC jest niesprzeczna. Teoria ZFC+-Con(ZFC) (czyli:
ZFC+”ZFC jest sprzeczna”) jest — na mocy II twierdzenia G6dla — teoria niesprzeczna.

Ty przedstawiam trudnoéci, wymieniane przez Maddy w [Maddy 1997]. Inne trudnosci pre-
zentowane sa w artykule ([Wéjtowicz 2001]).

46 Aksjomat determinacji zwiazany jest z grami nieskoficzonymi na ®. Rozwazmy gre nieskori-
czona, w trakcie ktdrej dwaj gracze, [ i I, wybierajg liczby naturalne. W wyniku takiej gry powstaje
pewien ciag o 0”. Przestrzen takich ciagéw mozemy utozsamiaé ze zbiorem liczb rzeczywistych.
Rozwazmy teraz zbiér ACR. Powiemy, ze w grze wygral gracz [, jesli powstaly ciag o nalezy do
zbioru A. W przeciwnym wypadku, tj. gdy oA, wygrywa gracz II. Zbior A nazwiemy zbiorem
zdeterminowanym, je§li w tej grze ktory$ z graczy ma strategi¢ wygrywajaca. Pojawia si¢ naturalne
pytanie, jakie zbiory ACR sa zdeterminowane. Mozna udowodnié, iz zbiory borelowskie sa zdeter-
minowane [Martin 1975], jednak pelen aksjomat determinacji (AD), gloszacy iz kazdy podzbiér R
jest zdeterminowany, jest sprzeczny z ZFC (istnienie zbioru niezdeterminowanego wynika bowiem
z pewnika wyboru). Aksjomat rzutowej determinacji (PD — od projective determinacy) glosi nato-
miast, iz zdeterminowane sa tzw. zbiory rzutowe, tworzace klas¢ obszerniejsza od zbioréw bore-
lowskich (por. np. [Kanamori 1994], [Maddy 1988b]). Jest on niezalezny od ZFC.
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kowego aksjomatu, ze nad nimi znajduje si¢ liczba mierzalna pozwala na udowod-
nienie aksjomatu determinacji dla modelu L(R) (tj. najmniejszego modelu dla ZF za-
wierajacego liczby porzadkowe i liczby rzeczywiste). Rozwazmy teraz model L[E]
— kanoniczny model wewnetrzny zawierajacy doktadnie dwie liczby Woodina. Teo-
ria ZFC+V=L[E] wydaje si¢ intuicyjnie restryktywna: stwierdza bowiem, Zze istnieja
dokladnie dwie liczby Woodina, a wigc odrzuca mozliwosé istnienia wigkszej liczby
liczb Woodina. Tymczasem teori¢ ZFC+V=L[E] mozna rozszerzy¢ w taki sposéb,
aby zapewni¢ istnienie modeli wewngtrznych dla teorii takich, jak ZFC+, Istnieje 5
liczb Woodina”, ZFC+,,istnieje liczba superzwarta” efc. Znaczy to, ze zadna z tych
teorii nie jest silng maksymalizacja teorii ZFC+V=L[E], a wigc nie mozna wykaza¢
w zwykly sposob restryktywnosci teorii ZFC+V=L[E].

Wedlug Maddy, przyczyna takiego stanu rzeczy jest fakt, ze odpowiednie rozsze-
rzenia teorii ZFC+V=L[E] «dostarczaja» modeli dla odpowiednio silnych teorii, ale
te modele nie s naturalne — nie maja cech, ktérych oczekiwaliby$Smy od «kano-
nicznych» modeli wewnetrznych.”” Rozwazania te sugeruja, Zze definicja ,rzetelnej
interpretacji” powinna by¢é zmodyfikowana tak, aby wystgpujacy w niej model we-
wnetrzny byl -— w stosownym sensie tego stowa — optymalny. Brak jest jednak for-
malnego kryterium, pozwalajacego rozpoznaé dany model jako optymalny. Pomimo
iz uznajemy model L jako optymalny model dla teorii ZFC+V=L, za$ uzyskane przez
wzmocnienia teorii ZFC+V=L[E] modele dla teorii ZFC+,Istnieje 5 liczb Woodina”
— jako nieoptymalne, to fakt ten nie daje si¢ scharakteryzowac¢ formalnie.

Ad (ii). Teoria ZFC+MC intuicyjnie wydaje si¢ nierestryktywna. Jednak Maddy
wskazuje argument, pozwalajacy na uzasadnienie, iz teoria ZFC+MC jest restryktyw-
na. Rozwazmy bowiem teori¢

T = ZFC+,30"+ , Vo<ay(Lo[0'] nie spetia ZFC)”.*®
p

Teoria ta jest silng maksymalizacja teorii ZFC+MC. Wynika stad, ze ZFC+MC
jest teoria restryktywna — to jednak wydaje si¢ by¢ bardzo nieintuicyjne. Jakie jest
zrodto tego paradoksu?

Teoria T, za pomoca ktérej wykazano restryktywno$é teorii ZFC+MC, jest nie-
naturalng teoria — mozna ja wrecz uznaé za teorig¢ dziwaczna. Oto argumentacja
Maddy. Zdanie ,, 30" A Vo< (Lo[0'] nie spelnia ZFC)” jest sposobem wyrazenia
faktu, ze wprawdzie zbiér 0 istnieje, ale nie jest zawarty w zadnym przechodnim
modelu dla ZFC bedacym zbiorem.”® To twierdzenie nie jest wprawdzie oczywiscie

7 Stowo ,.kanonicznych” zostato wzigte w cudzystow, poniewaz uzyte zostalo w sensie metafo-
rycznym. W matematyce (np. w algebrze liniowej) pojecie ,.kanonicznego odwzorowania”, ,.kano-
nicznego izomorfizmu” efc. maja ustalony sens techniczny. W wypadku modeli dla teorii mnogoéci,
termin ten nie ma takiego ustalonego, technicznego sensu — ma jedynie sens intuincyjny.

% 0* jest pewnym szczegdlnym podzbiorem @ (zdefiniowanym w «bardzo teoriomnogosciowy»
sposob).

49 Techniczny powéd jest taki, ze gdyby 0* byt elementem pewnego modelu przechodniego dla
ZFC, to — dla pewnego przeliczalnego ot — bylby tez elementem Lo[0'].
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réwnowazne z twierdzeniem, ze ZFC+30" jest teorig sprzeczna, ale jest «w duchu»
tego twierdzenia.”® Wiadomo wprawdzie (z II twierdzenia Godla), ze jesli ZFC jest
niesprzeczna, to niesprzeczna jest takze teoria ZFC+—Con(ZFC) (intuicyjnie:
ZFC+,,ZFC jest sprzeczna”). Jednakze teoria ZFC+—Con(ZFC) — mimo iz jest nie-
sprzeczna — nie moze zosta¢ uznana za powazna kandydatke na teori¢ podstawowa
dla matematyki. Teoria T obarczona jest podobng stabodcia.

Jedyng znang teoria, ktéra jest silng maksymalizacja teorii ZFC+MC, jest jednak
dziwaczna teoria T = ZFC+,30™+ ,,Vo<(Lo[0"] nie spetnia ZFC)”. Wydaje si¢
wig¢c nieracjonalne, aby uznaé teori¢ ZFC+MC za restryktywna wiasnie z powodu
istnienia tego typu silnej maksymalizacji, gdyz ZFC+MC— intuicyjnie rzecz biorac
— nie ogranicza przeciez rozwoju teorii mnogosci w zadnym kierunku. Jest to inna
sytuacja niz w wypadku teorii ZFC+V=L. Istnieja bowiem naturalne teorie, ktdre sa

silnymi maksymalizacjami teorii ZFC+V=L, wigc restryktywno$¢ teorii ZFC+V=L
" mozna uzasadniaé poprzez wskazanie naturalnej teorii, bedacej silng maksymalizacjg
teorii ZFC+V=L.

Plynie stad nastgpujacy wniosek: teori¢ T; mozna uznaé za restryktywna tylko
wtedy, gdy teoria T, ktdra jest silng maksymalizacja teorii Ty, jest atrakcyjna z ma-
tematycznego punktu widzenia, za$ T rzeczywiscie ogranicza rozwdj teorii mnogosci
w kierunku, ktéry mozna uznaé za atrakcyjny. Sam fakt istnienia jakiejkolwiek silnej
maksymalizacji nie moze zosta¢ uznany za decydujacy.

Aby podane kryterium mozna bylo uznaé za rozsadne, konieczne jest wigc dopre-
cyzowanie znaczen pojeé takich jak: ,,optymalno$¢” danego modelu i ,atrakcyjnosé”
teorii alternatywnych.

Zgodnie z definicjami Maddy, zaréwno ZFC+MC jak i ZFC+30" sa silnymi mak-
symalizacjami teorii ZFC+V=L (i to w «optymalny» sposob). Obie te teorie sg atrak-
cyjne. ZFC+MC umozliwia jednak rozwiazanie szeregu zagadnien deskryptywnej
teorii mnogosci; natomiast w wypadku teorii ZFC+30* brak jest argument6w podob-
nego typu. Aby zatem uzna¢ teori¢ ZFC+V=L za restryktywng na mocy argumentu, iz
ZFC+30" jest silng maksymalizacja ZFC+V=L, nalezatoby stwierdzié, iz ma ona ja-
kies$ atrakcyjne cechy, nie jest «dziwaczna» — jak np. ZFC+—V=L+-Con(ZFC) czy
ZFC+,30"+ Vo< (L,[0"] nie spenia ZFC)”. Maddy nie podaje tutaj zadnego ar-
gumentu; wyraza jednak przekonanie, iz zalozenie o istnieniu zbioru 0% pozwala na
osiagnigcie istotnych matematycznie celéw.

50 Maddy wprawdzie explicite nie pisze, dlaczego tak jest, ale mozna ten fakt uzasadnié: postu-
lowanie istnienia obiektu, ktéry nie moze istnie¢ w zadnym przechodnim modelu dla ZFC, jest nie-
naturalne. Znaczy bowiem, ze ZFC+, Istnieje ten obiekt” nie ma «porzadnych» modeli. W tym sen-
sie teoria T przypomina teori¢ ZFC+—Con(ZFC), ktdra tez ma tylko «dziwaczne» modele.
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6. PODSUMOWANIE

1. Maddy zajmuje stanowisko matematycznego naturalizmu, w mysl ktérego ma-
tematyka winna by¢ badana wedtug standardéw wewnatrzmatematycznych.

2. Maddy odrzuca w szczeg6lnosci zar6wno argumentacj¢ opierajaca si¢ na ana-
lizie roli matematyki w naukach przyrodniczych, jak i na zatozeniach filozoficznych
(zgodnie z tezg naturalizmu, Maddy odrzuca mozliwo$¢ oparcia si¢ na «filozofii
pierwszej» w analizach metodologicznych).

3. W zwigzku z tym konieczne jest sformulowanie zasad metodologicznych, od-
wotujacych si¢ wylacznie do kryteriéw matematycznych. Maddy formutuje dwie takie
zasady:

(i) UNIFIKUJ (celem jest podanie jednej teorii mnogosci jako podstawy dla mate-
matyki); '

(ii)) MAKSYMALIZUJ (konstruowana teoria ma by¢ mozliwie bogata, w szczegdlno-
$ci powinna «dostarczy¢» mozliwie duzej liczby typéw izomorfizmu).

4. Odwolujac si¢ do tych zasad, Maddy — poprzez ciag technicznych definicji —

_ formutuje (formalne) pojecie ,.teorii restryktywne;j”.
5. Na podstawie sformutowanego kryterium restryktywnosci Maddy wykazuje, ze
teoria ZFC+V=L jest teorig restryktywna, zatem nie moze by¢ uznana za podstawg
dla matematyki. Przyjecie aksjomatu konstruowalnosci nie jest wige zasadne.
6. Okazuje si¢ jednak, ze podane przez Maddy techniczne kryterium restryktyw-
no$ci obarczone jest pewnymi slabosciami. Zakresy pojeé: ,teoria restryktywna
w rozumieniu technicznego kryterium Maddy” i ,,teoria restryktywna w «zdroworoz-
sadkowym rozumieniu specjalistow od teorii mnogosci»” nie pokrywaja sig.
7. Aby wyeliminowaé t¢ stabo$¢, konieczna jest eksplikacja takich pojeé, jak:
»Izetelna interpretacja”, ,,optymalno$¢ modelu” czy ,naturalno$¢ teorii”. Maddy do-
strzega te konieczno$¢, jednak nie przedstawia zadnych wynikéw w tym zakresie.
_ Niezaleznie od faktu, ze podane przez Maddy kryteria nie sa doskonate, jej kon-

cepcja stanowi interesujaca prob¢ sformutowania formalnych zasad metodologicz-
nych dla teorii mnogosci, i tym samym przeniesienia rozwazan dotyczacych statusu
zdan niezaleznych z poziomu intuicyjnego, preformalnego, na poziom $cistych analiz.
Maddy uzasadnia swoja koncepcje odwotujac si¢ do tez filozoficznych, prowokuja-
cych do dyskusji i wymagajacych dalszej analizy. Temu poswigcony jest artykut
[Wéjtowicz 2001], stanowiacy kontynuacj¢ niniejszej pracy.
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