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O dojrzewaniu Swiadomosci réznicy miedzy
prawdziwoscia a dowodliwo$cia w matematyce

1. Przyjmuje si¢ powszechnie, ze dowdd jest ostatecznym gwarantem prawdy
w matematyce — ze dowéd jest zrodtem prawdy. Mozna powiedzieé, ze zdanie jest
prawdziwe, jesli moze by¢ udowodnione. Ale co to jest dowdd? I co to jest prawda?

Od czaséw Platona, Arystotelesa i Euklidesa za najlepsza metodg uzasadniania
1 organizacji wiedzy matematycznej uznawana jest metoda aksjomatyczna. Pierw-
szym dojrzatym i najbardziej reprezentatywnym przykladem jej uzycia w matematyce
sa Elementy Euklidesa. Ustanowily one wzorzec teorii naukowej i w szczeg6lnosci
paradygmat w matematyce. Od czasé6w Euklidesa do konca XIX wieku matematyka
byla rozwijana jako teoria aksjomatyczna (czy raczej: quasi-aksjomatyczna) oparta na
aksjomatach i postulatach. Dowody twierdzeri zawieraly liczne luki — w istocie listy
aksjomatéw nie byly pelne, swobodnie uzywano w dowodach «oczywistych» prawd
i odwolywano si¢ do intuicji. Dowody byly wiec nieformalne i intuicyjne, byly raczej
argumentacja (demonstration), a samo pojecie dowodu miato charakter psycholo-
giczny (a nie logiczny). Zauwazmy, Ze nie zwracano prawie w ogéle uwagi na spre-
cyzowanie czy dokiadniejsze okreflenie jezyka teorii — w istocie jezykiem teorii
matematycznych byt po prostu (nieprecyzyjny) jezyk potoczny. Trzeba tez zauwazy¢,
ze az do konica XIX wieku matematycy byli przekonani, ze aksjomaty i postulaty po-
winny byé¢ twierdzeniami prawdziwymi, a zatem powinny opisywaé rzeczywisty stan
rzeczy (tj. majacy miejsce w rzeczywisto$ci matematycznej). Ma to, jak si¢ wydaje,
zwigzek z pogladem Arystotelesa, iz zdanie jest udowodnione (udowodniono, ze jest
prawdziwe), gdy wykazano, Ze jest ono logiczna konsekwencjg zdan uznanych juz za
prawdziwe. To wykazywanie pojmowano jako dedukcje, kiorej przestankami sg zda-
nia, o ktérych wiadomo, ze sg prawdziwe, a sama dedukcje rozumiano jako lafcuch
bezposrednich inferencji.
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Warto dodaé, ze — zwiazane z idealizmem Platona — podej$cie Euklidesa do
problemu rozwijania matematyki i uzasadniania jej stwierdzen, tj. podejscie polega-
jace na uzasadnianiu przez dedukcj¢ na podstawie przyjetych aksjomatow i postula-
téw, nie byto jedynym podejsciem i jedyna metoda stosowana przez starozytnych
Grekéw (i pbézniej). Inne podejécie (nazwijmy je ,heurystycznym™) bylo zwigzane
z Demokrytem i jego materializmem. Stosowal je na przyklad Archimedes, ktéry
uzywatl nie tylko dedukcji, ale wlasciwie dowolnych metod, takich jak intuicja czy
nawet eksperyment (nie tylko my§lowy!) do rozwiazywania probleméw. Cho¢ podej-
$cie Euklidesowe zwyciezylo i dominowato w historii, stanowito raczej ideat, do kt6-
rego daZzono, a nie bylo rzeczywistg praktyka badawcza matematykéw. W istocie
matematyka dedukcyjna byla raczej rzadkim zjawiskiem. Przeciwnie, intuicja i rozu-
mowania heurystyczne stanowily sile napedowg matematyki. Ozywiona, lecz nie
zawsze wystarczajaco $cista aktywno$¢ badawcza prowadzita jednak do «kryzys6w»
— por. na przyktad odkrycie przez Pitagorejczykéw wielkosci niespétmiernych, kto-
poty Leibniza i Newtona z wyjasnieniem natury wielkosci infinitezymalnych, «do-
wod» Fouriera tego, ze kazda funkcja moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu
Fouriera, antynomie teorii mnogosci.

Podstawowe pojegcia lezace u podstaw paradygmatu Euklidesa zostaly wyjasnione
na przelomie XIX i XX wieku. W szczeg6lnosci intuicyjne (i, jak powiedzieliSmy,
psychologiczne w swej naturze) pojecie dowodu (demonstration) zostato zastgpione
przez precyzyjne pojecie dowodu formalnego i pojgcie konsekwencji logiczne;.
Rozmaite wydarzenia w historii matematyki i osiggnigcia matematyki przyczynily sig
do rewizji paradygmatu Euklidesa; w szczeg6lnosci wspomnieé trzeba o powstaniu
i rozwoju teorii mnogosci (G. Cantor), arytmetyzacji analizy (A. Cauchy, K. Weier-
strass, R. Dedekind), aksjomatyzacji arytmetyki liczb naturalnych (G. Peano), po-
wstaniu geometrii nieeuklidesowych (N.I. Lobaczewski, J. Bolyai, C.F. Gauss), aksjo-
matyzacji geometrii (M. Pasch, D. Hilbert), rozwoju logiki matematycznej (G. Boole,
A. de Morgan, G. Frege, B. Russell). Poza tymi «pozytywnymi» czynnikami byty
jednak takze czynniki «megatywne», a mianowicie odkrycie paradoksow w teorii
mnogo$ci (C. Burali-Forti, G. Cantor, B. Russell) oraz antynomii semantycznych
(G.D. Berry, K. Grelling). Wymuszaly one rewizj¢ pewnych podstawowych idei
i stymulowaty w szczegdlnosci badania nad podstawami matematyki. Jednym z kie-
runkéw, w ktérych rozwijaly sig¢ te badania, byt program Hilberta i jego teoria dowo-
du (Beweistheorie). Powiedzmy od razu, ze ,.celem tego programu nie bylo nigdy
stworzenie pelnej filozofii matematyki; jego celem bylo usankcjonowanie korpusu
wiedzy matematycznej” (por. Rowe, 1989, s. 200). Dodajmy tez, ze poglady samego
Hilberta zmienialy si¢ w czasie, zawsze jednak zwigzane byty z formalizmem.

2. Hilbert chcial usprawiedliwi¢ i ugruntowac teorie matematyczne za pomoca
system6éw sformalizowanych, tj. wlasnie za pomoca metody aksjomatycznej. Te¢
ostatnia traktowal on jako klucz do systematycznej organizacji wszelkiej wiedzy na-
ukowej (odpowiednio rozwinigtej). My$l ta zostata dobrze wyrazona juz w jego liScie
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z 29 grudnia 1899 roku do Fregego, w ktérym Hilbert wyjasniat swoje motywy aks-
jomatyzacji geometrii i pisat (por. Frege, 1976, s. 67):
Zostatem zmuszony do konstrukcji swoich aksjomatyk przez pewna konieczno$é: chcialem
mianowicie mie¢ mozliwo$¢ zrozumienia tych twierdzen geometrycznych, ktére sa wedtug
mnie najwazniejszymi rezultatami badan geometrycznych: tego, ze zaré6wno postulat o réwno-
legtych, jak i postulat Archimedesa efc., nie s3 konsekwencja pozostatych aksjomatow.'

W ,,Axiomatisches Denken” (1918, s. 405) Hilbert pisat:

Kiedy zestawiamy fakty danej mniej lub bardziej rozwinigtej dziedziny naszej wiedzy, to za-
uwazamy natychmiast, ze fakty te moga by¢ uporzadkowane. Porzadek taki wprowadza si¢
zawsze przy pomocy pewnej siatki poje¢ (Fachwerk von Begriffen) w taki sposéb, ze kazdemu
obiektowi danej dziedziny odpowiada pewne pojecie tej siatki, a kazdemu faktowi w tej dzie-
dzinie odpowiada pewna relacja logiczna pomiedzy poj¢ciami. Ta siatka pojeé to nic innego jak
teoria danej dziedziny wiedzy.?

U Hilberta za ramami formalnymi stata zawsze pewna motywacja fresciowa.
Rozwazal on mianowicie teoric wraz z odpowiednimi dziedzinami niepustymi
(Bereiche), ktére wskazywaly na zakres zmiennosci zmiennych teorii i interpretacje
symboli pozalogicznych. Hilbert jednak — jako matematyk — nie interesowat si¢
kwestia precyzyjnego ustalenia statusu ontologicznego obiektéw matematyki. Co
wigcej, mozna powiedzieé, ze jego program wzywat wlasciwie do odwrdcenia uwagi
(w zakresie pytan matematycznych i filozoficznych) od problemu przedmiotu teorii
matematycznych i zwrdcenia jej raczej na krytyczne badanie metod i twierdzefi teorii.
Z drugiej strony by} on $wiadom, ze teorie sformalizowane moga mie¢ rozmaite in-
terpretacje. Przywolajmy tutaj jego stynne zdanie ze wspomnianego juz wyzej listu
do Fregego:

Tak, jest oczywiste, Ze mozna traktowac kazda taka teori¢ jedynie jako siatke czy schemat po-
je¢ powiazanych koniecznymi relacjami wzajemnymi, i my$le¢ o podstawowych obiektach teo-
rii jako bedacych jakimikolwiek obiektami. Kiedy wigc traktujg moje punkty jako system do-
wolnych przedmiotéw, na przyklad jako uklad ztozony z mitosci, prawa i kominiarza..., i gdy
traktuj¢ moje aksjomaty jako [wyrazajace] wzajemne relacje pomigdzy tymi obiektami, to wte-
dy moje twierdzenia, dla przykladu twierdzenie Pitagorasa, zachodza takze dla tych przedmio-

! Ich bin zu der Aufstellung meines Systems von Axiomen durch die Not gezwungen: ich wollte
die Méglichkeit zum Verstindnis derjenigen geometrischen Sétze geben, die ich fiir die wichtigsten
Ergebnisse der geometrischen Forschungen halte: dass das Parallelenaxiom keine Folge der iibrigen
Axiome ist, ebenso das Archimedische etc.

? Wenn wir die Tatsachen cines bestimmten mehr oder minder umfassenden Wissensgebiete
zusammenstellen, so bemerken wir bald, dal diese Tatsachen einer Ordnung fihig sind. Diese Ord-
nung erfolgt jedesmal mit Hilfe eines gewissen Fachwerkes von Begriffen in der Weise, dal dem
einzelnen Gegenstande des Wissensgebietes ein Begriff dieses Fachwerkes und jeder Tatsache in-
nerhalb des Wissensgebietes eine logische Beziehung zwischen den Begriffen entspricht. Das Fach-
werk der Begriffe ist nicht Anderes als die Theorie des Wissensgebietes.
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téw. Innymi stowy: kazda taka teoria moze by¢ zastosowana do nieskoriczenie wielu uktadéw
elementéw podstawowych.?

Istota aksjomatycznego badania prawd matematycznych sprowadzata si¢ dla Hilberta
do wyjasniania pozycji danego twierdzenia (danej prawdy) w ramach badanego syste-
mu aksjomatycznego oraz wzajemnych relacji logicznych pomigdzy twierdzeniami.*

Hilbert chciat uzasadnic i ugruntowaé wiedzg matematyczng za pomoca rozwazan
syntaktycznych. U podstaw jego podejécia lezato rozréznienie pomi¢dzy nie spra-
wiajaca klopotu «finitystyczna» czg¢$cia matematyki a jej czgécia «infinitystycznay,
ktéra wymaga uzasadnienia. Matematyka finitystyczna zajmuje si¢ tzw. zdaniami re-
alnymi, ktére sa w pelni sensowne, poniewaz odwotuja si¢ jedynie do danych kon-
kretnych przedmiotéw. Matematyka infinitystyczna za§ dotyczy tzw. zdan idealnych,
ktére odwoluja sie do wielkos$ci (aktualnie) nieskonczonych. Hilbert zaproponowat,
by ugruntowaé cala matematyke w matematyce finitystycznej poprzez teorig dowodu.
Ta ostatnia miata by¢ nowa dziedzing matematyki, zajmujaca si¢ badaniem dowodéw
matematycznych za pomoca metod matematycznych. Jej zasadniczym celem miato
byé pokazanie, ze stosowanie w dowodach twierdzen realnych elementéw idealnych
(w szczegllnoéci nieskorficzonosci aktualnej) prowadzi zawsze do poprawnych wyni-
kéw. Mozna tu wyrézni¢ dwa problemy: problem niesprzecznoéci i problem zacho-
wawczo$ci. Pierwszy polega na wykazaniu (za pomoca metod finitystycznych), ze
matematyka infinitystyczna jest niesprzeczna (a wigc w konsekwencji bezpieczna),
natomiast problem zachowawczodci sprowadza si¢ do pokazania (znéw metodami
finitystycznymi), ze kazde zdanie realne, ktére mozna udowodnié¢ stosujac metody
matematyki infinitystycznej, moze by¢ w istocie udowodnione w matematyce finitys-
tycznej. Trzeba wyraznie podkresli¢, ze akcent ktadziony byt przez Hilberta na nie-
sprzeczno$¢ (a nie na poprawnosc).

3 Ja, es ist doch selbsverstindlich eine jede Theorie nur ein Fachwerk oder Schema von Be-
griffen nebst ihren nothwendigen Beziehungen zu einander, und die Grundelemente kénnen in belie-
biger Weise gedacht werden. Wenn ich unter meinen Punkten irgendwelche Systeme von Dingen,
z.B. das System: Liebe, Gesetz, Schornsteinfeger..., denke und dann nur meine samtlichen Axiome
als Beziehungen zwischen diesen Dingen annehme, so gelten meine Sétze, z.B. der Pythagoras auch
von diesen Dingen. Mit anderen Worten: eine jede Theorie kann stets auf unendliche viele Systeme
von Grundelementen angewandt werden.

* W (1902/03, s. 50) Hilbert pisat: , Przez badanie aksjomatyczne prawdy matematycznej ro-
zumiem badanie, ktérego celem nie jest odkrywanie nowych czy ogélniejszych twierdzen na pod-
stawie prawd danych, ale badanie, ktére stawia sobie za cel okreélenie pozycji danego twierdzenia
w ramach systemu prawd [juz] znanych oraz ich zwiazkéw logicznych w taki sposéb, ze jasno
mozna stwierdzié, ktére zatozenia sa konieczne i wystarczajace do uzasadnienia rozwazanej praw-
dy”. (Unter der axiomatischen Erforschung einer mathematischen Wahrheit verstehe ich eine Unter-
suchung, welche nicht dahin zieht, im Zusammenhange mit jener Wahrheit neue oder allgemeinere
Sitze zu entdecken, sondern die vielmehr die Stellung jenes Satzes innerhalb des Systems der be-
kannten Wahrheiten und ihren logischen Zusammenhang in der Weise klarzulegen sucht, dass sich
sicher angeben lisst, welche Voraussetzungen zur Begriindung jener Wahrheit notwendig und hin-
reichend sind.)
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Aby zrealizowa¢ ten program nalezalo sformalizowa teorie matematyczne
(nawet calg matematyke jako taka), a nastgpnie badaé je jako systemy symboli podle-
gajace okreslonym i ustalonym regutom kombinatorycznym. Zaleta takiego podejécia
bylo to, ze odwotania do obiektow idealnych zostaly zastapione przez rozumowania
o charakterze czysto finitystycznym, przez rozumowania dotyczace nie samych
(idealnych) obiektéw matematycznych, ale symboli pewnego jezyka sformalizowane-
go, w ktérym obiekty te scharakteryzowano aksjomatycznie, tj. na drodze syntaktycz-
nej — bez odwolywania si¢ do rozwazan semantycznych. Inng zaleta bylo to, ze, jak
to ujat Bernays, ,,problemy i trudnosci pojawiajace si¢ w podstawach matematyki
moga zosta¢ w ten sposéb przetransponowane z poziomu epistemologiczno-filozo-
ficznego do dziedziny czysto matematyczne;j”.

Sformalizowany system aksjomatyczny, o ktorym méwit Hilbert, powinien spet-
niaé trzy warunki: powinien on by¢ zupelny, niesprzeczny i oparty na niezaleznym
ukladzie aksjomatow. Niesprzeczno$é systemu byta kryterium prawdziwosci oraz sa-
mego istnienia obiektéw matematycznych.’ Hilbert zaktadat tez, ze teoria niesprzecz-
na jest kategoryczna, ze jednoznacznie (z dokladno$cia do izomorfizmu) charaktery-
zuje dziedzing obiektéw, o ktérych méwi. To zwiazane bylo z kolei z zupeoscia.

Sposéb rozumienia ,,zupetnosci” przez Hilberta jest bardzo istotny dla rozwaza-
nego przez nas problemu. Zauwazmy na poczatek, ze w Grundlagen der Geometrie
zupetno$¢ byla postulowana jako jeden z aksjomatéw (aksjomatu tego nie bylo
w pierwszym wydaniu Grundlagen, ale znajdujemy go juz w tlumaczeniu francuskim,
a potem w drugim wydaniu z 1903 roku). Aksjomat ten oznaczony symbolem V(2)
stwierdzatl: ,,Elementy geometrii (tj. punkty, proste i ptaszczyzny) tworza system rze-
czy, ktdry przy zachowaniu wszystkich wymienionych aksjomatéw nie dopuszcza
zadnego rozszerzenia”.® W wykladzie wygloszonym przez Hilberta na Kongresie
Matematykow w Heidelbergu w 1904 roku (por. 1905a) znaleZé mozna podobny aks-
jomat dla liczb rzeczywistych. P6zniej zupelno$é pojawia si¢ jako cecha systemu
sformalizowanego. W wykladach ,Logische Principien des mathematischen Den-
kens” (1905, s. 13) Hilbert wyjasnia zadanie zupelnosci systemu jako zadanie, by

® Por. list Hilberta do Fregego z 29 grudnia 1899, w ktérym twierdzil, ze ,,jezeli dowolnie dane
aksjomaty nie przecza sobie nawzajem ani tez swoim konsekwencjom, to sa one prawdziwe, a rze-
czy zdefiniowane przez te aksjomaty istnieja”. (Wenn sich die willkiirlich gesetzten Axiome nicht
einander widersprechen mit s@mtlichen Folgen, so sind sie wahr, so existieren die durch die Axiome
definierten Dinge.)

¢ .Die Elemente (Punkte, Geraden, Ebenen) der Geometrie bilden ein System von Dingen, wel-
ches bei Aufrechterhaltung sémtlicher genannten Axiome keiner Erweiterung mehr fihig ist.”

W ostatnich wydaniach Grundlagen, poczawszy chyba od siédmego z roku 1930, Hilbert za-
stapit go aksjomatem liniowej zupelnoéci gloszacym: ,,Punkty prostej tworza system, ktéry przy
zachowaniu wszystkich poprzednich aksjomatéw nie dopuszcza zadnego rozszerzenia”. (Die Punkte
einer Geraden bilden ein System, welches bei Aufrechterhaltung der linearen Anordnung (Satz 6),
des ersten Kongruenzaxioms und des Archimedischen Axioms (d.h. der Axiome I1-2, II, III1, V1)
keiner Erweiterung mehr fihig ist.)
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przyjete aksjomaty wystarczaly do udowodnienia wszystkich «faktéw» rozwazanej
teorii. Mowi: ,,Bedziemy musieli zadaé, by wszystkie pozostale fakty rozwazanej
dziedziny wiedzy wynikaly z aksjomatéw”.” Z drugiej strony mozna powiedzieé, ze
przekonanie Hilberta o rozwiazalnosci kazdego problemu matematycznego — wyra-
Zone na przyklad w jego wykladzie paryskim z roku 1900 (por. Hilbert 1901) i po-
wtérzone w wyktadzie ,Naturerkennen und Logik” (por. Hilbert, 1930a) wygtoszo-
nym na Zjezdzie Towarzystwa Niemieckich Przyrodnikéw i Lekarzy w Krolewcu we
wrzeéniu 1930 — moze by¢ traktowane jako nieformalne odbicie jego przekonania
o zupeosci teorii aksjomatycznych. W Paryzu Hilbert méwit: ,,Przekonanie o roz-
wigzalno$ci kazdego problemu matematycznego stanowi dla nas silny bodziec w tej
pracy; styszymy w sobie caly czas zawolanie: Ofo jest problem, szukaj jego rozwiq-
zania. Mozesz je znalez¢ za pomocq czystego myslenia; w matematyce nie ma Zadne-
go ignorabimus!”® W Krélewcu za$ glosit: ,,Dla matematyka nie ma zadnego ignora-
bimus, [co wigcej] jestem przekonany, ze nie ma go tez w naukach przyrodniczych.
[...] Prawdziwym powodem tego, ze nikomu nie udato si¢ znalez¢ problemu nieroz-
wigzalnego jest wedlug mnie to, ze zadnego takiego problemu nie ma. W przeciwien-
stwie do niemadrego ignorabimus, nasze credo brzmi: Musimy wiedzie¢. Bedziemy
wiedzie¢.” W wykladzie paryskim Hilbert méwit o zupetosci w nastgpujacy sposéb
(por. Hilbert 1901, drugi problem, s. 299—300):

Kiedy chcemy zbadaé podstawy jakiej$ nauki, to powinni$my ustalié¢ system aksjomatéw za-
wierajacy dokfadny i zupelny opis relacji zachodzacych pomig¢dzy podstawowymi pojeciami tej
nauki. Ustalone tak aksjomaty stanowia jednoczeénie definicje owych poj¢é elementarnych
i kazde twierdzenie w ramach nauki, ktérej podstawy badamy, mozemy uznaé¢ za zachodzace
jedynie wtedy, gdy mozna je wywie$é z przyjetych aksjomatéw za pomoca skonczenie wielu
regut logicznych.'®

7 Wir werden verlangen miissen, dass alle tibrigen Thatsachen des vorgelegten Wissensberei-
ches Folgerungen aus den Axiomen sind.

® Diese Uberzeugung von der Losbarkeit eines jeden mathematischen Problems ist uns ein kra-
ftiger Ansporn wihrend der Arbeit; wir héren in uns den steten Zuruf: Da ist das Problem, suche
die Losung. Du kannst sie durch reines Denken finden; denn in der Mathematik gibt es kein Igno-
rabimus! (Hiibert, 1901, s. 298).

? Fiir den Mathematiker gibt es kein Ignorabimus, und meiner Meinung nach auch fiir die Natu-
rwissenschaft tiberhaupt nicht. [...] Der wahre Grund, warum es [niemand] nicht gelang, ein unls-
sbares Problem zu finden, besteht meiner Meinung nach darin, daB es ein unlésbares Problem tiber-
haupt nicht gibt. Statt des térichten Ignorabimus heile im Gegenteil unsere Losung: Wir miissen
wissen. Wir werden wissen.

'% Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu untersuchen, so hat man
ein System von Axiomen aufzustellen, welche eine genaue und vollsténdige Beschreibung derjeni-
gen Beziehungen enthalten, die zwischen den elementaren Begriffen jener Wissenschaft stattfinden.
Die aufgestellten Axiome sind zugleich die Definitionen jener elementaren Begriffe, und jede Aus-
sage innerhalb des Bereiches der Wissenschaft, deren Grundlage wir priifen, gilt uns nur dann als
richtig, falls sie sich mittels einer endlichen Anzahl logischer Schiiisse aus den aufgestellten Axio-
men ableiten 146t.
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Mozna przyjaé, iz zwrot ,doktadny 1 zupelny opis” (genaue und volistindige Be-
schreibung) znaczy tu tyle, co zadanie, by opis 6w byl zupelny w tym sensie, ze na
jego podstawie mozna rozstrzygnaé warto$¢ logiczng kazdego twierdzenia badanej
teorii. Semantycznie zupelnos$¢ taka wynika z kategorycznoéci, tj. z faktu, ze kazde
dwa modele danego systemu aksjomatycznego sg izomorficzne; syntaktycznie zupet-
nos¢ taka znaczy, ze dla dowolnego zdania w jgzyku rozwazane;j teorii albo ono sa-
mo, albo jego negacja daja si¢ wywies¢ z przyjetych aksjomatéw. Aksjomatyzacje
podawane przez Hilberta byly zupelne w tym sensie, ze byly one kategoryczne. Za-
uwazmy jednak, ze nie byly to aksjomatyzacje w jezyku pierwszego rzedu. Hilber-
towska aksjomatyzacja geometrii podana w Grundlagen der Geometrie, jak réwniez
jego aksjomatyzacja arytmetyki z 1900 roku — byly drugiego rzedu. Kazdy z tych
systeméw zawierat aksjomat Archimedesa, bedacy zdaniem w jezyku drugiego rzedu,
oraz aksjomat zupelnosci orzekajacy, ze rozwazane struktury sa maksymalne, tj. nie
dopuszczajg zadnego rozszerzenia przy zachowaniu wszystkich pozostatych aksjo-
matow."!

Rozwazane zadanie formutowane pod adresem teorii naukowych moze wiasciwie
byé spelione jedynie w wypadku teorii odpowiednio mocno juz rozbudowanych
i rozwinigtych. Z drugiej jednak strony Hilbert formutowat postulat zupemosci takze
w odniesieniu do teorii dopiero rozwijanych. W ,Mathematische Probleme™ pisat
(1901, s. 295):

Niezaleznie od tego, czy poj¢cia matematyczne pochodza z rozwazan epistemologicznych, czy
Z geometrii, CZy teZ z teorii przyrodniczych, zadaniem matematyki jest badanie zasad lezacych
u podstaw tych pojeé i okre§lenie ich poprzez podanie prostego i zupelnego systemu aksjoma-
tow."?

Nalezy tu tez wyraznie powiedzie¢, iz Hilbert dopuszczat mozliwoé¢, ze problem
matematyczny moze mie¢ negatywne rozwigzanie, tj. mozliwo$é pokazania, ze dany
problem nie moze by¢ pozytywnie rozwiazany na podstawie przyjetego ukfadu aks-
jomatow. W , Mathematische Probleme” pisat (1901, s. 297):

Zdarza si¢ czasami, Zze poszukujemy rozwijzania przyjawszy niewystarczajace zalozenia albo
tez szukamy go w niewlaéciwym sensie, i z tego tez powodu nie udaje nam si¢ go znalezé. Po-
wstaje wtedy zadanie wykazania, ze niemozliwe jest rozwiazanie przy przyjetych zalozeniach
¢zy tez w zadanym sensie. [...] Zauwazmy, Ze stare i trudne problemy [...] znajdowaty w kon-
cu w pelni zadowalajace i $ciste rozwiazanie, aczkolwiek w innym sensie niz poczatkowo za-
mierzano. Ten godny uwagi fakt, poza innymi jeszcze powodami natury filozoficznej, jest za-
pewne przyczyna powstania w nas przekonania [...], iz kazdy okre§lony problem matematycz-
ny musi mie¢ z koniecznosci §ciste rozwiazanie albo w formie odpowiedzi na postawione pyta-

"I Dodajmy, ze ten ostatni aksjomat nie byt nawet wiasciwie zdaniem drugiego rzgdu.

12 Wo immer von erkenntnistheoretischer Seite oder in der Geometrie oder aus den Theorien der
Naturwissenschaft mathematische Begriffe auftauchen, erwichst der Mathematik die Aufgabe, die
diesen Begriffen zugrunde liegenden Prinzipien zu erforschen und dieselben durch einfaches und
vollstindiges System von Axiomen [...] festzulegen.
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nie, albo w postaci wykazania, ze rozwiazanie jest niemozliwe i stad wszystkie proby skazane
sa z koniecznoci na niepowodzenie.”

W wykladach Hilberta z lat 1917—1918 (por. Hilbert, 1917—18) znajdujemy
zupelno$é w sensie maksymalnej niesprzecznosci: system T jest zupelny zawsze i tyl-
ko wtedy, gdy dla dowolnego zdania ¢, ktére nie jest twierdzeniem tego systemu,
ukfad T U {¢)} jest sprzeczny.'

W wykladzie na Migdzynarodowym Kongresie Matematykéw w Bolonii w roku
1928 Hilbert sformutowat cztery problemy zwiazane ze swoim programem. Dwa spo-
$réd nich dotyczyty zupetnosci: jeden w odniesieniu do rachunku predykatéw pierw-
szego rzedu (chodzi tu o zupenos$¢ wzgledem wszelkich mozliwych interpretacji,
a wiec 0 zupelno$é semantyczna) oraz drugi w odniesienin do systemu elementarnej
teorii liczb (chodzi tu o formalng zupetnosé w sensie maksymalnej niesprzecznosci,
tj. o zupelno$¢ w sensie Posta, czyli o zupetnos¢ w sensie syntaktycznym) (por. Hil-
bert, 1930).”

Wydaje sig, ze nacisk na finitystyczno$¢ i na metody syntaktyczne wraz z zada-
niem zupehnos$ci sformalizowanych systemow aksjomatycznych (i przekonaniem, ze
systemy takie sa mozliwe) byly u Hilberta zrédtem i przyczyna tego, ze — jak to wy-
razit Godel (por. Wang, 1974, s. 9) — , formalisci traktowali formalna dowodliwos¢
jako analize poj¢cia prawdy matematycznej i stad nie byli oczywiscie w stanie od-

3 Mitunter kommt es vor, da§ wir die Beantwortung unter ungeniigenden Voraussetzungen oder
in unrichtigem Sinne erstreben und infolgedessen nicht zum Ziele gelangen. Es entsteht dann die
Aufgabe, die Unméglichkeit der Losung des Problems unter den gegebenen Voraussetzungen und in
dem verlangten Sinne nachzuweisen. [...] Und wir nehmen so gewahr, daf alte schwierige Probleme
[...] eine vollig befriedigende und strenge L&sung gefunden haben. Diese merkwiirdige tatsache
neben anderen philosophischen Griinden ist es wohl, welche in uns eine iiberzeugung entstehen 14sst
[...] daB ein jedes bestimmte mathematische Problem einer strengen Erledigung notwendig fihig
sein miisse, sei es, daf es gelingt die Beantwortung der gestellten Frage zu geben, sei es, daB die
Unmdéglichkeit seiner Ldsung and damit die Notwendigkeit des MiBlingens aller Versuche dargetan
wird.

* Hilbert pisat w (1917—18), s. 152): ,,Zajmijmy si¢ teraz problemem zupeinosci. System ak-
sjomatéw chcemy nazywaé ,,zupetnym”, gdy otrzymamy system sprzeczny, zawsze ilekro¢ dota-
czymy dont formuf¢ niedowodliwag w nim”. (Wenden wir uns nun zu der Frage der Vollstindigkeit.
Wir wollen das vorgelegte Axiomen-System vollstdndig nennen, falls durch die Hinzufiigung einer
bisher nicht ableitbaren Formel zu dem System der Grundformeln stets e¢in widerspruchsvolles
Axiomensystem entsteht.)

¥ W polskiej terminologii logicznej méwimy tu odpowiednio o pefnosci (rachunku predykatéw)
i 0 zupefnosci uktadu aksjomatéw dla elementarnej teorii liczb. W pierwszym wypadku chodzi
o wiasno$é polegajaca na tym, ze kazda tautologia rachunku predykatéw, czyli formuta prawdziwa
przy kazdej interpretacji, jest teza rachunku, a w drugim wypadku — o wlasno$¢, ze dla kazdego
zdania @ elementarne;j teorii liczb albo ¢, albo jego negacja, tj. —¢, jest twierdzeniem teorii. Do-
dajmy, ze w innych jezykach (na przyktad w niemieckim, francuskim, angielskim czy rosyjskim) nie
ma tu oddzielnych terminéw i w obu przypadkach méwi si¢ po prostu o zupetnosci.
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réznié ich obu”.'® Doda¢ nalezy tez, ze intuicyjne pojecie prawdy (prawdziwosci)'’
nie bylo w tym czasie w pelni i powszechnie akceptowane jako (dobrze) okreslone
pojgcie matematyczne. Godel pisal (w skre§lonym pozniej fragmencie szkicu swej
odpowiedzi na list Yossefa Balasa, studenta University of Northern Iowa): ,,Pojecie
obiektywnej prawdy matematycznej jako czego$ przeciwstawionego dowodliwosci
byto traktowane z najwigksza podejrzliwoscia i powszechnie odrzucane jako bezsen-
sowne”.'® Warto to poréwnaé z pewna uwaga Carnapa. Ot6z pisze on w swym dzien-
niku, Ze kiedy zapraszat Tarskiego, aby opowiedziat o pojeciu prawdy na Miedzyna-
rodowym Kongresie Filozofii Naukowej we wrzesniu 1935 roku, to ,,Tarski byt bar-
dzo sceptyczny. Uwazat, ze wigkszosé filozofow, filozoféw pracujacych w zakresie
nowoczesnej logiki wiaczajac, pozostanie nie tylko obojetna, ale bedzie nastawiona
wrogo do eksplikacji pojecia prawdy.” Istotnie, w czasie Kongresu ,,byla ogromna
opozycja nawet ze strony naszych przyjaci6t filozoficznych” (Carnap, 1963, s. 61-—62).

Wszystko to wyjasnia chyba, dlaczego Hilbert wolatl odwolywaé si¢ w swojej
metamatematyce jedynie do ksztattu formul i uzywaé jedynie wnioskowan skonczo-
nych (finitarnych), ktére traktowano jako bezpieczne (w przeciwienstwie do rozwa-
zah semantycznych, ktére nie byly finitarne i w konsekwencji nie byly bezpieczne).
Rozumowania nieskoriczone byly uwazane za sensowne tylko w takim zakresie,
w jakim mogly by¢ interpretowane czy uzasadnione w jgzyku metamatematyki fini-
tystycznej."”

Z drugiej strony nie bylo wtedy zadnego jasnego odréznienia pomigdzy syntakty-
ka a semantyka. Przypomnijmy dla przyktadu, ze — co wskazywali$my juz wyzej —
u Hilberta systemy aksjomatyczne podawane sg czg¢sto z wbudowang od razu inter-
pretacja. Trzeba tez dodaé, ze Hilbert nie dysponowat jeszcze odpowiednimi pojecia-
mi koniecznymi do wyrazenia (opisania) r6znicy pomig¢dzy syntaktyka i semantyka.

3. Problem zupeinosci, a doktadniej petnosci logiki pierwszego rzgdu sformuto-
wany przez Hilberta w wykladzie z Bolonii, zostat takze postawiony w ksiazce Hil-
berta i Ackermanna Grundziige der theoretischen Logik (1928). Zostat on rozwiazany
przez Goédla w rozprawie doktorskiej (1929, por. takze 1930), w ktérej Gddel poka-
zal, ze logika pierwszego rzedu jest pelna, tj. ze kazde zdanie prawdziwe (przy do-
wolnej interpretacji, czyli kazda tautologia), jest dowodliwe w tej logice. Co wigce;j,
pokazal on, ze kazdy niesprzeczny system aksjomatyczny pierwszego rzgdu ma model.
Godel przez petno$¢ rozumiat wlasnos$é polegajaca na tym, ze ,kazda formuta praw-
dziwa wyrazona w wezszym rachunku funkcyjnym [...] moze by¢ wyprowadzona

16 Formalists considered formal demonstrability to be an analysis of the concept of mathemati-
cal truth and, therefore were of course not in a position to distinguish the two.

17 Nie bylo jeszcze wtedy $cistej definicji Tarskiego, ktéra pojawita sig dopiero w 1933 roku
(por. Tarski, 1933).

'8 A concept of objective mathematical truth as opposed to demonstrability was viewed with
greatest suspicion and widely rejected as meaningless (por. Wang, 1987, 84—85).

19 Por. list Gédla do Hao Wanga z 7 grudnia 1967 roku — zob. Wang, 1974, s. 8.
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z aksjomatéw za pomoca skonczonej liczby inferencji”. Dodawat przy tym, ze jest to
réwnowazne twierdzeniu, iz ,kazdy niesprzeczny system aksjomatyczny [sformali-
zowany w ramach wezszego rachunku logicznego] [...] ma realizacj¢”, i twierdzeniu,
ze ,kazde wyrazenie logiczne jest albo spetnione, albo sprzeczne” (w takiej wiasnie
postaci udowodnit on swéj rezultat). Godel twierdzil, ze znaczenie tego wyniku polega
na tym, iz uzasadnia on ,,stosowane zwykle metody wykazywania niesprzecznosci”.

Twierdzenie Godla o pelnoéci istotnie pokazuje w jakims sensie réwnowazno$é
prawdziwosci i dowodliwosci — réwnowazno$¢ podejécia semantycznego i syntak-
tycznego. Pokazuje ono, ze metody logiczne dopuszczalne przez pojgcie dowodliwo-
§ci sa adekwatne i wystarczajace. Trzeba jednak zauwazy¢, ze pojecie prawdziwosci
w dane;j strukturze, centralne dla okre$lenia spetnialnoéci czy prawdziwosci, nie zo-
stato nigdzie przez Gddla doktadnie zbadane (ani w samej rozprawie doktorskiej, ani
tez w jej opublikowanej i zmienionej wersji). Gédel — jak to byto wtedy powszech-
nie przyjete — postugiwat si¢ intuicyjnym pojeciem speniania i prawdy (por. prace
Lowenheima, Skolema i innych).”

Kilka miesigcy p6zniej, w 1930 roku, Godel rozwiazal trzy pozostate problemy
postawione przez Hilberta w Bolonii. Pokazal on mianowicie, ze arytmetyka liczb
naturalnych i wszystkie teorie bogatsze sa istotnie niezupele (jesli tylko sa nie-
sprzeczne) (por. Gédel 1931). Warto przyjrze¢ sig, jak Godel doszedt do tego wyni-
ku. Hao Wang pisze o tym — na podstawie dyskusji i rozméw z Gédlem — tak (por.
Wang, 1981):

[Godel] reprezentowat liczby rzeczywiste za pomocg formut [...] teorii liczb i zauwazyt, ze
musi stosowaé pojecie prawdy dla zdan teorii liczb, aby sprawdzi¢ zachodzenie aksjomatu
komprehencji dla analizy. Szybko pojawily si¢ jednak paradoksy (w szczegblno$ci paradoks

2 W rozprawie doktorskiej Godla (1929) znajdujemy takie oto wyjasnienie na omawiany temat:
,MOéwimy o pewnym systemie [zlozonym z] funkcji £y, £2, ..., fi (Okreslonych w tej samej dziedzi-
nie), indywiduéw a, as, ..., a; (nalezacych do tej samej dziedziny), oraz wyrazefn A4, A, ..., Am,
czyli o systemie

S= (f],ﬁ, ‘..,ﬂ; ay, az, ..., 4, Al, Az, ceey A,,.),
ze spelnia on wyrazenie logiczne, gdy po podstawieniu ich daje w wyniku zdanie prawdziwe (w
rozwazanej dziedzinie). Stad wynika bezposrednio, jak powinno si¢ rozumieé pojgcia spefniony w
pewnej okreslonej dziedzinie, spetniony po prostu (= istnieje dziedzina, w ktérej spetnione jest wy-
razenie), og6lnie prawdziwy [ogolnie zachodzacy] w okreslonej dziedzinie (= negacja nie jest spel-
niona), {czy] ogdlnie prawdziwy.” (Wir sagen von einem System (simtlich in demselben Denkbe-
reich definierter) Funktionen, fi, f, ..., f und (ebenfalls demselben Denkbereich angehdrenden)
Individuen, $a ay, ay, ..., @ wie Aussagen, 4y, 4, ..., Am — von diesem System

S= (ﬁ,ﬁ, ...,ﬂ; ay,, a, ..., an Al, Az, veey Am)
sagen wir, daB es den logischen Ausdruck erfiille, wenn es in denselben eingesetzt einen (in dem
betreffenden Denkbereich) wahren Satz ergibt. Daraus erfolgt sich ohneweiteres, was unter erfill-
bar in einem bestimmten Denkbereich, erfiillbar schlechthin (= es gibt einen Denkbereich, in dem
der Ausdruck erfiillbar ist), allgemein giltig in einem bestimmten Denkbereich (= Negaton nicht
erfiillbar), allgemein giltig schlechthin verstanden werden soll.)
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ktamcy i paradoks Richarda) zwiazane z prawda i definiowalnoscia. Doszedt wigc do wniosku,
e prawdy dla teorii liczb nie da si¢ zdefiniowa¢ w samej teorii liczb i dlatego jego plan [...]
nie funkcjonowat.?'

Godel pisat o swoim odkryciu fenomenu niezupetos$ci w szkicu odpowiedzi na
list Balasa z dnia 27 maja 1970 roku (por. Wang, 1987, s. 84—385). Godel wskazuje
tam, Ze to wlasnie zauwazenie réznicy pomigdzy formalna definiowalnoscia pojecia
dowodliwosci a formalng niedefiniowalnoécia pojecia prawdy doprowadzito go do
odkrycia niezupenosci. Znajdujemy tam tez nastepujace stowa:

Na dhugo przedtem znalaztem poprawne rozwiazanie paradokséw semantycznych w fakcie, ze
prawdy dla [danego] jezyka nie mozna zdefiniowaé w nim samym.”

Na podstawie tego cytatu twierdzi si¢ czasami, ze Godel doszedl do wyniku
o niedefiniowalnosci pojecia prawdy niezaleznie od Tarskiego (por. Tarski, 1933;
thumaczenie niemieckie — 1936, thumaczenie angielskie — 1956). Dodaé jednak na-
lezy wyraznie zastrzezenie, ze o ile Tarski dowodzac niedefiniowalnosci pojecia
prawdy dysponowat precyzyjna definicja tego ostatniego, o tyle Godel postugiwat sie
tylko intuicyjnym (a zatem niescistym i nieprecyzyjnym) pojeciem prawdziwosci.
Powstaje wigc zasadniczy problem, w jakim sensie mozna w ogéle méwié, ze Godel
doszedt do tezy o niedefiniowalnosci pojecia prawdy.?

Zauwazmy, ze Godel byl przekonany o obiektywnosci pojecia prawdy matema-
tycznej. W liscie do Hao Wanga (por. Wang, 1974, s. 9) pisat:

Mogg dodaé, ze moja obiektywistyczna koncepcja matematyki i metamatematyki w ogdlnosci,
jak réwniez rozumowan pozaskonczonych w szczegdlnoéci, byla fundamentalna takze jesli
chodzi o inne moje prace z zakresu logiki. Jakze bowiem mozna byloby mysleé¢ o wyrazeniu
metamatematyki w systemach matematycznych, gdyby te ostatnie byly rozumiane jako skiada-
jace si¢ z pozbawionych znaczenia i sensu symboli, ktdre otrzymujq jakie§ znaczenie jedynie
poprzez metamatematyke. [...] Nalezy zauwazyé, ze zasada heurystyczng lezaca u podstaw
mojej konstrukeji teorioliczbowych zdan nierozstrzygalnych w systemach sformalizowanych
matematyki jest wysoce pozaskonczone pojgcie ,,obicktywnej prawdy matematycznej” prze-
ciwstawione pojeciu ,,dowodliwosci” (por. M. Davis, The Undecidable, New York 1965, s. 64,
gdzie wyja$niam argument heurystyczny, przy pomocy ktérego doszedtem do wynikéw o nie-
zupelnosci), z ktérym bylo ono zwykle mylone przed pojawieniem si¢ mojej pracy i pracy Tar-
skiego. ™

2 [Godel] represented real numbers by formulas [...] of number theory and found he had to use
the concept of truth for sentences in number theory in order to verify the comprehension axiom for
analysis. He quickly ran into the paradoxes (in particular, the Liar and Richard’s) connected with
truth and definability. He realized that truth in number theory cannot be defined in number theory
and therefore his plan [...] did not work.

2 Long before, I had found the correct solution of the semantic paradoxes in the fact that truth
in a language cannot be defined in itself.

2 W sprawie problemu priorytetu w wykazaniu niedefiniowalnosci pojgcia prawdy por. Woles-
ski (1991) oraz Murawski (1998).

2 1 may add that my objectivist conception of mathematics and metamathematics in general, and
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W tej sytuacji nalezy zapytaé¢, dlaczego Godel nie wspomina w swoich pracach
o niedefiniowalnosci pojecia prawdy. W rzeczywistosci Gédel unikal nawet terminéw
»prawda” czy ,prawdziwy” (uzywat w odpowiednich miejscach terminu ,richtige
Formel” (formufa poprawna) a nie terminu ,,wahre Formel” (formufa prawdziwa)).
W pracy ,,Uber formal unentscheidbare Sitze [...]” (1931) pojecie formuty prawdzi-
wej pojawia si¢ jedynie pod koniec paragrafu 1, w ktérym Godel wyjasnia zasadnicza
idee dowodu pierwszego twierdzenia o niezupetnoéci (znéw jednak pojawia si¢ tu
zwrot ,inhaltlich richtige Formel” (formufa tre$ciowo poprawna) a nie zwrot ,,wahre
Formel”). Méwienie o konstrukcji formuty, ktéra ma wyraza¢ wilasng niedowodli-
wosé, odwoluje si¢ do interpretacji systemu sformalizowanego. Na samym koricu te-
go wstepnego paragrafu 1 znajdujemy nastgpujaca uwagg (zob. Godel, 1931,
s. 175—176):

Wyjaéniona wiaénie metoda dowodu moze by¢ oczywiscie zastosowana do dowolnego systemu
sformalizowanego takiego, ze, po pierwsze, jesli interpretowaé go treSciowo, posiada on wy-
starczajaco wiele $rodkéw wyrazu, aby zdefinowaé pojgcia pojawiajace si¢ w powyzszych
rozwazaniach (w szczeg6lnosci pojecie ,,formuty dowodliwe;j™) oraz, po drugie, kazda formuta
dowodliwa jest tre§ciowo poprawna. Podany ponizej dokladny dowéd ma za zadanie migdzy
innymi i to, zeby zastapi¢ drugie wymienione zatozenie poprzez pewne inne czysto formalne
i znacznie stabsze zatozenie.”*

(Dodajmy tutaj, ze owo ,,czysto formalne i znacznie stabsze zatozenie”, o ktérym
mowit Gédel, to zalozenie w-niesprzecznosci, czyli zalozenie, ze dla kazdej formuty
z jedng zmienna wolng ¢(x), jezeli w rozwazanej teorii udowodni¢ mozna zdania
@0), o(1), ®2), ..., ¢(n), ... (n € N), to nie mozna w niej dowies¢ formuty Ix—¢@ (x).)

Z drugiej strony termin ,,prawda” pojawia si¢ w wyktadach Gédla na temat nie-
zupetnos$ci wygloszonych w Institute for Advanced Syudy w Princeton wiosng 1934
roku.?® Rozwazat on tam m.in. zwiazki migdzy istnieniem zdan nierozstrzygalnych

of transfinite reasoning in particular, was fundamental also to my other work in logic. How indeed
could one think of expressing metamathematics in the mathematical systems themselves, if the latter
are considered to consist of meaningless symbols which acquire some substitute of meaning only
through metamathematics [...] it should be noted that the heuristic principle of my construction of
undecidable number theoretical propositions in the formal systems of mathematics is the highly
transfinite concept of ,,objective mathematical truth” as opposed to that of ,,demonstrability” (por.
M. Davis, The Undecidable, New York 1965, p. 64 where I explain the heuristic argument by which
1 arrive at the incompleteness results), with which it was generally confused before my own and Tar-
ski’s work.

B Die eben auseinandergesetzte Beweismethode 148t sich offenbar auf jedes formale System
anwenden, das erstens inhaltlich gedeutet iiber geniigend Ausdrucksmittel verfiigt, um die in der
obigen Uberlegung vorkommenden Begriffe (insbesondere den Begriff ,,beweisbare Formel”) zu
definieren, und in dem zweitens jede beweisbare Formel auch inhaltlich richtig ist. Die nun folgende
exakte Durchfiihrung des obigen Beweises wird unter anderem die Aufgabe haben, die zweite der
eben angefilhrten Voraussetzungen durch eine rein formale und weit schwichere zu ersetzen.

%8 Notatki do tych wykladéw sporzadzone przez S.C. Kleene’ego i J.B. Rossera zostaty opubli-
kowane w 1965 roku (por. Gédel, 1934).
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a mozliwoscia zdefiniowania pojecia ,,zdanie prawdziwe (falszywe)” danego jezyka
w samym tym jezyku. Rozwazajac stosunek zastosowanego przez siebie rozumowa-
nia do paradokséw, w szczegolnosci do paradoksu ktamcy, Gédel wskazuje, ze para-
doksy znikaja, gdy zauwazy sig, iz pojecie ,twierdzenie falszywe w jezyku B” nie
moze by¢ wyrazone w B. Co wigcej, ,,paradoks mozna traktowaé jako dowod tego, ze
pojegcie ,stwierdzenie falszywe w jezyku B” nie moze byé wyrazone w B”. W przypi-
sie 25 (dodanym do wersji opublikowanej w Davis, 1965) Godel pisat:

Blizsze badania nad tym faktem zawieraja prace A. Tarskiego opublikowane w Trav. Soc. Sci.
Lettr. de Varsovie, Cl. 11, No. 34, 1933 (po polsku) (przettumaczone w: Logic, Semantics,
Metamathematics. Papers from 1923 to 1938 by A. Tarski, w szczegdlnoci patrz s. 247 nn.)
oraz w Philosophy and Phenom. Res. 4 (1944), s. 341—376. W obu tych pracach zbadano
systematycznie pojecie prawdy w odniesieniu do zdan [danego)] jezyka. Patrz takze R. Carnap,
Mon. Hefte f. Math. u. Phys.} 4 (1934), s. 263.7

O racjach lezacych u podstaw twierdzen o niezupetno$ci méwit Godel wyraznie
takze w odpowiedzi na list A.-W. Burksa. Odpowiedz ta zostala przytoczona w ksigz-
ce von Neumanna Theory of Self-Reproducing Automata, 1966, s. 55—56. Godel pi-
sak:

Mysle, ze moje twierdzenie, na ktére powotuje si¢ von Neumann, to ani nie twierdzenie o ist-
nieniu zdan nierozstrzygalnych, ani nie twierdzenie na temat dhugo$ci dowodéw, lecz raczej
fakt, iz petny opis epistemologiczny je¢zyka A4 nie moze by¢ podany w samym j¢zyku A, ponie-
waz pojecia prawdy zdan A nie mozna zdefiniowaé w A. To wlasnie to twierdzenie jest praw-
dziwg racja istnienia zdan nierozstrzygalnych w systemach sformalizowanych zawierajacych
arytmetyke. Nie sformutowatem go jednak wyraznie w swojej pracy z 1931 roku; zrobitem to
dopiero w wykiadach z Princeton z roku 1934. To samo twierdzenie zostalo udowodnione przez
Tarskiego w jego pracy na temat pojecia prawdy opublikowanej w 1933 roku w Act. Soc. Sci.
Lit. Vars., thumaczenie [angielskie] na stronach 152—278 [ksiazki) Logic, Semantics and Me-
tamathematics.®

%7 For a closer examination of this fact see A. Tarski’s papers published in: Trav. Soc. Sci. Lettr.
de Varsovie, Cl. 111, No. 34, 1933 (Polish) (translated in: Logic, Semantics, Metamathematics. Pa-
pers from 1923 to 1938 by A. Tarski, see in particular p. 247 ff.) and in Philosophy and Phenom.
Res. 4 (1944), p. 341—376. In these two papers the concept of truth relating to sentences of a lan-
guage is discussed systematically. See also: R. Carnap, Mon. Hefte f. Math. u. Phys. 4 (1934),
p. 263,

% 1 think the theorem of mine which von Neumann refers to is not that on the existence of unde-
cidable propositions or that on the length of proofs but rather the fact that a complete epistemologi-
cal description of a language 4 cannot be given in the same language 4, because the concept of truth
of sentences of 4 cannot be defined in A. It is this theorem which is the true reason for the existence
of the undecidable propositions in the formal systems containing arithmetic. I did not, however,
formulate it explicitly in my paper of 1931 but only in my Priceton lectures of 1934. The same the-
orem was proved by Tarski in his paper on the concept of truth published in 1933 in Act. Soc. Sci.
Lit. Vars., translated on pp. 152—278 of Logic, Semantics and Metamathematics.
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Dlaczego Godel unikat pojecia prawdy? Odpowiedz na to pytanie mozna znalez¢é
w wykreslonym fragmencie szkicu odpowiedzi Gédla na list Balasa. Gédel pisat tam:

Jednakze na skutek filozoficznych przesadow naszych czaséw: 1. nikt nie szukal dowodu
wzglednej niesprzecznoéci, poniewaz za aksjomat uchodzito to, ze dowéd niesprzecznosci musi
by¢ finitystyczny, aby w ogdle miat sens; 2. pojecie obiektywnej prawdy matematycznej jako
przeciwstawione dowodliwo$ci bylo traktowane z najwigksza podejrzliwoscia i powszechnie
odrzucane jako bezsensowne.”

Dochodzimy w ten sposob do wniosku, ktéry Feferman sformutowat w (1984)

Gédel obawiat sig, ze praca zakladajaca takie pojecie [tj. pojecie prawdy matematycznej —
RM] zostataby odrzucona przez gtéwnych specjalistow od podstaw matematyki, wéréd ktérych
dominowaty wowczas idee Hilberta. Probowat wigc wyekstrahowaé z niej wyniki, ktore miaty-
by w petni sens nawet dla tych, ktorzy unikaja wszelkich metod niefinitystycznych w matema-
tyce.”

Zauwazmy jednak, ze cho¢ Godel probowatl unikaé stosowania pojeé nieakcep-
towanych przez 6wczesny «establishment» w podstawach matematyki, to jego wlasna
filozofia matematyki byfa w istocie platoniska. By przekonany, ze:

To wiasnie antyplatonski przesad uniemozliwit innym doj$cie do moich wynikéw. Ten fakt jest
jasnym dowodem na to, ze przesad ten jest blgdem.*!

Nalezy zaznaczy¢, ze Tarski byl wolny od tego rodzaju ograniczen. Istotnie,
w Szkole Lwowsko-Warszawskiej nie formutowano zadnych wstgpnych ograniczefh
przed przystapieniem do wiasciwych badan. Gtéwnymi wymaganiami, ktore stawiano
badaniom bylo zadanie jasnosci, unikanie myslenia spekulatywnego oraz sceptycyzm
w stosunku do zasadniczych probleméw filozofii tradycyjnej. Podstawowa metoda,
ktora nalezalo stosowac, byla analiza logiczna. Szkola Lwowsko-Warszawska nie
byta tak radykalna w swym krytycyzmie wobec metafizyki jak Koto Wiedenskie.*

Tarski przy rozmaitych okazjach podkreslat, ze badania matematyczne i logiczne
nie powinny by¢ ograniczane przez zadne ogélne poglady filozoficzne. W szczegdl-
nosci w (1930) pisal:

 However in consequence of the philosophical prejudices of our times: 1. nobody was looking
for a relative consistency proof because [it] was considered axiomatic that a consistency proof must
be finitary in order to make sense; 2. a concept of objective mathematical truth as opposed to de-
monstrability was viewed with greatest suspicion and widely rejected as meaningless.

% Gédel feared that work assuming such a concept [i.e., the concept of mathematical truth —
RM] would be rejected by the foundational establishment, dominated as it was by Hilbert’s ideas.
Thus he sought to extract results from it which would make perfectly good sense even to those who
eschewed all non-finitary methods in mathematics.

3! 1t was the anti-Platonic prejudice which prevented people from getting my results. This fact is
a clear proof that the prejudice is a mistake. (Por. Wang Hao, 1996, s. 83).

32 Por. na przyktad Wolenski (1989) i (1995).
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Na zakonczenie nalezy zauwazy¢, ze w pracy tej nie przyjmujemy zadnego szczegdlnego po-
gladu w zakresie podstaw matematyki.”

A w pracy (1954) pisat:

Za istotny wkiad szkoty polskiej w rozwdj metamatematyki mozna uwazac fakt, iz od samego
poczatku dopuszczano w badaniach metamatematycznych wszelkie owocne metody, zaréwno
finitystyczne, jak i niefinitystyczne,>*

W zwiazku z tym Tarski — nie ukrywajac swych sympatii dla nominalizmu —
swobodnie stosowat w swych badaniach logicznych i matematycznych abstrakcyjne
i ogdlne pojecia, ktérych nominalisci starali sig¢ unikac.

Tarski w swojej stynnej pracy z 1933 roku nie tylko pokazat niedefiniowalnos¢
pojecia prawdy, ale przede wszystkim — i to jest jego gtéwna zastuga — podat $cista
indukcyjna definicj¢ spetniania i prawdziwosci. W zwiazku z tym warto zapytac, czy
Godel widzial konieczno$¢ analizy pojecia prawdy (zauwazmy, Zze w swojej rozpra-
wie doktorskiej Uber die Vollstandigkeit des Logikkalkiils (1929) i w pracy ,,Die
Vollstiindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils” (1930) o pelnosci ra-
chunku predykatéw pierwszego rzgdu stosowat on intuicyjne pojecie prawdy, podob-
nie jak Léwenheim czy Skolem). Odpowiedz jest pozytywna. Ot6z w liscie do Car-
napa z 11 wrzeénia 1932 roku pisat:

Na podstawie tych pomystéw podam w drugiej czg¢sci swojej pracy definicje [poje¢cia] ,,praw-
dziwosci”.*

Kohler wyjasnia w (1991), ze ,,druga cz¢$¢ mojej pracy” oznacza tutaj projekto-
wang wspolnie przez Godla i Heytinga pracg przegladowa (dla Springer-Verlag, Ber-
lin) na temat aktualnie prowadzonych badan w logice matematyczne). Heyting napisat
swoja cze$¢, czgs¢ zas, ktéra mial napisa¢ Godel, nigdy nie powstata (powodem byly
tu chyba jego klopoty zdrowotne). Mozna przypuszczaé, ze Godel zamierzat rozwi-
na¢ w niej teori¢ prawdy na podstawie teorii mnogosci.

Twierdzenie Godla o petnosci logiki pierwszego rzedu i jego odkrycie fenomenu
niezupetnosci wraz z niedefiniowalno$cia pojgcia prawdy z jednej strony oraz fakt
definiowalno$ci pojgcia formalnej dowodliwo$ci z drugiej pokazaly, ze nie mozna
traktowac tej ostatniej jako analizy prawdy — ze dowodliwo$¢ jest w istocie czyms$
stabszym niz prawdziwo$c. W ten sposéb okazalo si¢, ze marzenia Hilberta, by
usprawiedliwi¢ i ugruntowa¢ matematyke¢ klasyczng przy pomocy srodkéw finitys-
tycznych nie daja sig w pelni zrealizowaé. Wyniki te wraz z definicjq Tarskiego poj¢-

* In conclusion it should be noted that no particular philosophical standpoint regarding the fo-
undations of mathematics is presupposed in the present work.
3 As an essential contribution of the Polish school to the development of metamathematics one can
regard the fact that from the very beginning it admitted into metamathematical research all fruitful
methods, whether finitary or not.

% Ich werde auf Grund dieses Gedankens im II. Teil meiner Arbeit eine Definition filr ,,wahre”
geben (cytat wedtug Kéhler, 1991).
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cia prawdy (w strukturze) oraz pracami Carnapa na temat skladni logicznej pozwolity
na wyodrebnienie i uksztaltowanie w latach trzydziestych syntaktyki i semantyki.

Nalezy jednoczesnie doda¢, ze Godel podzielat Hilbertowski ,,optymizm racjo-
nalistyczny” (by uzy¢ tu zwrotu Hao Wanga) — jesli chodzi o dowody niesformali-
zowane. Istotnie, traktowal on matematyke jako system prawd, ktdry jest zupemmy
w tym sensie, ze ,kazde precyzyjnie sformutowane pytanie matematyczne, na ktore
odpowiedz brzmi ,tak” lub ,;nie”, musi mieé jednoznaczna odpowiedz™*¢ (por. Godel,
1970). Odrzucat jednak — w $wietle twierdzenia o niezupeno$ci — mysl, ze pod-
stawg tych prawd jest ich dowodliwo$¢ na podstawie aksjomatow. W swym wykla-
dzie z 1951 roku Godel rozréznit system wszystkich prawdziwych zdafi matematycz-
nych i system wszystkich dowodliwych zdah matematycznych, nazywajac je, odpo-
wiednio, ,,matematyka w sensie obiektywnym” i ,,matematyka w sensie subiektyw-
nym”. Twierdzit tez, ze zaden system aksjomatyczny nie moze w peni obja¢ mate-
matyki obiektywne;j.

4. Twierdzenia Godla pokazaty, ze nie mozna osiagnaé calej prawdy za pomoca
dowodliwosci — czyli za pomocy finitystycznych metod syntaktycznych (jak to pro-
ponowat w swym programie Hilbert). Prawda moze by¢ jedynie aproksymowana za
pomocg dowodliwosci. W tej sytuacji mozna bylo postawi¢ pytanie, jak nalezy roz-
szerzy¢ finitystyczny punkt widzenia Hilberta.

Hilbert w wykladzie wygtoszonym w Hamburgu w grudniu 1930 roku (por. Hil-
bert, 1931) zaproponowat przyj¢cie nowej reguly wnioskowania. Miata to by¢ regula
podobna do @m-reguly, ale o charakterze raczej niesformalizowanym, przez co system
otrzymany przez jej dolaczenie bytby semi-sformalizowany. Hilbert proponowat mia-
nowicie, by w wypadku formuly bezkwantyfikatorowej 4(z), dla ktérej pokazano za
pomoca metod finitystycznych, ze 4(z) jest poprawna (richtig) dla kazdego podsta-
wienia liczebnika w miejsce z, dopuscié jej uniwersalne domkniecie, tj. formute Vz
A(z) jako nowa przestanke (dusgangsformel) w dalszych dowodach.

We wstepie do pierwszego tomu opublikowanej wspolnie z Bernaysem monogra-
fii Grundlagen der Mathematik (1934/1939) Hilbert pisat:

Gloszona czasem opinia, iz z wynikéw Gédla wynika nierealizowalno$é mojej teorii dowodu,
okazuje si¢ btedna. Wynik ten pokazuje w istocie tylko, ze w wypadku bardziej zaawansowa-
nych dowodéw niesprzecznosci stosowaé nalezy skoficzony punkt widzenia w glebszym sensie
niz to jest konieczne w wypadku rozwazania formalizméw elementarnych.”’

% Every precisely formulated yes-or-no question in mathematics must have a clear-cut answer.

*" Die zeitweilig aufgekommene Meinung, aus gewissen neueren Ergebnissen von Gédel folge
die Undurchfiihrbarkeit meiner Beweistheorie, als irrtiimlich erwiesen ist. Jenes Ergebnis zeigt in
der Tat auch nur, da man fiir die weitergehenden Widerspruchsfreiheitsbeweise den finiten Stand-
punkt in einer schérferen Weise ausnutzen mul\ss, als dieses bei der Betrachtung der elementaren
Formalismen erforderlich ist.
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Godel w wielu miejscach wskazywat na to, ze potrzebne sa nowe aksjomaty, by
rozstrzygnaé zaréwno arytmetyczne, jak i teoriomnogo$ciowe zdania nierozstrzygal-
ne. W przypisie 48" do pracy (1931) pisat:

Prawdziwa przyczyna niezupelnosci, ktéra zwigzana jest z wszelkimi systemami sformalizo-
wanymi w matematyce, lezy, jak to zostanie pokazane w czgéci Il tej pracy, w tym, ze tworze-
nie ciagle wyzszych typéw mozna przedtuza¢ w pozaskonczono$é (por. Hilbert, 1926, s. 184),
podczas gdy w kazdym systemie sformalizowanym mamy ich jedynie co najwyzej przeliczalnie
wiele. Mozna pokazaé, ze wskazane tutaj zdania nierozstrzygalne stang si¢ rozstrzygalne po
dotaczeniu odpowiednich wyzszych typéw (na przykiad typu @ do systemu P). Co$§ podobnego
zachodzi takze dla systemu aksjomatycznego teorii mnogosci.*®

W pracy (19317, s. 34) stwierdza, Ze ,,istnieja problemy teorioliczbowe, ktore
mozna rozwigzac nie za pomoca metod teorii liczb, lecz jedynie za pomoca metod
analitycznych czy tez teoriomnogosciowych.” W (1933, s. 48) pisat za$, ze ,istnieja
zdania arytmetyczne, ktérych nie mozna dowie$¢ nawet w analizie, a ktére moga by¢
uzyskane jedynie za pomoca metod stosujacych duze nieskoniczone liczby kardynalne
czy podobne érodki.”® W (1972) (jest to poprawiona i rozszerzona wersja angielska
pracy (1958)) Godel twierdzil, ze konkretne srodki finitystyczne sa niewystarczajace
dla dowodu niesprzecznosci elementarne;j teorii liczb oraz ze trzeba tu uzy¢ pewnych
poje¢é abstrakcyjnych.

W pracy (1946) Goédel wyraznie sugerowat koniecznos$¢ stosowania coraz to sil-
niejszych teorii pozaskoniczonych, by uzyska¢ nowe twierdzenia arytmetyczne. Pisat
tam (s. 151):

Rozwazmy dla przyktadu pojgcie dowodliwoéci. Wiadomo, Ze niezaleznie od tego, w jaki spo-
s6b sprecyzuje si¢ je za pomoca formalizmu, rozwazanie tego formalizmu prowadzi do nowych
aksjomatow, ktére sa dokltadnie tak samo oczywiste i uzasadnione jak te, od ktérych zaczynali-
$my i Ze ten proces rozszerzania mozna iterowaé¢ w pozaskonczono$¢. Nie istnicje zatem jeden
formalizm, ktéry obejmowatby wszystkie te kroki; nie wyklucza to jednak, ze wszystkie te kro-
ki (czy przyjnajmniej wszystkie te, ktore daja co§ nowego w zakresie interesujacych nas zdan)
moga by¢ opisane i zebrane razem w pewien nickonstruktywny sposéb.*!

3 Der wahre Grund fiir die Unvollstindigkeit, welche allen formalen Systemen der Mathematik
anhaftet, liegt, wie im I Teil dieser Abhandlung gezeigt werden wird, darin, daB§ die Bildung immer
hécherer Typen sich ins Transfinite fortsetzen 148t (vgl. Hilbert 1926, s. 184), wihrend in jedem
formalen System hochstens abzihlbar viele vorhanden sind. Man kann nidmlich zeigen, daB die hier
aufgestellten unentscheidbaren Sitzen durch Adjunktion passender hécherer Typen (z.B. des Types
o zum System P) immer entscheidbar werden. Analoges gilt auch fiir das Axiomensystem der Men-
genlehre.}

% Es [gibt] zahlentheoretische Probleme, die sich nicht mit zahlentheoretischen sondern nur mit
analytischen bzw. mengentheoretischen Hilfsmitteln [5sen lassen.

40 There are arithmetic propositions which cannot be proved even by analysis but only by met-
hods involving extremely large infinite cardinals and similar things.

! Let us consider, e.g., the concept of demonstrability. It is well known that, in whichever way
you make it precise by means of a formalism, the contemplation of this very formalism gives rise to
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Uwagi te zgadzaja si¢ ze stowami Carnapa, ktory w (1934, s. 274) pisak:

Wszystko w matematyce mozna sformalizowaé, ale matematyki nie mozna wyczerpa¢ za pomo-
cq jednego systemu; przeciwnie wymaga ona szeregu coraz to bogatszych jezykow.”

Uwagi powyzsze mozna poréwna¢ z uwagami Turinga z pracy (1939). We wste-
pie do niej Turing pisat:**

Znane twierdzenie Godla (1931) pokazuje, ze kazdy system logiki jest w pewnym sensie niezu-
petny, ale jednoczesnie wskazuje ono tez $rodki, za pomoca ktorych z systemu logiki L mozna
otrzymaé zupehiejszy system L’. Powtarzajac ten proces otrzymujemy ciag [systeméw] L, Ly =
L', Ly=Ly, ..., z ktérych kazdy jest zupelniejszy niz [system go] poprzedzajacy. W ten spos6b
mozna skonstruowaé logike L, taka, ze {zbi6r] twierdzen w niej dowodliwych jest réwny zbio-
rowi twierdzen dowodliwych za pomoca logik L, Ly, Ly, [...]. Postepujac w ten sposéb przypo-
rzadkowujemy kazdej konstruktywnej liczbie porzadkowej pewien system logiki. Mozna za-
pytaé, czy taki system logik jest zupelny w tym sensie, ze kazdemu problemowi 4 odpowiada
liczba porzadkowa o taka, ze 4 jest rozwiazywalne za pomoca logiki |

Takze Zermelo proponowat dopuszczenie metod nieskoficzonych w celu prze-
Zwycigzenia ograniczen ujawnionych przez twierdzenia Gédla o niezupeinosci. Zer-
melo twierdzil, ze istnienie zdan nierozstrzygalnych jest konsekwencja ograniczenia
pojecia dowodu do metod finitystycznych (méwit nawet o ,,przesadzie finitystycz-
nym”). Utrzymywal, Zze sytuacj¢ t¢ mozna zmieni¢ uzywajac ogoélniejszego «sche-
matu» dowodéw. Zermelo miat na my$li logike infinitarna, w ktérej dopuszcza si¢
formuty nieskoniczenie dhugie i reguty wnioskowania o nieskoficzenie wielu przestan-
kach. Sadzit, ze w takiej logice ,,wszystkie zdania sa rozstrzygalne”. Dodajmy jednak,
ze Zermelo pojmowal dow6d nie jako formalng dedukcj¢ z danych aksjomatéw, lecz
jako metamatematyczne ustalenie prawdziwosci czy fatszywos$ci rozwazanego zdania.
Tak wigc rozwazania syntaktyczne nie odgrywaty u niego zadnej roli.

new axioms which are exactly as evident and justified as those with which you started, and that this
process of extension can be iterated into the transfinite. So there cannot exist any formalism which
would embrace all these steps; but this does not exclude that all these steps (or at least all of them
which give something new for the domain of propositions in which you are interested) could be de-
scribed and collected together in some non-constructive way.

2 glles Mathematische ist formalisierbar; aber die Mathematik ist nicht durch Ein System ers-
chdopfbar, sondern erfordert eine Reihe immer reicherer Sprachen.

3 W sprawie pomyshu Turinga por. takze prace Fefermana (1962) i (1988).

4 The well-known theorem of Godel (1931) shows that every system of logic is in a certain sen-
se incomplete, but at the same time it indicates means whereby from a system L of logic a more
complete system L’ may be obtained. By repeating the process we get a sequence L, Ly = L', Ly =Ly,
..., each more complete than the proceeding. A logic L, may then be constructed in which the
provable theorems are the totality of theorems provable with the help of logics L, Ly, Ly, ... Proce-
eding in this way we can associate a system of logic with any constructive ordinal. It may be asked
whether such a sequence of logics of this kind is complete in the sense that to any problem 4 there
corresponds an ordinal o such that 4 is solvable by means of the logic L.
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5. PrzedstawiliSmy powyzej, jak dojrzewala $wiadomo$¢ réznicy pomigdzy
prawdziwoscia a dowodliwo$cia w matematyce. Wskazali$my przy tym na rolg, jaka
w tym procesie odegraty wyniki Godla o niezupetnosci teorii sformalizowanych oraz
na proby przezwycigzenia tych ograniczen poprzez rezygnacj¢ z warunku finitystycz-
nosci i dopuszczenie metod infinitarnych w pojgciu dowodu matematycznego. Na za-
koficzenie nalezy zwrdci¢ uwage na jedna jeszcze kwestig, a mianowicie na istotne
znaczenie dla dyskutowanego problemu przyjmowanych zatozen filozoficznych. Otéz
dla $cistych formalistow oraz dla intuicjonistow problem rozréznienia pomi¢dzy
prawda a dowodem w ogo6le nie istnieje. Dla nich bowiem twierdzenie matematyczne
jest prawdziwe, gdy jest dowodliwe, przy czym dowody pojmuja oni jako nasze wias-
ne konstrukcje syntaktyczne czy mentalne. Z kolei dla zwolennik6w platonizmu (rea-
lizmu) w filozofii matematyki sytuacja jest diametralnie rézna. Mozna powiedzie¢, ze
to wiasnie platoniskie podej$cie do matematyki umozliwito Godlowi zaréwno samo
postawienie problemu, jak réwniez doprowadzito go do zrozumienia i wykazania
réznicy pomiedzy dowodliwoscia a prawdziwoscia.*
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