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Bozena Czemecka

Zasada wylaczonego Srodka a logika intuicjonistyczna

Rola zasady wylaczonego $rodka uwidacznia si¢ najlepiej w sporze migdzy kla-
sycznym a intuicjonistycznym (scil. konstruktywistycznym) stanowiskiem w filozofii
matematyki. Znane jest takze jej znaczenie dla rozwiazania fundamentalnej kontro-
wersji filozoficznej migdzy realizmem a idealizmem.' Zdaniem K. Ajdukiewicza, od-
rzucenie metalogicznej zasady wylaczonego $rodka prowadzi do rezygnacji z kla-
sycznego pojecia prawdy, utozsamienia pojgcia zdania prawdziwego z pojeciem tezy,
a w konsekwencji do idealizmu. W pracy tej nie bgdg si¢ jednak zajmowac zagadnie-
niem stosunku tej zasady do sporu o realizm, lecz jej zwigzkiem z intuicjonizmem.

Jak wiadomo, funkcjonuje logiczna (ontologiczna) i metalogiczna (semantyczna)
wersja zasady wylaczonego §rodka. Pierwsza glosi, ze z dwdch sprzecznych stanéw
rzeczy jeden istnieje (zapis formalny: p v ~p). Druga brzmi: z dwdch zdan sprzecz-
nych zawsze jedno jest prawdziwe (kazde zdanie jest prawdziwe lub falszywe). Za-
pytajmy, ktora z nich mial na myéli twérca intuicjonizmu, L.E.J. Brouwer,” gdy

! Zagadnienie to omawiaja prace K. Ajdukiewicza: ,,Problemat transcendentalnego idealizmu
w sformutowaniu semantycznym”, [w:] tenze, Jezyk i poznanie, t. I, Warszawa 1985, s. 264—277,
oraz ,Epistemologia i semiotyka”, [w:] tenze, Jezyk i poznanie, t. 11, Warszawa 1985, s. 107—126,
a takze artykut M. Przeleckiego ,,Zasada wylaczonego $rodka a zagadnienie idealizmu”, Studia Fi-
lozoficzne 7—8 (1982), s. 89—99. Z drugiej strony szereg prac na ten temat opublikowali wspot-
cze$ni antyreali§ci (w nowej, semantycznej wersji): M. Dummett, D. Prawitz, P. Martin-L6f,
N. Tennant. Uwagi porzadkujace w sprawie sporu realizm-idealizm (antyrealizm) zawiera ksiazka
J. Wolenskiego, Metamatematyka i epistemologia, Warszawa 1993, s. 285—294, natomiast w spra-
wie sporu realizm—antyrealizm semantyczny — praca T. Szubki ,,Nowy ksztalt sporu o realizm”,
Roczniki Filozoficzne KUL 42 (1994), z. 1, 5. 161—194.

2 The Unreliability of the Logical Principles”, [w:] tenze, A. Heyting (red.), Collected Works,
vol. 1. Philosophy and Foundations of Mathematics, Amsterdam — Oxford — New York 1975,
s. 107—111.
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w 1908 r. napisal, ze zasad¢ wylaczonego srodka trzeba odrzucié z racji jej niepo-
prawnosci, a w pozniejszej pracy’ dodat, ze mimo iz obowiazuje ona w odniesieniu
do codziennych zjawisk zewngtrznego $wiata, wiara w jej 0golng obowiazywalnosé
Jjest podobna do wiary w wymierno$¢ liczby 7 lub w ruch firmamentu wokét Ziemi.

Ot6z w matematyce istnieja kontrprzyktady dla omawianej zasady. Kontrprzy-
ktad Brouwera — w postaci uogélnionej — jest nastepujacy. Zdefiniujmy wiasnosé
F, taka ze:

(2) Dla kazdej liczby naturalnej mozna wykaza¢, ze posiada ona wlasno$é F, lub
mozna wykazac, ze nie posiada ona wilasnosci F.

Lecz:

(b) Nie jest znana zadna metoda skonstruowania liczby posiadajacej wlasnosé F,
a ponadto:

(c) Nie udowodniono, ze zalozenie, iz konstrukcja takiej liczby zostata wykona-
na, prowadzi do sprzecznosci.

Wobec tego, wedle Brouwera, wyrazenia:

(d) liczba naturalna posiadajaca wlasno$¢ F istnieje lub liczba naturalna posiada-
jaca F nie istnieje
nie mozna uzna¢. Co wigcej, nie mieliby$Smy prawa uzna¢ wyrazenia (d), nawet gdy-
by z zalozenia, ze liczba posiadajaca whasnoéé F nie moze zostaé skonstruowana,’
zostata wyprowadzona sprzeczno$¢. Przywolajmy jeszcze inny kontrprzyktad dla za-
sady wytaczonego $rodka podany przez ucznia Brouwera, A. Heytinga.® Wychodzi on
od poréwnania dwéch definicji liczb naturalnych:

(I) Liczba k jest najwigksza liczba pierwsza taka, ze k1 jest takze liczbg pierw-
sza lub k=1, jezeli taka liczba nie istnieje.

(I) Liczba / jest najwigksza liczba pierwsza taka, ze /-2 jest takze liczba pierw-
sza lub /=1, jezeli taka liczba nie istnieje.

Na gruncie matematyki klasycznej nie ma réznicy migdzy tymi definicjami, na-
tomiast dla intuicjonistow wazne jest to, ze k moze by¢ wyliczona (k=3), podczas gdy
niec mamy zadnej metody wyliczenia /. Nie wiadomo bowiem, czy ciag liczb pierw-
szych blizniaczych p, p+2 jest skoniczony — czy nie. W zwigzku z tym intuicjonisci
odrzucaja (II) jako definicj¢ liczby naturalnej, gdyz uwazaja, ze liczba naturalna jest
dobrze zdefiniowana tylko wtedy, gdy dana jest metoda jej wyliczenia. W ten sposob
dochodzi do odrzucenia zasady wytaczonego srodka.

®  Historical Background, Principles and Mecthods of Intuitionism”, [w:] tenze, Collected
Works...,s. 508—515.

* Tamze, s. 510.

’ Wida¢ wiec, iz odrzucenic zasady wylaczonego $rodka w logice intuicjonistycznej jest zwia-
zane z odrzuceniem mocnej zasady podwdjnej negacji: ——p — p (znak ,,—” jest tu symbolem in-
tuicjonistycznej negacji).

S Intuitionism. An Introduction, Amsterdam 1966, s. 1—2.
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Heyting méwi takze o statej Eulera, ktéra oznacza przez ,,C”. Stala Eulera defi-
N

niuje si¢ jako lim(Z—}c-—- log n). Nie wiadomo, czy C jest wymierna, czy nie. Zatem
n=yee f)

nie jest mozliwe okreslenie jej pozycji w stosunku do kazdej liczby wymiernej —
czyli istnieja liczby wymierne, ktére moga by¢ tak skonstruowane, ze nie wiemy, czy
sa one mniejsze od C, czy nie. Heyting proponuje rozwazenie formuly, za pomoca
ktorej definiuje si¢ C. C jest granicg ciagu

1 1 1 1 1 1
- —logl), (=+——log2), (-+—+=—1log3), ....
(1 g)(1 3 0g2) (1 >3 g3)

Problem polega na tym, ze ciag ten jest nieskoriczony — chociaz wiemy, jak kon-
struowac kolejne wyrazy tego ciagu, o zadnym z nich nie potrafimy powiedzieé, ze
jest on ostatni. A wi¢c nie jest mozliwe obliczenie wszystkich jego wyrazow.
W szczeg6lnosci nie wiadomo, czy istnieje liczba naturalna N taka, ze po N wyrazach
ciagu mozna zdecydowac¢, ze pewna liczba wymierna W jest mniejsza od C lub ze C
jest mniejsza od W — czy tez nie istnieje zadna taka liczba naturalna N, w ktérym to
wypadku W rowna si¢ C. Heyting rozumuje nast¢pujaco:

Istnienie N nie oznacza nic innego, jak tytko mozliwos¢ faktycznego skonstruowania liczby
o wymaganej wlasno$ci, za$ nie-istnienie N oznacza mozliwo$¢ wyprowadzenia sprzecznosci
z tej wlasno$ci. Poniewaz nie wiemy, czy ktéra$ z tych mozliwosci zachodzi, czy nie — nie
mozemy twierdzié, ze N istnieje lub ze N nie istnicje. W tym sensie mozna powiedzieé, ze pra-
wo wylaczonego $rodka tutaj nie obowiazuje.”

Wspolczesni autorzy w celu wykazania nieobowiazywalnosci zasady wytaczone-
go $rodka czesto postuguja si¢ przyktadem dotyczacym wiasnosci Goldbacha.® Ar-
gumentem przeciwko tej zasadzie ma byc¢ to, iz (jak dotychczas) ani nie udowodnio-
no, ze kazda liczba parzysta wi¢ksza niz 2 posiada wlasno$¢ Goldbacha, ani nie udo-
wodniono, Ze istnieje liczba parzysta wigksza niz 2, ktéra nie posiada wiasnosci
Goldbacha.

Dokonajmy teraz analizy kontrprzykladéw intuicjonistycznych, aby odpowiedzie¢
na pytanie, co (i dlaczego) wlasciwie intuicjonisci staraja si¢ obali¢: czy metalogiczng
zasad¢ wylaczonego $rodka, czy zasadg logiczng, czy tez — skoro na gruncie kla-
sycznej definicji prawdy zasady te sa rownowazne’ — jedna i druga, albo samo kla-
syczne pojgcie prawdy, czy moze jeszcze co$ innego. Oczywiscie te sprawy sg po-
wigzane ze sobg, tak ze np. odrzucenie metalogicznej zasady wylaczonego srodka
prowadzi do odrzucenia klasycznej definicji prawdy, a takze do odrzucenia zasady

" A. Heyting, ,,The Intuitionist Foundations of Mathematics”, [w:] P. Benacerraf, H. Putnam
(red.), Philosophy of Mathematics, Oxford 1964, s. 43.

8s.C. Kleene, Introduction to Metamathematics, Amsterdam—Groningen 1952, s. 47--48;
S. Komer, What is Philosophy? One Philosopher s Answer, London 1969, s. 54.

K. Ajdukiewicz, ,,Problemat...”, s. 275.
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dwuwartosciowosci (bedacej koniunkcja metalogicznej zasady wylaczonego srodka
i metalogicznej zasady niesprzecznosci).

Wracajac do przyktadu Heytinga: z intuicjonistycznego punktu widzenia definicja
(1) stataby si¢ poprawna, gdyby zostal rozwiazany problem liczb pierwszych bliznia-
czych. Tymczasem, jak dotad, nie udowodniono ani twierdzenia gloszacego, ze ist-
nieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych blizniaczych, ani twierdzenia gloszacego,
ze ich liczba jest skoniczona. Wobec tego nalezy odrzuci¢ formutg, ktora — w opinii
intuicjonistéw — jest poprawnym podstawieniem zasady wylaczonego srodka: mozna
wykazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych blizniaczych lub mozna
wykazaé, ze ich liczba jest skoficzona. Podobnie jest z pozostatymi przyktadami
podanymi przez intuicjonistow. Rozwazmy przykiad dotyczacy wiasno$ci Goldbacha.
Intuicjonisci odrzucaja formulg: Mozna wykazaé, ze kazda liczba parzysta wigksza
niz 2 posiada wiasnosé Goldbacha lub mozna wykazaé, ze istnieje liczba parzysta
wigksza niz 2, ktdra nie posiada wiasnosci Goldbacha. Trzeba przy tym dodaé, ze
zwrot ,,mozna wykaza¢” intuicjonisci identyfikuja ze zwrotem ,;mozna udowodni¢”
lub lepiej ze zwrotem ,,mozna konstruktywistycznie (intuicjonistycznie) udowodnié”.

Tymczasem logiczng zasad¢ wylaczonego $rodka (a taka zdaja si¢ tu intuicjonisci
rozwazaé) mozna ogolnie odczytac jako: ,Jest tak, ze ..., lub nie jest tak, ze ...”. Po-
prawne jej podstawieniem wygladatoby tu: ,Jest tak, ze kazda liczba parzysta wigk-
sza niz 2 posiada wlasno$¢ Goldbacha, lub nie jest tak, ze kazda liczba parzysta
wigksza niz 2 posiada wiasnosé Goldbacha (czyli jest tak, ze istnieje liczba parzysta
wiegksza niz 2, ktora nie posiada wlasnosci Goldbacha)”. Powtdrzmy wigc, Ze intu-
icjonistyczne ,,Mozna udowodni¢, ze p lub mozna udowodnié, ze nie-p” nie jest po-
prawnym podstawieniem zasady wylaczonego $rodka przyjmowanej w logice kla-
sycznej.

Dlaczego intuicjonisci w taki sposob interpretuja omawiana zasade? Wedle
W.v.0. Quine'a, jesli jakis logik odrzuca formulg ,p lub nie-p”, to czyni tak dlatego,
ze odrzuca klasyczng negacje lub alternatywe. Intuicjonista faktycznie ,,przyznaje, ze
przypisuje terminom matematycznym [a wigc m.in. funktorom logicznym — B.Cz.]
znaczenia inne niz te, jakie nadaje im matematyk klasyczny, ale utrzymuje tez, iz zna-
czenia klasyczne sa niespdjne i wyrastaja z niezrozumienia przez jego oponenta tego,
jak funkcjonuje jezyk matematyczny. Tak wigc odpowiedZ na pytanie, jak mozna
kwestionowaé podstawowe prawo logiczne, brzmi, ze u podstaw sporu o logike lezy
bardziej fundamentalny spor o poprawny model znaczenia, czyli o to, co powinni§my
uwazac za konstytuujace rozumienie zdania.”'® Nie bede si¢ tu wdawaé w dyskusje,

'° M. Dummett, Logiczna podstawa metafizyki, Warszawa 1998, s. 32—33. Z faktu, ze kazdy
spor dotyczacy poprawnosci jakiego$ prawa logiki odzwierciedla rozbiezno$¢ znaczen przypisywa-
nych statym logicznym w tym prawie wystgpujacym, nie wynika, zdaniem Dummetta, Ze jest to spor
czysto werbalny. Wyréznia on dwojakiego rodzaju spory o znaczenia: (1) pojgciowo banalne — gdy
datoby sie go rozstrzygnaé przez wprowadzenie dwoch nowych stéw, pierwszego o znaczeniu przy-
pisywanym spornemu stowu przez proponenta, drugiego o znaczeniu przypisywanym temu stowu
przez oponenta; (2) koncepcyjnie gtebokie — przynajmniej jedna ze stron sporu twierdzi, ze zna-
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czy i ewentualnie dlaczego znaczenia funktoréw wystgpujacych np. w klasycznym
rachunku zdan sa niesp6jne i co by to miato znaczy¢.

Heyting, jak wiadomo, podat tzw. teoriodowodowsa interpretacj¢ statych logicz-
nych logiki intuicjonistycznej; u jej podstaw lezy idea, ze przyjac jakas formul¢ jako
twierdzenie matematyczne — to tyle, co mie¢ dowdd tej formuty." Zblizona do niej
propozycje przedstawit E.J. Lemmon.'? Ten ostatni uwaza, iz intuicjonisci uzywaja
odmiennego klucza interpretacyjnego (czyli sposobu przyporzadkowania symbolom
formalnym stéw jezyka naturalnego) od klucza uzywanego przez logikéw klasycz-
nych. Oto przedstawiony przezen klucz interpretacyjny dla funktoréw rachunku Hey-
tinga:

1) ,...A .= Jesttak, ze ... i...7,

2) ... v ...” — ,Mozna wykaza¢, ze jest tak, ze ... lub mozna wykazaé, ze jest
tak, ze ...”,

3),... = ...” — ,Mozna wykazac¢, ze jesli mozna wykazac, ze jest tak, ze ..., to
mozna wykazaé, ze jest tak, ze ...”,

4) ,~ ...” - ,,Mozna wykazaé, ze zalozenie, Ze ..., prowadzi do sprzecznosci”
lub ,Mozna wykazaé, ze nie jest tak, ze mozna wykazac, ze ...”,
przy czym zwrot ,,mozna wykazaé, ze ...” nalezy rozumieé jako ,istnieje efektywna
procedura wykazania, ze ...”.

Ostatecznie wigc logiczna zasada wylaczonego srodka wychodzi nietknigta
z krytyki intuicjonistycznej. Co wigcej, intuicjonisci zdaja si¢ w ogodle nie by¢ nia za-
interesowani.'> Wobec powyzszego, wydaje si¢ dos¢ zaskakujacym fakt, ze intuicjo-
nisci deklaruja odrzucenie logicznej zasady wylaczonego Srodka (tak nazywaja wzor
P v —-p), ktéra nie da si¢ wyprowadzi¢ w logice Heytinga przedstawionej w postaci
aksjomatycznego systemu dedukcyjnego. (Teza tego systemu jest natomiast formuta
——(p v —p), zwana ,,zasada absurdalnosci absurdalnosci wytaczonego $rodka”.)

Intuicjonidci w szczegdlnosci nie zaprzeczaja ogolnej waznosci podstawienia kla-
sycznej zasady p v ~p:

+p v ~+p (gdzie ,,+” oznacza funkcj¢ dowodliwosci),
ktore mozna odczytaé jako: (Jest tak, ze) konstrukcja dowodzaca zdania p zostata
wykonana lub (nie jest tak, ze) konstrukcja dowodzaca zdania p zostala wykonana.
Nie jest ono jednak zdaniem matematycznym' i dlatego nie interesuje intuicjonisty.

czenia przypisywane przez t¢ drugg strong nie sa spdjne. Réznice pogladéw dotyczace znaczen sta-
tych logicznych rzadko bywaja, wedle Dummetta, pojgciowo banalne.

' A. Heyting, Intuitionism..., s. 98—99.

12 E.J. Lemmon, G.P. Henderson, ,,Is There Only One Correct System of Modal Logic?”, Aris-
totelian Society Supplement 33 (1959), s. 25—34.

'3 M. Przetecki uwaza, ze logiczna zasada wylaczonego $rodka jest nienaruszalna — nalezy do
prawdziwych zdan jezyka przedmiotowego (,,Zasada...”, s. 93). Wedle J. Jadackiego niezwykle
rzadko mozna spotkaé si¢ z pogladem, ze $wiat jest zbudowany niezgodnie z ta zasada (Spor o gra-
nice poznania. Prolegomena do epistemologii, Warszawa 1985, s. 125).

' Jest tak dlatego, ze wystgpuje tu negacja, ktéra Heyting nazywa ,negacja faktualng”, podczas
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Natomiast intuicjonistyczna zasad¢ wylaczonego srodka (a wigc co najwyzej analo-
gon zasady klasycznej) mozna by zapisa¢ w postaci:

+pv—p"

i odczyta¢: Mozna udowodnic, ze (jest tak, ze) p lub mozna wyprowadzi¢ sprzecz-
nos¢ z zalozenia, ze konstrukcja dowodzaca (ze jest tak, ze) p zostata wykonana. In-
nymi stowy, mamy racje, aby przyja¢ zdanie p, lub mamy racje, aby przyja¢ jego ne-
gacj¢. Uzywajac terminologii Lemmona: istnieje efektywna procedura wykazania, ze
p, lub istnieje efektywna procedura wykazania, ze nie-p.'® Tak zinterpretowana for-
muta jest oczywiscie fatszywa i stusznie ja intuicjonisci odrzucaja.

Jak z kolei wyglada sprawa z metalogiczna zasada wylaczonego $rodka? Innymi
stowy, czy kazde zdanie na gruncie intuicjonizmu jest prawdziwe lub falszywe? Aze-
by odpowiedzie¢ na to pytanie, trzeba wczedniej zajaé si¢ samym pojeciem prawdy.
W rozumieniu intuicjonistéw prawda i dowdd sg bardzo $cisle powiazane. W przeci-
wienstwie do klasycznego podejscia, przy ktorym zdania maja obiektywnie okreslona
" warto$¢ logiczng (zaleznie od rzeczywistosci, a niezaleznie od naszych zdolnosci
rozpoznania tej wartoci — w szczegdlnosci od mozliwosci podania dowodu), przy
podejéciu intuicjonistycznym nie mozna moéwi¢ o zdaniach prawdziwych, ktérych
prawdziwosé nie moze zostaé rozpoznana.'” Intuicjonisci zdaja si¢ kwestionowaé na-
sza zdolno$¢ do postugiwania si¢ pojeciem prawdy dotyczqcej zdan matematycznych
w sposob niezalezny od pojecia dowodu. M. Dummett pisze: ,,Do pojecia prawdy do-
cieramy przez kwantyfikacj¢ egzystencjalna — zdanie jest prawdziwe, jesli istnieje
konstrukcja, ktéra go dowodzi”.'® Z kolei zdanie jest falszywe, jesli istnieje kon-
struktywny dowdd negacji tego zdania. Méwiac jezykiem Ajdukiewicza, intuicjonisci
postuguja si¢ pojgciem prawdy w taki sposob, iz przez ,,zdanie prawdziwe” rozu-
mieja ,.zdanie czynigce zados¢ kryterium prawdy”."

Na terenie intuicjonizmu mamy wigc do czynienia z utozsamieniem prawdziwosci
i dowodliwosci. Tym samym mozna tu postawi¢ znak réwnosci miedzy pojeciem
prawdy i pojeciem tezy. Z tego punktu widzenia nie moze istnie¢ zadna gwarancja, ze
kazde zdanie matematyczne jest prawdziwe (intuicjonistycznie) lub fatszywe (in-
tuicjonistycznie). Co wigcej, mozna poda¢ przyktady zdan, ktére nie sa w tym sensie
prawdziwe, cho¢ ich negacje tez prawdziwe nie sa.

gdy w matematyce i logice intuicjonistycznej dopuszczona jest jedynie mocna negacja de iure.

'S Tak sformutowane prawo N. Cooper nazywa ,udawanym prawem wylaczonego $rodka”
(bogus law of excluded middle). Zob. N. Cooper, ,,The Law of Excluded Middle”, Mind 87 (1978),
s. 170.

' £.J. Lemmon, G.P. Henderson, ,,Is There Only One...”, s. 27.

17 p. Martin-L&f, ,, Truth of a Proposition, Evidence of a Judgement, Validity of a Proof”, Syn-
these 73 (1987), s. 413—414. Pisze on wprost, e prawda jest zalezna od wiedzy (truth is knowled-
ge dependent).

'® M. Dummett, Logiczna podstawa..., s. 60.

' Epistemologia...”; s. 114,
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Intuicjonista musi zatem zmierzy¢ si¢ z twierdzeniami limitacyjnymi, przede
wszystkim z twierdzeniem A. Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy w jezykach
formalnych oraz z twierdzeniami K. Godla o niezupelnosci. Jesli chodzi o pierwsze,
to intuicjoni$ci odpowiadaja prosto. Mianowicie uwazaja, ze dowod podany przez
Tarskiego jest intuicjonistycznie nieakceptowalny z racji swej niekonstruktywnosci.2’
Wobec tego czuja si¢ zwolnieni z obowiazku respektowania jego twierdzenia.

Intuicjonisci nie przykladajg tez zbyt wielkiej wagi do twierdzen Godla. W pra-
cach twércow intuicjonizmu nie ma nawet o nich wzmianki. Osobng prac¢ po$wigco-
na znaczeniu wynikow Gédla dla teorii intuicjonistycznej napisat Dummett.?! Wyka-
Zuje w niej, Ze znaczenie nazwy ,,liczba naturalna” redukuje si¢ do jej uzycia, mimo
ze zaden system formalny nie aksjomatyzuje rekurencyjnie tego pojgcia. Jednak, jak
zauwaza J. Wolenski, glowny problem dotyczy prawdziwosci (lub znaczenia) nie
nazw — lecz zdaf. Znaczenie zdania, wedle Dummetta jest identyczne z warunkami
jego stwierdzalnos$ci — nie za$ prawdziwosci. Jak wobec tego uporaé si¢ z proble-
mem konstruktywnych warunkéw stwierdzalnosci zdan gédlowskich — np. zdania
o niesprzeczno$ci arytmetyki? Czy nalezy uzna¢ je za zdania niezrozumiate, gdyz nie
mozna znaé ich znaczenia? Odpowiedz Dummetta (a takze P. Martina-Lofa?®) zdaje
si¢ i§¢ w nastgpujacym kierunku. Nie mozna utozsamiaé poj¢cia dowodu wewngqtrz
okreslonego systemu formalnego z intuicyjna idea poprawnego dowodu matematycz-
nego, gdyz moze si¢ zdarzy¢, ze zaden system formalny nie bgdzie w stanie objaé
wszystkich zasad dowodowych akceptowalnych z intuicyjnego punktu widzenia.
Twierdzenie Godla pokazato, ze tak jest wlasnie w wypadku teorii liczb. Ostatecznie
wigc znaczenie zdania matematycznego powinno by¢ okreslone za pomoca ,,nieusu-
walnie nieokreslonego pojecia intuicyjnie akceptowalnego dowodu”, nie zas$ za po-
moca dowodu w ramach jakiegos systemu formalnego.

To rozwiazanie jest zgodne z pogladami Brouwera i Heytinga dotyczacymi for-
malizacji. Wedle tych ostatnich, na gruncie intuicjonizmu nie mozna méwié¢ o kon-
strukcji zdania matematycznego absolutnie nierozstrzygalnego. Istnieja tylko proble-
my nierozstrzygalne za pomoca srodkéw konstrukcji, ktérymi aktualnie postuguje si¢
«mys$] matematyczna». Nie mozna jednak dowies¢, Ze istnieja takie problemy, ktérych
nigdy zadnymi konstruktywnymi srodkami si¢ nie rozstrzygnie. Aby podaé przyktad
takiego problemu, nalezatoby uprzednio zdefiniowa¢ samg intuicj¢ konstrukcji — tj.
podac dla niej matematyczna konstrukcj¢ — a taki postulat zawiera w sobie, ich zda-
niem, bigdne koto. Logika intuicjonistyczna moze bowiem wprawdzie kodyfikowaé

% A. Tarski, ,Prawda i dow6d”, Studia Filozoficzne 2 (1984), s. 9—30; tamze: J. Wolenski,
Alfred Tarski (1901—1983), s. 3—8. '

2 The Philosophical Significance of Godel Theorem”, {w:] M. Dummett, Truth and Other
Enigmas, Duckworth 1978, s. 186—201.

2 Verificationism Then and Now”, {w:] W. DePauli-Schimanovich, E. Kéhler, F. Stadler (red.),
The Foundational Debate: Complexity and Constructivity in Mathematics and Physics, Dordrecht
1995, s. 187—196.

2 M. Dummett, ,, The Philosophical...”, s. 201.
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konstrukcje juz przez «mys]l matematyczna» uzywane, nie moze jednak nigdy w pei
wyczerpa¢ logicznie niekodyfikowalnej intuicji matematycznej. Jest zasadniczo nie-
mozliwe wyczerpanie kiedykolwiek ogéhn wszystkich proceséw myslowych, ktére
moga by¢ traktowane jako uprawnione. Stad rachunek intuicjonistyczny Heytinga
moégt co najwyzej pretendowaé do statusu poprawnej kodyfikacji zasad logicznych
stosowanych obecnie w matematyce intuicjonistycznej.?*

Jest teraz sprawa oczywista, iz intuicjonifci odrzucaja metalogiczng zasad¢ wyla-
czonego $rodka. Fakt ten jest sprz¢zony z odrzuceniem przez nich klasycznej defini-
cji prawdy i zastapienia jej definicja «epistemicznay, ktdra istote prawdziwosci upa-
truje w stosunku zdania do rezultatu okreslonych zabiegéw poznawczych. W sfor-
mufowaniu intuicjonistycznym zasada ta miataby postaé: Kazde zdanie jest (kons-
truktywistycznie) dowodliwe lub (konstruktywistycznie) dowodliwa jest jego negacja
— czyli kazde zdanie jest dowodliwe lub obalalne.

Tymczasem metalogiczna zasada wylaczonego Srodka stwierdza, jak wiadomo, ze
kazde zdanie jest prawdziwe lub prawdziwe jest jego zaprzeczenie. Nie mozna nato-
miast stad wywnioskowacé, ze kazde zdanie jest dowodliwe lub ze mozna dowies¢ je-
go negacj¢. Alternatywa dowolnego zdania i jego negacji, przy podejsciu klasycz-
nym, jest zawsze prawdziwa, mimo ze nie zawsze potrafimy wskazaé, ktory jej sktad-
nik jest prawdziwy, a tym bardziej podac jego dowdd. Inaczej méwiac, migdzy zda-
niami o strukturze ,p — nie jest tak, ze p” zachodzi zwiazek niewspétfalszywosci.”
Inaczej jest przy podejéciu intuicjonistycznym. Moze by¢ bowiem tak, ze nie udo-
wodniono (nie wykazano) ze p, ani nie udowodniono (nie wykazano), e nie jest tak,
ze p — zachodzitby woéwczas zwiazek wspotfatszywosci.

Zauwazmy takze, iz niektore inne zasady pozostajg przy intuicjonistycznej inter-
pretacji nieproblematyczne. Dla przykiadu zasada niesprzecznos$ci (metalogiczna —
cho¢ logiczna réwniez) jest ogdlnie wazna, gdyz zawsze mozna dowies$é, ze dane
zdanie nie jest réwnoczesnie dowodliwe i obalalne. Nie jest nigdy tak, ze mozna wy-
kona¢ konstrukcj¢ dowodzaca zdanie p i jednoczesnie nie mozna wykonaé takiej
konstrukcji.

Odpowiednio do pojecia prawdy, przy podejéciu intuicjonistycznym, zmienia si¢
pojecie uznawania. Wedlug A. Grzegorczyka, ,,w klasycznej koncepcji zdania uzna-
nego zdania uznane utozsamia si¢ ze zdaniami prawdziwymi, a stad odréznia sig tyl-
ko zdania uznane (za prawdziwe) i odrzucone (jako falszywe)”,*® natomiast dla logiki
intuicjonistycznej wlasciwe jest uznawanie relatywistyczne: zdanie jest uznane, jesli

2 A. Heyting, Intuitionism..., s. 102. Poglady Brouwera byly jeszcze bardziej radykalne: sprze-
ciwiat si¢ on wszelkiej formalizacji logiki intuicjonistycznej, w szczegdlnosci aksjomatyzacji doko-
nanej przez Heytinga, nie uwazajac jej za ortodoksyjnie intuicjonistyczna.

B Oczywiscie zachodzi takze zwiazek niewspotprawdziwosci (wyraza go zasada niesprzecz-
nosci).

% A. Grzegorczyk, ,Klasyczne, relatywistyczne i konstruktywistyczne sposoby uznawania
twierdzen”, Studia Logica 27 (1971), s. 154.
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jest prawdziwe, a ponadto speinione s3 dodatkowe (podmiotowe) warunki.”’ W tej
ostatniej koncepcji uznawanie jest czym$ «mocniejszym» niz prawdziwosc.

Na zakonczenie — dwie uwagi ogélne na temat logiki intuicjonistycznej. Po
pierwsze, czy logike intuicjonistyczna mozna traktowac jako konkurentke logiki kla-
sycznej? Analizy zwiazane z zasada wylaczonego $rodka zdaja si¢ przemawiaé za
tym, ze logiki te nie s konkurencyjne w sposéb prosty. Przez prosta konkurencyjno$é
dwoch (lub wigcej) systemoéw logicznych rozumiem taka sytuacje, ze réwnoksztaltne
formuly kazdej z nich posiadaja takie samo znaczenie (interpretacj¢) — i zarazem
logiki te sa niezgodne co do zbioru tez (istnieja formuly bgdace tezami w jednej logi-
ce, a nie bedace tezami w drugiej). Zewnetrznie takie same formuty w rachunku kla-
sycznym i intuicjonistycznym, np. (logiczna) zasada wylaczonego $rodka, otrzymuja
odmienng interpretacje. O konkurencyjnosci migdzy logika klasyczna i logika intu-
icjonistyczna mozna by mowié co najwyzej w tym sensie, ze chodzi tu o konkurencjg
miedzy «logika prawdy» a «logika kryteriow prawdy». Intuicjonisci utrzymuja bo-
wiem, Zze zdanie jest prawdziwe jesli spetnia kryterium prawdy, ktérym jest (kons-
truktywistyczna) dowodliwosé (lub szerzej: weryfikacja).

Po drugie, prawa logiki intuicjonistycznej sa mocniejsze niz odpowiednie prawa
logiki klasyczne;j. O ile w tej ostatniej — zasady logiczne (o postaci implikacyjnej) sa
podstawa regut prowadzacych od zdanh prawdziwych do zdania prawdziwego, o tyle
w intuicjonizmie reguly inferencji maja prowadzi¢ od zdan udowodnionych do zdania
udowodnionego.?® W konsekwencji wigc zasady logiczne, na podstawie ktérych takie
reguly inferencji sa tworzone, musza by¢ mocniejsze w logice intuicjonistycznej niz
klasycznej. Reguta opuszczania podwdjnej negacji (obowiazujaca w logice klasycz-
nej), oparta na mocnej zasadzie podwojnego przeczenia, nie spehnia intuicjonistycz-
nych wymogé6w, gdyz to, Ze nie jest do udowodnienia to, iz p nie jest dowodliwe, ni-
czego nie implikuje o p (jesli nie mozna udowodnié, ze nie jest do udowodnienia, iz
P, to nie zawsze mozna udowodnié, iz p).”’ Odrzucenie mocnej zasady podwéjnej ne-
gacji w logice intuicjonistycznej prowadzi do odrzucenia (intuicjonistycznej) zasady
wylaczonego srodka bedacej jedynie konsekwencja tej pierwszej (wystarczy w for-
mule ——p—p podstawi¢ za zmienna p wyrazenie pv—p, aby otrzymaé formule
——(pv—p)—pv—p; poniewaz poprzednik tej implikacji jest tezg, wigc za pomocg
modus ponens otrzymujemy omawiang zasad¢). W tym sensie (mocna) zasada po-
dwojnego przeczenia bylaby wazniejsza niz zasada wylaczonego $rodka, w ktorej
zwalczanie intuicjonisci sg bardziej zaangazowani.

* Tamze, s. 156—157.

2 1 E.J. Brouwer, ,Mathematik, Wissenschaft und Sprache”, {w:] tenze, Collected Works...,
s. 422—423; zob. takze T. Placek, Mathematical Intuitionism and Intersubjectivity, Dordrecht 1999,
s. 72.

» Intuicjoniéci uznaja staba zasadg podwojnej negacji (p — ——p), ktora mogliby odczytaé na-
stgpujaco: Jesli p jest do udowodnienia, to nie jest dowodliwe, Ze p nie jest do udowodnienia.



