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Powstanie i perspektywy
rozwoju dowodu matematycznego

Istniejace Zrédta historyczne, a mam tu na mys$li papirusy staroegipskie i babi-
loniskie tabliczki klinowe, wskazuja, ze juz w kulturach poprzedzajacych czasy grec-
kie istniata pewna ilo$¢ wiadomosci typu matematycznego. Zagadnienia matematycz-
ne zawarte w tych zrédtach pojawiaja si¢ w kontekscie zastosowan praktycznych.
Wiele rozwiazan znajdowano droga préb i bledéw, metoda badair empirycznych,
a niektére zapewne odgadnigto. Wspélczesna analiza najwazniejszych z tych zrédet’
uwidacznia dogmatyczny styl przekazywania tresci — zaréwno wyktadu, jak i na-
uczania. Brak w nich na og6t objasnien, regut ogélnych — w gruncie rzeczy skladaja
si¢ one z przykiadéw do nasladowania.”

Historycy matematyki sa na ogét zgodni, iz matematyka przed Grekami obywata
si¢ bez pojecia dowodu, byla raczej zbiorem przepiséw i instrukcji do rozwiazywania
konkretnych zagadnie. W my$l przedstawionej w tym artykule koncepcji matematy-
ki osiagnigcia rachunkowe czy miernicze kultur dogreckich nie s jeszcze sama ma-
tematyka— lecz umiej¢tno$ciami matematycznymi typu praktycznego. Dopiero pod
wplywem filozofii, ktéra Grecy stworzyli w VII w. p.n.e., w tej empirycznej mate-
matyce nastapito «cigcie epistemologiczney, w wyniku ktérego matematyka przekro-
czyla Rubikon teoretycznosci.

Powstanie dowodu jest $cile zwiazane z «narodzinami» samej matematyki. Moz-
na rzec, iz matematyka powstala wraz z pojawieniem si¢ idei dowodu. Dowéd mate-
matyczny, w moim przekonaniu, jest wynikiem zastosowania powstalej na gruncie
filozofii metody dyskursywnej do praktycznych umiejg¢tnosci typu matematycznego,

! Por. S. Kulczycki, Z dziejéw matematyki Greckiej, Warszawa 1973, s. 15.
2 Ibidem, s. 16.
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wypracowanych w cywilizacjach: sumeryjskiej, babilonskiej i egipskiej. Zastosowa-
nie to polegalo na probach uzasadniania, podawania motywacji, a nawet racji dla te-
go, co bylo «empirycznie» znane. Juz prawdopodobnie Tales, a na pewno Pitagoras,
byli §wiadomi potrzeby dowodzenia formutowanych twierdzet w taki sposob, aby
kazdy zdréw na umyéle $miertelnik mogt si¢ na podany dowéd zgodzié.® Grecy
w niedlugim stosunkowo czasie zawladneli dziedzictwem poprzednikéw, gromadzo-
nym przez tysiaclecia. Wyjsciowy materiat swej matematyki przejeli oni od innych,
lecz sposéb obrdbki tego tworzywa byt juz oryginalnym pomystem greckim — po-
wtérzmy: polegajacym na wprowadzeniu dyskursywnej metody filozoficznej do roz-
wazan praktycznych typu matematycznego.

W epoce antycznej, dzigki skoncentrowaniu si¢ na problemie dowodzenia, mate-
matycy coraz mniej interesowali si¢ zastosowaniami. Matematyka zaczela rozwijaé
si¢ autonomicznie przeksztalcajac si¢ w nauke teoretyczna, w ktérej dowod stat sig
jedyna instancja uprawomocniajaca twierdzenia. Potocznie twierdzenie raz udowod-
nione uznaje si¢ za prawdziwe juz na zawsze. Okazuje si¢ jednak, ze takie ujecie
problemu dowodzenia jest duzym uproszczeniem. To, co bylo $ci§le dowiedzione dla
Euklidesa, nie byto takie dla Kartezjusza czy Leibniza. Dowody tych ostatnich nie
zadowalaty Cauchy’ego czy Weierstrassa, ktérzy z kolei okazywali si¢ niedostatecz-
nie precyzyjni dla Russella i Hilberta.

»AZ do XIX wieku — twierdzi Tarski — pojecie dowodu miato w przewazajacej
mierze charakter psychologiczny. Dowdd pojmowany byt jako czynno$é umystowa,
zmierzajaca do przekonania siebie samego lub innych o prawdziwo$ci rozwazanego
zdania. [...] Rozumowania uzywane w dowodach musialy by¢ intuicyjnie przekony-
wajace, ale poza tym nie byly poddawane zadnym ograniczeniom”.* Do tych uwag
Tarskiego dodajmy, iz w tym okresie w matematyce ograniczano si¢ do dowodéw
treSciowych, to znaczy takich, ktére operowaly pojeciami juz zinterpretowanymi
(w zasadzie ograniczaly si¢ do arytmetyki i geometrii). Wéréd dowodéw treSciowych
mozna wyrézni¢: dowody intuicyjno-psychologiczne, dowody konstrukcyjne i eks-
perymenty mySlowe.

Pierwszy typ dowod6éw polegat na argumentacji na podstawie pewnych prawd,
powszechnie uznanych za oczywiste (do czaséw Euklidesa nawet nie wymienianych
explicite), a takze opieral si¢ na zalozeniu ogélnej zrozumiatosci uzywanych pojec.
Takimi dowodami byly dowody znanych i stawnych twierdzen starozytnosci: twier-
dzenia, ze w tréjkqcie prostokqtnym, pole kwadratu zbudowanego na boku przeciw-
leglym do kqta prostego, jest réwne sumie pdl kwadratéw zbudowanych na bokach
przyleglych do kqta prostego® — przypisywanego Pitagorasowi lub twierdzenia o ist-
nieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych — sformutowanego i udowodnionego

* Por. C. V. Newson, Istota matematyki, Warszawa 1967, s. 25.
* A. Tarski, ,,Prawda i dowod”, Studia Filozoficzne, 1984, nr 2, s. 24,
3 Por. P.J. Davis, R. Hersh, Swiat matematyki, Warszawa 1994, s. 133.
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przez Euklidesa w jego stawnych Elementach®. Ten typ dowodu spotykamy po-
wszechnie w praktyce matematycznej po dzien dzisiejszy wszg¢dzie tam, gdzie nie ma
miejsca, czasu lub potrzeby, aby przedstawia¢ kompletny, w $wietle wymogéw
wspbtczesnych, dowod wyglaszane;j tezy.

Dowody konstrukcyjne z kolei wskazywaty na konkretne procedury pozwalajace
rozwiaza¢ zadany problem, czy to istnienia pewnych obiektéw, czy tez ich réwnosci,
przystawania itp. Byly to chyba najczesciej spotykane dowody w starozytnosci, zwia-
zane z zadaniami konstrukcyjnymi dopuszczajacymi wykorzystanie jedynie cyrkla
i liniatu (linijki bez podziatki). Tego typu problemom po$wigcano cate traktaty. Dla
przyktadu: Apoloniusz z Pergi’ (okoto 260—170) podjat szeroko zakrojone badania
poswi¢cone problemom typu: Dane sq proste a i b i na nich punkty A i B. Przez dany
punkt C przeprowadzié takq prostq przecinajqcq dwie poprzednie w A; i B,, aby sto-
sunek AA;: BB; miai danq wartosé.

Natomiast eksperyment my$lowy jest taka forma uzasadniania twierdzefi, ktora
nie daje sie sprowadzi¢ do logicznych wywoddow z zatozenr wyjsciowych; przeprowa-
dza si¢ operacje majace charakter abstrakcyjnych manipulacji na odpowiednich
obiektach i nastgpnie interpretuje si¢ je wyciagajac wnioski lub tez indukcyjnie
uogolnia si¢ wynik. Przykladem eksperymentu myslowego moze by¢ rozumowanie
uzasadniajace twierdzenie Eulera®: W kazdym wypuklym wieloscianie suma liczby
Scian S i liczby wierzchotkéw W jest o dwa wigksza od liczby jego krawedzi K, tzn. §
+ W — K = 2 — pochodzace od Cauchy’ego. Przedstawmy pokrétce ideg jego rozu-
mowania, aby dokona¢ egzemplifikacji tej formy dowodzenia.

Cauchy proponuje, aby zalozy¢, ze rozpatrywany dowolny wypukly wieloscian
jest rozciagliwy tak, Zze po usunigciu jednej ze $cian da si¢ go — deformujac, ale nie
gubiac juz ani Scian, ani krawedzi, ani wierzchotkéw — rozciagnaé na plaszczyznie.
Skoro usuneli$émy jedna $ciang, nasz wzor dla tej ptaskiej sieci przedstawia si¢ naste-
pujaco: S + W— K = 1. Nastgpnie Cauchy proponuje, by zdeformowana siatk¢ wielo-
$cianu podzieli¢ na réwnie zdeformowane trojkaty. Zauwazmy przy tym, ze kazda
dodana przekatna zwigksza jednakowo zbior krawedzi K i zbidr $cian S, tak ze wyra-
zenie § + W - K nie zmienia si¢. Gdy nastepnie bedziemy «wyjmowac» trojkaty, to za
kazdym razem albo usuwamy jedna krawedz i wypada jedna sciana — wyrazenie S +
W — K nie zmienia si¢, albo usuwamy dwie krawedzie i jeden wierzchotek, wtedy wy-
pada jedna $ciana, wigc réwniez wyrazenie S + W — K nie zmienia si¢. Na koncu tej
procedury myslowej, ktora nazwaliémy ,.eksperymentem matematycznym”, zostaje
nam jeden trojkat, dla ktérego oczywiscie zachodzi wzér S + W— K = 1. Pamigtajac
o usuni¢tej na poczatku procedury $cianie, otrzymujemy wzor S + W — K = 2. Za-

¢ Por. Lars Garding, Spotkania z matematykq, Warszawa 1993, s. 19.

7 Por. S. Kulczycki, Z dziejéw matematyki greckiej, Warszawa 1973, s. 72.

® Por. W. Krysicki, H. Pisarewska, T. Swiatkowski, Z geometriq za pan brat, Warszawa 1992,
s. 106—110
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uwazmy, iz jest to rozumowanie, ktére mozna zastosowaé do dowolnego wypukiego
wieloscianu; wobec tego twierdzenie Eulera mozemy uznaé za uzasadnione.’

Do kofica XIX wieku matematyka uchodzita za domeng prawdy, a dowody tres-
ciowe za wiarygodne. Matematycy w wigkszosci byli przekonani, ze ich dowody od-
krywaja prawdy absolutne i w tym sensie dla nich matematyka ma cechy episteme.
Uwazali oni, ze twierdzenia matematyki powinny by¢ zrozumiate (przynajmniej dla
specjalistdw) i bezposrednio dostgpne intuicji, poniewaz niezapo$redniczone przez
cokolwiek majq kontakt si¢ z prawda — przynajmniej w zasadzie. Dowody tredciowe
oprécz positkowania si¢ intuicja odwotuja si¢ réwniez do wyobrazni czy zdrowego
rozsadku. Prawie we wszystkich bez wyjatku (z pewnego punktu widzenia'® wiasci-
wie we wszystkich) jest wiele ukrytych zatozen. Sa wigc to dowody entymematyczne,
przy czym nie chodzi jedynie o przestanki niejawne lecz takze o nieobecne, mozna je
bowiem réznie dobieraé."" Jezyk takich dowodéw jest jezykiem potocznym, wzboga-
conym o terminy matematyczne. Jako taki jest wieloznaczny, rozmyty semantycznie,
czgsto odwolujacy si¢ do niejasnych wyrazen. Konsekwencja tego stanu rzeczy jest
to, ze dowody tresciowe operuja, na réwni z matematycznymi, réwniez kategoriami
pozamatematycznymi, takimi jak: rozci¢cie, deformacja, ruch. Poza tym, nagminnym
procederem stosowanym w dowodach tresciowych jest odwolywanie si¢ do czynni-
koéw pozalogicznych — migdzy innymi do poczucia oczywistosci, jasno$ci, intuicyj-
nej zrozumiatosci, a ponadto wystepuja w nich luki jezeli chodzi o ciag logicznych
wynikan (méwimy wtedy, ze dowody te nie stanowia continuum logicznego). Mimo
wielu «rewolugji $cistosci» — Euklidesa'?, Kartezjusza'® czy Cauchy’ego' albo Weier-
strassa'® — ten stan rzeczy utrzymat si¢ az do pojawienia si¢ teorii aksjomatycznych.

Dopiero wraz z aksjomatyzacjq arytmetyki dokonana przez Peana oraz nowg $ci-
sta aksjomatyzacja geometrii zaproponowana przez Hilberta, a zwlaszcza wraz z ak-
tem aksjomatyzacji teorii mnogosci — uznawanej za nowg teori¢ bazowa calej ma-
tematyki — dokonat si¢ przelom w rozumieniu procesu dowodzenia. Przez dowéod
twierdzenia zacz¢to rozumie¢ jego wywéd z wezeSniej przyjetych aksjomatéw.
Mozna zada¢ pytanie: Co jest przelomowego w takim postawieniu sprawy, skoro juz
dawno Euklides dowodzil swych twierdzen na podstawie aksjomatéw? Ot6z w sto-
sunku do tego, co proponowat Euklides, zachodzi pewna drobna, lecz niezwykle bo-
gata w konsekwencje dla poruszanej tu kwestii réznica. Dowody Euklidesa, mimo Zze
opieraja si¢ na aksjomatach, sa dowodami tre§ciowymi, bowiem Euklides jedynie
skatalogowal oczywiste, jak si¢ wydawalo starozytnym, prawdy i wymienit je

® Por. takze 1. Lakatos, Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical Discovery, Cam-
bridge 1976.

' Chodzi o formalistyczny punkt widzenia.

"I Chodzi na przyktad o ogélne presupozycje dotyczace zaktadanej logiki, regut inferencji itp.

12 por. R, Murawski, Filozofia matematyki, Warszawa 1995, s. 32—33.

"* Por. ibidem, s. 40.

" Por. D.J. Struik, Krétki zarys historii matematyki, Warszawa 1963, s. 226.

"5 Por. ibidem s. 246.
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expressis verbis jako aksjomaty i postulaty. Natomiast aksjomaty wspoiczesnych teo-
rii matematycznych nie musza i najczgéciej nie sa ani oczywiste, ani intuicyjne, ani
prawdziwe w sensie klasycznym (tzn. zdajace sprawg z czegos, odnoszace sig¢ do cze-
go$). Musza za to speliaé inne warunki — np. niesprzecznosci, zupetosci i ewentu-
alnie niezaleznosci."®

Dowodzenie na podstawie pewnych arbitralnie dobranych zdan, tak zwany dowéd
typu pétformalnego, jest radykalnie odmienny metodologicznie od dowodéw tres-
ciowych. Dowéd przestaje by¢ tu uwazany za co$, co odkrywa prawdg jedyna i nie-
uwarunkowana, a staje si¢ procedura wywodu typu: jezeli przyjmiemy pewne aksjo-
maty, to mozemy z nich wyprowadzi¢ takie to a takie twierdzenia. Dowody péifor-
malne sa przeprowadzane na podstawie explicite wymienionych aksjomatéw, lecz nie
posiadaja jeszcze §cile skodyfikowanych regut inferencji. Procedura dowodzenia
odwoluje si¢ do intuicji i rozumienia terminéw pierwotnych, posiada twoérczy cha-
rakter oraz u swoich podstaw ma zespo! przekonan podmiotowych — co mozna,
a czego nie mozna robi¢ przy dowodzeniu twierdzen. Chodzi na przyklad o zestaw
dopuszczalnych sposobéw rozumowania, o0 wybdr obiektéw, ktére moga byé wyko-
rzystywane, i 0 spos6b operowania tymi obiektami. Tego typu dowody pojawity si¢
przy konstrukcji geometrii nieeuklidesowych oraz we wczesniejszych wersjach teo-
riach mnogos$ci, np. teorii Zermela.

Zauwazmy, iz powstanie geometrii nieeuklidesowych mozna zinterpretowac jako
wynik rozwazan typu: jakie otrzymaliby$my twierdzenia geometryczne, gdyby do ze-
stawu aksjomatéw zamiast aksjomatu Euklidesa wprowadzié jego zaprzeczenie. His-
torycznie rzecz ujmujac, matematycy chcieli wyeliminowaé piaty postulat wyprowa-
dzajac go z czterech pozostatych; gdy nie udawato si¢ tego zrobi¢ wprost, prébowano
doprowadzi¢ do sprzecznoici, wyprowadzajac wnioski z pierwszych czterech i za-
przeczenia piatego aksjomatu.'” W ten sposéb uzyskano szereg twierdzen, ktére poz-
niej zlozyly si¢ na nowg teorig, bowiem wbrew powszechnym oczekiwaniom
sprzecznosci nie udato si¢ otrzymac.

Na gruncie teorii mnogosci, idea tradycyjnego dowodu, czyli dowodu treSciowe-
go, zachwiata migdzy innymi sprawa przyjecia i stosowania w dowodzeniu pewnego
spornego aksjomatu, zwanego pewnikiem wyboru. Glosi on, ze dla dowolnej rodzi-
ny parami rozlqcznych, niepustych zbiorow istnieje zbior, ktory zawiera po dokladnie
elemencie z kazdego zbioru. Nie wszyscy akceptuja ten aksjomat, ale nie jest on row-
niez powszechnie odrzucany, wi¢c matematycy zaznaczaja zawsze, czy dane twier-
dzenie udowodniono przy jego wykorzystaniu, czy tez nie.'® Konsekwencje stosowa-
nia tego aksjomatu sa tak wielkie,'® ze matematycy nie chca i nie mogg tak po prostu

' Por. W. A. Pogorzelski, J. Stupecki, O dowodzie matematycznym, Warszawa 1970, rozdz. III.

Y Por. P. J. Davis, R. Hersh, Swiat matematyki, Warszawa 1994, s. 193.

18 Por. R. Murawski, Filozofia matematyki, Warszawa 1995, s.180—181.

1% Stosowanie pewnika wyboru moze prowadzi¢ do wysoce nieintuicyjnych wynikéw. Znane jest
twierdzenic Banacha—Tarskiego, ktére pokazuje, jak tréjwymiarowa sfer¢ roztozyé na czesci,
z ktdrych da si¢ przy pomocy przesunigé i obrotow zbudowa¢é dwie takie same sfery. Por. K . Cie-
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Z niego zrezygnowa¢ — modyfikuja przeto dotychczasowe pojecie dowodu jako pro-
cedury osiagania prawdy, na rzecz pojmowania dowodu jako rozumowania hipote-
tyczno-dedukcyjnego. Ten fakt jest potwierdzeniem odmiennego w stosunku do tra-
dycji podejécia do problemu dowodzenia w matematyce. '

Cantorowska teoria mnogosci oraz powstanie geometrii nieeuklidesowych przy-
czynily si¢ ponadto do upadku wiary w oczywisto$¢ i niesprzeczno$¢ matematyki.
Tzw. naiwna teoria mnogosci zaowocowala antynomiami, natomiast wielo$¢ syste-
méw geometrii sprawifa, ze powstal problem uprawomocnienia istniejacych syste-
méw geometrycznych jako catosci. Matematyka, ktora przestaje by¢ intuicyjna, sa-
mooczywista, zmuszona jest podeprzeé si¢ innymi metodami. Moze na przyktad po-
stawi¢ wyzsze wymagania w stosunku do formalno-logicznej strony swoich wywo-
déw, by w wiekszym stopniu uniezaleznic¢ si¢ od czynnikéw podmiotowych. Narzedzi
do realizacji tego postulatu dostarczyl szybki rozwéj logiki matematycznej. Szerokie
wykorzystanie w matematyce wynikéw logiki matematycznej doprowadzito do for-
malizacji poj¢é, aksjomatéw i regul dowodzenia, a przez to do powstania sformali-
zowanych teorii matematycznych.

Pojawily si¢ one w ramach tzw. programu Hilberta, programu skonstruowania
«absolutnego» dowodu niesprzecznosci matematyki. Hilbert byt przekonany, ze kazda
teori¢ matematyczng mozna przedstawié¢ jako uklad formut powiazanych ze soba
skoniczong liczbg strukturalnych relacji, ktérych badanie moze wykazad, iz z aksjo-
mat6w tej teorii nie daja si¢ wyprowadzi¢ zadne dwa sprzeczne ze soba zdania. Aby
tego dokona¢ w sposdob formalny, nalezy wyraznie zdefiniowac jezyk systemu, w kt6-
rym bedziemy operowali, a w nim zbiér wyrazen sensownych wraz z podzbiorem
aksjomatéw, oraz zatozyé, ze symbole wyj$ciowe nie moga mie¢ sensu semantyczne-
go (lub nalezy abstrahowa¢ od pierwotnego znaczenia danych symboli). Dowody
w tak zdefiniowanym systemie, zwane dowodami sformalizowanymi, nalezy prze-
prowadzaé wylacznie na podstawie $cisle okreslonych regul przeksztatcania wyrazen,
odnoszacych si¢ nie do ich tresci — lecz do formy. Innymi stowy traktuje si¢ je po
prostu jako ciag rozréznialnych symboli np. znakéw na papierze, podlegajacych
okreslonym rygorom formacji i transformacji.

Charakteryzujac dowdd sformalizowany w kategoriach procesu nalezaloby po-
wiedzieé, ze jest to skoniczony szereg «mechanicznych» przeksztaicen, dokonywa-
nych nad elementami fizycznymi (znakami graficznymi). Elementy te sa pozbawione
jakichkolwiek charakterystyk — sa jedynie rozréznialnymi od siebie kombinacjami
symboli. Konieczng wlasnoscig dowodéw sformalizowanych jest ich finityzm oraz
brak odniesien do oczywisto$ci czy intuicyjnosci. Kazdy krok dowodowy jest zasto-
sowaniem pewnej explicite wymienionej reguly inferencyjnej i na tym polega réznica
w stosunku do dowod6éw poétformalnych, w ktérych samo rozumowanie dowodzace
bylo intuicyjne. Dow6d matematyczny w tej postaci traci na zrozumiato$ci, bowiem
nie odwotuje si¢ ani do tresci, ani intuicji, a jedynie do formy wyrazen. Pytanie o po-

sielski, Z. Pogoda, Bezmiar matematycznej wyobrazni, Warszawa 1995, s. 259—260.



Powstanie i perspektywy rozwoju dowodu matematycznego 27

prawno$¢ dowodu moze by¢ postawione jedynie w ramach takiej lub innej koncepcji
metodologicznej lub teorii dowodu, zakladajacej okreSlony system logiczny. Na
gruncie danego systemu, wszystko co si¢ da udowodni¢, mozna udowodni¢ absolut-
nie $cisle pod wzgledem formalnym, przy pelnej jawnosci regul metodologicznych,
okreslajacych zasady tworzenia dowodéw.

Nie znaczy to, Ze nie mozna juz nic zarzuci¢é dowodom sformalizowanym. Gdy
spelnione sa wszelkie wymagania wzgledem procedury dowodzenia, obiektem kryty-
ki moga staé si¢ przekonania, tkwigce u podstaw koncepcji systeméw formalnych i —
szerzej — calego procesu formalizacji. Niewatpliwie metoda formalizacji przereda-
gowuje matematyke tresciowa do postaci, w ktorej wygodniej si¢ ja analizuje. Wy-
daje si¢ jednak, ze teorie formalne nie s po prostu zwyktymi odpowiednikami teorii
matematyki klasycznej, lecz zdeformowanymi, wypreparowanymi, «wyzgtymi obra-
zami» tych teorii, w ktorych co prawda dane teorie sg przedstawione w $cistej postaci
ale prawie zawsze zawieraja «co$ za duzo» lub «co$§ za matlo», pozostajac nieade-
kwatnymi w stosunku do pierwowzoru. Wbrew pozorom proces formalizacji nie jest
neutralny w stosunku do formalizowane] teorii tre$ciowej: niepostrzezenie ujmuje
pewne z wlasnosci obiektéw dotychczas pojmowanych intuicyjnie albo dodaje nie-
oczekiwanie nowe cechy, wydawaloby si¢ dobrze znanym obiektom czy pojgciom.
Matematycy dobrze wiedza, jakie intuicje kryjq si¢ za takimi pojeciami jak: ciaglosc,
funkcja ciagta, wymiar. Po formalizacji tych pojeé, tzn. po ich $cistym zdefiniowaniu
i przedstawieniu w formie symbolicznej okazalo sig, ze zyskaly one zupehie obce
intuicji wiasnosci. Przykladami tego typu nieadekwatnosci sa: funkcja ciagla nigdzie
nie rézniczkowalna (wszedzie kolczasta), powierzchnie o zerowym polu, krzywe
o wymiarach utamkowych lub tez wypelniajace catkowicie powierzchnig kwadratu.?’

Wobec tego nalezatoby sprawdzié, czy twierdzenia formalne ze swymi formal-
nymi dowodami mogg by¢ dobrymi reprezentantami swych tresciowych, klasycznych
odpowiednikéw. Zagadnienie to podjat Tarski, ktéry byt przekonany, ze ,,aby wlasci-
wie ocenié pojecie dowodu formalnego, musimy wyjasni¢ jego stosunek do pojgcia
prawdy”.?! Jest to jak gdyby powr6t do problemu zwiazanego z pierwotnym zada-
niem, jakie miat wypetia¢ dowdd, tzn. z zadaniem przekonania nas o prawdziwosci
pewnych zdan matematycznych. Tarski zadaje pytanie: Czy dowéd formalny jest
istotnie adekwatng metoda osiagania prawdy? Przy pomocy rozumowania przepro-
wadzonego w metajezyku, a wzorowanego na metodzie dowodu stynnego twierdzenia
Godla, Tarski pokazuje, ze zbi6r zdan dowodliwych danej teorii sformalizowanej nie
pokrywa si¢ ze zbiorem zdan prawdziwych tej teorii. ,,Istnieja zdania sformutowane
w jezyku danej teorii, ktére sa prawdziwe, lecz nie sa dowodliwe”;** innymi stowy
pojecie dowodliwos$ci nie moze w pelni zastapi¢ pojgcia prawdy w dziedzinie mate-
matyki. W zwiazku z tym musimy sig¢ liczy¢ z mozliwoscia, ze w kazdej nieco bogat-

2 por. N. J. Wilenkin, Opowiesci o zbiorach, Warszawa 1975, rozdz. II.
2 A, Tarski, ,,Prawda i dow6d”, Studia Filozoficzne, 1984 nr 2, 5.25.
2 Ibidem, s. 29.
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szej (tzn. zawierajacej system formalny arytmetyki) teorii matematycznej istnieja
pewne ciekawe i niebanalne twierdzenia, ktérych nie bgdziemy mogli udowodnié
w sposéb formalny. Tak jest w istocie, co pokazat w swoich slynnych twierdzeniach
Godel.”® Ten fakt mozna zinterpretowaé w kategoriach wyczerpywania si¢ heury-
stycznych mozliwosci metody dowodu dedukcyjnego w matematyce.

W zwiazku z tym Murawski pyta: ,,Czy to znaczy, ze nalezy zrezygnowaé z me-
tody aksjomatycznej?”. I odpowiada: ,.Bynajmniej. Skoro nie mamy zadnej lepszej
metody, nalezy trzymaé sig tego, co posiadamy”.* W jego opinii, musimy pogodzié
si¢ z tym, Ze istnieja pewne nieprzekraczalne granice poznawcze dla metody aksjo-
matyczno-dedukcyjnej, albo zdaé si¢ na intuicj¢ matematykéw, co w istocie znaczy,
iz nie wiadomo do kofica, jakie metody dowodzenia sa w matematyce dopuszczalne,
a jakie nie. W moim przekonaniu, §wiadomo$¢ ograniczonosci stosowanych narzedzi
badawczych moze byé odnotowywana jako wyzszy stopiefi metodologicznego wta-
jemniczenia, wptywajacy pozytywnie na cato$¢ badan. Wiemy bowiem, co mozemy
a czego nie mozemy uzyskaé przy zastosowaniu danej metody. Mysle, ze tak whasnie
nalezy interpretowa¢ uwarunkowania wigzace si¢ z dowodami sformalizowanymi.
Czy jednak zarysowana przez Murawskiego alternatywa: albo metoda aksjomatycz-
no-dedukcyjna (ze swoimi ograniczeniami), albo zdanie si¢ na intuicyjno$¢ w proce-
durze dowodzenia, wyczerpuje wszystkie mozliwosci dalszego rozwoju matematyki?
Takie podejécie, w moim przekonaniu, moze prowadzi¢ do swoistej stagnacji w roz-
woju matematyki. Nie chodzi o to, ze nie bedzie dowodzi¢ si¢ juz twierdzen.
Owszem stale pojawiaja sig rezultaty badan bedace rozwiazaniem rozwazanych pro-
bleméw matematycznych. Lecz by¢ moze w ramach tradycyjnego sposobu uzasad-
niania zdan matematycznych cata gama interesujacych twierdzen nigdy nie bedzie
rozpoznana. Jezeli ograniczymy si¢ do twierdzen, ktore s3 dedukcyjnymi konsekwen-
cjami pewnej liczby aksomatow, przyjetych w naszych teoriach matematycznych, to
na mocy twierdzenia Gddla nie mamy szansy dotrze¢ poznawczo do pewnych prawd
pozostajacych poza granicami wyznaczonymi przez metodg¢ formalna.

Taka konkluzja nie jest jednak nieuchronna. Wydaje sig, ze istnieja juz symptomy
«trzeciej drogi» przekraczajacej (w swoisty sposob) ograniczenia zwiazane z dowo-
dzeniem w matematyce — wiasciwe zaréwno metodom formalnym, jak i intuicyjnym.
Mam tu na mysli coraz wyrazniej zarysowujaca si¢ mozliwo$¢ wykorzystywania
komputerdw w celu uzyskiwania jakosciowo nowych rezultatéw matematycznych.
Wspblczesna technologia komputerowa jest tak zaawansowana, ze mozemy mie¢ na-
dziejg, iz konstruowane obecnie komputery sprostaja wymogom teoretycznej mysli
abstrakcyjnej. Sama istota pracy komputera wymaga, by proste i intuicyjne dla czlo-
wieka operacje i dziatania przedstawia¢ w catkowicie sformalizowanej postaci algo-
rytmu, na ktérym pracuje maszyna, jednoczesnie za$ rezultaty operacji komputero-

2 por. E. Nagel, J. R. Newman, Twierdzenie Gddla, Warszawa 1966.
2 R. Murawski, ,,Granice mozliwoéci poznawczych matematyki”, Poznariskie Studia z Filozofii
Nauki, 1992, z. 2, s. 148.
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wych mogg by¢ przedstawiane w postaci apelujacej do intuicji czy tez do wyobrazni
ludzkiej, co w zupehie nieoczekiwany sposob aczy podejscie formalistyczne ze sta-
nowiskiem intuicjonistycznym.

Wykorzystanie komputera w matematyce dotyczy¢ moze zaréwno kontekstu od-
krycia, jak i kontekstu uzasadnienia. Jezeli chodzi o ten pierwszy sposéb, to analiza
komputerowa potrafi znacznie gigbiej «wejsé» w pewne dziedziny matematyki czy
nowe rejony badawcze niz $cista — stricte matematyczna — analiza. W takich nowo
powstatych dyscyplinach, jak teoria chaosu deterministycznego czy geometria frak-
talna, badania tak silnie facza w sobie analizg¢ teoretyczna z wyliczeniami kompute-
rowymi, iz niemozliwe jest oddzielenie jednego od drugiego. We wspomnianych
dziedzinach, z racji ich specyfiki, nie mozemy mysle¢ o wiedzy otrzymanej przy uzy-
ciu komputera jako o wiedzy prébnej czy tymczasowej, gdyz innej, zdobytej bez
komputera, po prostu nie ma.

Przykladem niebanalnego obiektu matematycznego, ktory zostat odkryty dzigki
komputerowi, jest zbior Mandelbrota.”> Na razie nie udaje si¢ metodami analitycz-
nymi badaé jego wlasno$ci. Poznawanie jego niezwykle skomplikowanej struktury
(kto$ nazwat ten zbiér najbardziej skomplikowanym obiektem matematyki) mozliwe
jest wylacznie przy uzyciu komputera. Komputer takze odegrat decydujaca rolg przy
odkryciu nowej fundamentalnej (obok 7 i e) stalej matematycznej, tzw. stalej Feigen-
bauma,?® charakteryzujacej zjawisko bifurkacji. Feigenbaum odkryt, ze okres szero-
kiej klasy uktadow nieliniowych podwaja si¢ lawinowo w trakcie ich ewolucji. Nie
przeprowadzit on formalnego dowodu, a jedynie opublikowal wyniki swoich kom-
puterowych badan. P6zniej dowdd matematyczny zbieznosci ciagu ilorazéw odlegho-
$ci migdzy punktami bifurkacji do tej samej granicy (dla réznych odwzorowan nieli-
niowych) — statej Feigenbauma — podali inni matematycy, ale gdyby nie kompute-
rowe badania Feigenbauma, nie wiedzieliby oni, czego dowodzi¢.

Uzycie komputera miato réwniez niebagatelne znaczenie przy odkryciu istnienia
i badaniu obszaréw stabilnosci trajektorii rozwigzan réwnan dynamiki nieliniowe;j.
Matematycy odkryli bowiem, ze rozwiazania pewnych w zasadzie deterministycznych
réwnan prowadza do bardzo nieregularych, wrgcz chaotycznych rozwigzan. W obli-
czu chaosu wylaniajacego si¢ z dobrze okre§lonych réwnan matematycy czuli sig bez-
radni. I wtedy w sukurs uczonym przyszed! komputer ze swymi mozliwosciami anali-
zowania bardzo dhugich sekwencji otrzymywanych rozwiazan. Gdy je przesledzimy
metoda numeryczng w odpowiedniej przestrzent fazowej, po wielu krokach mozna
stwierdzi¢, ze nawet w wysoce niestabilnych i nieokresowych rozwiazaniach réwnan
dynamiki nieliniowej istnieja stany zwane atraktorami, wokoét ktérych koncentruja sig
trajektorie rozwiazan. Pierwszy atraktor metoda komputerowa odkryt w 1963 roku

2 Por. B. Mandelbrot, , Fraktale i odrodzenie matematyki eksperymentalnej”, [przedmowa do:]
H. Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe, Granice chaosu. Fraktale, cz. 1, Warszawa 1995, s. 32,
% Por. I. Steward, Czy Bog gra w kosci. Nowa matematyka chaosu. Warszawa 1994, s. 239—240.
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Edward Lorenz”’ z MIT, analizujac uktad réwnat rézniczkowych modelujacych zja-
wiska pogodowe, tzw. konwekcje — powstajace przy unoszeniu si¢ podgrzanego po-
wietrza. Wykres rozwigzaft rwnan Lorenza mozna zobaczy¢ na ekranie komputera:
ukladaja si¢ one w charakterystyczne — wydawatoby si¢ — dwie powierzchnie po-
dobne do skrzydet motyla (ale to nie od tego ksztattu pochodzi jego stawny zwrot:
»efekt motyla”™).

W kontekscie coraz doskonalszej grafiki komputerowej interesujace jest pojawie-
nie si¢ generowanych przez komputery tzw. wideodowod6éw?® — obrazowych przed-
stawien abstrakcyjnych poj¢é i przeksztalcen matematycznych ilustrujacych pewne
twierdzenia. Maja one t¢ przewagg nad formalnymi dowodami, ze apelujg do intuicji
i poczucia oczywistoéci. Do bardziej uderzajacych osiagnigé tego typu naleza: film
wideo o tym, jak mozna gnie$é, wykrgcac i naciagaé sfer¢ dwuwymiarows (co$ w ro-
dzaju pitki), czego rezultatem jest jej przenicowanie czyli wywr6cenie na druga stro-
n¢ bez rozcinania — lub film zatytutowany Not Knot, ilustrujacy wtasnosci geometrii
hiperbolicznej, w ktérej linie réwnolegte rozchodza sig, a boki pigciokata tworza katy
proste. «Wideodowody» mozna zinterpretowaé jako prob¢ argumentowania na pod-
stawie tego, co «widacé», odwolujacego si¢ do oczywisto§ci wizualnej. Ten typ uza-
sadniania mozna traktowa¢ jako analogon prostych dowodéw konstrukcyjnych prze-
prowadzanych w starozytnosci, w ktorych réwniez pokazywano krok po kroku (przy
wykorzystaniu konkretnych obrazéw), jak pewne rzeczy sa mozliwe do uzyskania.

Taki sposob uzycia komputeréw nie «sigga» problemu dowodzenia. Komputer
jest heurystycznym narz¢dziem, ktére sugeruje, jaka teze ewentualnie zaakceptowaé
jako wysoce prawdopodobna (ale nie pewna). Mozna zauwazy¢ w tej tendencji jak
gdyby powrdt, na wyzszym poziomie zaawansowania technicznego, do matematyki
przedteoretycznej, wlasciwej przedgreckiemu okresowi w rozwoju matematyki —
nastawionej na praktyke i rozwigzywanie probleméw przy niedostatecznym, z punktu
widzenia metodologicznego, uzasadnieniu uzyskanych wynikéw. Proces ten, w ze-
stawieniu z faktem rozmijania si¢ pojgcia dowodliwosci i pojecia prawdziwosci
w matematyce, uznaé nalezy za racjonalny. Skoro juz wiemy, 2e pewne prawdy nie sg
osiagalne znanymi metodami, sprébujmy osiagnaé to, co si¢ da przy zastosowaniu
niekonwencjonalnych metod.

Tymczasem komputer zaznaczyt swa obecnos¢ w matematyce rowniez w kontek-
§cie uzasadnienia, a dowody wspomagane komputerowo sa w matematyce juz rze-
czywistoscia. W tym wypadku program komputerowy jest czgscig procedury dowo-
dowej. Pierwszym szerzej znanym twierdzeniem udowodnionym przy istotnym wyko-
rzystaniu technik obliczeniowych byto twierdzenie odnoszace si¢ do tzw. zagadnienia
czterech barw.”” Dow6d Appela i Hakena jest mocno osadzony w tradycji matema-

? Ibidem s. 156—166.

8 J. Horgan, ,,Smier¢ dowodu”, Swiat Nauki, 1993, nr 12, s. 77--84.

Bk, Appel, W. Haken, ,,Zagadnienie czterech barw”, [w:] Matematyka wspétczesna (red. L.A.
Steen), Warszawa, 1983, s. 170—198.
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tycznej, opiera si¢ na faktach i procedurach znanych z historii matematyki, jednakze
udziat obliczent komputerowych jest w nim tak znaczacy, ze ks. prof. Lubanski stwier-
dzit, iz mozna juz méwi¢ o pojawieniu si¢ komputerowej metody dowodzenia.
Przez komputerowa metode¢ dowodzenia rozumie on ,,dowodzenie jakiego$ twierdze-
nia (w zasadzie matematycznego) za pomoca komputera, w tym znaczeniu, ze be z
jego pomocy nie potrafimy tego dokonadé [wyréznienie
moje — J. M.] badZ ze wzgledu na wielo$¢ wystepujacych operacji, badz tez z racji
sugestii poddawanych przez maszyng w trakcie przeprowadzania dowodu dzigki dia-
logowi z nia, badZ z obu wzgledow jednoczesnie” >

Z punktu widzenia prowadzonych tu rozwazan nie jest specjalnie istotne, czy wy-
korzystujemy obliczenia komputerowe w arytmetyce doktadnej, czy w tzw. arytmety-
ce przedzialowej (pozwalajacej na przeprowadzenie $cistego rozumowania pomimo
wystgpowania nieuchronnego blgdu zaokragler),”’ bowiem tego typu «dowodzenie
komputerowe» mozna potraktowac jako poszerzenie, za pomocg techniki, mozliwosci
intuicji, wyobrazni oraz mozliwosci twérczych czlowieka. W tym sensie mozna je
traktowa¢ jako analogon, z wykorzystaniem wysokiej technologii, idei dowodu trady-
cyjnego — wywodu z zatozonych przestanek przy pomocy wszelkich zrozumiatych
i intersubiektywnych argumentéw bedacych aktualnie do dyspozycji dowodzacego
matematyka.

Wszystkim tym, ktérzy w tym momencie zaprotestuja, wskazujac, ze komputer
jako urzadzenie techniczne zalezny jest od praw fizyki i to zmienia radykalnie status
zdan uzasadnionych z jego udziatem, chcg przypomnieé, ze otéwek, kartka papieru,
liczydta, arytmometr, suwak logarytmiczny itd. sa réwniez «urzadzeniami technicz-
nymi» (zachodzi tu jedynie réznica stopnia). Ponadto, co wazniejsze, komputer jako
urzadzenie elektroniczne podlega tym samym prawom fizyki (mechaniki kwantowej),
co i nasze mozgi, a to sprawia, ze nieporozumieniem jest podnosi¢ problem uzalez-
nienia dowodzenia wspomaganego komputerowo od fizyki, gdyz od dawna i to w za-
sadniczym sensie realnie przeprowadzane dowody matematyczne zaleza od praw fizyki.

Przeniesieniem idei dowodu formalnego na grunt dziatarn komputera byloby au-
tomatyczne dowodzenie twierdzen, ktére rozumiem jako wykonywana przez ma-
szyn¢ procedur¢ przeksztalcania wprowadzonych danych — aksjomatéw — przy
pomocy regut transformacji, réwniez «zadanych komputerowi». Jezeli zaprogramu-
jemy komputer tak, by dokonywat okre§lonych manipulacji formalnych, to rozpatruje
on po prostu pewne stany jako dane i dokonuje okre§lonych operacji przeprowadza-
jacych jeden stan w nastepny. Juz w latach sze§¢dziesiatych amerykanski matematyk
Hao Wang’? sporzadzit program dla 6wczesnej maszyny liczacej IBM-704, dowodza-
cy twierdzen z fundamentalnej pracy Russella i Whiteheada Principia mathematica.

3% M. Lubanski, ,,Komputerowa metoda dowodzenia”, Studia Filozoficzne, 1984 nr 7, s. 25.

31 Por. K. Szyszkiewicz, J. Urbaniec, ,,Ewolucja dowodu matematycznego”, {w:] Otwarta nauka
i jej zwolennicy, red. M. Heller i J. Urbaniec, Tarnéw 1996, s. 87—96.

32 por. R. Hersh, What is Mathematics, Really?, Oxford 1997, s. xvii.
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Interesujace bylo to, ze maszyna dowodzac pierwszych okolo stu pigcdziesieciu
twierdzefr niejako przy okazji udowodnita jeszcze kilka, ktérych praca Russella
1 Whiteheada nie zawierala. Komputer jest w takim wypadku uzyty jako swoistego
rodzaju «logikometr» (przez analogi¢ do arytmometru) imitujacy wnioskowanie
z okreslonych formut wyjéciowych przy zastosowaniu okreslonych regut inferencji.
Inaczej méwiac, zastosowanie komputera w taki sposéb jest jedynie «zmechanizowa-
niem» znanego typu dowodzenia — dowodow formalnych. Jednakze na razie restryk-
cje techniczne ograniczajg dowody automatyczne do relatywnie prostych twierdzen,
gdyz czysto mechaniczne «wnioskowanie» prowadzi do utworzenia «drzewa» ko-
niecznych do przeanalizowania stanéw, ktérych liczba bardzo szybko roénie wraz ze
zlozono$cia podejmowanych probleméw. Zjawisko to nazywamy ,.eksplozja kombi-
natoryczna”.*® Mozliwe sa tu dwie taktyki: (a) wnioskowanie wstecz, gdy komputer
rozpoczyna pracg od stanu docelowego i przeszukuje stany go poprzedzajace, az do
osiagnigcia jednego z mozliwych stanéw wyjéciowych; (b) wnioskowanie w przod,
gdy prac¢ komputera rozpoczynamy od stanu wyjsciowego i tak dtugo przeszukujemy
stany osiagalne, az otrzymany zostanie stan docelowy. Jest to jednak stale poziom lo-
gikometru, o ktérym juz wspominatem.

Powyzsze rozwazania miaty na celu wskazanie, iz wykorzystanie komputeréw jak
dotychczas tworczo rozwija znane z przesziosci formy uzasadniania twierdzen w ma-
tematyce (pomijajac oczywiste roznice, jesli chodzi o zaawansowanie technologiczne
takiego urzadzenia jak komputer). Istotne jest to, ze spos6b wykorzystania komputera
nie narusza centralnej roli, jaka w dowodzeniu twierdzefi zajmuje matematyk z krwi
i kodci. Wydaje sig, ze kwestia ta jest zagadnieniem siegajacym samej istoty zastoso-
wan komputer6w w matematyce. Problemami do rozwazenia na przyszlo$¢ sa, po
pierwsze, czy komputer moZe uzasadniaé twierdzenia matematyczne w innym
sensie niz czyni to dowéd sformalizowany, oraz po drugie, czy wykorzystanie
komputera w procedurze uzasadnienia twierdzen moze zagrozi¢ dominujacej
pozycji matematyka.

Jezeli mozliwosci dowodowe komputera utozsamimy z dowodliwoscia w pew-
nym systemie formalnym, to oczywiscie istnieja tezy matematyczne, ktoérych kompu-
ter nie udowodni z zasady. Jesli jednak komputer bgdzie uzywany przez matematy-
kow jako swoiste narzedzie wspomagajace w sposéb nickonwencjonalny procedurg
dedukowania, to moze rozszerzy¢ to jako$ciowo procedurg uzasadniania w matema-
tyce. Matematyka bedzie si¢ rozwija¢ nie przez kolejna modyfikacj¢ (w sensie udci-
§lenia czy tez zawgzenia — bowiem do tego to si¢ w przesziosci sprowadzato) poje-
cia dowodu, lecz poprzez zmiang natury dopuszczalnego sposobu uzasadniania
w matematyce wyrazajaca si¢ rozszerzeniem lub uzupehieniem zasad dowodzenia
matematycznego. Pojawi si¢ szansa wyrwania si¢ z zaczarowanego kregu metody
formalnej. Zreszta pamigtajmy, iz formalistyczne podejécie do dowodzenia w mate-

 Por. R. Tadeusiewicz, ,,Problem sztucznej inteligencji”, [w:] Nauka i filozofia (red. J. Misick),
Krakéw 1987, s. 47.
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matyce jest mozliwoscia wylacznie hipotetyczna, nigdy w pelni nie zrealizowana
w praktyce matematycznej. Korzystanie wigc w najréznorodniejszy sposéb z mozli-
wosci stwarzanych przez wspétczesne komputery bedzie jedynie kolejnym (po meto-
dzie praktycznej, naocznej, intuicyjnej i dedukcyjnej) wzbogaceniem metody poszu-
kiwania i odkrywania nowych obiektéw oraz prawd matematycznych. Czy moze po-
jawié si¢ sytuacja, w ktorej komputer zastapi czlowieka w procesie dowodzenia
twierdzen matematycznych? Sprawa nie jest prosta, bowiem czym innym jest teza
gloszaca, ze dla kazdego problemu matematycznego mozna znalez¢ (zbudowaé, za-
programowac) komputer taki, Zze wykona postawione przed nim zadanie, a czym in-
nym jest przekonanie, iz mozliwe jest stworzenie takiego komputera, ktéry potencjal-
nie rozwigze kazdy postawiony przed nim problem matematyczny. W pierwszym wy-
padku, nawet gdy komputery wyrgczaja cztowieka przy dowodzeniu twierdzen, pozo-
staja na jego ustugach i ciagle mamy do czynienia z narzgdziem wspomagajacym
cztowieka. Wydaje si¢, ze mozna mieé¢ nadziejg, iz jest to mozliwe. Natomiast drugi
wypadek kwalifikuje sie do rozwazan w zakresie teorii sztucznej inteligencji. Jest to
nie tyle kwestia, czy komputery odpowiednio zaprogramowane moga imitowa¢ inte-
ligentne zachowania ludzkie (wydaje sig, ze bytoby to mozliwe), lecz czy moga zo-
sta¢ obdarzone pewnego rodzaju zdolnoscia przypominajaca czy tez odpowiadajaca
jakos$ciowo inteligencji ludzkiej.



