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Roman Duda

Integralno$¢ matematyki

1. Matematyke nazywa si¢ powszechnie ,jnauka o liczbie i przestrzeni”.! Mniej
jednak powszechnie wiadomo, ze dwa jej podstawowe poj¢cia — liczba i figura —
pochodza z czas6w prehistorycznych i maja jedno wspélne zrodto. Istnieja mianowi-
cie powazne argumenty przemawiajace za tym, ze tym wsp6lnym Zrédiem sa pier-
wotne ryty. Liczby: jeden, dwa, trzy itd. — mogly by¢ imionami tancerzy w kolejnos-
ci ich wchodzenia na rytualna scene, a figury: koto, kwadrat, odcinek itd. — mogly
byé nazwami figur w tym rytualnym taricu lub ksztattami miejsc kultowych (oltarzy).?
W ten spos6b matematyka rozpoczynata swoje istnienie jako wiedza sakralna, dar
niebios.

2. Juz w tych odlegtych czasach ta wiedza sakralna wykazywala wszakze swoja
uzyteczno$¢ takze w sprawach ziemskich. Liczby pomagaly ustawia¢ kolejno rowniez
inne osoby czy przedmioty i zache¢caly do rachowania, co ufatwialo obcowanie
z mnogos$ciami dyskretnymi. Natomiast figury mozna bylo poréwnywaé z ksztattami
znanymi z otoczenia, co z kolei ulatwialo orientacj¢ w tym otoczeniu. Kazda z tych
grup pojeé dostarczata narzedzi do panowania nad $wiatem wielkosci dyskretnych
lub odpowiednio ciaglych. W ten sposob oba te pojecia, a raczej obie grupy pojec,
suruchomity ewolucje kryjacych si¢ za nimi podstawowych czynno$ci intelektualnych
cztowieka. Slady w jezyku zdaja si¢ wskazywaé, ze przez dhugi czas byly to dwa réz-

! Por. S. Mac Lane, Mathematics: Form and function, Springer-Verlag, Berlin 1986. Autor pi-
sze: ,,Mathematics, at the beginning, is sometimes described as the science of Number and Space -
better: of Numver, Time, Space, and Motion” (op. cit., s. 6).

% Por. A. Seidenberg, ,,The ritual origin of geometry”, Arch. Hist. Exact. Sci. 1(1960—1962),
s. 488—527; ,,The ritual origin of counting”, ibidem 2(1965), s. 1—40; ,, The origin of mathema-
tics”, ibidem 18(1977—1978), s. 301—342,
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ne pola aktywnosci intelektualnej, z ktérych kazda koncentrowata si¢ wokél pojeé
swojej grupy.’
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3. Ten okres prehistoryczny byt nie tylko dlugi, ale i wazny, wspomniana bowiem
ewolucja byta zjawiskiem wysoce ztozonym. Przede wszystkim dostrzegamy w niej
proces, ktoéry najstuszniej wypada nazwaé ,idealizacja”. Mam na mysli powolny
(w owych czasach niewatpliwie nieuswiadomiony*) proces wydobywania sig pierwot-
nych koncepcji liczb i figur z magmy konkretnych uwarunkowan. Proces idealizacji
powodowal, ze koncepcje te odrywaly si¢ coraz bardziej od kontekstu, w ktdrym byty
poczatkowo zanurzone, stajac si¢ coraz bardziej «idealney, z drugiej wszakze strony
rosto dzigki temu pole ich zastosowan. W ten sposob juz w owych prehistorycznych
czasach data o sobie znaé tajemnicza cecha tego obszaru, ktéry pdzniej zostat nazwa-
ny ,,matematyka”, ze im bardziej idealizujemy, tym glgbiej mozemy wnikaé rozumo-
wo w otoczenie. Jednoczesnie ujawniato si¢ napigcie, ktdre réwniez utrzymuje si¢ do
dzisiaj, migdzy sacrum a profanum, migdzy matematyka «czysta» a «stosowanay,
migdzy teoria a praktyka.

Jednym z pierwszych, ktdrzy dostrzegli proces idealizacji 1 odczuli potrzebe
zwrdOcenia nan uwagi, byl Arystoteles. Pisat on: ,,Matematyk prowadzi swoje badania

? Na zlozono$é wehodzacych tu w gre proceséw psychologicznych i ich zwiazek z mowa zwra-
cato uwagg wielu autoréw, m.in. L. Wygotski, Myslenie i mowa, Biblioteka Psychologii Wspé6lczes-
nej, PWN, Warszawa 1989.

* Proces taki, podobnie nieu§wiadomiony, mozemy dzisiaj obserwowaé u dzieci, a tzw. rozsze-
rzona zasada paralelizmu pozwala rozwoj intelektualny dziecka rzutowaé na rozwéj intelektualny
ludzkoéci. Por. R. Duda, ,Zasada paralelizmu w dydaktyce”, Dydaktyka Matematyki 1(1981),
s. 127—138.
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na przedmiotach abstrakcyjnych, bada swéj przedmiot pozbawiajac go wszelkich
zmystowych wiasnoéci, takich jak cigzar, lekkos¢, twardos¢ oraz jej przeciwienstwo,
a takze cieplo i zimno oraz inne zmystowe przeciwiefistwa, zachowujac tylko ilo§é
i cigglos¢ [tu i nizej podkr. moje, RD] oraz ich atrybuty jako ilo$ciowe i ciggle, i nie
rozpatrujac ich pod zadnym innym wzgledem” >

4. W pierwszych cywilizacjach historycznych — w Egipcie, Babilonie, Chinach,
a nawet jeszcze w Grecji — 6w proces idealizacji byt juz daleko posunigty, ale $lady
konkretu sa jeszcze wyraznie widoczne w nazwach niektérych figur, mitycznych zna-
czeniach przypisywanych konkretnym liczbom, empirycznym pochodzeniu formut itp.

Cywilizacja grecka roznita si¢ jednak od- pozostalych pod jednym waznym
wzgledem: geniuszowi starozytnych Grekéw zawdzigczamy ostateczng w pewnym
sensie idealizacj¢ geometrii, przedstawiona w Elementach Euklidesa. Og6lnos¢ pojec¢
geometrycznych jeszcze dzisiaj zapiera dech w piersiach, nic wigc dziwnego, ze na
tym poziomie ogdlnoéci juz pozostaliSmy, a przestrzen euklidesowa do dzis jest naj-
wazniejszym rodzajem przestrzeni matematycznej, wywierajacym przemozny wplyw
na nasze widzenie Swiata.

Wprawdzie Grecy zakonczyli proces wydobywania sporego fragmentu materii
matematycznej z chaotycznej pramaterii konkretu, ale na tym nie poprzestali. Jedno-
czeénie nadali bowiem geometrii ksztalt, ktéry takze obowiazuje w matematyce do
dzisiaj, a mianowicie struktur¢ aksjomatyczno-dedukcyjng: Elementy Euklidesa
zaczynajg si¢ od definicji, aksjomatéw i postulatéw, za ktérymi ida wyprowadzane
z nich twierdzenia oraz ich dowody.®

Od czaséw greckich wszystkim ich nastgpcom na tym polu przyswiecaja dwa ce-
le: skrajnego oczyszczenia z elementéw zbednych przedmiotu swoich zainteresowan
intelektualnych (skrajnej idealizacji) oraz nadania rezultatom swoich przemysleit po-
staci aksjomatyczno-dedukcyjne;.

5. Zasadnicze cele pracy z materig matematyczng zostaly wigc wytyczone, ale po-
zostata sprawa jej znaczenia. Ot6z w stosunku do cywilizacji poprzednich, takich jak
Egipt czy Babilon, a takze niemal wspotczesnych, takich jak Chiny i Indie, nastapita
w Grek6w zasadnicza zmiana takze i pod tym wzglgdem. Zmiana ta wiazala si¢ z ich
podejsciem do problemu rozumienia przyrody.

5 Arystoteles, Metafizyka, 1061a—1961b; por. Dziela wszystkie. T. 2, PWN, Warszawa 1990,
s. 789.

¢ Wedlug dzisiejszych standardéw Elementy zawieraja, jednak luki, ale jeszcze pod koniec XIX
wieku shuzyly jako podrecznik w szkolach angielskich. Por. B. Russell, History of Western Philo-
sophy, George Allen and Unwin, London 1946, s. 233. Pierwszy poprawny (w éwietle dzisiejszych
standardéw) wyklad geometrii euklidesowej podat D. Hilbert, Grundlagen de Geometrie. W jezyku
polskim mozna poleci¢: K. Borsuk i W. Szmielew, Podstawy geometrii, Biblioteka Matematyczna,
PWN, Warszawa 1955.
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W najstarszych cywilizacjach starozytnych przyroda byla pojmowana jako co$
w rodzaju panstwa, rzadzonego przez rozmaite bostwa i duchy, ktére miaty swoje
przywary i potrzeby, i z ktérymi nalezato pozostawaé w dobrych stosunkach. Elitom
owych cywilizacji (wladcom, administratorom, kaptanom, kupcom itp.) stuzyla tez
spora juz wéwczas wiedza o liczbach i figurach.” Przekazywana jako dar niebios, za-
chowywata charakter sakralny i tajemny, dostgpny waskim tylko kregom wtajemni-
czonych. Ow charakter sakralny i tajemny sprzyjat jakosci i trwatosci przekazu, ale
jednoczesnie zmniejszat krytycyzm i przez to hamowal rozwdj wiedzy matematycz-
nej. Reguta w tych wezesnych dziejach historycznych (a zapewne i w prehistorii) byly
zatem okresy biemego przekazywania tradycji, ktérej pochodzenia juz nikt nie pa-
migtat, wyjatkiem za$ — krytyczne refleksje i zmiany.

Starozytnym Grekom takie mitologiczne podejécie do wyjasniania $wiata prze-
stalo wystarcza¢. W ich kulturze pojawita si¢ catkowicie nowa idea, ze zjawiska przy-
rodnicze nie sa wynikiem boskich igraszek, ale stanowia konsekwencj¢ wewnetrznej
koniecznosci, strukturalnego musu, niezaleznego od czyjejkolwiek woli. Jak stusznie
pisze O. Pedersen, byla to ,,idea prawdziwie rewolucyjna. Bedac catkowitym zaprze-
czeniem madroéci wezesniejszych stuleci, prowokowata ferment intelektualny, w po-
réwnaniu z ktérym wszystkie pézniejsze rewolucje naukowe wydaja si¢ drobnymi
falami na powierzchni oceanu mysli.”®

Tak zaczat si¢ proces, ktéry zasadniczo zmienit rol¢ matematyki i perspektywe
intelektualng znacznej czgsci ludzkosci. Nie stato si¢ to jednak od razu.

6. Kiedy Grecy jako pierwsi podniesli problem innego opisu §wiata, stanety przed
nimi ogromne trudno$ci lingwistyczne. W ich j¢zyku (ani w zadnym innym) nie byto
poje¢é zdolnych do oddania istotnych idei nowego podejécia, takich jak wewnetrzna
koniecznos$¢ (pdzniejsze prawo przyrody), przyczyna, skutek itp. Trudnoéci te Grecy
poczgli rozwigzywaé na drodze metaforycznej, co polegalo na wyjmowaniu stowa
z codziennego kontekstu, by postuzy¢ si¢ nim dla wyrazenia idei obcej potocznemu
jezykowi. Na przyklad, gdy Herodot chcial powiedzieé, ze przyczyna wylewéw Nilu
jest Stonce, uzyt stowa aitia, oznaczajacego wing zbrodniarza. Podobnie dla opisania
przedziwnej cechy, ktéra nie pozwala zjawiskom zachowywa¢é si¢ dowolnie, greccy
filozofowie postugiwali si¢ stowem ananke, ozriaczajacym wszystkie mozliwe $rodki,
od stownej perswazji do tortur, stosowane dla wymuszenia przyznania si¢ podejrza-
nego do winy.’ O. Pederson tak opisuje ten proces:

" O wiedzy matematycznej w cywilizacjach starozytnych traktuja ksiazki z historii matematyki,
a w szczegélnodci: O. Neugebauer, The Exact Sciences in Antiquity, Brown University Press,
Providence (RI) 1969; B.L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, Birkhauser-Verlag, Basel-
Stuttgart 1966; H. Gericke, Mathematik in Antike und Orinet, Springer—Verlag, Berlin 1984.

# 0. Pedersen, Konflikt czy symbioza. Z dziejéw relacji miedzy naukq a teologia, Universum,
Biblos, Tarnéw 1997, s. 33.

® Oba przyktady pochodza z ksiazki: O. Pedersen, Konflikt..., op. cit.
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.»Przez wieki filozofowie greccy postugiwali si¢ w ten sposob jezykiem metafo-
rycznym. W rezultacie powstat stownik terminéw technicznych o metaforycznym po-
chodzeniu, ktére zacieralo si¢ podczas dlugiego procesu przyswajania nowego pogla-
du przez grecki $wiat. Jak daleko zaszed! ten proces w czwartym wieku przed Chrys-
tusem, mozemy wyczyta¢ w IV i V ksiedze Metafizyki Arystotelesa. Zawieraja one
opisowy katalog okolo trzydziestu najbardziej ogdlnych koncepcji nowego jezyka,
takich jak: materia i forma, substancja i przypadlos¢, jedno$é i wielo$¢, przyczyna
i skutek, i wiele innych. Z tego punktu widzenia zar6wno Metafizyka, jak i Fizyka moga
by¢ uwazane za traktaty lingwistyczne dajace semantyke i syntaktyke nowego jezyka

i wyjasniajace go w spos6b, ktéry miat staé si¢ wzorem dla nastgpnych pokoleri.”’

7. Metaforyczna droga opisywania $wiata nie byla jedyna, bo juz z koncem VI
wieku przed Chrystusem zostala zaproponowana droga alternatywna. Pierwsi wpadli
na nia pitagorejczycy — zauwazajac, ze podstawowe interwaly muzyczne charaktery-
zuja sie stosunkami czterech pierwszych liczb naturalnych.'” W owym czasie podsta-
wowa terminologia matematyczna, dotyczaca liczb i figur, byla juz uksztaltowana
i autonomiczna w tym sensie, ze terminy matematyczne juz si¢ z niczym Grekom nie
kojarzyly. Wiaczajac si¢ do debaty nad poczatkiem $wiata, pitagorejczycy orzekli, ze
,»wszystko, co daje si¢ poznaé, ma liczbg”, bez ktérej ,nie mozna by ani uchwycié
mysla, ani poznaé niczego”.'* To wlaénie oni nadali wiedzy o liczbach i figurach na-
zwe ,,matematyka” i podali jej zakresowa deﬁnicjc.'3

MATEMATYKA
dyskretna ciagla
absolutna >glgdna ruchoma stata
ARYTMETYKA MUZIYKA ASTRONOMIA GEOMETRIA

Swoisto$¢ drogi matematycznej, w odréznieniu od drogi metaforycznej, polegata
na tym, Ze nie wchodzita ona na tory wyjasniania przyczynowo-skutkowego i nie
aspirowata do odkrywania filozoficznej istoty rzeczy, a poprzestawala na zewnetrz-
nym opisie sposobu manifestowania si¢ $wiata. Z duzym uproszczeniem mozna po-
wiedzieé, ze nie silac si¢ na odpowiedZ na pytanie ,,dlaczego”, zadowalata si¢ opisem

190. Pedersen, Konflikt..., op. cit., s. 39.

" Jesli dtugos$é struny skrocié o potowg, ton bedzie o oktawe wyzszy, a zatem oktawg charakte-
ryzuje stosunek 2:1. Podobnie kwinta charakteryzuje sig stosunkiem 3:2, kwarta 4:3 itd.

12 por. Filozofia starozytna Grecji i Rzymu (oprac. J. Legowicz), PWN, Warszawa 1969, s. 69.

13 por. H.W. Turnbull, ,,The great mathematicians”, [w:] J.R. Newman, The World of Mathema-
tics, vol. 1, George Allen and Unwin, London 1960, s. 85. Klasyfikacj¢ t¢ mozna odczytac z prze-
kazu Platona o pitagorejczykach.



12 Roman Duda

,jak”. Dostarczala temu opisowi — terminologii i metodologii,"* a jednoczesnie uka-
zywata jego skuteczno$é. '’

O ile droga metaforyczna nie budzita watpliwosci, dostarczata bowiem podsta-
wowych poje¢, na ktérych mogly budowaé swoje widzenie $wiata nauki szczegblowe,
o tyle droga matematyczna musiata broni¢ swoich aspiracji do roli jezyka opisu
$wiata. I bronita ich skutecznie. By¢ moze mato znany sp6ér w Yonie pitagorejczykow
migdzy matematykami a akuzmatykami nalezy rozpatrywaé wlasnie na tle szerszego
sporu 0 wybdr drogi opisu §wiata: akuzmatycy ciagneli w strong mistyki i filozofii,
podczas gdy matematycy domagali si¢ wigkszej samodzielnosci.'®

8. Skodyfikowana przez Boecjusza (480—524) i Kasjodora (480—575) niemal
tysiac lat pézniej klasyfikacja pitagorejska przyjeta forme quadrivium i stala si¢ pod-
stawg éredniowiecznego kanonu nauczania.'” W tej postaci przetrwata nastepny tysiac
lat, a wi¢c utrzymywata si¢ facznie okoto dwéch tysiacleci.

9. Mozna postawi¢ pytanie, dlaczego dzisiaj nadal uwazamy arytmetyke i geo-
metri¢ za w pelni uprawnione czg¢éci matematyki, natomiast muzyce i astronomii od-
mawiamy tego prawa. Wypadek astronomii jest tym bardziej uderzajacy, ze przez
cale wieki byla ona tak $ci§le zwigzana z matematyka, ze termin ,,astronomia” uwa-
zano niemal za synonim terminu ,,matematyka”.

Pytania tego rodzaju, wylaniajace si¢ z historycznej i filozoficznej refleksji nad
matematyka, odnosza si¢ do pytania bardziej podstawowego: co to jest matematyka.'®
W szczegdlnosci mozna pytaé, czy matematyka jest jedna spdjna dyscyplina, czy tez
rodzina dyscyplin, z ktérych kazda pretenduje do swoiécie pojmowanej «matema-
tycznosci», ale poza tym rdznia si¢ one przedmiotem i metodami, i w istocie sa sobie
obce.”” Formutowane tak lub inaczej — pytania tego rodzaju sa dzi§ w $rodowisku
matematykow dyskutowane. Oprdcz racji historycznych, takich jak wyzej przytoczo-

4 Por. Elementy Euklidesa, kt6re uksztaltowaly nasze widzenie przestrzeni i staly sie niedoscig-
tym wzorem postgpowania i Scistoéci przez dwa tysiaclecia.

1% przyktadem owej skutecznoéci jest opis ruchu planet, dany przez Almagest Ptolemeusza, kt6-
ry przetrwat az do czaséw nowozytnych.

18 W Tatarkiewicz, Historia filozofii. T. 1, PWN, Warszawa 1958, s. 64.

17 Por. EX. Rand, Founders of the Middle Ages, Harvard University Press, Cambridge (Mass.)
1928, Por. takze J. Pieper, Scholastyka. Postacie i zagadnienia filozofii Sredniowiecznej, Pax, War-
szawa 1963 (zwlaszcza rozdzial IT) — oraz 1. Grattan-Guinness, Tecza matematyki (w druku).

'8 Pytanie to wystgpuje w tytule znanej ksiazki R. Couranta i H. Robnisona Co to jest matema-
tyka, Biblioteka Probleméw, PWN, Warszawa (kilka wydan). Autorzy nie odpowiadaja na to pyta-
nie wprost, a jedynie posrednio, opisujac w przystepny sposéb wybrane fragmenty matematyki. Por.
takze J.R. Newman, The world..., op. cit.; L.A. Steen, Matematyka wspdlczesna. Dwanascie ese-
jéw, Wyd. Naukowo-Techniczne, Warszawa 1983; Ph.J. Davis i R. Hersh, Swiat matematyki, Wyd.
Naukowe PWN, Warszawa 1994,

' Na przyklad w jezyku francuskim mamy liczbg mnoga ,.les methematiques”, choé ostatnio
zaczyna si¢ pojawiaé neologizm ,,Ja mathematique”.
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ne, sg takze racje §wiezsze — m.in. szybko rosnaca «objeto§é» matematyki, z ktéra
jeden czlowiek nie jest juz w stanie sobie radzi¢,”® powszechna wéréd matematykéw
(i nie tylko) tendencja do waskiej specjalizacji,z' a takze wysuwany tu i 6wdzie po-
glad, ze matematyka jest jedynie dostarczycielka modeli. Do takich pogladéw skta-
niaja tez niektérych powazne trudnosci z aksjomatyzacja teorii mnogo$ci — po-
wszechnie uwazanej za podstawg matematyki wspéiczesnej — rodzace pokusg
,,odmoéwienia matematyce posiadania rzeczywistej tre§ci” oraz uznania, ze ,Swiat
matematyki nie jest jednoznacznie wyznaczony” .2

Ponizej przedstawig kilka argumentéw przemawiajacych za integralnoscia mate-
matyki.

10. Pierwszego argumentu dostarcza rzut oka na charakter zwiazkéw migdzy pi-
tagorejskimi cze$ciami matematyki. Czgsci te — arytmetyka, muzyka, astronomia
i geometria — wplywaja na siebie, podsuwajac sobie problemy lub biorac narzedzia
(wyniki, metody). Dzieje si¢ to jednak w charakterystycznie nieréwny sposéb. Muzy-
ka, jak si¢ wydaje, jest jedynie biernym odbiorca. Obfite Zrédlo metod i probleméw
stanowi oczywiscie arytmetyka, ktéra dawala proporcje muzyce, a metody rachunko-
we geometrii i astronomii. Jednakze i geometria — ktéra rzecz jasna potrzebowala
arytmetyki, bo przeciez rozmiary figur i wielkosci katéw wyrazaja sig liczbami — juz
w czasach greckich odptacala si¢ arytmetyce swoista terminologia i zwigzanymi z nig
problemami. Co wigcej, kiedy przestraszeni odkryciem niewspoimiernosci Grecy
(pitagorejczycy utrzymywali je nawet w tajemnicy) zaniedbali arytmetyke, z pomoca
przyszia im wlasnie geometria. Chociaz pierwiastka kwadratowego z liczby 2 nie
mozna wyrazi¢ $cile na gruncie arytmetyki, mozna to §ci$le zrobi¢ na gruncie geo-
metrii: majac odcinek o dtugosci 1, tatwo za pomocg tylko cyrkla i liniatu zbudowaé
odcinek o dtugoéci +/2 (przekata kwadratu o boku 1).

Czasy nowozytne dodaly odkrycie, ze zbi6r punktéw linii prostej mozna identyfi-
kowa¢é ze zbiorem liczb rzeczywistych, co otworzyto droge do arytmetyzacji geomet-
rii. Punkty stawaly si¢ uktadami liczb, twory geometryczne — réwnaniami, nieréw-
nosciami lub uktadami takowych, a problemy geometryczne — problemami arytme-
tycznymi. Na przyklad, pytanie o punkt przecigcia dwdch prostych na plaszczyznie
okazalo si¢ rwnowazne pytaniu o rozwiazanie ukladu dwo6ch réwnan liniowych
o dwéch niewiadomych (prosta na plaszczyznie wyraza si¢ réwnaniem liniowym

20 W postaci anegdotycznej sytuacja ta jest znana pod nazwa dylematu Ulama, ktéry kiedy$ po-
liczyl, ze rocznie ukazuje si¢ ponad 200 000 twierdzen matematycznych, i spytal, ,jak to pogodzié
z pogladem, Ze matematyka przetrwa jako jedna nauka”. Por. S. Ulam, Przygody matematyka, Pr6-
szynski i S-ka, Warszawa, 1996, s. 315n. Por. takze Ph.J. Davis i R. Hersh, Swiat..., op. cit.,
5. 29—31.

2 Por. H. Kotlarski, ,,0 problemie miary, czyli ktopoty z matematyka”, Wiadom. Mat. 35(1999),
s. 37—48 (cytaty ze s. 46 i1 47).

2 W glognej swego czasu ksiazce M. Kline, Why the professor can't teach, autor odmawia ta-
kiemu waskiemu specjali$cie prawa wykladania na uniwersytecie.
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o dwoch niewiadomych, za$ rozwiazanie uktadu dwéch takich réwnan wyznacza pare
liczb, ktére sa wspotrzednymi punktu przecigcia prostych odpowiadajacych tym réw-
naniom). Ta arytmetyczna szata geometrii umozliwila jednoczesnie blyskotliwg karie-
r¢ analizy matematycznej, opartej na nowozytnej koncepcji funkcji, jej ciaglosci
i rézniczkowalnodci; analiza z kolei stawiata wiele pytan arytmetyce i geometrii.

Zarysowane tu zwiazki pozwalajg naszkicowaé nastgpujacy diagram (gdzie ,,N”’
oznacza narz¢dzia, a ,,P” — problemy):

%\

Diagram jest oczywiScie uproszczony i nie obejmuje calej matematyki, zwraca
jednak uwage na rzecz niezwykle istotna. Przy matematyce pozostaje to, co zacho-
wuje obustronny zwiazek z jej pierwotnym Zrédiem, tj. z naukg o liczbie i przestrze-
ni, czyli arytmetyka i geometrig; odchodzi za$ od niej to, co tylko z tego Zrédia czer-
pie, nic lub niewiele dajac w zamian. Najwczeéniej zatem odpadta muzyka, potem —
astronomia; umocnit si¢ natomiast wzajemny zwiazek arytmetyki i geometrii, tworzac
swoiste sprzgzenie zwrotne; doszta analiza matematyczna, a p6Zniej i inne dzialy, ta-
kie jak algebra, teoria prawdopodobiefistwa itp.

Zmieniajac swoj zakres, matematyka umacniata wzajemne zwiazki miedzy pozo-
stajacymi w niej czg$ciami i utrwalata swoja integralno$c.

11. Osadzenie si¢ w wiedzy o liczbie i przestrzeni oraz wzajemne przenikanie si¢
réznych dziatéw matematyki nie sa jej jedynymi rysami charakterystycznymi. Mate-
matyka istnieje, poki jest trescia ludzkiej swiadomosci, a w konsekwencji — péki
podlega krytycznym procesom odnawiania, potwierdzania lub odrzucania. Dla mate-
matyki wazne s3 zatem réwniez wewngtrzne procesy, ktére wplywaja na jej ksztah,
a w rezultacie i na nasze jej rozumienie. Jak po okresie ekspansji w $wiecie fizycz-
nym nastgpuje zwykle oczyszczanie zdobytego terenu, utrwalanie i wzmacnianie
zwiazkéw z obszarami macierzystymi, tak tez pozyskana materia matematyczna —
pojecia, twierdzenia z dowodami, teorie itp. — podlega swoistym procesom oczysz-
czania i przetwarzania, ktére teraz krétko zarysujg¢. Procesy te — to symplifikacja,
uog6lnianie, abstrakcja, analogia, specjalizacja i kompleksyfikacja.
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12. Symplifikacja.

Uzyskany material matematyczny przede wszystkim upraszczamy, odrzucajac
zbyteczne zaleznosci w pojeciach i twierdzeniach, skracajac kroki dowodowe, czy
drazac rozmaite trudne miejsca az do ich zadowalajacego wyjasnienia. Proces sym-
plifikacji jest obecny w matematyce od samego jej poczatku, ale nigdy nie mozna
mieé catkowitej pewno$ci, ze zostal on w jakims$ jej fragmencie zakoficzony. Po-
uczajacych tego przyktadéw dostarczaja pojecia grupy algebraicznej® i prawdopodo-
bienstwa®®. Szczegélnym przypadkiem jest tu analiza trudnosci w dowodzie, np. po-
szukiwanie rozwiazat niektérych réwnan kwadratowych, gdzie wystgpowaty pier-
wiastki z liczb ujemnych. Analiza tej trudno$ci przyczynita si¢ do odkrycia i upo-
wszechnienia liczb zespolonych.

13. Uogdlnianie.

Z procesem uogodlniania mamy do czynienia wowczas, gdy od danej mnogosci
obiektéow przechodzimy do mnogosci wigkszej, obejmujgcej mnogosé wyjsciows,
z zachowaniem interesujacych nas wiasnosci obiektow wyjsciowych lub gdy rozcia-
gamy dane pojecie czy twierdzenie na szerszy kontekst.

Przyktadem uogdlnienia jest przej$cie od funkcji trygonometrycznych kata pros-
tego do funkcji okre§lonych na catej prostej. Inny przyklad: pierwotng ide¢ Kartezju-
sza opisywania punktu na plaszczyznie euklidesowej za pomoca pary liczb rozciaga-
my na tréjwymiarowa przestrzeni euklidesowa, w ktdrej punkt opisujemy tréjkami
liczb i — znacznie ogdlniej — tworzymy pojgcie n-wymiarowej przestrzeni euklide-
sowej, ktorej punkty identyfikujemy z uktadami » liczb. To ostatnie uogélnienie stato
si¢ mozliwe dzigki $miatemu rozszerzeniu pierwotnej idei kartezjanskiej; proces ten
~ trwal jednak bardzo dtugo, bo ponad dwiescie lat — az po druga potowe wieku XIX.
Dzisiaj przestrzen ta jest standardowym obiektem matematycznym, bez ktérego ma-
tematyke trudno sobie w ogdle wyobrazid.

Jeszcze innym przykfadem jest twierdzenie Pitagorasa dla trojkata prostokatnego,
ktére uogdlnia si¢ na dowolny tréjkat:

c?=a’+b>~2abcos C
(jezeli trojkat jest prostokatny, to C = 90° i cos C = 0).

Czesto spotykanym wypadkiem uogoélniania jest usuwanie z definicji danego po-
jecia niektérych warunkéw. Na przyklad, jeli z pojgcia grupy algebraicznej usunie-
my warunek istnienia elementu odwrotnego, otrzymamy pojecie monoidu, a jesli usu-
niemy takze warunek istnienia jedno$ci, to zostaje nam pétgrupa. Oba te pojecia oka-
zaly si¢ warto§ciowe i znalazty zastosowanie takze poza matematyka (np. urzadzenia

3 Por. H. Wussing, Die Genesis des abstrakten Gruppenbegriffes, Universitit, Math -naturwi8.
Fakultit, Lepizig 1966.

% Por. J. bon Plato, Creating modern probability: its mathematics, physics and philosophy in
historical perspective, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1994.
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o skonczonej liczbie stan6w opisuje si¢ przez pétgrupe tych stanéw, ale oczywiscie
teoria grup jest bogatsza od teorii pétgrup czy monoidéw).

14. Abstrakcja.

»Abstrakcja” nazywamy proces tworzenia uzytecznych poje¢¢ przez odrzucenie
niektérych ograniczefi i przejscie na inny poziom — wlasnie bardziej «abstrakcyjny».
Dobrym przykladem takiego postepowania jest analiza podstawowych wlasnosci
funkcji ciagtej, co doprowadzito do sformutowania pojgcia przestrzeni topologicznej
— czy analiza twierdzenia Borela—Lebesgue’a, gloszacego, ze z kazdego pokrycia
odcinka przedzialami otwartymi mozna wybraé pokrycie skoficzone. Analiza ta
w zwiazku z poprzednim przyktadem doprowadzita do pojgcia przestrzeni topolo-
gicznej otwartej.

15. Analogia.

Poj¢cie analogii jest czgsto uzywane w jezyku codziennym. Poszukiwanie analo-
gii tutaj oznacza odnajdowanie wsp6lnych cech réznych poje¢ czy nawet catych frag-
mentéw matematyki i nadawanie im wlasnego bytu przez ich sformutowanie za pomoca
nowego pojecia, stajgcego si¢ eo ipso zaczatkiem nowego fragmentu matematyki.

Dobrym przyktadem pojg¢cia w ten sposéb otrzymanego jest pojgcie przestrzeni
wektorowej, ktére lezy u podtoza geometrii kartezjanskiej, algebry réwnan liniowych,
teorii réwnan rézniczkowych liniowych itp.

Powiada sig, ze matematycy chgtnie szukajg analogii, natomiast dobrzy matema-
tycy widza analogie mi¢dzy analogiami. Na takiej drodze Banach mogt doj$é do po-
jecia przestrzeni abstrakcyjnej, nazywanej dzi$§ przestrzenia Banacha, w ktorej zrecz-
nie faczac pojecia topologiczne i algebraiczne, dostrzegt wsp6ina podstawe réznych
do tej pory poj¢¢ matematycznych. Przestrzenie Banacha naleza do najintensywniej
dzi$ badanych obiektéw matematyki wspoétczesne;j.

16. Oméwione dotychczas procesy symplifikacji, uogolniania, abstrakcji 1 analo-
gii sg $cifle ze soba powiazane. Ich wspSlnym rysem jest bowiem dazenie do logicz-
nej przejrzystoéci. Stad niejednokrotnie trudno jest poprowadzi¢ migdzy nimi wyraz-
na lini¢ demarkacyjna. Sa one jednak rézne. Na przyktad, jesli chodzi o uogélnianie
1 abstrahowanie, to mozna powiedzieé, ze w uogdlnianiu chodzi o objecie wszystkich
wezeéniejszych przypadkow ogdlniejszym punktem widzenia (w szczeg6lnosci poje-
ciem zawierajacym w sobie wszystkie najwazniejsze wlasnosci uogoélnianych wypad-
koéw), natomiast w wypadku abstrahowania celem jest wyréznienie niektérych cen-
tralnych aspektow wczeéniejszych przypadkow i uwolnienie ich od aspektow teraz
juz zbytecznych. Inaczej méwiac, w procesie uogélniania pozostajemy w zakresie
rozpatrywanych obiektéw (trojkatéw, funkcji itp.), natomiast w procesie abstrahowa-
nia przechodzimy na inny, bardziej «abstrakcyjny» poziom.

Oczywiscie nie kazde uproszczenie (symplifikacja), uogélnienie, abstrakcja czy
analogia prowadza do poje¢é wartosciowych. Pokusa jest jednak tak wielka, ze czaso-
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pisma matematyczne s3 zalewane pracami uzyskanymi na tych drogach. Co jednak
fatwo przychodzi, fatwo tez popada w niepami¢é. Prawdziwie wartosciowe pojecia
i wyniki rodzg si¢ w trudzie i z reguly bardzo dtugo.

17. Specjalizacja.

Specjalizacja jest to w pewnym sensie odwrécenie uogélnienia: przejscie od da-
nej mnogos$ci obiektéw do mniejszej czy w jakim$ sensie ubozszej. Specjalizujemy
wiec, gdy od dowolnych wielokatéw przechodzimy do wielokatéw foremnych, ale
takze gdy od funkcji trygonometrycznych na catej prostej przechodzimy do funkcji
trygonometrycznych okreslonych na skoficzonym przedziale. Czgstym przypadkiem
specjalizacji jest sprawdzanie jakiej$ hipotezy na jednym obiekcie wyjetym z mno-
goéci tych, ktorych hipoteza dotyczy. Udane sprawdzenie czyni hipotezg bardziej
prawdopodobna, nieudane — dostarcza tzw. kontrprzyktadu, ktéry hipotezg¢ obala.
W ten wiasnie sposéb obalono hipoteze, ze kazda funkcja ciagla jest rézniczkowalna,
przez podanie kontrprzyktadu funkcji ciaglej nigdzie nierézniczkowalnej.

* 18. Kompleksyfikacja.

Proces kompleksyfikacji jest ukierunkowany zupehie inaczej; jezeli bowiem do-
tychczas dazyliSmy do prostoty, to teraz — dysponujac prostymi poj¢ciami — kom-
plikujemy je, dodaja nowe warunki lub naktadajac je na siebie.

Przyklady:
grupa — grupa abelowa — pierscien
grupa algebraiczna + topologia — grupa topologiczna
przestrzen euklidesowa — rozmaito$¢ topologiczna
rozmaitosé topologiczna + atlas gladki — rozmaitosé gtadka
rozmaito$¢ algebraiczna + grupa — grupa Liego
~ przestrzen wektorowa + topologia — przestrzen Banacha, przestrzen Hilberta itp.

Uzyskane na tej drodze pojecia nalezg dzi$ do najczgéciej badanych.”® Zwracamy
przy tym uwage, ze kompleksyfikacja jest procesem odmiennym od symplifikacji.
Jezeli przy tej ostatniej dazymy do uproszczenia czy weryfikacji, to w wypadku kom-
pleksyfikacji $wiadomie stwarzamy nowa jako$¢ — nowe, istotnie rézne pojecie.
I choé prawdq jest, ze np. grupy abelowe czy grupy topologiczne mieszcza si¢
w mnogosci grup algebraicznych (a wigc sa to pojgcia zwgzajace), to jednoczesdnie sa
to obiekty prowadzace do specyficznych i bogatych teorii, w ktérych warunek doto-
zony odgrywa istotna roleg.

19. Obfitosé i roznorodno$¢ opisanych proceséw moze stwarza¢ wrazenie, zZe jest
to dzisiaj podstawowa droga tworzenia nowych poj¢¢ matematycznych. Tak jednak
nie jest. Procesy tworzenia nowych poj¢é przebiegaja nieraz w sposéb bardzo ztozo-
ny, a motywacja plynie czgsto spoza matematyki.

3 Por. Leksykon matematyczny, Wiedza Powszechna, Warszawa 1993.
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20. Duze znaczenie w matematyce ma takze rozwigzywanie probleméw. Proble-
my s3 wyzwaniem dla twérczych matematykéw — wyzwaniem angazujacym ich ta-
lent i sity; z punktu widzenia za§ samej matematyki stanowily bogate Zrédio bodzcow
do jej rozwijania 1 bywaty osia faktycznych, choé nie zawsze jawnie formutowanych
programéw.

Przykiady:

(a) Postulat rownoleglych Euklidesa. Analizowany niemal od samego poczatku
swego zaistnienia, zwlaszcza pod katem niezaleznosci od pozostatych postulatéw,
doprowadzit w XIX wieku, a wigc po przeszlo dwéch tysigcach lat, do odkrycia geo-
metrii nieeuklidesowych.

(b) Rozwiazywanie rownan algebraicznych. Juz Babiloficzycy rozwiazywali nie-
ktére réwnania drugiego i trzeciego stopnia. W czasach nowozytnych proby rozwia-
zywania og6lnych réwnan algebraicznych, w tym réwniez réwnafi wyzszych stopni,
doprowadzity do odkrycia liczb zespolonych i do utworzenia pojecia grupy, przyczy-
niajac si¢ w istotny sposéb do pojawienia si¢ nowoczesnej algebry i analizy zespolo-
nej.

Przy prébach rozwiazywania probleméw powstaja twierdzenia oraz ich dowody,
badz tez specyficzne wersje twierdzen w postaci tzw. kontrprzykladow. Wszystko to
sktada si¢ zwykle na jaki§ fragment matematyki i podlega dalszej obrébee, a wiec
przede wszystkim upraszczaniu (symplifikacji), uogdlnianiu (pojec i twierdzen), abs-
trahowaniu, poszukiwaniu analogii migdzy pojgciami, twierdzeniami czy teoriami itd.

21. Majac jakié obszerny i jednolity fragment matematyki, staramy si¢ wszystkie
jego twierdzenia wyprowadzi¢ z jakiego$ uktadu mniej licznego. W wypadku powo-
dzenia uklad taki tworzy aksjomatyke, a jego elementy stanowig aksjomaty. Zaksjo-
matyzowany fragment matematyki nazywamy ,teoria”.

Przeksztalcenie w teori¢ nie jest koncem, lecz etapem rozwoju matematyki.
Zgodnie ze wspdbiczesna tendencja do opierania matematyki na teorii mnogosci, teo-
ri¢ oraz jej aksjomaty poddaje si¢ opisanym wyzZej procesom oczyszczania az do
osiagnigcia stanu, w ktérym aksjomaty opisujg zbior z natozong nati struktura. Roz-
réznia si¢ dzisiaj nastgpujace rodzaje podstawowych struktur matematycznych na
zbiorach:

(a) struktury porzadkowe, ktére wynikaja z istnienia jakiej$ relacji binarnej na
danym zbiorze (np. relacja mniejszosci w zbiorze liczb rzeczywistych);

(b) struktury algebraiczne, ktére wynikaja z istnienia jakich§ dziatan na elemen-
tach danego zbioru (np. dziatania dodawania i mnozenia w zbiorze liczb rzeczywis-
tych);

(c) struktury geometryczne, ktére wynikaja z istnienia jakiejé grupy bijekcji da-
nego zbioru na siebie (np. przesunigcia i odbicia w zbiorze liczb rzeczywistych);

(d) struktury topologiczne, ktore wynikaja z istnienia pewnej rodziny podzbioréw
danego zbioru (np. przedziaty otwarte i ich sumy na prostej rzeczywiste;j).
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22. W podsumowaniu powyzszych uwag mozna powiedzie¢, ze za integralnoscia
matematyki przemawia jej pochodzenie, $cisty zwiazek i wzajemne przenikanie sig
jej czesei — oraz jednolite procedury postgpowania z materia matematyczna. Silnym
argumentem za takim stanowiskiem jest, jak si¢ zdaje, przyklad podstawowego
obiektu matematyki wspdlczesnej, a mianowicie prostej rzeczywistej — obejmujace;j
liczby rzeczywiste (a wigc i arytmetyke) i lezacej u podstaw geometrii i analizy ma-
tematycznej oraz wszystkich dyscyplin pochodnych. Z punktu widzenia podstawo-
wych struktur wida¢ mianowicie wyraznie, Ze jest ona struktura nadzwyczaj ztoZona,
bo obejmujaca struktur¢ porzadkows (generowana przez relacje mmniejszosci-wigk-
szo$ci), strukture algebraiczng (generowana przez operacj¢ dodawania i mnozenia),
strukture geometryczna (generowana przez przesunigcia i odbicia) oraz strukturg to-
pologiczna (generowang przez przedzialy otwarte). Przyklad ten — w jakims przy-
najmniej stopniu — thumaczy integralnos¢, a przy okazji takze i zywotno$¢ matematyki.

Z drugiej jednak strony nie udato si¢ tej integralnosci potwierdzié przez objgcie
calej matematyki jedna teoria aksjomatyczno-dedukcyjna. Co wigcej, rosnaca «ob-
jetosé» matematyki, niechgé matematykow do przelamywania barier specjalizacyj-
nych i nacisk na utylitarno$¢ (modele), a takze trudnosci z aksjomatyzacja fragmen-
tow matematyki — sprawiaja, ze integralno$¢ t¢ mozna kwestionowaé. Dyskusja
trwa, a ze wzgledu na rolg matematyki w nauce i rol¢ nauki w naszym swiecie — wy-
niki tej dyskusji wydaja si¢ mie¢ niemate znaczenie praktyczne.



