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Stanistaw Lesniewski

Podstawy ogdélngj teorii mnogosci. I
(Czes¢. Ingrediens. Mnogosc¢. Klasa. Element. Podmnogo$é. Niektore
ciekawe rodzaje klas.)

Latwiej badZ co badZ prawde wypisaé, wyrozma-
wiaé, wydyskutowaé — niZ ja wymilczeé.

Tadeusz Kotarbinski,
»Metoda konstrukcyjna a rozumowanie osobiste”,
Przeglad Filozoficzny, 1914, s. 182

Zonie majej ofiaruje

1. Juz po raz sz6sty goscimy w Filozofii Nauki Stanistiawa Lesniewskiego. Dotqd
zmiescilismy na naszych {amach nastepujqce teksty: ,, Przyczynek do analizy zdar: eg-
zystencjalnych” (Filozofia Nauki r. 11(1994) nr 1 s. 117—134 ), ,, Préba dowodu on-
tologicznej zasady sprzecznosci” (Filozofia Nauki r. II(1994) nr 2 5. 117—147); Glos
w dyskusji wokof genezy logiki tréjwartosciowej (Filozofia Nauki r. 11(1994) nr 3—4
s. 235-237); ,,0 podstawach filozoficznych teorii mnogosci” (Filozofia Nauki r.
VI(1998) nr 2 s. 123—139); Listy do Kazimierza Twardowskiego (Filozofia Nauki r.
VI(1999) nr 1—2 s. 115—133). Obecnie przyszia kolej na Podstawy ogélnej teorii
mnogosci. I — dzielo, ktore w oryginale jest dostepne w Polsce w zaledwie kilku bi-
bliotekach publicznych. Zostalo ono wydane w 1916 roku jako druga pozycja Prac
Polskiego Kota Naukowego w Moskwie (Sekcja Matematyczno-Przyrodnicza) —
w Drukarni A.P. Poplawskiego. Tak o okolicznosciach powstania Podstaw pisal Ta-
deusz Kotarbinski (, Garstka wspomnieri o Stanislawie Lesniewskim”, [w:] Stu-
dia z historii filozofii i logiki, Warszawa 1979, PWN, s. 294):
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Z zarodkiem [ ...] mereologii w glowie wyjechal Lesniewski do Rosji na czas pierwszej wojny
Swiatowej. Tam nauczal matematyki w szkole polskiej* probujqc pono czestowaé malcow a li-
mine poteznymi abstrakcjami i uscisleniami. O tym okresie jego zycia mogliby zapewne opo-
wiedzie¢ do$é duzo panowie: profesor Waclaw Sierpinski i profesor Wojciech Swietostawski,
z ktorych pierwszy zwlaszcza mogl z bliska obserwowac jego dziatalnosé. Tam i w owym czasie
Lesniewski sformutowal i po polsku oglosil pierwszy zarys systemu formalnego mereologii, na-
zZywajqc jq jeszcze wtedy teoriq mnogosci. Nazwa mereologii dopiero pozniej zaczeta wehodzié
w uzycie.

2. W jednej z najnowszych powaznych encyklopedii filozoficznych mozna prze-
czytaé, ze Lesniewski byt logikiem polskim pochodzenia... rosyjskiego (sic!). Jednym
ze Zrodel tego nieporozumienia jest zapewne to, Ze pierwsze oryginalne dzielo Les-
niewskiego — Podstawy ogdlnej teorii mnogosci — bylo opublikowane wilasnie
w Moskwie, gdzie skqdingd w latach 1916—1918 uczy! takze matematyki w polskim
gimnazjum pp. Jakubowskich. Innym zZrédlem jest by¢ moze fakt, ze w 1913 roku Les-
niewski wydal w Petersburgu broszure LogiGeskie razsuzdenija, zawierajqcq rosyjskie
przekiady ,, Przyczynku do analizy zdah egzystencjalnych” i ,, Proby dowodu ontolo-
gicznej zasady sprzecznosci”. Nie wykluczone wreszcie, Ze nieporozumienie wziglo sie
stqd, ze Le$Sniewski urodzif sie¢ w Sierpuchowie pod Moskwaq. Sierpuchéw byl w owym
czasie duzym wezlem kolejowym i mieszkala tam stale duza kolonia kolejarzy-
Polakdéw, a wsréd nich — ojciec Lesniewskiego, Izydor, ktdry byl inzynierem kolej-
nictwa, a takze m.in. (jak sie niedawno okazalo) ojciec naszego znanego kompozyto-
ra, Witolda Rudzirskiego.

3. Zamieszczona ubieglego roku w Filozofii Nauki praca , O podstawach teorii
.mnogosci” zostata napisana — jak glosi napis pod tekstem pierwszego wydania —
w Kimborciszkach, we wrzesniu 1914 roku. W majqtku tesciéw bywal nastepnie Les-
niewski wielokrotnie: ostatni raz na rok przed Smierciq. Byla to okolica petna krew-
niakow zony: koto Kimborciszek, w Lipniszkach, mieszkal z rodzing jej stryj. Wspo-
mina o nim w ksiqzce Pani na Berienikach Wojciech Wisniewski: ,,Byt Zzonaty, ale
dosé nieszcze$liwy w matzenstwie”. W liscie (19) z Kimborciszek z dnia 6 czerwca
1936 roku Lesniewski tak opisywat ten majqtek: ,, Zyto przed oknem, drzewa kwitng-
ce, slowiki, rechot zab, kon «do dyspozycjiy i inne tego rodzaju przyjemnosci”
(s. 131). Jak wygladajq Kimborciszki dzisiaj?

* Chodzi o szkol¢ Komitetu Polskiego w Moskwie — pdzniejsze warszawskie gimnazjum Wia-
dystawa Gizyckiego. Traf chcial, ze jednym z uczniéw Le$niewskiego byt wowczas Konstanty Gal-
czynski, przyszly poeta. Jego kolega z tawy szkolnej tak wspominat tamte moskiewskie czasy: ,,Na
lekcji algebry, ktora wyktadat wielki logista Lesniewski (wedlug naszej nomenklatury: Lew), mozna
byto uzywaé. Kazdy robit co chcial. Lew nie zwracal uwagi na takie drobiazgi” (zob. Jan Hoppe,
,Maty Ildefons”, [w:] A. Kamienska i J. Spiewak (red.), Wspomnienia o K.I. Galczyhskim, Warsza-
wa 1961, Czytelnik, s. 49). [Bardzo dzigkuje Panu Lechowi Stgpniewskiemu za zwrécenie mi uwagi
na ten barwny epizod z zycia dwéch wielkich tudzi (JJ73).]
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Zyto tu i 6wdzie rosnie, ale nie mozna juz na nie patrzyé przez okna dworu — bo
pozostaly po nim jedynie fundamenty, ktére porasta bujna roslinnosé. Sady zdziczaly
zupelnie, ale przetrwaly — i jeszcze dzis robiq imponujqce wrazenie. Stowiki klgskajq
w resztkach dworskiego parku,* zaby rechocq w zapuszczonym stawie, ale konia do
dyspozycji oczywiscie nie ma — ocalalq stajnie przerobiono na dom mieszkalny. Za
to od okolicznych mieszkahcéw mozna sie dowiedzieé (po polsku!), jak dotrzeé do po-
rosnigtego sosninq wzgorza, gdzie zachowaly sie fragmenty kamiennego nagrobka —
z inskrypcja: Sp. Marian Prewysz-Kwinto, syn ziemi brastawskiej, ochotnik WP, por.
13 pul. utanow, ur. 1856 r. zm. 27 XI 1938 r. Czes¢ jego pamieci.

Stanistaw Le$niewski w wieku Ocalaly fragment nagrobka Mariana
miodzienczym Prewysz-Kwinty w Kimborciszkach
Z archiwum J.J. Jadackiego Fot. J.J. Jadacki (1999)

4. Ze wzgledu na skqposé informacji biograficznych o Lesniewskim — kazde no-
we zZrédio takich informacji jest na wage zlota. Nalezq do nich dwa tomy Dziennikéw
Kazimierza Twardowskiego, opublikowane w 1997 roku przez nieodzatowanej pamie-
ci kronikarza Szkoly Lwowsko-Warszawskiej — Ryszarda Jadczaka.

Oto wzmianki dotyczqce Lesniewskiego zaczerpnigte z owych Dziennikow (cz. 1,
5. 52—57, 67, 104, 111—113, 115, 236, 282, 300, 309, 324, cz. 2, s. 74, 110—113,
133, 149, 211 i 308).

Warszawa 1918 r.: Posiedzenie Fakultetu Filozoficznego w Seminarium Filozoficznym [...] —
referat Lesniewskiego, kawiarnia — wszyscy razem (9 czerwca). Od dziewiqtej trzydziesci do
dwunastej w Ministerstwie [Wyznan Religijnych i Oswiecenia Publicznego] z Lesniewskim
pracuje. [...] Kawiarnia z Janiszewskim, Lesniewskim (ktory odprowadza mnie potem do do-

* To tutaj, w 1939 roku — tuz po $mierci Le$niewskiego — Henryk Hiz zdawat u Kotarbin-
skiego egzamin z Elementéw. Por. ,,Uwagi o Le$niewskim”, Ruch Filozoficzny, t. 1(1993), nr 1,
s. 60.
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mu), Tatarkiewiczem, Kotarbiriskim, Znamierowskim (15 czerwca). Spotkanie z Gorskimi
i z Lesniewskim (17 czerwca). Cukiernia na Marszaltkowskiej. Lesniewski i Kotarbinski odpro-
wadzajq mnie do hotelu (20 czerwca). Ministerstwo z Lesniewskim do wpdi do drugiej. [...] Na
Marszatkowskiej na podwieczorku z Eukasiewiczem, Kotarbinskim, Tatarkiewiczem, Lesniews-
kim, Znamierowskim, Chojeckim [...] do wpot do ésmej. Lukasiewicz i Lesniewski odprowa-
dzajq mnie na Foksal (22 czerwca). U Lesniewskich. Z nim do Instytutu [Filozoficznego]. [...]
Potem razem od dziesiqtej do jedenastej w cukierni. Wracamy razem. Kotarbinski, Lesniewski
i Zabielski odprowadzajq mnie az do hotelu (25 czerwca). Wszyscy oni [tj. Eukasiewicz, Kotar-
binski, Lesniewski i Czezowski] i jeszcze inni byli na posiedzeniu, zwolanym przypadkiem na
dzi$, na ktorym uchwalili wobec zblizajqcego sig 25-lecia mej dziatalnosci akademickiej wydaé
zbiorowo moje niedostepne w handlu ksiggarskim prace (31 pazdziernika). Lwow 1919 r.:
Z Wartenbergiem rozmowa o LeSniewskim. Wartenberg jest stanowczo przeciwny jego habilita-
¢ji (21 maja). Warszawa 1919 r.: Mowilismy [z Kotarbifiskim] o sprawie Tatarkiewicza i Les-
niewskiego. Powiedzialem mu o stosunku Wartenberga (28 czerwca). Z Eukasiewiczem omowi-
tem sprawe [...] Lesniewskiego (katedra filozofii matematyki) (29 czerwca). W restauracji
. Warszawa” na Nowym Swiecie wieczor spedzitem z Czezowskim, Kotarbinskim, Borowskim,
Lesniewskim, Chojeckim, a przyszed! czas jakis Radecki. Lesniewski rozwijat zasady swej no-
wej najogdlniejszej aksjomatyki, ktorej I aksjomat brzmi: Jezeli a jest b, to a jest a (1 lipca).
U Sierpinskiego omawiam 3 sprawy: Lesniewskiego, Steinhausa, Zyliriskiego (6 lipca). War-
szawa 1926 r.: Od 6smej do dwunastej z Kazikiem [Ajdukiewiczem], Kotarbirskim i Eukasie-
wiczem u LeSniewskich. On dzis koviczy 40 lat (28 marca). Obiad u Kazikéw, u ktérego po
obiedzie Kotarbinski z Lesniewskim (17 grudnia). Zalatwiajac po drodze sprawunki, wrécitem
do domu za kwadrans pierwsza — chwilke by! Lesniewski szukajqc Kazika (18 grudnia). Lwéw
1927 r.: Maryna [corka Twardowskiego i 2ona Ajdukiewicza] opowiadala mi o nieprzyjemno-
Sciach kolezenskich, ktorych doznawal w ostatnich czasach Kazik w Warszawie ze strony Les-
niewskiego i W. Witwickiego (24 marca). Warszawa 1927 r.: Okolo dziesiatej bylem kwadran-
sik u Kotarbinskiego, nastepnie u W. Witwickiego do dwunastej — idgc do niego spotkatem na
. schodach Lesniewskiego (27 maja). Po referacie Izy [Dambskiej] mialem krotkq dyskusje pry-
watnq z Lesniewskim. Na obiedzie byl Jézek Tomczak, po obiedzie byl chwilke Lesniewski (20
wrzesnia). Warszawa 1929 r.: Od Lesniewskiego [udalem si¢] do Wali [Buczynskiej] (30 ma-
Jja). Lwéw 1930 r.: Komisja [do sprawy obsadzenia katedry logiki we Lwowie] zebrala [...]
opinie: otrzymata je od Kotarbinskiego, Lesniewskiego i Lukasiewicza — jednq wspdlng —
z Warszawy [...]. Warszawa [opowiedziala sig] za Tarskim, Krakéw za Chwistkiem (11 stycz-
nia). Rada [...] [Wydziatu Matematyczno-Przyrodniczego] whrew opinii Lesniewskiego, Ko-
tarbinskiego i Lukasiewicza oraz wbrew mojej opinii, na katedre, ktdrq zamierza stworzyé dla
logiki, zaproponowaé uchwalila nie Tarskiego, lecz Chwistka (24 stycznia). Wystuchawszy
sprawozdania Kazika o jego rozmowach z Kotarbifiskim, Lukasiewiczem, Lesniewskim i Tars-
kim [...], uchwalit Wydzial [PTF] jednomysinie przekazaé dalszq akcje w sprawie zorganizo-
wania udziatu Polakéw w VII Zjetdzie Filozoficznym, ktéry ma sie odbyé w Oxfordzie, War-
szawskiemu Towarzystwu Filozoficznemu (27 stycznia). Ci co postepujq wedle wzoru Lesniew-
skiego, bardzo arbitralnie domagajq sie analizy tam, gdzie im to dogodne, gdy jednak ktos od
nich domaga sie analizy tam, gdzie im to niedogodne, powolujq sie na ,,intuicje”. A [gdy]
przeciwnik w dyskusji probuje kiedys rowniez powolaé si¢ na , intuicje”, odpowiadajq. ,,Nie
rozumiemy tego, co wediug ciebie ma byé intuicyjnie dane” (12 sierpnia). Lwéw 1932 r.:
Opowiedziat [scil. Kazik] [...] o tym, ze prof. Lesniewski z Warszawy, ktorego PTF uchwalilo
prosi¢ na odczyt do Lwowa, nie przyjgl zaproszenia (7 kwietnia). Lwéw 1933 r.: Oswiadczyl
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[...] Chwistek [Kazikowi], ze nic nie ma przeciw Kazikowi précz tego, ze tenie uznaje Les-
niewskiego (13 pazdziernika).

Redakcja

PRZEDMOWA

Praca niniejsza jest pierwszym ogniwem w diuzszym szeregu prac, ktore zamie-
rzam wyda¢ w blizszej lub dalszej przyszlosci, pragnac przyczyni¢ si¢ w miar¢ moz-
nosci do uzasadnienia matematyki wspétczesnej. Ze uzasadnienie takie nie jest rzecza
zbyteczna, jasne jest dla kazdego, kto zna chocby ,antynomie”, do ktérych doszta
matematyka w ostatnich dziesigcioleciach swego rozwoju.

Uklad definicji i pewnikow, ktdre ustalitem w niniejszej pracy, po§wigconej naj-
ogOlniejszym zagadnieniom teorii mnogoéci, ma dla mnie w poréwnaniu z innymi
znanymi dotad ukfadami definicji i pewnikow (Zermelo, Russell itd.) t¢ zaletg, iz
usuwa ,,antynomie” ogoélnej teorii mnogoéci bez zwgzania pierwotnego Cantorows-
kiego zakresu wyrazu ,,mnogo$¢”, jak to wida¢ cho¢by z mego aksjomatu III, z dru-
giej zas$ strony nie prowadzi do twierdzen, znajdujacych si¢ w tak razacym konflikcie
z intuicjami ,,0g6tu”, jak chocby twierdzenie dotychczasowej ,,nie naiwnej” teorii
mnogosci, nakazujace odrézniaé jaki§ przedmiot od zbioru, zawierajacego ten tylko
jeden przedmiot jako element. Wyznaj¢ chgtnie, ze niektére twierdzenia moje, jak np.
tw. XXVII, moga urazi¢ ,,intuicje matematyczne” réznych mniej lub wigcej subtel-
nych myslicieli, kontemplujacych wytworno$¢ pewnych konstrukcji teoretycznych
niezaleznie od tego, czy konstrukcje owe przyczyniaja si¢ w jakimkolwiek stopniu do
ujecia naukowego rzeczywistosci, czy tez shuza tylko do usprawiedliwienia panuja-
cych w naszej epoce, a odznaczajacych si¢ duzym stopniem bezwladnos$ci, matema-
tycznych przyzwyczajen. Nie mogg jednak odméwié sobie przyjemnosci skonstato-
wania faktu, ze staralem si¢ pisaC pracg moja tak, by dotyczyta ona nie tylko wszel-
kiego rodzaju ,,wolnych tworéw” rozmaitych mniej lub wigcej dedekindujacych du-
chow tworczych; wypada stad, iz bardziej si¢ troszczytem o to, aby twierdzenia moje,
posiadajac posta¢ mozliwie $cista, harmonizowaly ze ,,zdrowym rozsadkiem” zajmu-
jacych si¢ badaniem nie przez nich samych ,,tworzonej” rzeczywistosci przedstawi-
cieli ,,esprit laique”, anizeli o to, aby to, co méwig, zgodne bylo z tymi ,intuicjami”
fachowych teoretykéw mnogosci, ktore wyszty z zaopatrzonej w aparat ,,wolnej twor-
czosci” centryfugi matematycznych umystow, zdemoralizowanych przez ,,oderwane
od rzeczywistosci” spekulacyjne konstrukcje.

Pragng tu jeszcze dodac stow parg, jako srodek profilaktyczny na ewentualne za-
rzuty krytyk6w z obozu filozoficznego™: oto — system swoj traktuj¢ wyraznie jako
system hipotetyczno-dedukcyjny, z czego wypada, iz stwierdzam wilasciwie jedynie
to, ze ze zdan, ktore nazywam ,,aksjomatami” wynikajg zdania, ktére nazywam ,.twier-
dzeniami”. ,,Zrédlem” psychicznym moich aksjomatéw sa moje ,intuicje”, co
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znaczy po prostu, ze w prawdziwos¢ moich aksjomatéw wierze, dlaczego
za$ wierzg, powiedzie¢ nie umiem, nie znam si¢ bowiem na teorit przyczynowosci.
,Zr6dha” logicznego aksjomaty moje nie posiadaja, co znaczy po prostu, ze aksjomaty
te nie posiadaja dowodéw w moim systemie, podobnie jak zadne w ogéle aksjomaty
nie sg z natury rzeczy udowadniane w tym systemie, dla ktérego sg aksjomatami. Nie
umiem wcale odpowiedzie¢ na pytanie, jaka jest ,,warto§¢ obiektywna” moich aksjo-
matdw, ani na zadne inne podobne pytania, ktére zadaja sobie przedstawiciele tak
zwanej teorii poznania — wyznaj¢ bowiem z bolescia i na swoja wyrazna niekorzys¢,
ze nie potrafitem dotad pomimo najszczerszych chgci zrozumie ¢ ani jednego
z problemat6w, ktore sobie stawia wspomniana wta$nie a szanowna ,,nauka”.

W kwestiach, dotyczacych sposobéw uzywania wyrazoéw, mam do nadmienienia,
iZ z termindéw matematycznych, ktorymi si¢ postugujg, nie definiuj¢ jedynie wyrazu
,,cZe$¢”, przypuszczajac, ze termin ten moze nie wzbudza¢ nieporozumien — z uwagi
na to, iz intuicyjny jego charakter nabiera znacznej przejrzystosci w Swietle aksjo-
matéw I i II. Terminy ,,mnogo$¢” i ,element”, przyjmowane zwykle bez definicji
w teorii mnogosci, sg zdefiniowane w niniejszej pracy.

Na zakonczenie tych uwag wstgpnych skladam serdeczne podzigkowania tym
wszystkim, ktoérzy w ten lub inny sposéb przyczynili si¢ do powstania mojej pracy,
a przede wszystkim memu szanownemu profesorowi Wactawowi Sierpinskiemu, ktory
mi nie szczgdzil swych kompetentnych informacji i wskazéwek, oraz memu przyja-
cielowi drowi Tadeuszowi Kotarbinskiemu, ktoérego liczne a pelne finezji logicznej
uwagi przyczynily si¢ bardzo w swoim czasie do wypracowania gléwnych zrgbow
bronionej przeze mnie koncepc;ji. ,,Polskiemu Kotu Naukowemu w Moskwie” skia-
dam wyrazy prawdziwej wdzigczno$ci za umozliwiénie ukazania si¢ mej pracy
w druku juz obecnie.

St. Lesniewski

Moskwa, w kwietniu 1916 roku

§1.

Aksjomat I. Jezeli przedmiot P jest czgscig przedmiotu Py, to przedmiot P; nie jest
czescig przedmiotu P.

Aksjomat II. Jezeli przedmiot P jest cze$cig przedmiotu P;, a przedmiot P; jest
czescia przedmiotu P, to przedmiot P jest czeécia przedmiotu P,.

Twierdzenie I. Zaden przedmiot nie jest czgscia samego siebie.
Dowdd: Przypusémy, ze pewien przedmiot X jest czg$cia samego siebie, to znaczy
czgscia przedmiotu X. Z przypuszczenia tego wypada — zgodnie z aksjomatem I —
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iz przedmiot X nie jest czg$cia przedmiotu X, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem.
Musi wige by¢ fatszem prowadzace do tej sprzecznos$ci przypuszczenie nasze, ze pe-
wien przedmiot jest czg¢scia samego siebie. Tak wigc — zaden przedmiot nie jest czgs$-
cia samego siebie, co wlasnie nalezato udowodni¢.

§2.

Definicja I. Uzywam wyrazenia ,,ingrediens przedmiotu P” dla oznaczenia same-
go przedmiotu P oraz kazdej czesci tego przedmiotu.'
Bezposrednimi wnioskami z tej definicji sa dwa twierdzenia nastgpujace:

Twierdzenie I1. Kazdy przedmiot jest swoim wlasnym ingrediensem.

Twierdzenie 11I. Jezeli Py jest czgscig przedmiotu P, to P; jest ingrediensem
przedmiotu P.

]

§ 3.

Twierdzenie IV. Jezeli P jest ingrediensem przedmiotu Py, a P, jest ingrediensem
przedmiotu P,, to P jest ingrediensem przedmiotu P,.

Dowéd: Zgodnie z definicja 1 — zdanie:

(1) ,,P jest ingrediensem przedmiotu P,, a P, jest ingrediensem przedmiotu P,”
jest prawda zawsze i tylko wtedy, jezeli jest prawda jedno z czterech zdan nastepuja-
cych:

(2) ,,P jest Py, P jest P,”,

(3) ,,P jest Py, P, jest czgScig przedmiotu P,”,

(4) ,,P jest czescig przedmiotu Py, Py jest P,”,

(5) ,,P jest czescia przedmiotu Py, Py jest czgécia przedmiotu P,”.

Jezeli jest prawdq zdanie 2, to — na podstawie zasady sylogizmu — P jest P,, a wo-
bec tego — na zasadzie twierdzenia II — P jest ingrediensem przedmiotu P,. Jezeli
jest prawda zdanie 3, to P jest tu tym wiasnie przedmiotem P;, ktéry jest cze$cig
przedmiotu P,, z czego wypada, ze P jest cz¢scig przedmiotu P,, a wigc — zgodnie
z twierdzeniem III -— P jest ingrediensem przedmiotu P,. Jezeli jest prawda zdanie 4,
to P, bedac czgécia przedmiotu Py, jest przez to samo czg¢écig przedmiotu P,, albo-
wiem P, jest to — zgodnie ze zdaniem 4 — nic innego, jak wiasnie P,; tak wiec
i w tym wypadku P jest — zgodnie z twierdzeniem III — ingrediensem przedmiotu
P,. Jezeli jest prawda zdanie 5, to — zgodnie z aksjomatem II — P jest czg$cia
przedmiotu P,, z czego wypada na podstawie twierdzenia III, iz P jest ingrediensem
przedmiotu P,. Widzimy tedy, ze jezeli jest prawda ktorekolwiek ze zdanh — 2, 3, 4, 5
— to P jest ingrediensem przedmiotu P,; poniewaz jednak zdanie 1 jest prawda tylko

' Projekt zastosowania w tym wypadku wyrazu ,,ingrediens” poddat mi p. Lucjan Zarzecki.
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w takim razie, jezeli jest prawdq jedno z czterech zdan — 2, 3, 4, 5 — wigc, jezeli
jest prawda zdanie 1, to P jest ingrediensem przedmiotu P,; inaczej: jezeli P jest in-
grediensem przedmiotu Py, a P; jest ingrediensem przedmiotu P, to P jest ingredien-
sem przedmiotu P,. To wiasnie nalezato udowodni¢.

Twierdzenie V. Jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens
przedmiotu [ jest ingrediensem przedmiotu P.

Dowdd: Przypu$émy, ze twierdzenie, ktére chcg udowodnid, jest falszem. Wypada
stad, iz istnieje pewien taki ingrediens /; przedmiotu P, ze Zzaden ingrediens przed-
miotu /; nie jest ingrediensem przedmiotu P. Wnosimy stad, ze i sam I; (ktory zgod-
nie z twierdzeniem II jest ingrediensem przedmiotu ;) nie jest ingrediensem przed-
miotu P. Otrzymany wniosek, Zze I; nie jest ingrediensem przedmiotu P, musi by¢ fat-
szem, okreslitem bowiem wyzej przedmiot I; jako ingrediens przedmiotu P. Musi
wigc byé réwniez falszem prowadzace do tego wniosku przypuszczenie nasze, ze
twierdzenie V jest fatszem. Tak wigc — twierdzenie V jest prawda.

Twierdzenie VI. Jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens
przedmiotu / jest ingrediensem pewnego ingrediensu przedmiotu P.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktore chcg udowodnié, jest fatszem. Wypada
stad, iz istnieje pewien taki ingrediens /; przedmiotu P, ze zaden ingrediens przed-
miotu /; nie jest ingrediensem Zadnego ingrediensu przedmiotu P. Wypada stad dale;j,
iz zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem przedmiotu P (ktéry — zgod-
nie z twierdzeniem II — jest ingrediensem przedmiotu P). Mozemy to sformutowaé
inaczej (wiedzac o tym, Ze /; jest ingrediensem przedmiotu P), a mianowicie: zaden
ingrediens pewnego ingrediensu przedmiotu P nie jest ingrediensem tego wiasnie
przedmiotu P. Twierdzenie otrzymane jest sprzeczne z twierdzeniem V. Musi wigc
by¢ falszem prowadzace do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie VI
jest falszem. Tak wiec — twierdzenie VI jest prawda.

§ 4.

Definicja II. Wyrazenia ,,mmnogo$é¢ przedmiotéw m” uzywam dla oznaczenia kaz-
dego takiego przedmiotu P, ktéry czyni zado$¢ nastgpujacemu warunkowi: jezeli /
jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem
pewnego m, ktore jest ingrediensem przedmiotu P.

[Przykiady: 1. Kazdy dany naréd N, jest mnogoscia ludzi, albowiem, jezeli I jest
ingrediensem narodu N, to pewien ingrediens przedmiotu 7 jest ingrediensem pewne-
go czlowieka, ktory jest ingrediensem narodu N. II. Powierzchnia szachownicy nie
jest mnogoscia biatych kwadratéw, nie jest tu bowiem zachowany wymagany w defi-
nicji II warunek: oto — Zzaden czarny kwadrat, bedac ingrediensem szachownicy, nie
posiada ani jednego takiego ingrediensu, ktéryby byt ingrediensem jakiego$ biatego
kwadratu, nie jest wigc prawda, iz jezeli [ jest ingrediensem szachownicy, to pewien
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ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem pewnego biatego kwadratu, ktdry jest in-
grediensem szachownicy. I1I. Uwazajmy odcinek 4B rysunku 1 i uzyjmy wyrazu ,gn”
dla oznaczenia kazdego z odcinkéw — AC, CD, DE i EB — bedacych cze$ciami od-
cinka AB. Odcinek AF nie jest mnogoscia przedmiotéw m, albowiem odcinek GF,
bedac ingrediensem odcinka 4F, nie posiada ani jednego takiego ingrediensu, ktéry
by byt ingrediensem jakiego$§ m, bedacego ingrediensem odcinka AF, nie jest wigc
prawda, iz jezeli / jest ingrediensem odcinka AF, to pewien ingrediens przedmiotu 7
jest ingrediensem pewnego m, ktére jest ingrediensem odcinka AF]

4 - < = T

Rys. 1

Definicja III. Wyrazetr — ,,mnogos$¢ wszystkich przedmiotéw m” oraz ,klasa
przedmiotéw m” — uzywam dla oznaczenia kazdego takiego przedmiotu P, ktéry
czyni zados¢ dwom nastgpujacym warunkom:

1) kazde m jest ingrediensem przedmiotu P,

2) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego m.

[Przyktady: 1. Ludzko$¢ jest mnogoscia wszystkich ludzi, czyli klasa ludzi, albo-
wiem: 1) kazdy cztowiek jest ingrediensem ludzkosci, 2) jezeli I jest ingrediensem
ludzkosci, to pewien ingrediens przedmiotu [/ jest ingrediensem pewnego czlowieka.

A < b B

Rys. 2

II. Odcinek AC rysunku 2 nie jest klasa czesci odcinka AB, albowiem nie kazda czg$é
odcinka AB jest ingrediensem odcinka AC, nie jest wigc zachowany warunek 1 defini-
cji IIL. III. Odcinek 4B rysunku 2 nie jest klasa czeéci odcinka AC, albowiem nie jest
tu zachowany warunek 2 definicji III: odcinek DB, bgdacy ingrediensem odcinka 4B,
nie posiada ani jednego takiego ingrediensu, ktéry by byt ingrediensem jakiej$ czesci
odcinka AC, nie jest wigc prawda, ze jesli 7 jest ingrediensem odcinka 4B, to pewien
ingrediens przedmiotu I jest ingrediensem pewnej czg¢sci odcinka AC.]

Aksjomat III. Jezeli pewien przedmiot jest m, to pewien przedmiot jest klasa
przedmiotéw m.

Aksjomat IV. Jezeli P jest klasa przedmiotow m, oraz P jest klasa przedmiotow
m, to P jest P,.
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§5.

Twierdzenie VII. Jezeli P jest klasa przedmiotow m, to P jest mnogoscia przed-
miotéw m.

Dowoéd: zatézmy, ze

(1) P jest klasa przedmiotow m.
Zgodnie z definicja III mozemy zapisaé:

(2) kazde m jest ingrediensem przedmiotu P,

(3) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu [/ jest
ingrediensem pewnego m.
Z twierdzenia 3 wnosimy na podstawie twierdzenia 2, ze jezeli / jest ingrediensem
przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem pewnego m, ktore
jest ingrediensem przedmiotu P. Wynika stad — w mysl definicji IT — ze

(4) P jest mnogoscia przedmiotow m.
Tak wigc — twierdzenie 1 doprowadzito nas do twierdzenia 4. Wypada stad, ze jezeli
P jest klasg przedmiotoéw m, to P jest mnogo$cia przedmiotow m, co whadnie nalezato
udowodnic.

Twierdzenie VIII. Kazdy przedmiot P jest klasg ingrediensow tego wlasnie
przedmiotu P.

Dowéd: Na podstawie zasady tozsamo$ci mozemy zapisaé:

(1) kazdy ingrediens przedmiotu P jest ingrediensem przedmiotu P. Z twierdzenia
VI wiemy, iz

(2) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego ingrediensu przedmiotu P.
Z twierdzen — 1 i 2 — otrzymujemy zgodnie z definicja III twierdzenie zadane.

Twierdzenie IX. Jezeli pewien przedmiot jest czg$cia przedmiotu P, to P jest klasa
czesei przedmiotu P.
Dowdd: Zatdézmy, ze
(1) pewien przedmiot jest cz¢scig przedmiotu P.
Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Py, ze
(2) P, jest czgscia przedmiotu P.
Wobec prawdziwosci twierdzenia 1 wnosimy z twierdzenia III, iz
(3) kazda cze$é przedmiotu P jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 3 i 2 — wynika, ze
(4) P, jest ingrediensem przedmiotem P.
Z twierdzenia Il wiemy, iz
(5) P, jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 4 1 5 — wypada, ze
(6) pewien ingrediens przedmiotu P jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 6 1 2 — wnosimy, iz
(7) pewien ingrediens przedmiotu P jest ingrediensem pewnej czgsci P.
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Mozemy powiedziec, ze

(8) jezeli C jest czgscig przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu C jest in-
grediensem pewnej czesci przedmiotu P, '
gdybysmy bowiem przypuscili, ze jest inaczej, to wypadioby stad, ze pewna cze$é C,
przedmiotu P jest taka, iz zaden ingrediens przedmiotu C; nie jest ingrediensem zad-
nej cze¢sci przedmiotu P, z czego wynikloby (zgodnie z twierdzeniem II), ze i sam
przedmiot C; nie jest ingrediensem Zadnej cze$ci przedmiotu P, stad za$ otrzymali-
bysmy wniosek, sprzeczny z twierdzeniem II, a mianowicie wniosek, iz C; nie jest
ingrediensem przedmiotu C;. Zgodnie z definicja I piszemy:

(9) kazdy ingrediens przedmiotu P jest albo przedmiotem P albo czescig przed-
miotu P.
Z twierdzen — 7 i 8 — wnosimy na podstawie twierdzenia 9, iz

(10) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnej czgsci przedmiotu P.
Z twierdzen — 3 i 10 — wypada zgodnie z definicja I, ze

(11) P jest klasa czg$ci przedmiotu P.
Tak wigc — twierdzenie 1 doprowadzito nas do twierdzenia 11. Wypada stad, ze je-
zeli pewien przedmiot jest czgscia przedmiotu P, to P jest klasa czgsci przedmiotu P,
co wlasnie nalezato udowodnicé.

Twierdzenie X. Kazdy dany przedmiot P jest klasa przedmiotéw P.

Dowdd: Wiedzac z twierdzenia II, iz P jest ingrediensem przedmiotu P, mozemy
zapisac:

(1) kazde P jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia V wiadomo, ze

(2) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego P.
Z twierdzen — 1 i 2 — otrzymujemy na podstawie definicji III twierdzenie zadane.

§6.

Definicja IV. Uzywam wyrazenia ,.element przedmiotu P” dla oznaczenia jakie-
gokolwiek przedmiotu P; wtedy, jezeli przy pewnym znaczeniu wyrazu ,x” zostaja
zachowane dwa nastgpujace warunki:

1) P jest klasg przedmiotow x,

2) P, jest x.

[Przykiady: I. Odcinek AC na rysunku 2 jest elementem odcinka 4B, albowiem,
jezeli wyraz ,x” jest uzyty w znaczeniu wyrazenia ,,odcinek, bedacy AC albo AB”, to
1) odcinek 4B jest klasa przedmiotéw x, 2) odcinek AC jest x. II. Dowolny kof X nie
jest elementem klasy myszy, albowiem przy zadnym znaczeniu wyrazu ,x” nie jest
zarazem prawda, ze klasa myszy jest klasa przedmiotow x, oraz ze kon X jest x.
(Komentarz: kof K nie jest ani klasa myszy, ani tez cz¢$cia klasy myszy; wypada stad
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— zgodnie z definicja I — iz kon K nie jest ingrediensem klasy myszy; gdyby jednak
przy jakimkolwiek znaczeniu wyrazu ,,x” byly zarazem prawdami zdania — 1) ,klasa
myszy jest klasa przedmiotéw x” oraz 2) kon K jest x” — to ze zdan tych wynikloby
na zasadzie definicji I1I, ze kon K jest ingrediensem klasy myszy.)]

§7.

Twierdzenie XI. Jezeli Py jest ingrediensem przedmiotu P, to P, jest elementem
przedmiotu P.

Dowdd: Zatozmy, ze

(1) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
O przedmiocie P mozemy — zgodnie z twierdzeniem VIII — powiedzie¢, ze

(2) P jest klasa ingredienséw przedmiotu P.
Uzywajac wyrazu ,x” w znaczeniu wyrazenia ,,ingrediens przedmiotu P”, wnosimy
z twierdzeh 21 1, ze

(3) P jest klasa przedmiotdw x,

(4) P, jest x.
Z twierdzen — 3 i 4 — wypada zgodnie z definicjg IV, iz

(5) P, jest elementem przedmiotu P.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad, ze
jezeli P, jest ingrediensem przedmiotu P, to Py jest elementem przedmiotu P, co wia-
$nie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XII. Jezeli P jest elementem przedmiotu P, to P jest ingrediensem
przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, ze

(1) P, jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wypada — zgodnie z definicja IV — iz istnieje takie znaczenie wyra-
zu ,x”, ze —

(2) P jest klasg przedmiotow x,

(3) P, jest x.
Z twierdzenia 2 wnosimy na podstawie definicji I1I, ze

(4) kazde x jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 4 1 3 — wypada, iz

(5) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Tak wige — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad, ze
jezeli Py jest elementem przedmiotu P, to Py jest ingrediensem przedmiotu P, co wia-
$nie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XIII. Jezeli Py jest czgécia przedmiotu P, to P; jest elementem
przedmiotu P. '
Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen — III 1 XI.
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Twierdzenie XIV. Kazdy przedmiot jest swoim wlasnym elementem.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére chcg udowodnié, jest falszem. Wypada
stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze

(1) P nie jest elementem przedmiotu P.
Wypada stad, iz

(2) P nie jest ingrediensem przedmiotu P,
gdyby bowiem P bylo ingrediensem przedmiotu P, to P byloby — zgodnie z twier-
dzeniem XI — elementem przedmiotu P, co byloby sprzeczne z twierdzeniem 1.
Twierdzenie 2 jest sprzeczne z twierdzeniem II. Musi wigc byé falszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie XIV jest falszem. Tak wiec
twierdzenie XIV jest prawda.

Twierdzenie XV. Jezeli P jest elementem przedmiotu P;, a P; jest elementem
przedmiotu P,, to P jest elementem przedmiotu P,.

Dowdd: zalézmy, ze

(1) P jest elementem przedmiotu Py, a P; jest elementem przedmiotu Ps.
Wypada stad — zgodnie z twierdzeniem XII — ze —

(2) P jest ingrediensem przedmiotu P,

(3) P, jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzen — 2 i 3 — wnosimy na podstawie twierdzenia IV, ze

(4) P jest ingrediensem przedmiotu P,,
z czego wypada — w mys$l twierdzenia XI — iz

(5) P jest elementem przedmiotu P,.
Tak wigc — zaktadajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad, ze
jezeli P jest elementem przedmiotu Pj, a P, jest elementem przedmiotu P,, to P jest
elementem przedmiotu P,. To wiasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XVI. Jezeli P jest klasa przedmiotéw m, to kazde m jest elementem
przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, ze

(1) P jest klasa przedmiotow m.
Wypada stad — zgodnie z definicja Il — iz

(2) kazde m jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — X1 i 2 — wypada, ze

(3) kazde m jest elementem przedmiotu P.
Tak wigc — zakltadajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 3. Wypada stad, ze
jezeli P jest klasg przedmiotow m, to kazde m jest elementem przedmiotu P, co wia-
$nie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XVII. Jezeli P jest mnogoscia przedmiotow m, to pewne m jest ele-
mentem przedmiotu P.

Dowdd: zatézmy, ze

(1) P jest mnogoscig przedmiotéw m.
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Wypada stad — zgodnie z definicja IT — ze jezeli / jest ingrediensem przedmiotu P,
to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem pewnego m, ktore jest ingredien-
sem przedmiotu P. Widzimy stad, ze i pewien ingrediens samego przedmiotu P jest
(zgodnie z twierdzeniem II) ingrediensem pewnego m, ktére jest ingrediensem
przedmiotu P. Tak wigc — pewien ingrediens przedmiotu P jest ingrediensem pew-
nego takiego przedmiotu X, iz —

(2) Xjestm,

(3) X jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 wnosimy — na podstawie twierdzenia XI — ze

(4) X jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzen — 2 i 4 — wynika, iz

(5) pewne m jest elementem przedmiotu P.
Tak wigc — zakladajgc twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad, ze
jezeli P jest mnogoécia przedmiotéw m, to pewne m jest elementem przedmiotu P, co
wiaénie nalezato udowodnic.

§8.

Twierdzenie XVIII. Jezeli P jest m, to P jest mnogoscia przedmiotéw m.

Dowéd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére cheg udowodnié, jest fatszem. Wypada
stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P’, ze wprawdzie

(1) P’ jest m,
ale

(2) P’ nie jest mnogoscia przedmiotow m.
Z twierdzenia Il wiemy, iz

(3) P’ jest ingrediensem przedmiotu P’.
Zgodnie z twierdzeniem V —

(4) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P’, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem przedmiotu P’.
Z twierdzen — 4 1 3 — wnosimy, iz

(5) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P’, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem przedmiotu P’, ktéry jest ingrediensem przedmiotu P’.
Z twierdzefi — 51 1 — wypada, ze

(6) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P’, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego m, ktore jest ingrediensem przedmiotu P’.
Z twierdzenia 6 wynika — w mys$l definicji Il — iz

{7) P’ jest mnogoscia przedmiotéw m.
Twierdzenie 7 jest sprzeczne z twierdzeniem 2. Musi wigc by¢ falszem prowadzace
do tej sprzecznoéci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XVIII jest fatszem. Tak
wigc — twierdzenie X VIII jest prawda. '
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Twierdzenie XIX. Jezeli P jest mnogoscia przedmiotéw m, a kazde m jest n, to P
jest mnogoscia przedmiotow n.

Dowdd: Zatozmy, ze:

(1) P jest mnogoscia przedmiotow m,

(2) kazde m jest n.
Z twierdzenia 1 wnosimy — zgodnie z definicja Il — ze

(3) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego m, ktore jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 3 i 2 — wynika, iz

(4) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego n, ktore jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia 4 wnosimy — zgodnie z definicjg Il — ze

(5) P jest mnogoscia przedmiotow n.
Tak wigc — zaktadajac twierdzenia 1 i 2, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad,
ze jezeli P jest mnogos$cia przedmiotdéw m, a kazde m jest n, to P jest mnogoscia
przedmiotow n. To wlasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie XX. Jezeli P jest klasa mnogosci przedmiotéw m, to P jest klasa
przedmiotéw m.

Dowdd: zalozmy, ze

(1) P jest klasg mnogosci przedmiotow m.
Wypada stad — zgodnie z definicja I — ze —

(2) kazda mnogos¢ przedmiotdéw m jest ingrediensem przedmiotu P,

(3) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu 7 jest
ingrediensem pewnej mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzenia XVIII wnosimy, iz

(4) kazde m jest mnogoscia przedmiotéw m.
Z twierdzen — 2 i 4 — wynika, Ze

(5) kazde m jest ingrediensem przedmiotu P.
Mozemy si¢ przekonac, iz

(6) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego m,
Za pomocy nastepujacego rozumowania: przypusémy, ze twierdzenie 6 jest falszem;
wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem [y, ze wprawdzie

(a) I jest ingrediensem przedmiotu P,
ale

(b) zaden ingrediens przedmiotu I; nie jest ingrediensem zadnego m; z twierdzen
— 3 ia— wnosimy, iz

(c) pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem pewnej mnogosci przed-
miotéw m,
z czego wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem I, ze —

(d) I, jest mnogoscia przedmiotow m.
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(e) pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem przedmiotu I,
z twierdzenia e wynika, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem /, ze —

(f) I; jest ingrediensem przedmiotu /j,

(g) I; jest ingrediensem przedmiotu /;
z twierdzenia d wnosimy — zgodnie z definicja II — Zze

(h) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu I, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego m;
z twierdzen — h i g — wypada, iz

(i) pewien ingrediens przedmiotu 5 jest ingrediensem pewnego m, to znaczy, iz
pewien przedmiot jest takim przedmiotem Iy, ze —

(k) I, jest ingrediensem przedmiotu 3,

(J) I, jest ingrediensem pewnego m;
z twierdzef — k i f— wnosimy — na podstawie twierdzenia IV — iz

(m) I, jest ingrediensem przedmiotu I;;
z twierdzefh — / i m — wypada, ze

(n) pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem pewnego m;
twierdzenie # jest sprzeczne z twierdzeniem b; musi wigc by¢ falszem prowadzace do
tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie 6 jest falszem; tak wigc —
twierdzenie 6 jest prawda. Z twierdzen — 5 i 6 — wynika zgodnie z definicja I, iz

(7) P jest klasg przedmiotow m.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 7. Wypada stad, ze
jezeli P jest klasa mnogosci przedmiotéw m, to P jest klasa przedmiotow m, co wias-
nie nalezato udowodnié.

Twierdzenie XXI. Jezeli P jest mnogoscia przedmiotow m, to P jest ingrediensem
klasy przedmiotow m.

Dowdéd: zatézmy, iz

(1) P jest mnogos$cia przedmiotéw m.
Wypada stad — zgodnie z aksjomatem III — Ze pewien przedmiot jest takim przed-
miotem Py, iz

(2) P, jest klasa mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzenia 2 wynika — zgodnie z definicjg III — ze

(3) kazda mnogo$¢ przedmiotéw m jest ingrediensem przedmiotu Py.
Z twierdzen — 3 i 1 — wnosimy, iz

(4) P jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 2 wypada — w mys$! twierdzenia XX — ze

(5) P, jest klasa przedmiotéw m.
Z twierdzen — 4 1 5 — widzimy, iz

(6) P jest ingrediensem klasy przedmiotéw m.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1 — dochodzimy do twierdzenia 6. Wypada stad,
ze jezeli P jest mnogo$cia przedmiotéw m, to P jest ingrediensem klasy przedmiotéw
m, co wlasnie nalezato udowodnié. ’
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Twierdzenie XXII. Jezeli P jest klasg przedmiotéw m, to P jest klasa mnogosci
przedmiotow m.

Dowéd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktore chcg udowodnié, jest fatszem. Wypada
stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze wprawdzie

(1) P, jest klasg przedmiotow m,
ale

(2) P nie jest klasa mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzenia 2 wnosimy — zgodnie z definicja IIl — ze musi by¢ falszem przy-
najmniej jedno z twierdzen nastepujacych:

(a) kazda mnogos¢ przedmiotéw m jest ingrediensem przedmiotu P,

(b) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu Py, to pewien ingrediens przedmiotu J
jest ingrediensem pewnej mnogosci przedmiotéw m.
Rozpatrzmy kolejno mozliwos¢ fatszywosci ktoregokolwiek z dwéch twierdzen przed
chwilg sformutowanych. Rozpatrzmy najprzdd zdanie a i przypusémy, ze zdanie to
jest falszem. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P,, ze
wprawdzie

(o)) P, jest mnogoscia przedmiotéw m,
ale

(B) P, nie jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — XXI 1 o0 — wnosimy, iz

(Y) P, jest ingrediensem klasy przedmiotow m.
z czego wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P;, ze —

(8) P; jest klasg przedmiotow m,

(€) P, jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzenie — & i 1 — wynika na podstawie aksjomatu IV, iz

(M) P jest Pr.
Z twierdzen — € 1 11 — widzimy, Ze

(€) P, jest ingrediensem przedmiotu P;.
Twierdzenie  jest sprzeczne z twierdzeniem B. Musi wigc by¢ falszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie a jest falszem. Przypuéémy
obecnie, Ze jest falszem twierdzenie 5. Wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim
przedmiotem /;, ze wprawdzie

(9) I, jest ingrediensem przedmiotu Py,
ale

(V) zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem Zzadnej mnogosci przed-
miotéw m.
Z twierdzenia II wiemy, iz

() I, jest ingrediensem przedmiotu ;.
Z twierdzeh — 1 i X — wnosimy, Ze

(M) I, nie jest ingrediensem zadnej mnogosci przedmiotéw m.
Z twierdzed — 9 i L — wynika, iz

(1) P, nie jest mnogoscia przedmiotéw m,
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z czego wypada — na podstawie twierdzenia VII — ze
(V) Pj nie jest klasa przedmiotow m.
Twierdzenie v jest sprzeczne z twierdzeniem 1. Musi wigc byé falszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszezenie nasze, iz twierdzenie b jest falszem. Tak tedy —
(3) twierdzenie 2 jest fatszem,
albowiem nie jest, jak widzieliSmy, fatszem zadne z twierdzen — a i b — z ktérych
przynajmniej jedno musiatoby by¢ fatszem, gdyby twierdzenie 2 bylo prawda. Twier-
dzenie 3 jest sprzeczne z twierdzeniem 2. Musi wige by¢ falszem prowadzace do tej
sprzeczno$ci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XXII jest fatszem. Tak wigc —
twierdzenie XXII jest prawda.

Twierdzenie XXIII. Jezeli jest prawda, iz jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P,
to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem przedmiotu P, to Py jest ingre-
diensem przedmiotu P.

Dowéd: Zatézmy, iz jest prawda, ze

(1) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu Py, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem przedmiotu P.

Z twierdzenia II wiemy, ze

(2) P, jest ingrediensem przedmiotu P;.

Z twierdzefi — 1 i 2 — wnosimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P,
ze —

(3) P, jest ingrediensem przedmiotu P,

(4) P, jest ingrediensem przedmiotu P.

Z twierdzen — 3 i 4 wynika, iz

(5) pewien przedmiot jest ingrediensem przedmiotu P; i zarazem ingrediensem
przedmiotu P. Jasne jest, iz

(6) kazdy przedmiot, kt6ry jest ingrediensem przedmiotu P; i zarazem ingredien-
sem przedmiotu P, jest ingrediensem przedmiotu P;.

Mozemy sig¢ przekona¢, ze

(7) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P;, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego przedmiotu, ktory jest ingrediensem przedmiotu P, i zara-
zem przedmiotu P,

Za pomoca nastgpujacego rozumowania: przypusémy, iz twierdzenie 7 jest falszem;
wypada stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem I;, ze wprawdzie

(a) I, jest ingrediensem przedmiotu Py,
ale

(b) zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem zadnego przedmiotu,
ktéry jest ingrediensem przedmiotu P; i zarazem przedmiotu P;

z twierdzenn — 1 i a — wypada, ze

(¢) pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem przedmiotu P;

z twierdzenia ¢ widzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem I, ze —

(d) 1, jest ingrediensem przedmiotu J;, ’
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(e) I, jest ingrediensem przedmiotu P;
z twierdzefi — d i a — wnosimy, iz

(f) I jest ingrediensem przedmiotu P;;
z twierdzef — f i e —wynika, ze

() I jest przedmiotem, ktéry jest ingrediensem przedmiotu P, i zarazem przed-
miotu P;
z twierdzenia II wiemy, iz

(h) 1, jest ingrediensem przedmiotu I;
z twierdzefi — d i h — wypada, ze

() pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem przedmiotu I;;
z twierdzefi — i i g — wnosimy, iZ

(k) pewien ingrediens przedmiotu /; jest ingrediensem pewnego przedmiotu, ktéry
jest ingrediensem przedmiotu P, i zarazem przedmiotu P;
twierdzenie k jest sprzeczne z twierdzeniem b; musi wigc byé falszem prowadzace do
tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 7 jest falszem; tak wiec —
twierdzenie 7 jest prawda. Z twierdzen — 6 i 7 — wypada na zasadzie definicji I, ze

(8) Py jest klasa przedmiotéw, bedacych ingrediensami przedmiotu P; i zarazem
przedmiotu P.
Z twierdzen — VII i 8 — wnosimy, iz

(9) P, jest mnogoscia przedmiotéw, bedacych ingrediensami przedmiotu Py i za-
razem przedmiotu P.
Jasne jest, ze

(10) kazdy przedmiot bgdacy ingrediensem przedmiotu P; i zarazem przedmiotu
P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 9 i 10 — wynika zgodnie z twierdzeniem XIX, iz

(11) P, jest mnogoscia ingredienséw przedmiotu P.
Z twierdzen — XXI i 11 — wypada, ze

(12) P, jest ingrediensem klasy ingredienséw przedmiotu P,
Z czego wnosimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Ps, Zze

(13) P; jest klasg ingredienséw przedmiotu P,

(14) P, jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzenia VIII wiemy, iz

(15) P jest klasg ingredienséw przedmiotu P.
Z twierdzen — 13 i 15 — wynika zgodnie z aksjomatem IV, ze

(16) P; jest P.
Z twierdzen — 14 i1 16 — wypada, iz

(17) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 17. Wypada stad,
ze jezeli pewien ingrediens kazdego ingrediensu przedmiotu P, jest ingrediensem
przedmiotu P, to i sam przedmiot P, jest ingrediensem przedmiotu P. To wlasnie na-
lezato udowodnié.
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§9.

Twierdzenie XXTV. Kazdy przedmiot P jest klasa elementow tego wlasnie przed-
miotu P.

Dowdd: Z twierdzenia XII wiemy, iz

(1) kazdy element przedmiotu P jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia VI wiemy, ze

(2) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego ingrediensu przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wnosimy — zgodnie z twierdzeniem XI — iz

(3) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu 7 jest
ingrediensem pewnego elementu przedmiotu P.
Z twierdzen — 1 i 3 — otrzymujemy zgodnie z definicja III twierdzenie zadane.

Twierdzenie XXV. Kazda mnogo$¢ jest swoim wiasnym elementem.
Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia XIV.

Twierdzenie XXVI. Zaden przedmiot nie jest klasa mnogosci, nie bedacych swoimi
wiasnymi elementami.

Dowdd: Przypusémy, iz twierdzenie, ktore chce udowodnié, jest fatszem. Wypada
stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze

(1) P jest klasa mnogosci, nie bedacych swoimi wiasnymi elementami.
Z twierdzen — VII i 1 — wynika, iz

(2) P jest mnogoscia mnogosci, nie bedacych swoimi wiasnymi elementami.
Z twierdzen — XVII i 2 — wynika, ze

(3) pewna mnogo$¢, nie bgdaca swoim wlasnym elementem, jest elementem
przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 widzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P, ze

(4) Py jest mnogoscia, nie bedaca swoim wlasnym elementem,

(5) P, jest elementem przedmiotu P.
Twierdzenie 4 jest sprzeczne z twierdzeniem XXV. Musi wigc by¢ falszem prowadza-
ce do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie XXVI jest falszem. Tak
wiec — twierdzenie XX VI jest prawda.

Twierdzenie XXVII. Twierdzenie ,,Jezeli P jest elementem mnogosci przedmiotéw
m, to P jest m” jest falszem.* '

Dowéd: Przypusémy, ze twierdzenie XXVII jest fatszem. Wnosimy stad, iz

(1) twierdzenie ,Jezeli P jest elementem mnogosci przedmiotow m, to P jest m”
jest prawda.
Z twierdzenia 1 wynika, ze

(2) jezeli P jest elementem mnogosci przedmiotéw m, to jest P jest m.

* Kazde z twierdzen — XXVI i XXVII — wskazuje na to, ze w rozwijanej w pracy niniejszej
teorii mnogoéci nie daje si¢ wcale skonstruowac tzw. antynomia Russella.
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Uwazajmy jakie$ takie przedmioty — P; i P, — ze
(3) P, jest czgscia przedmiotu P,.
Z twierdzenia 2 wypada, iz
(4) jezeli P, jest elementem mnogosci przedmiotéw P,, to Py jest P,.
Z twierdzenia X wiemy, ze
(5) P, jest klasg przedmiotow P,.
Z twierdzet — VII i 5 — wnosimy, iz
(6) P, jest mnogoscia przedmiotéw P,.
Z twierdzenia 3 wynika — na podstawie twierdzenia III, X — ze
(7) P, jest elementem przedmiotu P,.
Z twierdzen — 7 1 6 — wypada, 1z
(8) P, jest elementem mnogosci przedmiotéw Ps.
Z twierdzen — 4 1 8 — wnosimy, ze
(9) Py jest Py,
skad wynika (zgodnie z twierdzeniem I), iz
(10) P, nie jest czgécia przedmiotu P,.
“Twierdzenie 10 jest sprzeczne z twierdzeniem 3. Musi wigc byé falszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XXVII jest falszem. Tak
wigc — twierdzenie XXVII jest prawda.

§ 10.

Definicja V. Wyrazenia ,,podmnogo§¢ przedmiotu P” uzywam dla oznaczenia
wszelkiego takiego przedmiotu P;, ktéry czyni zadosé nastgpujacemu warunkowi:
kazdy element przedmiotu P, jest elementem przedmiotu P.

{Przyktady: 1. Odcinek AC rysunku 2 jest podmnogoscia odcinka AB, albowiem
odcinek AC czyni zado$¢ warunkowi definicji V: kazdy element odcinka AC jest ele-
mentem odcinka AB. II. Odcinek 4B rysunku 2 nie jest podmnogoscig odcinka AC,
albowiem nie kazdy element odcinka 4B jest elementem odcinka AC: oto np. sam od-
cinek AB, ktéry jest — zgodnie z twierdzeniem XIV — elementem odcinka 4B, nie
jest elementem odcinka AC.]

Definicia VI. Wyrazenia ,,podmnogo$¢ wihasciwa przedmiotu P” uzywam dla
oznaczenia wszelkiej takiej podmnogosci Py przedmiotu P, ktéra nie jest P.

[Przyktady: 1. Odcinek 4C rysunku 2 jest podmnogoscig whasciwa odcinka 4B,
albowiem odcinek AC jest taka podmnogoscia odcinka 4B, ktéra nie jest odcinkiem
AB. 11. Odcinek 4B rysunku 3 nie jest podmnogoscia wiasciwa odcinka 4B, albowiem
odcinek AB jest odcinkiem 4B, nie jest wigc prawda, iz odcinek 4B jest taka pod-
mnogoscig odcinka 4B, ktéra nie jest odcinkiem 4B.]
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§ 11.

Twierdzenie XXVIII. Jezeli Py jest ingrediensem przedmiotu P, to P; jest podmno-
goscig przedmiotu P.

Dowéd: Przypusémy, ze twierdzenie, ktére cheg udowodnié, jest fatszem. Wypada
stad, ze pewne przedmioty sg takimi przedmiotami — 4 i B — Ze wprawdzie

(1) A4 jest ingrediensem przedmiotu B,
ale

(2) 4 nie jest podmnogoscia przedmiotu B.
Z twierdzenia 2 wnosimy na podstawie definicji V, iz

(3) pewien element przedmiotu 4 nie jest elementem przedmiotu B, z czego wi-
dzimy, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem C, ze wprawdzie

(4) C jest elementem przedmiotu 4,
ale

(5) C nie jest elementem przedmiotu B.
Z twierdzenia 5 wynika, iz

(6) C nie jest ingrediensem przedmiotu B,
gdyby bowiem C bylo ingrediensem przedmiotu B, to wypadioby stad na zasadzie
twierdzenia XI, ze C jest elementem przedmiotu B, co jest sprzeczne z twierdzeniem
5. Z twierdzen — XII i 4 — widzimy, iz

(7) C jest ingrediensem przedmiotu 4.
Z twierdzen — 7 1 1| — wnosimy zgodnie z twierdzeniem IV, ze

(8) C jest ingrediensem przedmiotu B.
Twierdzenie 8 jest sprzeczne z twierdzeniem 6. Musi wigc by¢ falszem prowadzace
do tej sprzecznosci zalozenie nasze, iz twierdzenie XXVIII jest falszem. Tak wigc —
twierdzenie XXVIII jest prawda.

Twierdzenie XXIX. Jezeli Py jest podmnogoscia przedmiotu P, to P; jest ingre-
diensem przedmiotu P.

Dowdd: Przypu$émy, ze twierdzenie XXIX jest falszem. Wynika stad, iz pewne
przedmioty sa takimi przedmiotami — 4 i B — Ze wprawdzie

(1) 4 jest podmnogoscig przedmiotu B
ale

(2) A nie jest ingrediensem przedmiotu B.
Z twierdzenia 2 wypada, iz

(3) A nie jest elementem przedmiotu B,
gdyby bowiem 4 bylo elementem przedmiotu B, to wypadloby stad na podstawie
twierdzenia XII, ze 4 jest ingrediensem przedmiotu B, co jest sprzeczne z twierdze-
niem 2. Z twierdzenia XIV wiemy, iz

(4) A4 jest elementem przedmiotu 4.
Z twierdzed — 4 1 3 — wnosimy, ze

(5) pewien elementem przedmiotu 4 nie jest elementem przedmiotu B.
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Z twierdzenia 5 wynika na zasadzie definicji V, iz

(6) A nie jest podmnogoscia przedmiotu B.
Twierdzenie 6 jest sprzeczne z twierdzeniem 1. Musi wigc by¢ falszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie XXIX jest falszem. Tak
wigc — twierdzenie XXIX jest prawda.

Twierdzenie XXX. Jezeli Py jest czgécia przedmiotu P, to P; jest podmnogoscia
wiasciwa przedmiotu P.

Dowdéd: Zatézmy, iz

(1) P, jest czgscig przedmiotu P.
Z twierdzen — Il i 1 — wypada, ze

(2) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — XXVIII i 2 — widzimy, iz

(3) P, jest podmnogoscig przedmiotu P.
Z twierdzen — I'1 1 — wnosimy, ze

(4) P, nie jest P.
Z twierdzen — 3 i 4 — wynika zgodnie z definicja VI, iz

(5) P, jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu P.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada stad, ze
jezeli Py jest czedcig przedmiotu P, to Py jest podmnogoscia whasciwg przedmiotu P,
co wiasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XXXI. Jezeli Py jest podmnogoscia whasciwg przedmiotu P, to P, jest
czeécig przedmiotu P.

Dowdd: zatézmy, iz

(1) P, jest podmnogoscia whasciwg przedmiotu P.

Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicji VI, ze

(2) P, jest podmnogoscia przedmiotu P,

(3) Py nie jest P.

Z twierdzen — XXIX i 2 — wynika, iz

(4) P, jest ingrediensem przedmiotu P.

Z twierdzen — 4 i 3 — wypada na zasadzie definicji I, ze

(5) P, jest czgécia przedmiotu P.

Tak wiec — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 5. Wnosimy stad,
iz jezeli P jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu P, to Py jest czgécia przedmiotu
P, co wlasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie XXXII. Zaden przedmiot nie jest podmnogo$cia wiasciwa samego
siebie.

Dowod: Gdyby$my przypuscili, ze jaki$ przedmiot P jest podmnogoscia wiasciwa
samego siebie, to znaczy, iz jaki§ przedmiot P jest podmnogoscia wiasciwa przed-
miotu P, to wynikatoby stad — zgodnie z twierdzeniem XXXI, ze P jest czgscig
przedmiotu P, co jest sprzeczne z twierdzeniem I
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Twierdzenie XXXIII. Kazdy przedmiot jest podmnogoscia samego siebie.

Dowdd: Gdybysmy przypuscili, iz jaki§ przedmiot P nie jest podmnogoscia sa-
mego siebie, to znaczy, ze jaki§ przedmiot P nie jest podmnogoscia przedmiotu P, to
wypadloby stad na podstawie twierdzenia XXVIII, iz P nie jest ingrediensem przed-
miotu P, co jest sprzeczne z twierdzeniem II.

Twierdzenie XXXIV. Jezeli P jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu Py, to P,
nie jest podmnogoécia wlasciwg przedmiotu P.

Dowdd: Zalézmy, ze

(1) P jest podmnogo$cia wlasciwa przedmiotu P;.
Wnosimy stad na zasadzie twierdzenia XXXI, iz

(2) P jest czgécia przedmiotu Py,
z czego wynika w mysl aksjomatu /, ze

(3) P nie jest czg$cia przedmiotu P.
Z twierdzen — XXI 13 — wypada, iz

(4) P, nie jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu P.
Tak wigc — twierdzenie 1 doprowadzilo nas do twierdzenia 4. Widzimy stad, ze je-
zeli Py jest podmnogo$cia wiasciwa przedmiotu Py, to Py nie jest podmnogoscia wias-
ciwg przedmiotu P, co wlasnie nalezato udowodmnié.

Twierdzenie XXXV. Jezeli P jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu Py, to P nie
jest podmnogoscia przedmiotu P.

Dowdéd: Przypusémy, iz twierdzenie XXXV jest falszem. Wypada stad, iz pewne
przedmioty sa takimi przedmiotami — A4 i B — Ze wprawdzie

(1) A jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu B,
ale

(2) B jest podmnogoécia przedmiotu 4.
Z twierdzenia 1 wypada — zgodnie z definicja VI — iz

(3) 4 nie jest B.
Z twierdzenia 3 wypada, ze

(4) B nie jest 4.
Z twierdzen — 2 i 4 — wnosimy na podstawie definicji VI, iz

(5) B jest podmnogoécia wlasciwa przedmiotu A4.
Z twierdzen — XXXIV i 1 — wynika, ze

(6) B nie jest podmnogo$cia wlasciwa przedmiotu A4.
Twierdzenie 6 jest sprzeczne z twierdzeniem 5. Musi wigc by¢ falszem prowadzace
do tej sprzecznoéci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie XXXV jest falszem. Tak
wigc — twierdzenie XXXV jest prawda.

Twierdzenie XXXVI. Jezeli P jest podmnogosécia przedmiotu Py, a P, jest podmno-
goscia przedmiotu P, to P jest podmnogoscia przedmiotu P,.

Dowdéd: Zatézmy, iz —

(1) P jest podmnogoscia przedmiotu P;,
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(2) P, jest podmnogoscia przedmiotu P,.
Z twierdzen — XXIX i 1 — wynika, ze
(3) P jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — XXIX i 2 — wypada, iz
(4) P, jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzefi — 3 i 4 — wnosimy zgodnie z twierdzeniem IV, ze
(5) P jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzen — XXVIII i 5 — wynika, iz
(6) P jest podmnogoscia przedmiotu P;.
Tak wigc zakladajac twierdzenia — 1 i 2 — dochodzimy do twierdzenia 6. Wypada
stad, ze jezeli P jest podmnogoscia przedmiotu Py, a P; jest podmnogoscia przed-
miotu P,, to P jest podmnogoécia przedmiotu P,. To wiasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie XXXVII. Jezeli P jest podmnogoscia whasciwg przedmiotu Py, a P,
jest podmnogoscia przedmiotu P, to P jest podmnogos$cia wiasciwa przedmiotu P,.
Dowéd: Zatézmy, iz
(1) P jest podmnogoscia wlasciwg przedmiotu Py,
(2) P, jest podmnogoscia przedmiotu P,.
Z twierdzen — 1 1 2 — wnosimy na podstawie twierdzenia XXXVI, ze
(3) P jest podmnogoscia przedmiotu P,.
Mozemy powiedziec, iz
(4) P, nie jest P,
gdyby bowiem P, bylo P, to wynikloby stad zgodnie z twierdzeniem 2, ze Py jest
podmnogoscia przedmiotu P, co musi by¢ fatszem, wiadomo bowiem z twierdzen —
XXXV i1 — iz P, nie jest podmnogoscia przedmiotu P. Z twierdzenia 4 wypada, ze
(5) P nie jest P,.
Z twierdzen — 3 i 5 — wnosimy na podstawie definicji VI, iz
(6) P jest podmnogos$cia wiasciwg przedmiotu P,.
Tak wigc zakladajac twierdzenia — 1 i 2 — dochodzimy do twierdzenia 6. Wypada
stad, ze jesli P jest podmnogoscia wiasciwa przedmiotu Py, a P jest podmnogoscia
przedmiotu P,, to P jest podmnogoscia whasciwa przedmiotu P,. To wlasnie nalezato
udowodnié.

Twierdzenie XXXVIII. Jezeli P jest podmnogoscia przedmiotu Py, a Py jest pod-
mnogo$cia wlasciwa przedmiotu P, to P jest podmnogoscia wiasciwg przedmiotu P,.
Dowdd: zatézmy, iz —
(1) P jest podmnogoscia przedmiotu Py,
(2) P, jest podmnogoscia whasciwa przedmiotu P,.
Z twierdzen — 1 1 2 — wnosimy na zasadzie twierdzenia XXXVI, ze
(3) P jest podmnogoscia przedmiotu Ps.
Z twierdzefh — XXXV i 2 — wynika, iz
(4) P, nie jest podmnogoscia przedmiotu P;.
Z twierdzen — 1 14 — wypada, ze
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(5) P nie jest P,.
Z twierdzefi — 3 i 5 — wnosimy w mysl definicji VI, iz

(6) P jest podmnogoscia wiasciwa przedmiotu P,.
Tak wiec zakladajac twierdzenia — 1 1 2 — dochodzimy do twierdzenia 6. Wynika
stad, ze jezeli P jest podmnogoscia przedmiotu Py, a P, jest podmnogoscia whasciwa
przedmiotu P, to P jest podmnogoscia wlasciwa przedmiotu P,. To wlasnie nalezalo
udowodnié.

Twierdzenie XXXIX. Jezeli P, jest elementem P, to P; jest podmnogoécia przed-
miotu P.
Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzen — XX VIII i XII.

Twierdzenie XL. Jezeli P, jest podmnogoécia przedmiotu P, to P; jest elementem
przedmiotu P.
Twierdzenie to otrzymujemy z twierdzefi — X1 1 XXIX.

Twierdzenie XLI. Kazdy przedmiot P jest klasa podmnogos$ci tego whasnie przed-
miotu P.

Dowod: z twierdzenia XXIX wiemy, iz

(1) kazda podmnogos¢ przedmiotu P jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia VI wiemy, ze

(2) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego ingrediensu przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wnosimy — zgodnie z twierdzeniem XXVIII — iz

(3) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu f jest
ingrediensem pewnej podmnogosci przedmiotu P.
Z twierdzen — 1 i 3 — otrzymujemy zgodnie z definicja III twierdzenie zadane.

Twierdzenie XLII. Jezeli P jest mnogo$cia przedmiotow m, [a] kazde m jest n, to P
jest podmnogoscia klasy przedmiotéw ».

Dowdd: zatézmy, ze

(1) P jest mnogoscig przedmiotéw m, a kazde m jest n.
Z twierdzen — XIX i | — wynika, iz

(2) P jest mnogoscig przedmiotow n.
Z twierdzen — XXI i 2 — wypada, ze

(3) P jest ingrediensem klasy przedmiotéw n.
Z twierdzefi — XXVIII i 3 — wnosimy, iz

(4) P jest podmnogoscia klasy przedmiotéw n.
Tak wiec — zakladajac twierdzenie 1, otrzymujemy twierdzenie 4. Wypada stad, ze
jezeli P jest mnogoscig przedmiotéw m, a kazde m jest n, to P jest podmnogoscia kla-
sy przedmiotéw n. To wlasnie nalezato udowodnié.
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§12.

Definicja VII. Uzywam wyrazu ,,wszech$§wiat” dla oznaczenia klasy przedmiotow.

Twierdzenie XLIII. Pewien przedmiot jest klasg przedmiotéw niesprzecznych.

Dowdd: W mysl zasady niesprzeczno$ci mozemy powiedzieé, iz kazdy przedmiot
jest przedmiotem niesprzecznym. Wypada stad, ze pewien przedmiot jest przedmio-
tem niesprzecznym, skad wynika — zgodnie z aksjomatem III — twierdzenie Zadane.

Twierdzenie XLIV. Klasa przedmiotow niesprzecznych jest wszech§wiatem.

Dowdd: Zgodne z definicja Il mozemy zapisaé —

(1) kazdy przedmiot niesprzeczny jest ingrediensem klasy przedmiotéw nie-
sprzecznych,

(2) jezeli I jest ingrediensem klasy przedmiotéw niesprzecznych, to pewien ingre-
diens przedmiotu / jest ingrediensem pewnego przedmiotu niesprzecznego.
Zgodnie z zasada niesprzecznosci

(3) kazdy przedmiot jest przedmiotem niesprzecznym.
Z twierdzen — 1 13 — wypada, iz

(4) kazdy przedmiot jest ingrediensem klasy przedmiotéw niesprzecznych.
Z twierdzenia 2 widzimy, ze

(5) jezeli I jest ingrediensem klasy przedmiotéw niesprzecznych, to pewien ingre-
diens przedmiotu I jest ingrediensem pewnego przedmiotu. Z twierdzeh — 41 5 —
wnosimy na podstawie definicji I11, iz

(6) klasa przedmiotow niesprzecznych jest klasa przedmiotow,
skad — na zasadzie definicji VII — otrzymujemy twierdzenie zadane.

Twierdzenie XLV. Jezeli P jest wszech$wiatem i P; jest wszechswiatem, to P jest P;.
Dowdd: Zatézmy, ze —
(1) P jest wszechswiatem,
(2) P, jest wszech§wiatem.
Z twierdzenia 1 otrzymujemy w mys] definicji VII:
(3) P jest klasa przedmiotow.
Z twierdzenia 2 wnosimy zgodnie z definicja VII, iz
(4) P, jest klasa przedmiotow.
Z twierdzen — 3 i 4 — wynika na podstawie aksjomatu IV, ze
(5) Pjest P,.
Tak wigc, zakladajac twierdzenia — 1 i 2 — dochodzimy do twierdzenia 5. Wypada
stad, Ze jezeli P jest wszech§wiatem i Py jest wszech§wiatem, to P jest P, co wiasnie
nalezato udowodnié.
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§13.

Definicja VIII. Wyrazenia ,,przedmiot zewnetrzny wzgl¢dem przedmiotu P” uzy-
wam dla oznaczenia kazdego takiego przedmiotu Py, ktdry czyni zado$¢ nastgpujace-
mu warunkowi: zaden ingrediens przedmiotu P nie jest ingrediensem przedmiotu P;.

[Przykiady: 1. Odcinek AC rysunku 2 jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem
odcinka DB, albowiem Zaden ingrediens odcinka DB nie jest ingrediensem odcinka
AC. II. Odcinek AD rysunku 2 nie jest przedmiotem zewngtrznym wzglgdem odcinka
CB, albowiem odcinek CD, bedacy ingrediensem odcinka CB, jest réwniez ingredien-
sem odcinka 4D, nie jest wiec prawda, iz zaden ingrediens odcinka CB nie jest ingre-
diensem odcinka 4D.]

Twierdzenie XLVI. Jezeli P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgl¢dem przedmiotu
P, to P jest przedmiotem zewnetrznym wzglgdem przedmiotu P;.

Dowdd: Zatézmy, ze

(1) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgl¢dem przedmiotu P. Z twierdzenia 1
wnosimy na podstawie definicji VIII, iz

(2) zaden ingrediens przedmiotu P nie jest ingrediensem przedmiotu P;,
z czego wynika, iz

(3) zaden ingrediens przedmiotu P, nie jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 wypada na zasadzie definicji VIII, ze

(4) P jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P. .
Tak wiec — zakladajac twierdzenie 1, otrzymaliSmy twierdzenie 4. Wypada stad, ze
jezeli Py jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P, to P jest przed-
miotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;. To wlasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie XLVII. Zaden przedmiot nie jest przedmiotem zewngtrznym wzgle-
dem samego siebie.

Dowéd: Przypusémy, iz twierdzenie XLVII jest falszem. Wypada stad, iz pewien
przedmiot jest takim przedmiotu P, ze -

(1) P jest przedmiotem zewng¢trznym wzgledem przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy (zgodnie z definicja VIII), iz

(2) zaden ingrediens przedmiotu P nie jest ingrediensem przedmiotu P.
Twierdzenie 2 jest twierdzeniem sprzecznym. Musi wigc by¢ falszem prowadzace do
tej sprzecznosci zalozenie nasze, ze twierdzenie XLVII jest falszem. Tak wigc —
twierdzenie XLVII jest prawda.

§ 14.

Definicja IX. Wyrazenia ,,dopelnienie przedmiotu P, do przedmiotu P” uzywam
dla oznaczenia dowolnego przedmiotu P,, jezeli s3 zachowane dwa nastgpujace wa-
runki:
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(1) P, jest podmnogoscia P,

(2) P, jest klasg elementéw przedmiotu P zewnetrznych wzgledem przedmiotu P;.

[Przyktady: L. Stanistaw Poniatowski jest dopetnieniem klasy kré16w polskich, nie
bedacych Stanistawem Poniatowskim, do klasy kr6léw polskich, albowiem: 1) klasa
kroléw polskich, nie bedacych Stanistawem Poniatowskim, jest podmnogoscia klasy
kr6léw polskich, 2) Stanistaw Poniatowski jest klasa takich elementéw klasy krolow
polskich, ktére sa przedmiotami zewnetrznymi wzglgdem klasy kroléw polskich, nie
bedacych Stanistawem Poniatowskim. II. Odcinek AC rysunku 2 nie jest dopehie-
niem odcinka DB do odcinka AB, albowiem jest tu wprawdzie zachowany warunek 1
(odcinek DB jest podmnogoscia odcinka 4B), ale nie jest zachowany warunek 2
(odcinek AC nie jest klasa elementoéw odcinka AB zewngtrznych wzgledem odcinka
DB). IlI. Zermelo nie jest dopetnieniem klasy matematykdéw, nie bedacych Zermelem,
do klasy matematykéw, nie bedacych Borelem, albowiem jest tu wprawdzie zachowa-
ny warunek 2 (Zermelo jest klasa takich elementéw klasy matematykéw, nie bedacych
Borelem, ktére sa przedmiotami zewngtrznymi wzgledem klasy matematykéw, nie
bedacych Zermelem), ale nie jest zachowany warunek 1 (klasa matematykdéw, nie be-
dacych Zermelem, nie jest podmnogoscia klasy matematykow, nie bedacych Bore-
lem).]

§15.

Twierdzenie XLVIII. Jezeli Py jest czg$cia przedmiotu P, to pewien przedmiot jest
dopeieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.

Dowdéd: Zatézmy, iz

(1) Py jest czgsécig przedmiotu P.
Z twierdzen — XXX i 1 — wnosimy, ze

(2) P, jest podmnogoscia whasciwa przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wynika na podstawie definicji VI, iz

(3) P jest podmnogoscia przedmiotu P,
na podstawie za$ twierdzenia XXXV — ze

(4) P nie jest podmnogoscia przedmiotu P;.
Z twierdzenia 4 wypada na zasadzie twierdzenia XXVIII, iz

(5) P nie jest ingrediensem przedmiotu P;.
Mozemy powiedzieé, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotu P, ze —

(6) P, jest ingrediensem przedmiotu P,

(7) zaden ingrediens przedmiotu P, nie jest ingrediensem przedmiotu Py —
gdyby bowiem zaden przedmiot nie byl przedmiotem P,, czynigcym zado$¢ twierdze-
niom — 6 i 7 — to wypadioby stad, iz jest prawda, ze jezeli / jest ingrediensem
przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem przedmiotu P; —
stad za$ wynikaloby zgodnie z twierdzeniem XXIII, iz P jest ingrediensem przed-
miotu P, co jest sprzeczne z twierdzeniem 5.
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Z twierdzenia 7 wnosimy na zasadzie definicji VIII, iz
(8) P, jest przedmiotem zewne¢trznym wzgl¢dem przedmiotu P,.
Z twierdzen — XLVI i 8 — wynika, ze
(9) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzen — X1 i 6 — wypada, iz
(10) P, jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzett — 10 1 9 — widzimy, ze
(11) P, jest elementem przedmiotu P, zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 11 wnosimy — w mys$] aksjomatu III — iz
(12) pewien przedmiot P; jest klasa elementdéw przedmiotu P, zewnetrznych
wzgledem przedmiotu Ps. ‘
Z twierdzen — 3 i 12 — wynika na podstawie definicji IX, ze
(13) P; jest dopetnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Tak wigc — zaktadajac twierdzenie 1, doszliSmy do twierdzenia 13. Wypada stad, ze
jezeli Py jest cze$cig przedmiotu P, to pewien przedmiot jest dopelnieniem przed-
miotu P, do przedmiotu P, co wlaénie nalezato udowodnic.

Twierdzenie IL. Jezeli P, jest dopemieniem przedmiotu P; do przedmiotu P, to P,
jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu Py.

Dowdd: Przypusémy, iz twierdzenie IL jest falszem. Wypada stad, iz pewne
przedmioty sa takimi przedmiotami — P, P, i P, — Ze wprawdzie

(1) P, jest dopetnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P,
ale

(2) P, nie jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicji IX, iz

(3) P, jest klasa elementéw przedmiotu P, zewngtrznych wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 3 wynika na zasadzie definicji I1I, ze

(4) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P,, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego takiego elementu przedmiotu P, ktory jest przedmiotem
zewngtrznym wzglgdem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 2 wypada — w mys] definicji VIII — iz

(5) pewien ingrediens przedmiotu P, jest ingrediensem przedmiotu P,.
Widzimy stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P;, ze —

(6) P, jest ingrediensem przedmiotu P,

(7) Ps jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzen — 4 1 7 — wnosimy, iz

(8) pewien ingrediens przedmiotu P; jest ingrediensem pewnego takiego elementu
przedmiotu P, ktéry jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;.
Wynika stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Py, ze —

(9) P, jest ingrediensem przedmiotu Pj,

(10) P4 jest ingrediensem pewnego takiego elementu przedmiotu P, ktdry jest
przedmiotem zewngtrznym wzglgdem przedmiotu P.
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Z twierdzenia 10 wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Ps, ze —
(11) Ps jest elementem przedmiotu P,
(12) Ps jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P,
(13) P4 jest ingrediensem przedmiotu Ps.
Z twierdzenia 12 wnosimy na podstawie definicji VIII, iz
(14) zaden ingrediens przedmiotu P; nie jest ingrediensem przedmiotu Ps.
Z twierdzen — 9 1 6 — wynika na zasadzie twierdzenia IV, ze
(15) P4 jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 14 1 15 — wypada, iz
(16) P4 nie jest ingrediensem przedmiotu Ps.
Twierdzenie 16 jest sprzeczne z twierdzeniem 13. Musi wigc by¢ fatszem prowadzace
do tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie IL jest fatszem. Tak wigc —
twierdzenie IL jest prawda.

Twierdzenie L. Jezeli P, jest dopetnieniem przedmiotu Py do przedmiotu P, to P,
jest czescig przedmiotu P.

Dowdd: Zatézmy, iz

(1) P; jest dopetnieniem P; do przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy — w mysl definicji IX — ze —

(2) Py jest podmnogoscia przedmiotu P,

(3) P, jest klasa elementéw przedmiotu P zewngtrznych wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 3 wynika — zgodnie z definicja I — iz

(4) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P,, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego takiego elementu przedmiotu P, ktory jest przedmiotem
zewngtrznym wzgledem przedmiotu Py.
Wypada stad, ze

(5) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P,, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego elementu przedmiotu P.
Z twierdzenia 5 wnosimy na podstawie twierdzenia XII, iz

(6) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P,, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego ingrediensu przedmiotu P.
Z twierdzenia 6 wynika na zasadzie twierdzenia IV, ze

(7) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — XXIII i 7 — wypada, iz

(8) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — IL i 1 — wnosimy, Ze

(9) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzglgdem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 9 wynika w mys$l definicji VIIL, iz

(10) zaden ingrediens przedmiotu P, nie jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzenia Il wiemy, ze

(11) P, jest ingrediensem przedmiotu ;.
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Z twierdzenn — 101 11 — wypada, iz
(12) P, nie jest ingrediensem przedmiotu P,.
Z twierdzen — XXIX i 2 — wnosimy, ze
(13) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 121 13 — wynika, iz
(14) P; nie jest P.
Z twierdzen — 8 i 14 — wypada zgodnie z definicja 1, Ze
(15) P, jest czgscia przedmiotu P.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, otrzymujemy twierdzenie 15. Wnosimy stad,
ze jezeli P, jest dopelieniem przedmiotu P; do przedmiotu P, to P, jest czescig
przedmiotu P, co wlasnie nalezato udowodnic.

Twierdzenie L. Jezeli P, jest dopelieniem przedmiotu P, do przedmiotu P, to P,
jest dopetnieniem przedmiotu P, do przedmiotu P.

Dowod: Zatézmy, iz

(1) P, jest dopetnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Wynika stad na podstawie definicji IX, ze

(2) P, jest klasa elementoéw przedmiotu P zewngtrznych wzgledem przedmiotu P,,
na podstawie za$ twierdzenia L, ze

(3) P, jest czgscia przedmiotu P.
Z twierdzenia 3 wypada na zasadzie twierdzenia XXX, iz

(4) P, jest podmnogoscia przedmiotu P.
Z twierdzenia 2 wnosimy w mys§l definicji I11, ze

(5) kazdy element przedmiotu P, zewngtrzny wzgledem przedmiotu Py, jest ingre-
. diensem przedmiotu P,.
Mozemy si¢ przekonac, iz

(6) kazdy element przedmiotu P, zewngtrzny wzgledem przedmiotu P,, jest ingre-
diensem przedmiotu Py —
za pomocg nastepujacego rozumowania: przypusémy, ze twierdzenie 6 jest falszem;
wynika stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem P;, ze wprawdzie —

(a) P; jest elementem przedmiotu P,

(b) P; jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P,,
ale

(c) P; nie jest ingrediensem przedmiotu Py;
z twierdzenia ¢ wypada, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem Py, Ze —

(d) P4 jest ingrediensem przedmiotu Ps,

(e) zaden ingrediens przedmiotu P, nie jest ingrediensem przedmiotu Py;
gdyby bowiem zaden przedmiot nie byt przedmiotem Py, czynigcym zado$¢ twierdze-
niom — d i e — to wypadloby stad, iz jest prawda, ze jezeli I jest ingrediensem
przedmiotu P;, to pewien ingrediens przedmiotu / jest ingrediensem przedmiotu P; —
stad zas wynikatoby zgodnie z twierdzeniem XXIII, iz P; jest ingrediensem przed-
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miotu Py, co jest sprzeczne z twierdzeniem c; z twierdzenia ¢ wypada na podstawie
definicji VIII, iz

(f) P, jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu Py;
z twierdzen — XLVI i f— wnosimy, ze

(g) P, jest przedmiotem zewnetrznym wzgledem przedmiotu P;;
z twierdzen — XI i d — wynika, iz

(h) P4 jest elementem przedmiotu P;;
z twierdzef — h 1 @ — wypada na zasadzie twierdzenia XV, ze

(i) P, jest elementem przedmiotu P,
z twierdzen — i i g — widzimy, iz

(k) P4 jest elementem przedmiotu P zewngtrznym wzgledem przedmiotu Py;
z twierdzen — 5 i k — wnosimy, ze

(]) P4 jest ingrediensem przedmiotu Ps;
z twierdzenia b wynika w mysl definicji VIII, iz

(m) zaden ingrediens przedmiotu P, nie jest ingrediensem przedmiotu Ps;
z twierdzen — m i | — wypada, ze

(n) P, nie jest ingrediensem przedmiotu Ps;
twierdzenie n jest sprzeczne z twierdzeniem d; musi wigc by¢ fatszem prowadzace do
tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 6 jest falszem; tak wigc —
twierdzenie 6 jest prawda. Z twierdzenia 1 wypada zgodnie z definicja IX, ze

(7) P, jest podmnogoscia przedmiotu P,
zgodnie za$ z twierdzeniem — IL — ze

(8) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu Py.
Z twierdzeti — XL i 7 — widzimy, iz

(9) P, jest elementem przedmiotu P.
Z twierdzen — XLVI i 8 — wnosimy, ze

(10) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu P,.
Z twierdzen — 9 i 10 — wynika, iz

(11) Py jest elementem przedmiotu P zewngtrznym wzgledem przedmiotu P,.
Z twierdzenia V wiemy, ze

(12) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu Py, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 12 i1 11 — wypada, ze

(13) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu Py, to pewien ingrediens przedmiotu /
jest ingrediensem pewnego takiego elementu przedmiotu P, ktéry jest przedmiotem
zewngtrznym wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 6 i 13 — wnosimy na podstawie definicji III, ze

(14) P, jest klasa elementéw przedmiotu P, zewngtrznych wzgledem przedmiotu P,.
Z twierdzen — 4 i 14 — wynika na zasadzie definicji IX, iz

(15) P, jest dopehieniem przedmiotu P, do przedmiotu P.
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Tak wigc — zaktadajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 15. Wypada stad,
ze jezeli P, jest dopelieniem przedmiotu P, do przedmiotu P, to P, jest dopeinie-
niem przedmiotu P, do przedmiotu P. To wlasnie nalezato udowodnié.

Twierdzenie LII. Jezeli P, jest dopelnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P, to P,
jest cze$cia przedmiotu P.
Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen — L i LI.

Twierdzenie LIII. Jezeli Py jest podmnogo$cia wlasciwg przedmiotu P, to pewien
przedmiot jest dopetnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Twierdzenie to jest wnioskiem z twierdzen — XLVIII i XXXI.

Twierdzenie LIV. Jezeli P, jest dopelieniem przedmiotu P, do przedmiotu P,
oraz P; jest dopemieniem przedmiotu Py do przedmiotu P, to P, jest Ps.

Dowdd: Zat6zmy, iz —

(1) P, jest dopetnieniem przedmiotu P; do przedmiotu P,

(2) P; jest dopehieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wnosimy na podstawie definicji IX, ze

(3) P jest klasa elementéw przedmiotu P zewngtrznych wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 2 wynika na tejze podstawie, iz

(4) P; jest klasa elementow przedmiotu P zewngtrznych wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzefn — 3 14 — wypada na zasadzie aksjomatu IV, ze

(5) P, jest Ps.
Tak wigc, zaktadajac twierdzenia — 1 i 2 — dochodzimy do twierdzenia 5. Jest wigc
prawda twierdzenie zadane.

Twierdzenie LV. Zaden przedmiot nie jest dopeieniem siebie samego do jakie-
gos przedmiotu.

Dowdd: Przypu$émy, iz twierdzenie LV jest falszem. Wnosimy stad, iz pewne
przedmioty s takimi przedmiotami — P i P} — ze

(1) Py jest dopetieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Z twierdzen — IL i 1 — wynika, ze

(2) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzglgdem przedmiotu Py.
Twierdzenie 2 jest sprzeczne z twierdzeniem XLVII. Musi wigc by¢ falszem prowa-
dzace do tej sprzeczno$ci zatozenie nasze, ze twierdzenie LV jest falszem. Tak wigc
— twierdzenie LV jest prawda.

Twierdzenie LVI. Zaden przedmiot P nie jest dopelieniem Zadnego przedmiotu
do przedmiotu P.

Dowdd: Przypu$émy, iz twierdzenie LVI jest falszem. Wypada stad, iz pewien
przedmiot jest takim przedmiotem Py, ze

(1) P jest dopemieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Z twierdzefn — L i 1 — wnosimy, iz

(2) P jest czgscig przedmiotu P.
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Twierdzenie 2 jest sprzeczne z twierdzeniem 1. Musi wigc by¢ falszem prowadzace do
tej sprzecznosci zatozenie nasze, iz twierdzenie LVI jest falszem. Tak wiec — twier-
dzenie LVI jest prawda.

Twierdzenie LVII. Zaden przedmiot nie jest dopetnieniem zadnego przedmiotu P
do tego wlaénie przedmiotu P.

Dowdd: Przypusémy, ze twierdzenie LVII jest falszem. Widzimy stad, iz pewien
przedmiot jest takim przedmiotem Py, ze

(1) P, jest dopetnieniem przedmiotu P do przedmiotu P.
Z twierdzen — LII 1 1 — wnosimy, iz

(2) P jest czgscia przedmiotu P.
Twierdzenie 2 jest sprzeczne z twierdzeniem 1. Musi wigc byé falszem prowadzace do
tej sprzecznosci przypuszczenie nasze, ze twierdzenie LVII jest falszem. Tak wigc —
twierdzenie LVII jest prawda.

Twierdzenie LVIII. Jezeli P, jest dopelieniem przedmiotu P; do przedmiotu P, to
P jest klasa przedmiotow, bedacych Py albo P;.

Dowdd: Zalézmy, iz

(1) P, jest dopehieniem przedmiotu P; do przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wynika na podstawie twierdzenia LII, ze

(2) P, jest czgscia przedmiotu P,
na podstawie za$ twierdzenia L — ze

(3) P; jest cze$cia przedmiotu P.
Z twierdzed — III 1 2 — wypada, iz

(4) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — III 1 3 — wnosimy, ze

(5) P, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzen — 4 1 5 — wynika, iz

(6) kazdy przedmiot, bedacy P; albo P,, jest ingrediensem przedmiotu P.
Z twierdzenia 1 wypada na zasadzie definicji IX, ze

(7) P, jest klasg element6w przedmiotu P, zewnetrznych wzglgdem przedmiotu P;.
Z twierdzenia 7 wnosimy w mys§l definicji I1I, iz

(8) kazdy element przedmiotu P zewngtrzny wzglgdem przedmiotu P; jest ingre-
diensem przedmiotu P,.
Mozemy sig przekonad, ze

(9) jezeli I jest ingrediensem przedmiotu P, to pewien ingrediens przedmiotu / jest
ingrediensem pewnego przedmiotu, bedacego P; albo P, —
za pomocq nastepujacego rozumowania: przypusémy, iz twierdzenie 9 jest falszem;
wynika stad, iz pewien przedmiot jest takim przedmiotem 1, ze wprawdzie

(a) I jest ingrediensem przedmiotu P,
ale

(b) zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem zadnego przedmiotu, beg-
dacego P, albo Ps;
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Z twierdzenia b wypada, iz —
(c) zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem przedmiotu P,
(d) zaden ingrediens przedmiotu /; nie jest ingrediensem przedmiotu P,,
z twierdzenia ¢ wnosimy zgodnie z definicja VIII, ze
(e) P, jest przedmiotem zewngtrznym wzgledem przedmiotu /;;
z twierdzen — XILVIi e — wynika, iz
(f) I, jest przedmiotem zewngtrznym wzglgdem przedmiotu Py;
z twierdzefi — XI 1 a — wypada, ze
(g) 1) jest elementem przedmiotu P;
z twierdzefi — g i f — widzimy, iz
(h) 1, jest elementem przedmiotu P, zewng¢trznym wzgledem przedmiotu P;.
Z twierdzen — 8 i h — wnosimy, ze
(i) I jest ingrediensem przedmiotu P,;
z twierdzenia II wiemy, iz
(k) I, jest ingrediensem przedmiotu /;;
z twierdzefi — d i k — wynika, ze
() I nie jest ingrediensem przedmiotu P;;
twierdzenie / jest sprzeczne z twierdzeniem i; musi wigc by¢ falszem prowadzace do
tej sprzeczno$ci przypuszczenie nasze, iz twierdzenie 9 jest falszem; tak wigc —
twierdzenie 9 jest prawda. Z twierdzen — 6 1 9 — wypada na podstawie definicji III,
Ze
(10) P jest klasa przedmiotéw, bedacych Py albo P,.
Tak wigc — zakladajac twierdzenie 1, dochodzimy do twierdzenia 10. Wynika stad
twierdzenie zadane.



