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Dowody komputerowe
a status epistemologiczny twierdzen matematyki

Coraz powszechniejsze uzywanie komputeréw w matematyce stawia na nowo
problem istoty dowodu matematycznego, problem metod dopuszczalnych w mate-
matyce i generalnie problem natury matematyki jako nauki. Celem tej pracy jest
przedstawienie roznych pogladéw zwiazanych z filozoficznymi konsekwencjami
uznania dowodéw komputerowych w matematyce.

1. SPOSOBY WYKORZYSTANIA KOMPUTEROW W MATEMATYCE

Komputery byly wykorzystywane w matematyce od poczatkéw swego istnienia
1to na rézne sposoby. Najstarszym — i nadal najczestszym — zastosowaniem kom-
putera sa obliczenia numeryczne. Komputer mozna wtedy traktowaé jako maszyng
liczaca, jako bardziej skomplikowany rodzaj liczydta czy kalkulatora, a jego uzycie
pomaga jedynie cztowiekowi skrocié czas diugich i/lub ztozonych obliczef. W po-
dobny sposéb stosuje si¢ komputery do rozwiazywania ré6znego rodzaju réwnan i do
obliczania calek. Maszyna wykonuje wtedy takie same obliczenia jak matematyk, tyle
tylko, ze robi to szybciej i prawie nigdy nie popetnia bledow.

Komputery maja jednak wiele bardziej wyrafinowanych zastosowan. Wykorzys-
tuje si¢ je np. do eksperymentowania z obiektami matematycznymi i do badania ich
natury. Sama mozliwo$¢ komputerowego badania obiektéw matematycznych uwaza
si¢ czasem za argument na rzecz obiektywnego ich istnienia’.

Najwigcej dyskusji budzi uzycie komputeréw w dowodzeniu twierdzeri matema-
tycznych. Dowodzenie jest dziatalnoscia, ktéra ma istotny wplyw na ustanawianie

! Poréwnaj w tej sprawie np. [3].
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nowych prawd w matematyce. Za prawdziwe w matematyce uznaje si¢ bowiem tylko
te twierdzenia, ktore posiadaja dowdd. Przez wiele wiekéw czlowiek posiadal mono-
pol na dowodzenie twierdzen: byly one od poczatku do kofica dzietem matematykéw.
Obecnie coraz czgéciej do procesu dowodzenia wiaczane sa na rozne sposoby kom-
putery. Jednym z takich sposobow jest uzycie komputera jako narzgdzia pomocnicze-
go w dowodzeniu. Czg¢sé¢é dowodu matematycznego — zwykle wymagajaca diugich
i skomplikowanych obliczeni, np. sprawdzenia wielu przypadkéw — jest przeprowa-
dzana przy wykorzystaniu komputera. Tak otrzymane dowody nazywane sa czgsto
,,<dowodami wspomaganymi komputerowo”, bowiem samo rozumowanie dedukcyjne
przeprowadzane jest przez czlowieka, a komputer pehni tylko rol¢ pomocnicza. Po-
wstaja rowniez dowody wykonane w catosci przez komputer, ktéry wykonuje wtedy
nie tylko obliczenia, ale réwniez cale rozumowanie dowodowe.

Status epistemologiczny twierdzen, ktdrych dowody otrzymano przy pomocy
komputera (czy to dowody wspomagane komputerowo, czy tez w petni automatycz-
ne) jest jeszcze kwestig otwarta i ciagle dyskutowana.

2. AUTOMATYCZNE DOWODZENIE TWIERDZEN

Automatyczne dowodzenie twierdzen w nierozerwalny sposob wiaze si¢ z ideg
mechanizacji rozumowan matematycznych, tj. znalezienia uniwersainych metod
(algorytméw) przeprowadzania pewnych rozumowan, np. dowodéw twierdzen mate-
matycznych.

Idea ta nie jest nowa. Juz na przetomie XVII i XVIII wieku G.W. Leibniz prébo-
watl stworzy¢ jezyk umozliwiajacy wyrazenie wszystkich poje¢ nauki oraz uniwersal-
ng metod¢ rachunkowg — pozwalajaca na rozwigzywanie wszystkich probleméw na-
uki — nazywat ja calcus uniwersalis lub logica mathematica. Powstanie i rozwdj lo-
giki matematycznej na przelomie XIX 1 XX wieku bylo czgsciowa realizacja tego
ambitnego projektu i jednoczesnie impulsem do rozwoju badan nad mechanizacja ro-
zumowarl.

Pojawienie si¢ komputeréw umozliwilo praktyczne wykorzystanie pewnych ist-
niejacych juz wczesniej algorytméw automatycznego dowodzenia. Badania nad me-
chanizacja rozumowan wlaczono z czasem w tok badan nad tzw. sztuczna inteligen-
cja. Powstawaty i nadal powstajg liczne programy dowodzace tez z zakresu réznych
dziatéw matematyki. Tezy te mozna podzieli¢ na dwie grupy: (1) takie, dla ktérych
znane sg juz dowody tradycyjne, tj. nie korzystajgce z pomocy komputera; (2) takie,
ktore takich dowodéw nie posiadaja, czyli sa istotnie nowymi wynikami w matematyce.

Na podstawie wynikéw uzyskanych przez Turinga, Churcha i Gédla wiadomo, ze
nie istnieje uniwersalna metoda dowodzenia twierdzen matematycznych, tj. nie jest
mozliwe skonstruowanie algorytmu dowodzenia dla wszystkich twierdzefi matematy-
ki. Nie zmienia to faktu, Ze w matematyce istnieja twierdzenia posiadajace tylko do-
wdd przeprowadzony przez komputer, a co za tym idzie — istnieje problem miejsca
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iroli komputera w matematyce jako narz¢dzia do dowodzenia twierdzen. Otwarta
kwestia pozostaje rowniez rola komputera w matematyce jako narz¢dzia pomocni-
czego w dowodzeniu. Taka rol¢ petnig bowiem komputery w tzw. dowodach wspo-
maganych komputerowo.

3. DPOWODY WSPOMAGANE KOMPUTEROWO

Dowody wspomagane komputerowo pojawiaja si¢ w matematyce czgéciej niz
dowody automatyczne. Korzysta si¢ w nich z pomocy komputera tylko w pewnej czgs-
ci rozumowania dowodowego, ktora jest szczegdlnie dtuga lub/i ztozona, natomiast
samo rozumowanie jest przeprowadzane przez matematyka. W tym przypadku kom-
puter jest tylko narz¢dziem w reku czlowieka.

 Czgsto dyskutowanym, choé nie pierwszym twierdzeniem posiadajacym dowéd
wspomagany komputerowo, jest twierdzenie o czterech barwach. Problem czterech
barw zostal sformutowany w 1852 roku w postaci pytania o minimalng liczbg kolo-
16w potrzebnych do pokolorowania pafistw na kazdej mapie tak, ze sasiednie panstwa
otrzymaja inny kolor. Latwo pokaza¢, ze do takiego pokolorowania nie wystarcza
trzy kolory, ale nie udato si¢ tego pokazac dla czterech kolorow. Pojawito si¢ zatem
przypuszczenie, ze cztery kolory wystarcza do pokolorowania panstw na kazdej ma-
pie. Przez ponad sto lat matematycy probowali udowodni¢ t¢ hipotezg¢. Dopiero
w 1976 roku Appel i Haaken przedstawili jej dowdd, ktory w znaczacy sposob korzys-
ta z pomocy komputera (opis historii omawianego twierdzenia oraz szkic jego dowo-
du mozna znalez¢ np. w pracy [2]). Schemat dowodu jest prosty. Jest to dowdd in-
dukcyjny, wymagajacy sprawdzenia trzech przypadkéw. Pierwszy z nich jest banalny,
drugi wymaga sprawdzenia kilku podprzypadkéw, natomiast trzeci ma ponad tysiac
podprzypadkow, a z wigkszoscig z nich nie mozna si¢ upora¢ bez odwotania do po-
mocy szybkich komputerow.

Istnieje wiele twierdzefh w matematyce, ktérych dowody polegaja na sprawdzaniu
wszystkich mozliwosci. Jednak twierdzenie o czterech barwach wyrdznia si¢ sposrod
nich z dwoch powodow.

(1) Twierdzenie to nie posiada tradycyjnego dowodu matematycznego, tj. takiego,
w ktorym nie korzysta si¢ z pomocy komputera. Co wigcej, twierdzi sig, ze obecny
dowdd jest bardzo bliski najprostszemu z mozliwych, a co za tym idzie, mozna przy-
puszczad, ze z zadnego z mozliwych dowod6w nie da si¢ wyeliminowa¢ uzycia kom-
putera. Nie mozna oczywidcie odrzuci¢ ewentualnosci, ze w niedalekiej przyszto$ci
zdolny uczen szkoty $redniej przedstawi kilkustronicowy tradycyjny dowdd tego
twierdzenia. Jest to jednak mato prawdopodobne.

(2) Komputer zostat w tym dowodzie wykorzystany przez Appla i Haakena
w szczegllny sposob. Opisali oni dwie procedury. Jedna z nich generowata elementy
pewnego zbioru potrzebnego w dowodzie twierdzenia, natomiast druga sprawdzala,
czy elementy tego zbioru posiadaja pewna wiasno$é. Unikalno$é wykorzystania tych
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procedur polega na tym, ze w wypadku, gdy stwierdzono na podstawie procedury
sprawdzajacej, ze jakis element nie ma Zadanej wlasnosci, modyfikowany byl spos6b
znajdowania zbioru, tak by otrzymane pdzniej zbiory nie mogty zawiera¢ kiopotliwe-
go elementu. Wyraznie widoczny jest tu zatem element dialogu cztowieka z kompute-
rem. Cztowiek, wykorzystujac dane z programu sprawdzajacego, budowal nowe spo-
soby znajdowania zbioréw, co z kolei powodowato modyfikacj¢ programu generuja-
cego zbiory. Mozna pokusié si¢ o stwierdzenie, ze to wiasnie komputer podpowiadat
czlowiekowi nowe strategie.

W wypadku twierdzenia o czterech barwach z calq jaskrawoscia ujawnily si¢ pro-
blemy natury filozoficznej zwigzane z dowodami komputerowymi. Wczesniej bo-
wiem albo otrzymane dowody dotyczyty twierdzen, ktére miaty juz dowody tradycyj-
ne, albo tez autorzy dowoddéw dla istotnie nowych tez traktowali w sposéb marginal-
ny filozoficzne konsekwencje uzycia komputera w dowodzie. Szczeg6lne zaintereso-
wanie filozoféw i matematykéw wilasnie tym a nie innym dowodem komputerowym
na pewno zwigzane jest réwniez z faktem, ze dowodzone twierdzenie przez dziesiatki
lat pozostawato tylko hipoteza, pomimo iz jego sformutowanie byto proste a problem
byl dobrze znany i rozpatrywany przez wielu matematykéw — zaréwno ekspertow,
jak i amatoréw. Wszystkie proby rozwigzania okazywatly si¢ bezskuteczne i dopiero
komputery umozliwily przeprowadzenie odpowiedniego dowodu. To witasnie po-
wszechna znajomos¢ samego problemu oraz $wiadomosé koniecznosci uzycia kom-
putera w dowodzie Appla 1 Haakena sprawity, ze dowdd ten byl i jest tak szeroko
dyskutowany. Sa matematycy, ktérzy uwazaja, ze nie jest to pelnoprawny dowo6d ma-
tematyczny, a w odniesieniu do problemu czterech barw nigdy nie uzywaja terminu
LHtwierdzenie”,

4. CZY DOWODY KOMPUTEROWE
SA PELNOPRAWNYMI DOWODAMI MATEMATYCZNYMI?

Pojgcie dowodu jest jednym z najczesciej uzywanych pojg¢ matematycznych
i cho¢ intuicje zwiazane z tym pojgciem sg jasne dla wszystkich matematykow, to
proby uscislenia go prowadza do bardzo réznych opiséw. Mysle, ze matematycy za-
pytani o cechy dowodu podaliby zblizone, ale nie identyczne listy tych cech. Prébe
uscislenia pojgcia dowodu matematycznego podjat m.in. T. Tymoczko w czgsto dys-
kutowanej pracy ,,The Four-Color Problem and Its Philosophical Significance” (patrz
[9D). Autor podaje w niej trzy gtéwne, jego zdaniem, cechy dowodu matematycznego:

(1) to, ze jest on przekonujacy dla spotecznosci matematykow;

(2) to, ze jest mozliwy do przegladnigcia i sprawdzenia,

(3) to, ze daje si¢ sformalizowaé.

Najmniej sporng kwestia jest twierdzenie, ze dowdd musi by¢ przekonujacy. T¢
cech¢ posiada wiele dowodéw komputerowych, w tym takze dowdd twierdzenia
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o czterech barwach. Wigkszo$¢ matematykéw uwaza ten ostatni dowdd za wiarygod-
ny i wystarczajacy, by uzna¢ hipoteze¢ czterech barw za twierdzenie matematyczne.

Twierdzenie, ze dowdd powinien da¢ si¢ sformalizowaé, raczej nie budzi sporéw,
pomimo iz wigkszo$¢ twierdzen matematycznych nie posiada dowodéw formainych.
Dowdéd formalny, jak definiuje si¢ go w logice, to skoficzony ciag formut teorii for-
malnej spetniajacy okreslone warunki. Wigkszo$¢ matematykéw i filozofow wierzy,
ze kazdy poprawny dowdd matematyczny mozna sformalizowaé, tj. znalezé odpo-
wiedni jgzyk formalny i teorig, w ktorej nieformalny dowdéd moze by¢ przeksztatcony
lub tylko uzupetniony do dowodu formalnego. Dotyczy to réwniez dowodéw kom-
puterowych. W wypadku twierdzenia o czterech barwach przyjmuje sig, Ze istnieje
dowdd formalny w odpowiedniej teorii graféw, pomimo Ze nikt dotad nie podat ta-
kiego dowodu ani nie przedstawil uzasadnienia, Ze on istnieje. Nie jest to jednak ce-
cha rézniaca tradycyjne dowody matematyczne od dowod6w komputerowych.

Najwigcej sporow budzi problem mozliwosci przejrzenia dowodu matematyczne-
go. Tymoczko odréznia mozliwos$¢ przejrzenia dowodu matematycznego od zrozu-
mienia go, twierdzac, ze istnigje wiele tradycyjnych dowod6w, ktérych przecigtny
matematyk nie rozumie, ale nie ma zadnego, ktdrego nie mégiby w catodci przejrzeg.
Dowoéd twierdzenia o czterech barwach, jak wiele innych dowodéw komputerowych,
tej ostatniej cechy nie posiada. Nikt bowiem nie widzial w catosci dowodu tego
twierdzenia, a gdyby nawet istniat wydruk komputerowy tego dowodu, nie bytby on
ze wzgledu na swoja dhlugo$¢ mozliwy do przejrzenia przez pojedynczego czlowieka.
Istnieja jednak w matematyce tradycyjne dowody, nie korzystajace z pomocy kom-
putera, ktdre sa tak dlugie i tak zawite, ze mozna z calg pewnoscig stwierdzi¢, iz poza
samym autorem przejrzato go tylko kilku matematykéw. Czym zatem réznig si¢ do-
wody komputerowe od dowodéw tradycyjnych? Co sprawia, ze niektérzy matematy-
cy i filozofowie nie uznaja dowodéw komputerowych za pelnoprawne dowody ma-
tematyczne, a co za tym idzie — nie chcg uzywaé terminu twierdzenie w odniesieniu
np. do hipotezy czterech barw?

Problem tkwi m.in. w wiarygodnosci dowodéw wspomaganych komputerowo.
Czy poprawnos¢ dowodéw wspomaganych komputerowo jest tak samo pewna jak
w wypadku dowodéw tradycyjnych?

5. WIARYGODNOSC DOWODOW KOMPUTEROWYCH

Twierdzenia matematyki sa powszechnie uwazane za prawdy o najwyzszym stop-
niu pewnosci, a stopien pewnosci twierdzen nauk przyrodniczych nie moze si¢ z nim
réwna¢. Twierdzenia matematyki sa bowiem uznawane tylko na podstawie dowodow
— bez odwotywania si¢ do wynikéw eksperymentu, kt6re sg zawsze obarczone ble-
dem. Uzywanie w dowodach matematycznych komputera obala t¢ opinie, poniewaz
wprowadza ono do matematyki rodzaj eksperymentu — eksperyment komputerowy.
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Twierdzenie, ze eksperyment ten jest wiarygodniejszy od innych wynika, jak twierdza
niektérzy filozofowie, z niczym nieuzasadnionej wiary w nieomylnos¢ tych urzadzen.

T. Tymoczko poréwnuje zaufanie, jakim ciesza si¢ komputery, do wiary w pewien
autorytet. Opisuje on Sajmona, ktdry jest autorytetem w hipotetycznej spolecznosci
matematykow na Marsie. Wszelkie wyniki, o ktérych Sajmon twierdzil, ze zostaly
przez niego sprawdzone, s3 wiaczane do zasobu twierdzen pod rubryka ,,Sajmon po-
wiedzial”, nawet wtedy, gdy nie istnieja tradycyjne dowody tych faktow. Moze zatem
istnie¢ pokusa zapisywania pod ta rubryka twierdzef, ktérych Sajmon nawet nie pro-
bowat sprawdza¢. Tymoczko twierdzi, ze twierdzenie, dowiedzione «za pomoca
komputera», jest analogiczne do twierdzenia ,,Sajmon powiedzial” i ze nie ma Zadne;j
réznicy pomigdzy odwotaniem do wynikéw komputerowych a odwotaniem do auto-
rytetu Sajmona.

Przedstawiona analogia jest bardzo czgsto krytykowana. Btedne jest poréwnanie
wiary w prawdziwo$¢ wynikow komputerowych z wiara w nieomylno$¢ i prawdo-
moéwnos$¢ Sajmona. Nikt bowiem nie twierdzi, Ze rezultaty komputerowe sa popraw-
ne, poniewaz komputery sa autorytetami, jak to miatoby by¢ w przypadku Sajmona.
Zaden z matematykéw nie ma réwniez w zwyczaju przedstawiania wynikéw ekspe-
rymentu komputerowego, gdy go nie przeprowadzit (por. [7]).

Powodem, dla ktérego matematycy zaakceptowali dowodd twierdzenia o czterech
barwach i innych podobnych twierdzen matematycznych, nie jest zatem $lepa wiara
w nieomylnos¢ komputerow, lecz fakt sprawdzenia uzyskanych wynikéw. Sprawdze-
nie to musi polega¢ zardwno na ocenie poprawnosci programu, jak i dziatania maszy-
ny, ktoéra go wykonuje. Mozna to robi¢ na rézne sposoby:

(1) sprawdzi¢ poprawno$¢ programu,
(2) wykona¢ program kilka razy na réznych maszynach;
(3) napisaé inny program rozwiazujacy dane zagadnienie i sprawdzi¢ jego wyniki

z uzyskanymi poprzednio.

Sprawdzaniem poprawnosci dziatania komputera jako maszyny zajmuja si¢ inzy-
nierowie. Obliczajq oni pewne parametry, ktére musi spetnia¢ urzadzenie, by uznaé
jego dziatanie za poprawne. Mozna réwniez poza takim sprawdzaniem wykonaé ten
sam program na réznych maszynach, a identyczne wyniki moga gwarantowaé, ze
komputer wykonat napisany program w sposéb poprawny. (Takiego wlasnie spraw-
dzenia dokonali Appel i Haaken, badajac twierdzenie o czterech barwach.)

Musimy jednak pamigtaé, iz z wynikami obliczenn komputerowych zwiazane sa
pewne ograniczenia. W wypadku liczb rzeczywistych juz sama ich reprezentacja
w komputerze jest czgsto opatrzona bledem. Jezeli dana liczba rzeczywista nie moze
by¢ reprezentowana w sposob dokladny, zostaje zastapiona najblizsza jej liczba, re-
prezentowalna w komputerze, a w toku dokonywanych obliczen blad ten moze wzro-
sna¢ bardzo znaczaco. Piszac program komputerowy, przewidujemy, jakiego rzedu
biedy moga si¢ pojawi¢ w trakcie jego dziatania. Dla uznania poprawnosci wynikéw
komputerowych potrzebna jest analiza mozliwych btgdow zaokragleni i reprezentacii,
a znalezione oszacowanie biedu powinno byé uwzgledniane przy publikacji wynikow.
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Taka analiza lezy na pograniczu sprawdzania komputera jako maszyny i sprawdzenia
samego programu. W pewnych wypadkach jej brak moze mieé znaczacy wplyw na
prawdziwosé¢ otrzymywanych wynikéw, a wlasciwie na ich interpretacje, szczeg6lnie
w zastosowaniu komputeréw do rozwigzywania zagadnien tzw. matematyki ciaglej
(por. [5]).

Gdy stwierdzimy juz, ze komputer «robi to, co powinien», pozostaje kwestia
sprawdzenia poprawno$ci programu. Ocena tej poprawnos$ci musi obejmowaé zaréw-
no sprawdzenie samego algorytmu, jak i sprawdzenie jego implementacji, uzytej
w danym programie. Oba te zagadnienia leza w gestii informatyki. Sprawdzanie po-
prawnosci algorytméw bylo wykonywane nawet przed pojawieniem si¢ komputerow
i nie jest zagadnieniem trudnym, natomiast wigcej probleméw moze przysparzaé oce-
na poprawnos$ci implementacji. Programy komputerowe zawierajg czesto luki i stabe
punkty, ktére moga bardzo dtugo pozostaé niezauwazone, a tym samym mogg pozo-
sta¢ niezauwazone réwniez niepoprawne dowody twierdzen, uzywajace tych progra-
moéw. Te same cechy posiadaja jednak dowody, w ktérych nie korzysta si¢ z pomocy
komputera. Najlepszym przykltadem moze by¢ tutaj rozumowanie Kempa, ktéry
twierdzit, iz udowodnit hipotez¢ czterech barw w 1879 roku i dopiero 10 lat po opub-
likowaniu jego «dowodu» odkryto zawarta w nim luke. Zatem takie luki badZ stabe
punkty sa cecha nie tylko dowodéw komputerowych, lecz dowodéw matematycznych
w ogole.

Ponadto informatycy przeprowadzaja dowody poprawnosci programéw napisa-
nych w jezykach wysokiego poziomu, takich jak np. Pascal. Juz sama struktura jezy-
ka programowania wysokiego poziomu utrudnia popelnienie bigdu logicznego. Dla-
tego nietrudno sprawdzi¢ poprawno$¢ programu napisanego w takim jezyku. Co
prawda w wypadku twierdzenia o czterech barwach program wykorzystany w dowo-
dzie zostat napisany w jezyku asembler, ktory nie jest jezykiem wysokiego poziomu,
jednak nietrudno bedzie zaprogramowaé odpowiednie procedury np. w jezyku Pascal
i nastepnie sprawdzi¢ ich poprawno$é. By¢é moze nowy program bedzie mniej efek-
tywny niz program Appla i Haakena, ale pozwoli na rozwianie watpliwosci zwiaza-
nych z poprawnoscia implementacji.

Istnieje réwniez mozliwo$¢ napisania innego programu rozwigzujacego dany
problem. Gdy taki program istnieje i daje identyczne wyniki, to stopiefi pewnosci co
do ich poprawno$ci zdecydowanie wzrasta. W przypadku twierdzenia o czterech
barwach istnieje dowod wykorzystujacy inny program niz w dowodzie Appla i Ha-
akena®.

Mozna kwestionowa¢ sprawdzanie wynikéw uzyskanych przez komputer za po-
moca innego komputera (tak jak to robi Tymoczko w [9]). Warto jednak powtérzyé,
ze twierdzenia, ktére posiadaja bardzo diugi i skomplikowany dowéd tradycyjny, nie
sg czgsto sprawdzane przez wigceej niz kilka oséb. Dlaczego zatem, skoro uznajemy
za wystarczajace takie wlasnie sprawdzenie wynikéw uzyskanych przez cztowieka,

2 Inny dowéd twierdzenia o czterech barwach zostat podany w [1].
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niektorzy filozofowie nie chcg uznaé sprawdzenia wynikéw uzyskanych komputero-
wo przez inny komputer? Ponadto czlowiek jest istota omylna i bardzo czg¢sto na
skutek zmeczenia popeinia biedy. Czy zatem twierdzenie — z dowodem sprawdzo-
nym w calosci przez jedna lub dwie osoby — jest bardziej wiarygodne? Wrecz prze-
ciwnie. To wlasnie w dowodach komputerowych prawdopodobiefistwo wystapienia
bledu jest mniejsze niz w dowodach wykonywanych przez czlowieka. Komputery
bowiem nigdy si¢ nie mgczg i prawie nigdy, gdy poprawna procedura zostanie dobrze
zaimplementowana, nie popelniaja btgdow. Ponadto dowodzenie twierdzenia lub
sprawdzanie poprawno$ci dowodu jest zawsze wiarygodne tylko z pewnym prawdo-
podobienstwem i nie ma znaczenia, czy instrumentem dowodzenia jest czlowiek, czy

maszyna (por. [7] 1 [8]).

6. FILOZOFICZNE KONSEKWENCJE UZNANIA KOMPUTEROWYCH
DOWODOW TWIERDZEN ZA PELNOPRAWNE W MATEMATYCE

Najpowazniejsza, jak twierdzi Tymoczko w [9], konsekwencja akceptacji twier-
dzen dowodzonych komputerowo jest konieczno$¢ modyfikacji pojecia dowodu. Aby
umozliwi¢ stosowanie w dowodach odwotan do komputera, mozna dokona¢ zmian na
dwa sposoby:

(1) przez wprowadzenie nowej metody dowodowej — eksperymentu komputerowego;
(2) przez dopuszczenie, by dowody zawieraly fragmenty wspomagane komputerowo.

Komputerowe dowody twierdzen wprowadzaja do matematyki nowa metodg
ustanawiania prawd matematycznych. Jest tylko kwestia przyjgtej terminologii, czy
nazwiemy te nowa technike ,,metoda dowodowa” czy tez ,.eksperymentem” (por. [9]).
Nie mozna jednak zaprzeczyé, ze w obu wypadkach do uznania dowodéw kompute-
rowych potrzebna jest wiara w poprawno$¢ wynikéw eksperymentu komputerowego.

Powszechne uznanie przez spoleczno$é matematykéw twierdzenia o czterech
barwach i innych twierdzen dowodzonych przy uzyciu komputera, a co za tym idzie
— wprowadzenie eksperymentu komputerowego do matematyki, stawia zaréwno
przed matematykami, jak i filozofami koniecznosé ponownego przemyslenia naste-
pyjacych tez:
¢ Wszystkie twierdzenia matematyczne sa znane a priori.
¢ Matematyka, w odrdznieniu od nauk przyrodniczych, nie ma trefci empirycznej.
¢ Matematyka, w odréznieniu od nauk przyrodniczych, w swej argumentacji uzywa

tylko dowodow, podczas gdy nauki przyrodnicze wykorzystuja w tym celu ekspe-

ryment.
¢ Twierdzenia matematyczne sa pewne w takim stopniu, do ktérego nie mozna po-
réwnaé zadnego twierdzenia z zakresu nauk przyrodniczych.

Pomigdzy matematyka i wiedza matematyczng a naukami przyrodniczymi i wie-
dza naukows istnieje przepasé. Wiekszosé filozoféw uznaje ten fakt bez zastrzezen.
Czgsto w odniesieniu do wiedzy matematycznej uzywa si¢ okreslen: wiedza a priori,
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wrodzona, formalna, pewna, analityczna — w przeciwiefistwie do wiedzy naukowe;j,
opisywanej jako wiedza a posteriori, wyuczona, empiryczna, watpliwa, syntetyczna.

Czy wprowadzenie do matematyki dowodéw komputerowych obala powszechna
opini¢ na temat wiedzy matematycznej jako wzorca nauki formalnej, ktorej wszystkie
twierdzenia sa prawdami a priori?

7. DOWODY KOMPUTEROWE
A APRIORYCZNOSC MATEMATYKI JAKO NAUKI

Jezeli, podobnie jak T. Tymoczko w [9], zdefiniujemy prawdy a priori jako te
prawdy, ktorych poznanie jest niezalezne od eksperymentu — w przeciwienstwie do
prawd a posteriori, ktére sa znane tylko na podstawie okreslonego doswiadczenia —
to twierdzenia dowodzone przez komputer mozna by uwazaé za prawdy a posteriori.

Istnieja jednak co najmniej dwie definicje prawdy a priori:

(1) prawda, ktéra posiada whasnogéci uniwersalne i konieczne, czyli prawda prawdzi-
wa we wszystkich mozliwych $wiatach;

(2) prawda, ktdrej uznanie jest niezalezne od odwotania do eksperymentu zmystowe-
go $wiata fizycznego (mozliwa do poznania tylko przy pomocy «czystego rozu-
mowaniay).

Cho¢ obie te definicje czgsto funkcjonuja zamiennie i s3 uwazane za rtGwnowazne
lub uzupetniajace sig, to w wypadku twierdzen matematycznych dowodzonych kom-
puterowo istotne jest ich rozréznienie. Przyjgcie bowiem drugiej definicji moze pro-
wadzi¢ do uznania twierdzenia o czterech barwach za przykiad prawdy matematycz-
nej a posteriori, a co za tym idzie — do zmiany statusu wiedzy matematyczne;j.

Jezeli za prawdy a priori uznamy takie, ktérych poznanie uzaleznione jest tylko
od czystego rozumowania, to dowody komputerowe nie ustanawiajg prawd a priori,
poniewaz za pomoca czystego myslenia nie mozna poznaé catego dowodu kompute-
rowego ani jego czgsci. Nasza wiedza dotyczaca np. twierdzenia o czterech barwach
opiera si¢ na wynikach do§wiadczenia, czyli na przestankach empirycznych. Co wig-
cej, jest mato prawdopodobne, by kto$ poznal twierdzenie o czterech barwach tylko
za pomocg czystego rozumowania, bowiem jedyng znana nam dotad droga do pozna-
nia go jest odwolanie si¢ do komputera. Zatem twierdzenie o czterech barwach jest,
jak twierdzi si¢ np. w [9], przykiadem prawdy matematycznej a posteriori, ktéra nie
bedzie nigdy prawda a priori. W mysl drugiej definicji prawd a priori, twierdzenie
o czterech barwach i inne twierdzenia dowodzone komputerowo sg czeécia matema-
tyki czystej, ktéra moze by¢ poznana tylko a posteriori; co wigcej, twierdzenia takie
wprowadzajg element empiryczny do matematyki.

Wielu autoréw twierdzi jednak, ze uznanie twierdzen za a posteriori tylko na
podstawie doswiadczenia jest niewystarczajace. Mozna przeciez uznaé réwniez obli-
czenia przeprowadzane przez ludzi przy uzyciu kartki i oféwka za wprowadzajace
element empiryczny do matematyki. W takich bowiem obliczeniach czlowiek uzywa
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do uzasadnienia twierdzenia nie tylko «czystego rozumowaniay», ale odwotuje si¢ do
eksperymentu zmystowego, jakim jest np. dokonywanie «r¢cznych» obliczen i obser-
wacja ich wynikéw (patrz [7]). Gdyby obstawaé przy tej definicji prawd a priori, to
nalezatoby uzna¢, ze problem klasyfikacji prawd matematycznych jako a priori lub
a posteriori pojawit si¢ po raz pierwszy nie w odniesieniu do twierdzenia o czterech
barwach czy do innych twierdzen komputerowych, lecz w momencie, gdy pierwszy
matematyk dokonat obliczen na piasku przy uzyciu patyka. Obliczenia komputerowe
s3 bowiem traktowane przez wielu filozofow tylko jako bardziej wyrafinowana forma
poprzednich obliczen.

Niektérzy autorzy, chcac uzasadnié nieadekwatnoéé drugiej definicji w odniesie-
niu do twierdzefi matematycznych, podejmuja prébe poréwnania twierdzeni dowo-
dzonych komputerowo (np. twierdzenia czterech barw) z innymi, powszechnie uzna-
nymi, twierdzeniami matematycznymi.

Wiele dowodow twierdzenh w matematyce, np. w teorii grafow, polega na spraw-
dzeniu rozmaitych mozliwych przypadkéw. Schemat takich dowodéw jest prosty,
w toku rozumowania dochodzimy mianowicie do miejsca, w ktérym konieczne jest
rozwazenie pewnej wiasnosci we wszystkich mozliwych wypadkach. Czasami rozwa-
zana liczba mozliwosci jest dostatecznie mata, by dokonaé weryfikacji tylko przy
uzyciu «czystego rozumowaniay, ale w wigkszosci wypadkéw tak nie jest. Odwotu-
jemy si¢ wtedy do pomocy otdéwka i kartki, a gdy ilo$¢ przypadkow jest zbyt duza —
/lub gdy sa one zbyt skomplikowane — zmuszeni jestesmy odwolad si¢ do pomocy
komputera. Takie twierdzenia mozemy zatem podzieli¢ na kategorie w zalezno$ci od
$rodkow, jakie sg potrzebne do ich uzasadnienia, a granice podziatu pomig¢dzy tymi
kategoriami nie sa ostre. Bardzo czg¢sto po to, by mdc dokonaé obliczen «w glowie»,
musimy najpierw za pomoca kartki i oléwka rozlozyé problem na prostsze podprzy-
padki. Czesto tez, pomimo ze twierdzenia moga by¢ udowodnione «rgcznie», prze-
prowadza si¢ te dowody przy pomocy komputera, poniewaz ten sposéb jest szybszy
i wygodniejszy.> Obecnie twierdzenie o czterech barwach mozna zaliczyé do grupy
twierdzen, ktére mogg by¢ dowiedzione tylko przy uzyciu komputera. Nikt jednak nie
moze twierdzié, ze rozwdj nowych technik matematycznych nie zmieni tej kategory-
zacji. Jest zatem zbyt daleko idacym wnioskiem klasyfikowanie twierdzen jako
a priori lub a posteriori na podstawie ich dzisiejszego miejsca w powyzszej klasyfi-
kacji. Mogliby$my zatem uwazaé twierdzenie o czterech barwach obecnie za a poste-
riori, a potencjalnie za a priori, ale jest to bardzo dziwna ocena statusu twierdzenia.

Innym argumentem na poparcie twierdzenia, ze definicja druga nie jest odpo-
wiednia w odniesieniu do twierdzeft matematyki, moze by¢ wypadek sprawdzania,
czy dana liczba jest liczbg pierwsza. Jak powszechnie wiadomo, dla matych liczb ta-
kie sprawdzenie moze by¢ dokonane «w glowien. Jednak dla odpowiednio duzych
liczb nie jest to mozliwe 1 wtedy jedynym sposobem takiego sprawdzenia jest skorzy-

3 Doktadnie problem kategoryzacji takich twierdzefi omawia E.R. Swart w [7].
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stanie z pomocy komputera. Czy jednak twierdzenie o byciu liczbg pierwsza dla ma-
tych liczb mozna uzna¢ za twierdzenie a priori, a dla liczb wigkszych za a posteriori?

Dochodzimy zatem do wniosku, Ze druga z definicji prawd a priori jest niewys-
tarczajaca w odniesieniu do twierdzen matematycznych. Zgodnie z definicja (1)
prawda a priori jest to prawda konieczna i niezalezna od jej aktualnego dowodu, czy
to przeprowadzonego przez czlowieka, czy przez komputer, a sposéb, w jaki odkry-
wamy t¢ prawde, nie ma wtedy wptywu na uznanie prawdziwosci danego twierdzenia.
Jest to wazny argument za uznaniem definicji pierwszej za odpowiedniejsza w wy-
padku prawd matematyki.

Istnieja jednak przeciwnicy catkowitego odrzucenia definicji (2), poniewaz jest
ona stosowana czg¢éciej niz pierwsza w odniesieniu do innych nauk. Proponuja oni
natomiast jej modyfikacj¢ tak, by uznac, ze cz¢$é prawd a priori poznajemy za po-
mocg pewnego rodzaju odwotan do do§wiadczen zmystowych, np. obliczen na kart-
kach czy eksperymentow komputerowych (patrz [7]). Wtedy powstaje jednak prob-
lem, jak zdefiniowaé pojgcie prawdy a posteriori. Proponuje si¢ np. nastepujaca defi-
nicjg:

Twierdzenie a posteriori jest prawda zalezna od natury §wiata, do ktérego si¢ od-

nosi, i nie moze by¢ poznane bez przeprowadzenia co najmniej jednego ekspery-

mentu.

Réznica pomigdzy prawdami a priori i a posteriori nie polega wtedy na odwola-
niu do eksperymentu, lecz na tym, ze prawdy a priori sa prawdziwe we wszystkich
mozliwych $wiatach, natomiast prawdziwo$¢ prawd a posteriori zalezy od $wiata, do
ktorego prawda ta si¢ odnosi. Rowniez natura eksperymentéw, uzywanych do odkry-
wania prawd a priori i a posteriori, jest zupetnie inna. Eksperymenty potrzebne do
poznania prawd a priori zawieraja manipulacje na liczbach i stalych logicznych, pod-
czas gdy eksperymenty w wypadku odkrywania prawd a posteriori polegaja na po-
miarach dlugosci, cisnienia, objgtosci, masy, temperatury, czasu i innych wielkosci
fizycznych.

W mysl takiej definicji twierdzenia o dowodach komputerowych nie moga by¢
uznane za prawdy a posteriori, poniewaz do ich odkrycia potrzebny byt eksperyment
komputerowy, ktéry jest w swej naturze inny niz pomiary wielkosci fizycznych.

Latwo wigc zauwazy¢, Ze ustalenie czy dane twierdzenie jest prawda a priori, czy
a posteriori — nie jest jednoznaczne. Zakwalifikowanie twierdzenia o czterech bar-
wach 1 jemu podobnych twierdzen matematycznych zalezy od przejetych definicji
prawd a priori i a posteriori.
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8. DOWODY KOMPUTEROWE
~— REWOLUCJA CZY EWOLUCJA MATEMATYKI1?

Postawmy na koniec pytanie, czy — jak twierdza niektérzy filozofowie — wpro-
wadzenie do matematyki dowodéw komputerowych moze by¢ uwazane za poczatek
rewolucyjnych zmian w uprawianiu matematyki i c¢zy moze mie¢ ono znaczacy
wplyw na zmiang sposobu uprawiania tej nauki. Czy matematyka stanie si¢ nauka
eksperymentalng — a co za tym idzie stopien pewnoSci jej twierdzen nie bgdzie juz
najwyzszym? Czy komputerowe dowodzenie twierdzen moze zosta¢ nowym wzor-
cem dla uprawiania matematyki?

Pomimo coraz czestszego uzywania komputerdow jako narzedzia pomocniczego
w dowodzeniu — matematyka jest nadal nauka dedukcyjna. Operacje wykonywane
przez komputer sa zaprogramowane przez czlowieka i to czlowiek czuwa, by proces
dowodzenia miat poprawny, dedukcyjny charakter. Komputer tylko dokonuje obli-
czen, np. sprawdza pewne niemozliwe do sprawdzenia przez czlowieka przypadki,
lub dokonuje ztozonych i zmudnych obliczen. Chociaz jednak to wiasnie cztowiek
programuje komputer i czuwa nad poprawnoscig programu, dla wielu filozoféw i ma-
tematyk6w nie jest dopuszczalne sprawdzanie wynikéw uzyskanych komputerowo
przez inny komputer. Problem wiarygodnosci wynikéw komputerowych pozostaje
zatem problemem otwartym.

Zauwazmy, ze obecnie wiele twierdzen matematycznych posiada bardzo diugie
i skomplikowane dowody. Zatem uzywanie komputeréw przy dowodzeniu takich
twierdzen, jak np. twierdzenie o czterech barwach, jest wynikiem ewolucji matema-
tyki jako nauki i pojawiania si¢ coraz bardziej ztozonych obliczeniowo probleméw
(por. [5]). Dowody we wspoétczesnej matematyce rdznia si¢ bardzo od dowodéw Eu-
klidesa z Elementow, tak jak sama matematyka i stawiane przed nig problemy rdéznia
si¢ od matematyki i jej probleméw z tamtych czaséw. Wprowadzenie komputeréw do
matematyki nie jest zatem rewolucja, lecz jedynie kolejnym etapem ewolucji tej na-
uki, podobnie jak wprowadzenie liczydet czy kalkulatorow.

Faktem jednak jest, ze za pomocg automatycznego dowodzenia twierdzen uzys-
kano w matematyce nowe wyniki (tzn. rozwiazano otwarte problemy); sa to przykta-
dy istotnego wzbogacenia matematyki przy uzyciu komputeréw.* Czy mozna zatem
pozostaé na stanowisku, Zze wprowadzenie komputeréw do matematyki, podobnie jak
wczesniejsze wprowadzenie papieru, liczydet czy kalkulatoréw, nie zmieni charakteru
matematyki? Odpowiedzi mogg by¢ bardzo rézne, podobnie jak rézne sg interpreta-
cje statusu matematyki jako nauki apriorycznej czy oceny wiarygodno$ci wynikow
komputerowych.

Mozna twierdzi¢, ze dopdki nie nauczymy komputeréw mysle¢ samodzielnie,
a pomimo wieloletnich badan nad sztuczna inteligencja nie wydaje si¢ to perspektywa
bliska, dopoty beda one tylko narz¢dziami w rgku czlowieka, a matematyka pozosta-

4 Przyktady takich probleméw podaja W. Marciszewski i R. Murawski w [4].
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nie naukga dedukcyjna. Jednak zréwnanie wprowadzenia komputeréw z wprowadze-
niem liczydet wydaje si¢ zbytnim uproszczeniem problemu i pomijaniem pewnych
istotnych konsekwencii natury filozoficznej, jakie niosg ze soba komputery, a jakich
nie wniosly liczydta czy kalkulatory. Komputer nie jest bowiem tylko bardziej ztozo-
nym kalkulatorem, lecz instrumentem dowodzenia nowych twierdzen w matematyce,
a co za tym idzie — nalezy zastanowi¢ si¢ nad konsekwencjami zaréwno przyjecia,
jak i odrzucenia dowodéw komputerowych. Fakt, ze dzi§ dowody komputerowe nie
stanowig wigkszoéci dowod6w matematycznych — z czego mozna wnioskowaé, ze
komputery nie zmienilty dotad sposobu uprawiania matematyki — nie $wiadczy wcale
o tym, ze w niedalekiej przysziosci taka zmiana nie bedzie miata miejsca.

9. KONKLUZJE

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wiele zagadnien natury filozoficznej, zwia-
zanych ze statusem epistemologicznym twierdzeri dowodzonych komputerowo, nadal
pozostaje bez jednoznacznego rozstrzygnigcia. Sa wéréd nich w szczegblnosci nastg-
pujace kwestie:

(1) Jakie sa istotne cechy dowodu matematycznego i jak powinno zostaé wzboga-
cone pojecie dowodu, by dopuszczalne byto w nim uzycie komputeré6w?

(2) Czy dowody komputerowe, tj. zarébwno dowody w pelni automatyczne, jak
i dowody wspomagane komputerowo, s3 pelnoprawnymi dowodami matematycznymi?

(3) Czy twierdzenia, ktére nie posiadaja dowodéw tradycyjnych, tj. nie korzysta-
jacych z pomocy komputera, moga by uwazane za twierdzenia matematyczne?

(4) Czy dowody komputerowe sa mniej wiarygodne niz tradycyjne dowody ma-
tematyczne?

(5) Czy wreszcie matematyka moze by¢ nadal uwazana za wzorzec nauki formal-
nej, ktorej wszystkie twierdzenia sg prawdami a priori?

Wszystkie te pytania sa $cifle ze sobg powiazane, a sposéb odpowiedzi na jedno
z nich determinuje odpowiedzi na pozostate. Ponadto odpowiedz na wiele z nich za-
lezy od przyjetych definicji. Jest tak np. w przypadku apriorycznosci matematyki ja-
ko nauki.
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