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Jan Lukasiewicz

Z. Elementow logistyki

W latach 19461947 w Dublinie Jan Lukasiewicz przygotowywal dla wydawnictwa
Les Presses Universitaires podrecznik Elementy logistyki. O przygotowywaniach tych
wspomina sam autor w liscie z 29 marca 1946 roku do o. Jozefa M. Bochenskiego.
Podrecznik ten, péiniej nazywany Elementami logiki matematycznej, mial zawieraé
— jak wynika z listu Lukasiewicza z 24 czerwca i 4 wrzesnia 1946 roku do o.
Bocheniskiego — nastgpujace rozdzialy:

I ,,Wstep”

II. ,,Rachunek zdan”

II1. ,,Dowdd zupelnoSci i niesprzecznosci rachunku zdan”

V. ,, Teoria kwantyfikatoréw’’

V. ,.,Teoria predykatéw z teorig tozsamosci”

V1. ,Sylogistyka Arystotelesa’

VII. ,, Zastosowania logiki do teorii liczb naturalnych”

a takze rozdzial ,,Logiki wielowartosciowe” (zob. list z 27 kwietnia 1947 roku do o.
Bocheriskiego). Rozdzial VI rozrosl sie nastepnie do wielkiej monografii Sylogistyka
Arystotelesa z punktu widzenia wspélczesnej logiki formalnej (I wyd. ang., Oxford 1951 ).

Nie wiadomo, czy tekst calego podrecznika zostal ukoriczony; niejasny — jesli nie
wrecz zagadkowy — jest w ogole los wigkszoSci manuskryptéw, ktére pozostawil po sobie
Lukasiewicz w mieszkaniu w Dublinie. Z pewnych informacji, jakie udalo sie nam
uzyskaé, wynika, ze do 29 kwietnia 1963 roku znajdowaly sie one w Strong Room
w Royal Irish Academy, a nastgpnie zostaly przekazane do Manchester University.

W kazdym razie trzy fragmenty Elementow znajdujq sie w Archiwum Uniwersytetu
Warszawskiego, przekazane tam niedawno przez P. Haling Rajewskq, kuzynke Reginy
z Barwinskich Lukasiewiczowej.

Publikujemy nizej te trzy fragmenty. Wejdqg one do przygotowywanego przez Jacka
J. Jadackiego tomu pism Lukasiewicza Logika i metafizyka.

Redakcja
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I. O SYSTEMIE IMPLIKACYJNYM!

1. SYSTEMEM IMPLIKACYINYM nazywa si¢ ta czg$¢ dwuwartosciowej teorii
dedukcji, w ktorej jako jedyny funktor wystgpuje znak implikacji ,,C”. Tezami
systemu sa wszystkie wyrazenia sensowne systemu, sprawdzone przez zamieszczong
obok matrycg, przy czym elementem wyréznionym jest 1.
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Zbior tez implikacyjnych jest zamknigty ze wzgledu na reguly podstawiania i od-
rywania. Zbior ten jest nadto NASYCONY, czyli nie moze by¢ rozszerzony bez
sprzecznosci.? Innymi stowy, jesli dodamy do tego zbioru jakiekolwiek wyrazenie
niesprawdzone przez matrycg, to otrzymamy zbior wszystkich wyrazen sensownych.

Aksjomatyzowalnosé systemu implikacyjnego stwierdzit w pracy, wydanej wspol-
nie ze mng w r. 1930, Alfred TARSKI.> Dowdd jego nie zostal jednak ogloszony
drukiem, i nie pami¢tam juz dzsiaj, na jakiej opieral si¢ idei. Inny dowdd aks-
jomatyzowalnosci systemu, pierwszy i jak si¢ zdaje jedyny ogloszony drukiem, podat
w r. 1936 Mordchaj WAJSBERG.* Idea dowodu jego jest nastepujaca. Autor wykazuje
naprzod, ze z przedlozonego zupelnego ukladu aksjomatéw mozna wyprowadzic
wszystkie tezy, zawierajgce zmienne JEDNEGO tylko ksztaltu, i dowodz nastegpnie, ze
jesli z uktadu wynikaja wszystkie tezy, zawierajace zmienne k réznych ksztattdw, to
wynikaja z niego i wszystkie tezy, zawierajace k+ 1 réznych ksztaltow.

Dowdd aksjomatyzowalnosci, przedstawiony niZej przeze mnie, tym si¢ rozni
redakcyjnie od dotychczasowych tzw. «dowodow zupelnosci», ze nie przyjmuj¢ w nim
za punkt wyjscia gotowego juz ukladu aksjomatéw, lecz przygotowuj¢ dopiero
utworzenie takiego ukladu, zakladajac pewna liczbg¢ tez, sprawdzonych matrycowo.
Idea dowodu jest nastgpujaca. Wprowadzam pojecie wyrazenia elementarnego
i wykazuje¢, ze kazde wyrazenie sensowne systemu, nie bedace zmienng ani wyraze-

! Rekopis ten oznaczony jest —na pierwszej stronie u gory — jako PRACA NR 1, i obejmuje 14
ponumerowanych stron [JJJ].

? Wprowadzam termin ,nasycony” zamiast dotychczas uzywanego a wieloznacznego
terminy ,,zupelny”. '

3 J. LURASIEWICZ i A. TARSKI, , Badania nad rachunkiem zdan. Untersuchungen iiber den
Aussagenkalkil”, Sprawozdania z posiedzer Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, XXI11.
1930, Wydziat III, s. 43. Na stronicy tej w twierdzeniu 29 podany jest uktad aksjomatoéw systemu
implikacyjnego, znany pézniej jako uklad ,,TARSKI-BERNAYS”, i w konsekwencji stwierdzona
jest aksjomatyzowalnos¢ systemu. Por. takze przypisek.

* M. WAISBERG, ,Metalogische Beitrage”, Wiadomosci Matematyczne, t. XLIII, War-
szawa 1936, s. 154-157. Dowod zawiera si¢ w §4 pt. ,Allgemaines Schema eines Voll-
stindigkeitsbeweises fiir Axiomensysteme des C-Kalkiils”. Por. takze przypisek.
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niem elementarnym, mozna sprowadzi¢ rOwnowaznie na podstawie niewielkiej liczby
tez i przy pomocy skoniczonej liczby krokow dowodowych, tj. podstawien i oderwan,
do zbioru wyrazen elementarnych. Wykazuj¢ nastgpnie, ze kazde wyrazenie elemen-
tarne, sprawdzone przez matrycg, mozna wyprowadzi¢ z niewielkiej liczby tez przy
pomocy skoniczonej liczby krokow dowodowych. Liczba tez, potrzebnych do dowo-
du, wynosi 12. Nie s3 one wszystkie od siebie niezalezne, nie tworza wigc niezaleznego
ukiadu aksjomatdw, ale daja podklad aksjomatyczny systemu, ulatwiajacy utworze-
nie aksjomatyki niezaleznej.

2. Dowdd aksjomatyzowalnosci rozpoczynam od utworzenia dwoch pegkow tez
pomocnicznych. Stwierdzam przede wszystkim, ze kazde wyrazenie sensowne Sys-
temu implikacyjnego, nie bedace zmienng, mozna przedstawi¢ w postaci:

CeCe, ... Ceo
przy czym g, &,, ..., € $a to dowolne wyrazenia sensowne systemu, n jest liczba
naturalna, w wypadku granicznym réwna 1, a o jest zmienng. Wyrazenia ¢, €,, ..., €,
bede nazywal pierwszym, drugim, ..., n-tym poprzednikiem koncowego nast¢pnika o.

Zakladam naprzod dwie najprostsze tezy systemu implikacyjnego — prawo

tozsamosci T, i prawo symplifikacji T;:
T, Cpp
T, CpCqp
Z praw tych otrzymujemy przez podstawianie i odrywanie pek tez nastgpujacych:
T, p/Cpp. q9/q9, X Ct, — T,
T, CqCpp
T, p/Cq,Cpp. q/q, x CT,, - T,
T,, Cq4,Cpp
T, p/Cq,Cq,Cpp, q/q, x CT,, - T,
T, CaCq,Cq,Cpp
T, p/Cq_, ... Cq,Cq,Cpp, q/q, X CTL(H) -T
T, CCq., - Cpp
Budowa tych tez jest zupelnie przejrzysta: dzigki prawu symplifkacji mozemy do
prawa tozsamosci dotaczaé kolejno coraz to nowe poprzedniki: q,, g,, 45, .. 4, ;5 4,
Zaktadam dalej prawo komutacji T, i prawo sylogizmu w drugiej postaci T,:
T, CCpCqrCqCpr
T, CCgrCCpqCpr
Z praw tych otrzymujemy przez podstawianie i odrywanie drugi pek tez:
T, q/CpCqr, r/CqCpr, p/s, x CT,-T,,
T,, CCs,CpCqrCs CqCpr
T, q/Cs,CpCqr, r/Cs,CqCpr, p/s, x Ct,, —-T,,
T,, CCs,Cs,CpCqrCs,Cs, CqCpr
T, q/Cs,Cs,CpCqr, r/Cs,Cs,CqCpr, p/s, x CT,,-T,,

1n
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T, CCs,Cs,Cs,CpCqrCs,Cs,Cs, CqCpr

33

T, q/Cs,_, ... Cs,Cs,CpCqr, r/Cs_, ...
Cs,Cs,CqCpr, p/S, x Ct, ,—T,,
T,, CCsCs_, ... Cs,CsCpCqrCsCs,, ... Cs,Cs,CqCpr

I tutaj budowa tez Jest zupelmc przejrzysta: dzigki prawu sylogizmu mozemy jed-
noczesnie do poprzednika i do nastepnika prawa komutacji dotaczaé kolejno coraz to
nowe poprzedniki: s, 5,, 5, ..., §,_, 5.

PRAWO KOMUTACJI I TEZY DRUGIEGO PEKU POZWALAJA NAM W WYRAZENIACH
KSZTALTU Cg,Ce, ... Ce 6 PRZESUNAC ROWNOWAZNIE POPRZEDNIKI &, &,, ..., €,
0O DOWOLNA ILOSC MIEISC NA PRAWO LUB NA LEWO. Jak to si¢ robi, wyjasni¢ wprzod
na przykladzie.

W tezie T, , czwartym z kolei poprzednikiem jest p. Przesutimy ten poprzednik na
lewo na miejsce trzecie, drugie i pierwsze. Zaczniemy od tezy T,,, bo w poprzedniku
tej tezy zmienna g, za ktéra podstawiamy p, jest wilasnie czwartym z kolei po-
przednikiem, w nast¢pniku za$ trzecim. Otrzymujemy przez podstawianie i od-
rywanie:

T,, s,/4, s/a, play, a/p. r/p x CT,,-1
I Cq,Cq,CpCq,p

W wyrazeniu tym poprzednik p znajduje si¢ na trzecim miejscu. Zastosujemy wigc
do tego wyrazenia tez¢ T,,, bo w poprzedniku tej tezy zmienna ¢, za ktéra
podstawimy p, jest trzecim z kolei poprzednikiem, w nastepniku zas drugim.
Otrzymujemy przez podstawianie i odrywanie:

T,, s/a, pPle,qlr, r/Cqp x CI-11

II Cq,CpCq,Cq,p
W wyrazeniu tym p znajduje si¢ na drugim miejscu. Zastosujmy teraz prawo ko-
mutacji T

T, p/g, q/p.r/Cq,Cqp x CII-III

1 CpCq,Cq,Cqp
Poprzednik p znalaz si¢ na pierwszym miejscu. Chcac go z powrotem przesunaé na
prawo na drugie, trzecie i czwarte miejsce, trzeba uzy¢ tych samych tez T,,,, T, i T,
w porzadku odwrotnym:

T, 4q/q, r/Cqqp x CII-II

II  Cq,CpCq,Cqp

T,, s/4y 4/9, r/Cq,p x CII-1

I Cq,Cq,CpCqp

Ts.z 5,/95 slllqz’ 9/, rlp x CT— T13

T,, Cq,Cq,Cq,Cpp

Méwiac ogélnie, jesli chcemy poprzednik znajdujacy sie w wyrazeniu Ce,C, ...
Ce_c na miejscu pierwszym, przesunaé na prawo na miejsce k-te dla k> 2, musimy

uzy¢ kolejno tez T, T, ..., T, ™ chcac go za$ przesunaé na odwrét — na lewo
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Z miejsca k-tego na miejsce pierwsze, trzeba uzyé tych samych tez w porzadku
odwrotnym: TJ(H), ...y T,,, T,. Jedliby chodzilo o przesunigcie nie z pierwszego, lecz
z i-tego miejsca na k-te, dla 1 < i < k, lub odwrotnie — z k-tego na i-te, to trzeba by
uzyc tez T;(k B T o Ty W porzadku prostym lub odwrotnym.

3. Wyrazenia sensowne ksztattu Ce Ck, ... Ce o, w ktorych kazdy z poprzednikow
€, &, .., & jest badZ zmienna, badz implikacja prosta, czyli taka implikacja,
ktorej poprzednik i nastepnik jest zmienna, nazywam ELEMENTARNYMI. Prawo
tozsamosci Cpp, prawo symplifikacji CpCqp, prawo sylogizmu CCqrCCpqCpr,
a takze wyrazenia, nie bedace tezami, jak Cpg lub CpCCqrCpr, sa wyraieniami
elementarnymi.

KAZDE WYRAZENIE SENSOWNE KSZTALTU C¢,Cg, ... Ce 0, NIE BEDACE WYRAZE-
NIEM ELEMENTARNYM, MOZNA PRZY ZALOZENIU PRZESUWALNOSCI POPRZEDNIKOW
I PRZY POMOCY CO NAJWYZE] DWOCH RODZAJOW PRZEKSZTALCEN SPROWADZIC
ROWNOWAZNIE W SKONCZONE]J LICZBIE KROKOW DOWODOWYCH DO ZBIORU WYRA-
ZEN ELEMENTARNYCH. Pierwsze z tych przeksztalcerr ma wyglad nast¢pujacy:

(A) CCaCByd ~ CCays, CCByd
Znaku ,,~” uzywam na oznaczenie rownowaznosci dedukcyjnej. Wzor (A) orzeka
tedy, ze z wyrazenia CCaCPBy3, przy czym o,B, v, 6 sa dowolnymi wyrazeniami
sensownymi, mozna wyprowadzi¢ zaréwno CCayd, jak CCPy3, i na odwrét z wyra-
zen CCayd i CCByd, wzietych lacznie, mozna wyprowadzié CCafyd. Przeksztalcenie
to zaklada trzy tezy systemu implikacyjnego:

T, CCCpCqrsCCprs

T, CCCpCqrsCCqrs

T, CCCprsCCCqrsCCpCqyrs
Podstawiajac w tych tezach p/a, q/B, r/y i s/9, 1 zakladajac CCaCPBy3, otrzymujemy
przez odrywanie na mocy T, i T, wyrazenia CCayd oraz CCyd, zakladajac
za$ CCaydi CCBy3, otrzymujemy na mocy T, przez dwukrotne odrywanie CCaCPy3.

Przeksztalcenie (A) pozwala nam kazde wyrazenie ksztaltu Cg Ce, ... Ceo,
w ktérym pierwszy poprzednik g, jest implikacja o nastgpniku ztozonym, a wigc ma
budowe CaBy, sprowadzié rownowaznie do dwoch wyrazen, w ktorych nastgpnik ten
jest prostszy. Np. wyrazenie CCCpqCqCrsCrCqs, w ktérym pierwszy poprzednik
CCpqCqCrs ma nastepnik ztozony CqCrs, jest wedtug (A) dedukcyjnie rownowazne
dwom wyrazeniom CCCpqCrsCrCqs i CCqCrsCrCqs, a w wyrazeniach tych nastep-
nik pierwszego poprzednika Crs jest prostszy od pierwotnego nastepnika CqCrs.
Poniewaz jednak i ten nastepnik jest jeszcze ztozony, przeto do otrzymanych dwoch
wyrazen mozemy zndéw zastosowaé przeksztalcenie (A), otrzymujac z pierwszego
wyrazenia CCpgsCrCqs i CCrsCrCgs, a z drugiego CCqsCrCqs i mowu CCrsCrCgs.
Tutaj juz we wszystkich wyrazeniach nastepnik pierwszego poprzednika jest zmienna.
Wobec tego, ze rownowaznosc dedukcyjna jest relacja przechodnia, dochodzimy do
wyniku, iz wyrazenie CCCpqCqCrsCrCgs jest dedukcyjnie rownowazne zbiorowi
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wyrazen CCCpqsCrCqs, CCrsCrCqs i CCqsCrCqgs. Mowiac ogolnie, jezeli zabieg
(A) powtorzymy dostateczna, lecz zawsze skonczona ilos¢ razy, to mozemy kazde
wyrazenie ksztaltu Ce Ce, ... Ce,0, W ktorym pierwszy poprzednik jest implikacja
o nastgpniku zlozonym, przeksztalci¢ rownowaznie na zbior takich wyrazen, iz
w kazdym z nich nastgpnik pierwszego poprzednika jest juz zmienng. O ile
w wyrazeniach tego zbioru ktory$ z dalszych poprzednikéw €, €,, ..., €, jest znowu
implikacja o nastgpniku zlozonym, to przesuwamy taki poprzednik na lewo na
miejsce pierwsze, i stosujemy do niego zndw takaz serig przeksztalcen. W ten sposob
mozemy ostatecznie kazde wyrazenie ksztaltu C,Ce, ... Ce o sprowadzi¢ réwnowaz-
nie w skoniczonej liczbie krokéw dowodowych do zbioru takich wyrazen, w ktérych
wszystkie poprzedniki sa badZ zmiennymi, badZ implikacjami, ktorych nastepniki sg
zmiennymi, a tylko ich poprzedniki moga by¢ jeszcze ztozone.

Tych wilaénie ztozonych poprzednikoéw dotyczy drugie przeksztalcenie row-
nowazmne:

(B) CCCoprd ~ CCPrad, Cnd
Wzér (B) orzeka, ze z wyrazenia CCCaPnd, przy czym o, B i & s3 dowolnymi
wyrazeniami sensownymi, a © dowolng zmienna, mozna wyprowadzi¢ zaréwno
CCBnCad, jak Cnd, i na odwrdt — z wyrazen CCPrCad i Cnd, wzigtych lacznie,
moina wyprowadzi¢ CCCaBnd. Poniewaz przeksztalcenie (B) stosujemy do wyrazen,
na ktorych zostalo juz wykonane przeksztalcenie (A), dlatego przyjmujemy, ze n, jako
nastgpnik pierwszego poprzednika, jest zmienna. By uzyskaé podstawe dla prze-
ksztalcenia (B), musimy zalozy¢ trzy dalsze tezy systemu implikacyjnego:
T, CCCCpqrsCCqrCps

T, CCCCpqrsCrs

T,, CCCqrCpsCCrsCCCpgrs
Podstawiajac w tych tezach p/a, g/B, r/n i 5/d, i zakladajac CCCafBnd, otrzymujemy
przez odrywanie na mocy T, i T, wyrazenia CCPrnCad i Cnd, zakladajac za§ CCBrad
i Crd otrzymujemy na mocy T,, przez dwukrotne odrywanie CCCapnd.
Przeksztalcenie (B) pozwala nam kaide wyrazenie ksztaltu Ce,Ce, ... Ceo,
w ktorym pierwszy poprzednik €, jest implikacja o poprzedniku ztozonym, sprowa-
dzi¢ réwnowaznie do dwoch wyrazen prostszych. Zakladajac mianowicie, ze € ma
budowg CCaBr, otrzymujemy dzigki przeksztatceniu (B) z wyrazenia CCCafnCg, ...
Cq,c dwa wyrazenia: CCBrnCaCe, ... Ca,oi CrCq, ... Cq,c. W drugim z tych wyrazen
pierwszy poprzednik = jest zmienng, nie mamy wigc potrzeby zajmowad si¢ nim dalej.
W pierwszym za§ wyrazeniu, zamiast pierwotnego poprzednika CCapr, mamy dwa
nowe poprzedniki, CPn oraz a, przy czym pierwszy z nich Cpr ma poprzednik
B prostszy od pierwotnego Cap, drugi za$ a moze byé ztozony, ale w kazdym razie jest
prostszy od pierwotnego CCaPrn. O ile B jest nadal Ztozone, czyli jest implikacja,
stosujemy ponownie zabieg (B), otrzymujac wyrazenia o jeszcze prostszych poprzed-
nikach. Np. wyrazenie CCCpCqrsCCsqq, w ktorym pierwszy poprzednik CCpCqrs
jestimplikacja o poprzedniku ztozonym CpCqr, sprowadzamy réwnowaznie na mocy
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(B) do wyrazenn CCCqrsCpCCsqq i CsCCsqq. Z wyrazen tych wystarczy rozpatrzy¢
pierwsze. Widzimy, ze w wyrazeniu tym w miejsce pierwotnego poprzednika
CCpCqrs zjawily si¢ dwa poprzedniki, CCqrs i p, przy czym pierwszy z tych
poprzednikow, o ktory tu wiasnie chodzi, CCagrs, jest implikacja o poprzedniku Cqgr,
prostszym od pierwotnego CpCgqr. Poniewaz jednak i ten poprzednik CCgrs jest
nadal jeszcze implikacja o poprzedniku ztozonym, przeto musimy powtorzyé zabieg
(B), otrzymujac tym razem z wyrazenia CCCqrsCpCCsqq dwa wyrazenia elementar-
ne, CCrsCCpCCsqq i CsCpCCsqq, ktorych juz dalej rozkladac nie potrzebujemy.
Wyrazenie CCCpCqrsCCsqq przeksztalcilismy w ten sposéb rownowaznie na zbior
wyrazen elementarnych, CCrsCqCpCCsqq, CsCpCCsqq i CsCCsqq. Mowiac ogdlnie,
jezeli zabieg (B) powtOrzymy dostateczng, lecz zawsze skonczong ilos¢ razy, to
mozemy kazde wyrazenie ksztaltu Cg, Ce, ... Ce_o przeksztalci¢ rOwnowaznie na zbior
takich wyrazen, iz w kazdym z nich pierwszy poprzednik jest badz zmienng, badz
prosta implikacja. O ile a, wystgpujace w poprzedniku CCaPr, jest wyrazeniem
zlozonym, to przesuwamy je na pierwsze miejsce i stosujemy do niego naprzod zabieg
(A), jezeli nastgpnik tego wyrazenia jest ztozony, nat¢pnie za$§ zabieg (B), o ile
poprzednik jego jest ztozony. Tak samo post¢gpujemy z dalszymi nowymi poprzed-
nikami, ktére moga si¢ zjawié wskutek stosowania zabiegu (B). W ten sposob
dochodzimy do zbioru wyrazen, w ktorych wszystkie poprzedniki, wczesniejsze od
€, sa albo zmiennymi, albo implikacjami prostymi. O ile ktory§ z dalszych
poprzednikow &, &,, ..., €, jest implikacja o poprzedniku ztozonym, to przesuwamy
taki poprzednik na pierwsze miejsce i stosujemy do niego taka samg seri¢
przeksztalcen, co poprzednio. Postgpujac w ten sposob, mozemy kazde wyrazenie
sensowne ksztaltu Ce Ce, .. Ceo, w ktorym dzigki uprzednio dokonanemu
przeksztalceniu (A) nie bylo juz poprzednikéw o nastepnikach ztozonych, sprowadzié
rownowaznie w skonczonej liczbie krokéow dowodowych do zbioru wyrazen
elementarnych.

4. Z dotychczasowego przedstawienia okazuje si¢, ze dzigki oémiu tezom, T,-T,,
mozemy kazde wyrazenie sensowne, nie bedace zmienna ani wyrazeniem elementar-
nym, sprowadzi¢ rownowaznie do zbioru wyrazen elementarnych, czyli takich
wyrazen ksztattu Ce Ce, ... Ceo, w ktorych poprzedniki €, €,, ..., €, sa badz
zmiennymi, badz implikacjami prostymi, przy czym koficowy nastgpnik o jest
zmienng. Tezy T, i T, pozwalaja na przesuwanie poprzednikow, tezy T.-T, sa
podstawa przeksztalcenia (A), a tezy T,~T,, uzasadniaja przeksztalcenie (B). Obecnie
wykazemy, ze kazde wyrazenie elementarne, sprawdzone przez matrycg, mozemy
wyprowadzi¢ przy pomocy skonczonej liczby krokéw dowodowych z niewielkiej
liczby tez, nalezacych do systemu.

Badamy w tym celu w wyrazeniach elementarnych przede wszystkim te poprzed-
niki, ktore sa zmiennymi. O ile znajdzie si¢ wirdd nich poprzednik, rownoksztaltny
z konficowa zmienna o, to wyrazenie takie jest sprawdzone przez matryce i mozemy je
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zawsze wyprowadzié z tez T,—T, przy pomocy skoniczonej liczby krokéw dowodo-
wych. Jedli bowiem ostatni poprzednik e, jest rownoksztaltny z o i wyrazenie
ma postaé Ce,Ce, ... Ce,Coo, a w granicznym przypadku Coo, to nalezy ono
do pierwszego peku tez, opartego na prawach tozsamosci i symplifikacji, albo
jest wprost prawem tozsamoséci. Jesli za§ ktory§ z innych poprzednikéw jest
réwnoksztaltny z o, to mozemy go przy pomocy drugiego peku tez, opartego
na prawach komutacji i sylogizmu, przesunaé na ostatnie miejsce na prawo,
otrzymujac znowu wyrazenie ksztattu Ce Ce, ... Ce Coo, nalezace do pierwszego
peku tez.

O ile w badanym wyrazeniu elementarnym zaden z poprzednikow, bedacych
zmiennymi, nie jest réGwnoksztaltny z korficowa zmienna o, to szukamy, czy istnicje
wéréd nich taki poprzednik, ktory bylby réwnoksztaltny z poprzednikiem jakiejs
implikacji prostej, wyst¢gpujacej w wyrazeniu. Badamy innymi stowy, czy znajduja si¢
wsrod poprzednikéw g, €,, ..., €, dwa wyrazenia ksztaltu ni Coo, przy czym ni ¢ 53
zmiennymi. Jesli znajduja si¢ takie wyrazenia, to przesuwamy, o ile potrzeba, Cno na
miejsce pierwsze, 1 za§ na miejsce drugie, i stosujemy nastgpujace przeksztatcenie
roéwnowazne:

(C©) CCrpCra ~ CpCra

Wzér (C) orzeka, ze z wyrazenia CCnpCra, przy czym = i p s3 tutaj dowolnymi
Zmiennym, a ¢ dowolnym wyrazeniem sensownym, mozna wyprowadzié¢ CpCra, i na
odwrét - z CpCra moima wyprowadzi¢ CCrpCra. Przeksztalcenie (C) zaktada dwie
dalsze i ostatnie juz tezy systemu implikacyjnego:

T,, CCpqCprCqCpr
T,, CCqCprCCpqCpr

Podstawiajac w tych tezach p/n, g/p i r/a, i zakladajac CCrpCra otrzymujemy
przez odrywanie na mocy tezy T, wyrazenie CpCna, zakladajac za§ CpCra
otrzymujemy przez odrywanie na mocy tezy T,, wyrazenie CCrnpCra.

Dzi¢ki przeksztalceniu (C) powstaje z wyrazenia elementarnego nowe wyrazenie
elementarne, réwnowaine poprzedniemu, ale tym od niego rdine, ze zamiast
implikacji Crnp wystepuje jako pierwszy poprzednik zmienna p. Jesli zmienna,
oznaczona przez p, jest rownoksztaltna z koricowa zmienna o, wtedy wyrazenie
mozna wyprowadzi¢ z tez T,-T,, jak pokazali$émy wyzej. Jesli nie jest réwnoksztaltna,
to szukamy, czy istnieje wsrod poprzednikéw obok zmiennej p wyrazenie Cpr, i jesli
tak jest, stosujemy znowu przeksztalcenie (C). Jak si¢ to robi, zobaczymy na
przykladzie. Z wyrazenia elementarnego CCpgCpCCqrr otrzymujemy dzigki prze-
ksztalceniu (C) wyrazenie rownowaine CqCpCCqrr, w ktorym zamiast poprzednika
Cpgq wystepuje poprzednik g. Poniewaz zmienna g nie jest rownoksztaltna z koncowa
zmienng r, a obok g wystgpuje w wyrazeniu poprzednik Cgr, przeto przeksztalcamy
przez przesuni¢cie wyrazenie CqCpCCqrr na wyrazenie CCqrCqCpr i stosujac
ponownie zabieg (C) otrzymujemy wyrazenie CrCqCpr. Tutaj juz nowy poprzednik
r jest rownoksztaltny ze zmienna koficowa i wyrazenie mozna wyprowadzé z tez
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T,-T,. Opisane badania porwadzimy dopoty, dopoki nie zajdzie jeden z nastg-
pujacych przypadkéw: albo otrzymamy wyrazenie, w ktérym jaki$ poprzednik,
bedacy [...].°

[..] o, podstawi¢c n. W przytoczonym przykiadzie nalezy wigc za q i za r
podstawi¢ Cpp, a za s i t podstawié¢ p, skutkiem czego powstaje wyrazenie
CCpCppCCppCCppCCppp. Poprzedniki, bedace zmiennymi, przechodza w Cpp,
poprzedniki zas, bedace implikacjami prostymi, przechodza badz w CpCpp, badz
w Cpp, zaleinie od tego, czy nastgpnik w tych implikacjach jest, czy nie jest
rownoksztaltny z jaka$ zmienna, za ktéra podstawilismy Cpp. Poprzedniki we
wszystkich implikacjach prostych otrzymuja postac p, bo zalozyliémy poprzednio, ze
w wyrazeniu badanym nie ma zadnego poprzednika, bedacego zmienna, ktéry bylby
réwnoksztaltny z poprzednikiem jakiej$ implikacji prostej. Otéz Cpp jest przyjetym
przez nas prawem tozsamosci, a CpCpp jest podstawieniem prawa symplifikacji
CpCqp. W badanym wyrazeniu mozemy tedy wszystkie poprzedniki oderwaé,
otrzymujac jako wynik koficowy zmienna p.

WykazaliSmy w ten sposob, ze kazde wyrazenie elementarne, sprawdzone przez
matrycg, mozna wyprowadz¢ przez skonczong liczb¢ podstawien i oderwan z szeSciu
co najwyzej tez systemu implikacyjnego, tzn. z tez T\-T, i T,-T,,. Poniewaz za$
kazde wyrazenie sensowne tegoz systemu, nie bedace zmienna ani wyrazeniem
clementarnym, mozemy bez wzgledu na to, czy jest, czy nie jest sprawdzone przez
matrycg, sprowadzi¢ rownowaznie na podstawie tez T,-T,, do zbioru wyrazen
elementarnych, przeto kazde wyrazenie elementarne, sprawdzone przez matryce,
mozemy wyprowadzi¢ przy pomocy skonczonej liczby krokéw dowodowych z dwu-
nastu tez: 7T,-T,, nalezacych do systemu. Tezy te tworza zatem aksjomatyczng

12?
podstawe systemu.

II. DOWOD AKSIOMATYZOWALNOSCI
IMPLIKACYJNO-NEGACYJNEGO RACHUNKU ZDAKN®

1. W niniejszym rozdziale podaj¢ dowdd, ze wszystkie tezy implikacyjno-negacyj-
nego rachunku zdan, sprawdzone przez obok stojaca matryce — tez takich jest
nieskonczenie wiele — mozma wyprowadzié przy pomocy regut podstawiania i od-
rywania ze skonczonej liczby tez tegoz rachunku.

1 N
2 2
1

c|
-
2

- -l

3 W zachowanym rekopisie brakuje polowy nastgpnej — tj. 13 — strony [JJJ).
¢ Rekopis ten oznaczony jest —na pierwszej strony u gory — jako PRACA NR 2, i obejmuje 23
ponumerowane strony. Pierwsza opatrzona jest data: 13.03.1947 [JJJ].
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Ta skonczona liczba tez, ktora wystarcza do udowodnienia wszystkich innych tez
implikacyjno-negacyjnych, stanowi zatem aksjomatyczna podstawg¢ rachunku, a
kazdy uklad niezaleinych od siebie tez, z ktorych wynika owa podstawa aksjomatycz-
na, jest zupelnym i niezaleznym ukladem aksjomatéw rachunku implikacyj-
no-negacyjnego. Dowdd aksjomatyzowalnosci wykazuje zatem, ze zbior tez, spraw-
dzonych przez powyzsza matrycg, jest NASYCONY, to znaczy, ze nie moina go bez
sprzecznosci rozszerzy¢ przez dodanie do niego wyrazenia sensownego, nie spraw-
dzonego przez wspomniang matrycg. O ile bowiem dodamy do naszego zbioru tez
tego rodzaju wyrazenie, to otrzymujemy wszystkie wyrazenia sensowne, a wigc
i zmienna ,,p".

Idea dowodu jest nastgpujaca. Przy pomocy skonczonej liczby réwnowainych
przeksztalcen, opartych na skonczonej liczbie tez sprawdzonych matrycowo, sprowa-
dzam kazde wyrazenie sensowne do zbioru tak zwanych WYRAZEN ELEMENTARNYCH.
Przez wyrazenie elementarne rozumiem zas$ wyrazenie ksztaltu

Ca,CaCa, ... Ca o,

w ktérym poprzedniki ,,a,”, ,,a,”, ,,a,”, ... ,,a,” sa badZ zmiennymi, badz negacjami
zmiennych, a wyrazenie ,,0” jest zmienng, ré7zng od zmiennych, wystgpujacych
w poprzednikach. Wyrazenia elementarne albo sa tezami, i wtedy latwo je udowod-
ni¢, albo nie sa tezami, i wtedy latwo jest wykazaé, ze dolaczone do ukladu
aksjomatow daja zmienna ,,p”, a wigc wszystkie wyrazenia sensowne. Jesli wszystkie
wyrazenia elementarne, do ktorych sprowadziliSmy badane wyrazenie sensowne, s3
tezami, wtedy i badane wyrazenie jest teza, i moze byé udowdnione na mocy tez,
bedacych podstawa przeksztalcen, o ile zas cho¢ jedno wyrazenie elementarne nie jest
teza, to i badane wyrazenie nie jest teza, i dolaczone do ukladu aksjomatow daje
wszystkie wyrazenia sensowne.

2. Przechodz¢ do przedstawienia przeksztalcen, potrzebnych do sprowadzenia
kazdego wyrazenia sensownego w rachunku implikacyjno-negacyjnym do zbioru
wyrazen elementarnych. Powiadam, Ze wyrazenie ,,a” jest DEDUKCYINIE ROWNO-
WAZNE wyrazeniu ,,§”’, w znakach ,,a ~ B, gdy zaréwno ,,CaB”, jak ,,CBa” sa
tezami. Tak samo wyrazenie ,,a” jest dedukcyjnie rownowaine dwom wyrazeniom
»B” 1,Y”, gdy tezami sa wyrazenia ,,CaP”, ,,Cay” oraz CBCya”.

Pierwsze przeksztalcenie jest nastgpujace:

(A) o~ CNoo '
[gdzie] ,,a” jest dowolnym wyraZeniem sensownym, [a] ,,0” jest zmienna, nie
wystepujaca w ,,a”. O ile ,,a” ma juz ksztalt ,,CNoc”, to przeksztalcenia tego
mozna nie wykonywaé. Przeksztalcenie (A) opiera si¢ na nastepujacych dwoch
tezach:

I CpCNpq

II  CCNppp
Dz¢ki tezie I otrzymujemy, majac dane ,,a’:
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1 a
I p/ag/c x C1-2
2 CNao
Duzieki tezie II otrzymujemy, majac dane wyrazenie ,,CNaoc™:
1  CNaoc
II p/CNoos x Cl ofa -2
2 a

Poniewaz ,,0”" jest zmienna, nie wystgpujaca w ,,a”, przeto podstawiajac za ,,0”
wyrazZenie ,,a”’ nie zmieniamy w niczym wyrazenia ,,Na”, i mozemy uzy¢ tezy II.
Dzigki przeksztaiceniu (A) mozemy kazde wyrazenie sensowne sprowadzi¢ rowno-
waznie do implikacji ,,CNac”, i chodz teraz tylko o to, by wykaza¢, ze kazda taka
implikacje mozemy sprowadzi¢ do zbioru wyrazen elementarnych.

Azeby to wykazaé, podamy trzy dalsze przeksztalcenia dedukcyjnie rownowazine,
dzigki ktorym kazda implikacje ,,CaB” mozemy wyrazi¢ za pomoca zbioru implikacji,
w ktorych poprzednik jest zmienng lub negacja zmiennej. S3 to nastgpujace
przeksztalcenia:

(B) CNNap ~ CaP
(C) CNCafy ~ CpaCNBy
(D) CCoBy ~ CNay, CBy
Opieraja si¢ one na nastgpujacych tezach, ktére mozna sprawdzi¢ matrycowo:
II' CCNNpqCpq
IV  CCpqCNNpq III i IV dotycza przeksztacenia (B).
v CCnCpqrCpCNgr
VI  CCpCNgrCNCpqr V i VI dotycza przeksztalcenia (C).
VII CCCpqrCNpr
VIII CCCpgrCqr VII, VIII i IX dotycza przeksztalcenia (D).
IX CCnprCCqrCCpgr
Dzgki tezie III otrzymujemy z wyrazenia ,,CNNaf”’ wyrazenie ,,Caf™:
1 CNNap
III p/a g/B x C1-2
2 Caf _
Drzigki tezie IV otrzymujemy — na odwrot — z wyrazenia ,,Cap” wyrazenie ,,CNNaf:
1 CaB
IV p/a g/B x C1-2
2 CCCaB
Dzigki tezie V otrzymujemy z wyrazenia ,,CNCafy” wyrazenie ,,CaCNBy’”:
1 CNCaBy ' :
VplagBriy x Cl1-2
2 CaCNBy
Dzgki tezie VI otrzymujemy — na odwrot — z wyrazenia ,,CaCNPBy” wyrazenie
»CNCafy™:
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1 CaCNBy
Vip/ag/Briy x C1-2
2 CNCoBy
Dzgki tezie VII otrzymujemy z wyrazenie ,,CCafy” wyrazenie ,,CNoy™:
1 CCaBy
VII p/a g/B rfy x C1-2
2 CNaoy

Dzi¢gki tezie VIII otrzymujemy z wyrazenie ,,CCaPy” wyrazenie ,,Cay’:
1 CCaBy
VIII p/a g/B r/y x C1-2
Dz¢ki tezie IX otrzymujemy — na odwrét — z wyrazen ,,CNay” i ,,CPy”” wyrazenie

»»CCaPy”:
1 CNop
2 Cpy
IX p/a rfy g/p x C1-C2-3
3  CCaBy

Wszystkie wyrazenia sensowne rachunku implikacyjno-negacyjnego mozna po-
dzielié na trzy kategorie: zmienne, negacje i implikacje. Tak samo wszystkie negacje
moina podzelié na trzy kategorie: negacje zmiennej, negacje negacji i negacje
implikacji. Implikacji, ktorych poprzednik jest zmienna, nie potrzebujemy przeksztal-
cac. Implikacji, ktorych poprzednik jest negacja zmiennej, takze nie potrzebujemy
przeksztalcaé. Implikacje, ktorych poprzednik jest negacja negacji, a wigc zaczyna si¢
od dwoch ,, N, przeksztalcamy na mocy wzoru (B), usuwajac obie negacje.
Implikacje, ktérych poprzednik jest negacja implikacji, przeksztalcamy na mocy
wzoru (C) na takie wyrazenie, w ktorym zawieraja si¢ dwa poprzedniki, ale zaden
z nich nie jest juz implikacja zanegowana. Implikacje wreszcie, w ktorych poprzedni-
kiem jest implikacja, przeksztatcamy dzigki wzorowi (D) na dwa wyrazenia, w kto-
rych poprzedniki nie sa juz implikacjami. Stosujac te zabiegi tyle razy, ile potrzeba,
musimy ostatecznie sprowadzi¢ wyrazenie ,,CNao” do wyrazenia, lub zbioru wyrazen
— bo przez przeksztalcenie (D) otrzymujemy z jednego wyrazenia dwa wyrazenia
—takich, w ktorych pierwszy poprzednik jest juz albo zmienna, albo negacja zmienne;.
O ile bowiem mialby inna postaé, to zawsze mozemy do niego zastosowaé ktdres
z przeksztalcen (B), (C) lub (D). Nalezy zauwazy¢, ze przez zadne z tych przeksztatcen
nie przedluza si¢ wyrazenia pierwotnego; przeciwnie, skraca si¢ ono przez przeksztal-
cenie (B) i (D), a tylko przez przeksztatcenie (C) uzyskuje si¢ z jednego poprzednika
»NCap” dwa poprzedniki ,,a” i ,,NB”, ale krotsze od pierwotnego poprzednika, tak
ze liczba liter w wyrazeniu badanym pozostaje ta sama.

Po przeprowadzeniu tych przeksztalcen otrzymujemy wyrazenia ksztattu:

CnCa,Ca, ... Ca o lub CNnCa Co, ... Co o,
przy czym ,,n”’ jest zmienng, nie wystgpujaca w zadnym poprzedniku. W pierwotnym
wyrazeniu ,,CNaf” znajdowat si¢ tylko jeden poprzednik ,,Na”; obecnie liczba
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poprzednikéw mogla sie powickszyé o nieokreslona liczbe dzigki wielokrotnemu
mozliwemu zastosowaniu przeksztalcenia (C). Owe poprzedniki ,,a,”, ,,a,”, ..., ,,0.”
moga to byé zmienne lub negacje zmiennych, ale moga by¢ rowniez zloZone
w dowolny zresztg sposdb. Dalsze przeksztalcenia polegaja na tym, by kazdy z takich
zlozonych poprzednikdéw przeniesé na pierwsze miejsce i zredukowaé go przy pomocy
przeksztalcen (B), (C) i (D) do zmiennej lub negacji zmienne;j.
Do tego celu stuza trzy dalsze i ostatnie juz przeksztalcenia:

(E) CaCPy ~ CBCay

(F) C3CaCBy ~ CCBCay

(G) CaCBy ~ CNCaNBy
Opieraja si¢ one na nastgpujacych tezach:

X CCpCqrCqCpr dotyczy przeksztatcenia (E).

X1 CCsCpCqrCsCqCpr XI dotyczy przeksztalcenie (F).

XII CCpCqrCNCpNgr XII i XIII dotycza przeksztalcenia (G).

XIII CCNCpNgqrCpCqgr
Dazeki tezie X z wyrazenia ,,CaCBy” otrzymujemy wyrazenie ,,CBCoy” i —na odwrot
— z drugiego wyrazenia pierwsze:

1 CaCPBy 1 CBCay
X plag/Briy x C1-2 X p/Bglarly x C1-2
2 CBCay 2 CaCBy

Dzgki tezie X1 z wyrazenia ,,C3CaCPBy’’ otrzymujemy wyrazenie ,,COCBCaf” i —na
odwroét — z drugiego wyrazenia pierwsze:

1 C3CaCBy 1 C3CBCuoy
XI 5/6 pla g/B rfy x Cl1-2 XI s/8 p/B qlar/y x C1-2
2 CdCBCay 2  CdCuCPBy

Dzigki tezie XII otrzymujemy z wyrazenia ,,CaCPy” wyrazenie ,,CNCaNBy”:
1 CoCPBy
XII p/a g/B r/ly x C1~-2
2 CNCoNBy
Dzigki tezie XIII otrzymujemy — na odwrét —- z wyrazenia ,,CNCaNBy” wyrazenie
»CaCPBy™:

1 CNCaNBy
XIII p/a g/B r/y x C1-2
2  CaCBy

Przeksztalcenie (G) podobne jest do przeksztalcenia (C), i rozni si¢ od niego tyl-
ko tym, Ze negacja przy wyrazeniu ,,8” znajduje si¢ na innym miejscu. Przeksztalce-
nie to moina by sprowadzi¢ do przeksztatcen (B), (C) i (D) w nastgpujacy sposob:

(E) CoCBy ~ CBCay

(B) CBCay ~ CNNBCuay (piszac ,,NNP” zamiast ,,a’’ i ,,Cay” zamiast ,,§”)
(E) CNNBCay ~ CoCNNBy (piszac ,,NNP” zamiast ,,p”)

(C) CoCNNBy ~ CNCaNBy (piszac ,,NB” zamiast ,,p”")



192 Jan Lukasiewicz

Poniewaz relacja rownowaznosci dedukcyjnej jest symetryczna i przechodnia, przeto
wynika z powyzszych wzorow, ze wyrazenie ,,CaCBy” jest dedukcyjnie rownowazne
wyrazeniu ,,CNCaNBy”. Postgpowanie to przedluzatoby jednak w praktyce prze-
ksztalcanie wyrazen; wolalem przeto przyja¢ wyrazenie (G) jako osobne przeksztal-
cenie.
Na podstawie przeksztatcen (E), (F) i (G), opartych na tezach X-XIII, moina
w wyrazeniach ksztattu:
Ca,CaCa, ... Co p
kazdy poprzednik, znajdujacy si¢ na dowolnym miejscu i, czyli ,,0,”, przesunaé
rownowaznie na pierwsze miejsce. By przesunaé ,,0,” na pierwsze miejsce,
wystarczy zastosowaé przeksztalcenie (E). By przesunaé ,,a,” na pierwsze miejsce,
nalezy naprzod zastosowa przeksztalcenie (F), dzigki ktéremu ,,a,” przechodz
z trzeciego miejsca na drugie, a potem przeksztalcenie (E), ktére ,,a,” przesuwa
z drugiego miejsca na pierwsze. Gdy chodzi o poprzedniki, znajdujace si¢ na
dalszych miejscach, to trzeba wprzod zastosowac przeksztalcenie (G). W jaki
sposdb to si¢ robi, okaze najlepiej przykiad. Przypusémy, ze chodzi nam o przesu-
nigcie w wyrazeniu
Ca,Ca,Ca,Co,Cop
poprzednika ,,a,” na pierwsze miejsce. Stosujemy przeksztalcenie (G), otrzymujac
Ca,Ca,Ca,Ca,Ca, ~ CNCa,Na,Ca,Ca,CoB
Przez to przeksztalcenie ,,0,” znalazlo si¢ na czwartym miejscu, gdyz z dwoch
pierwszych poprzednikow utworzylismy jeden. Ponawiamy przeksztalcenie (G):
CNCa,Na,Ca,Ca,Cap ~ CNCNa No,Na,Co,Ca,p
Teraz ,,a,” znalazlo si¢ na trzecim miejscu. Ale nie stosujemy jeszcze przeksztalcenia
(E), ktdre przeniostoby ,,0,” na pierwsze miejsce, bo nie chcemy, by w wyrazeniu
znajdowat si¢ poprzednik zlozony ,, NCNCa, Na,Na,”. Stosujemy wigc znowu prze-
ksztalcenie (G), ale tym razem w odwrotnym kierunku, otrzymujac:
CNCNCuo Na,Na,Ca,Cap ~ CNCa,Na,Ca,Ca,CoB
Wyrazenie ,,a,” znalazlo si¢ znowu na trzecim miejscu, ale mozemy zastosowaé
przeksztalcenie (F), przenoszac to wyrazenie na drugie miejsce;
CNCo,Na,Ca,Ca,CaB ~ CNCo,Na,Ca.Ca,CaB
Do nowego wyrazenia stosujemy ponownie przeksztalcenie (G) w odwrotnym
kierunku: .
CNCo,No,Ca,Ca,CaB ~ Ca,Ca,Ca,Ca,CoB
Teraz juz z latwoscia otrzymujemy dzigki (F):
Ca,Co,Ca,Ca,CaB ~ Ca ,Ca,Ca,Ca,CaB
a dzigki (E):
Co,Ca,Ca,Ca,CaB ~ Ca,Ca Ca,Ca,Cap
Zabieg ten wydawa¢ si¢ moze komus niepotrzebnie dtugim i nuzacym. Ale jest to,
Jak mi si¢ wydaje, jedyny sposob, by méc przesunaé poprzednik z dowolnego miejsca
na miejsce pierwsze lub dowolnie blizsze, nie zmieniajac przy tym innych poprzed-
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nikéw ani ich porzadku, przy pomocy trzech tylko przeksztalcen, opartych na
czterech tylko tezach. Wyrazenia ,,NCa,Na,” i ,, NCNCo,Na,Na,” uzyte byly tylko
przejsciowo i zniknely w przeksztalceniu ostatecznym.
Dzeki przeksztalceniom (E), (F) i (G) moina w wyrazeniach ksztaltu:
Ca,CaCa, .. Coo

kazdy zlozony poprzednik przenie$¢ na pierwsze miejsce i zastosowa¢ do niego
przeksztalcenia (B), (C) i (D), rozkladajac go na wyrazenia proste. Zabiegi te mozna
stosowac tak dtugo, az wreszcie kazdy z poprzednikow stanie si¢ badZ zmienna, badz
negacja zmiennej, przy czym ostatni wyraz ,,6”’ pozostaje zmienna, nie wystgpujaca
w zadnym poprzedniku, bo Zzadne przeksztalcenie wyrazu tego nie dotyka.” W ten
sposob kazde wyrazenie ksztaltu ,,CNaoc™, a wigc i kazde wyrazenie sensowne ,,a”,
mozna sprowadzié rownowaznie do zbioru wyrazen elementarnych.®

3. Latwo jest rozstrzygnaé, kiedy wyrazenie elementarne jest teza, a kiedy nie.
Teza jest ono wtedy i tylko wtedy, gdy wsrod poprzednikow jego znajduja si¢ dwa
wyrazenia ksztaltu ,,n”’ i ,,Nn”’, przy czym ,,n”° jest oczywiscie zmienna. Wowczas
przesuwamy dzigki przeksztalceniom (E), (F) i (G) poprzednik ,,n”’° na pierwsze
miejsce, a poprzednik ,,Nn”’ na drugie, otrzymujac wyrazenie ksztattu:

CnCNnB

ktore jest podstawieniem tezy I. Jesli nie ma natomiast wsréd poprzednikéw
wyrazenia elementarnego zadnych dwoch wyrazen ksztattu ,,n” i ,,Nn”, wtedy
podstawiamy za wszystkie zmienne w poprzednikach niepoprzedzone negacja wyra-
zenie ,,CpCNpq”, a za zmienne - poprzedzone negacja wyrazenie ,,NCpCNpq™.
Ostatni wyraz ,,6” pozostaje bez zmiany, bo jest rézny od wszystkich poprzednikow.
Poprzedniki ,,CpCNpg” odrywamy od razu jako tezy; w poprzednikach
»NNCpCNpq” opuszczamy dwa ,, N’ dzigki przeksztalceniu (B), po czym odrywamy
je rowniez, uzyskujac jako wynik koncowy zmienna, oznaczona przez ,,c”’. Wyraze-
nie elementarne prowadzi wigc w tym przypadku do sprzecznosci.

Tak wigc na mocy trzynastu tylko tez, I-XIII, mozemy kazde wyrazenie
sensowne, o ile jest teza, udowodni¢, o ile zas$ nie jest teza, to mozemy wykazaé, ze
dolaczone do zbioru tez daje wszystkie wyrazenia sensowne. Droga, jaka musimy
obra¢, by uzyskaé ten czy 6w wynik, jest w kazdej swej faze, jak najdokladniej
wyznaczona, tak ze rozwazania powyzsze nie tylko podaja dowdd, iz implikacyj-
no-negacyjny rachunek zdan jest aksjomatyzowalny i nasycony, ale umozliwiaja
réwniez efektywne rozstrzygnigcie w kazdym indywidualnym przypadku.

4. By jeszcze bardziej uprzystgpnié te rozwazania czytelnikowi, przytaczam dwa
przyklady.

7 Nad wyrazem ,,dotyka” jest dopisany — r¢ka autora — wyraz ,,sigga” [11J].
® Nastepny paragraf opatrzony jest data: 14.03.1947 [JJJ].
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Pierwszym przykladem jest teza, ktora nalezy udowodnié, sprowadzajac ja dzigki
przeksztatceniom (A){G) do prawdziwych wyrazen elementarnych i wywodzac ja
nastepnie z tych wyrazen dzieki tezom I-XIII. Zalézmy mianowicie, ze

a = CNCNCpNgrNCgNp _
¥ atwo jest sprawdzi¢ matrycowo, ze w naszym przypadku ,,a” jest teza. Poniewaz nie
ma ona ksztattu ,,CNap”, przeto stosujemy do niej naprzod przeksztalcenie (A):
(A) CNCNCpNgrNCgNp ~ CNCNCNCpNgrNCqNps
Otrzymane wyrazenie jest implikacja, ktorej poprzednik jest negacja implikacji
o poprzedniku ,, NCNCpNqr” i o nastgpniku ,,NCgNp”’. Musimy wigc zastosowaé do
niego przeksztalcenie (C): i
(C) CNCNCNCpNgrNCgNps ~ CNCNCpNqrCNNCqNps
Nowe wyrazenie jest takze implikacja, ktorej poprzednik jest negacja implikacji
o prostszym juz poprzedniku ,,NCpNgq” i jeszcze prostszym nastgpniku ,,r”’. Stosuje-
my wi¢c znowu przeksztatcenie (C):
(C) CNCNCpNgrCNNCqgNps ~ CNCpNgCNrCNNNCqNps
Stosujemy raz jeszcze przeksztalcenie (C):
(C) CNCpNgqCNrCNNCqNps ~ CpCNNgqCNrCNNCqNps
Poprzednik wyrazenia, ktore otrzymaliSmy w ten sposob, jest juz zmienng. Szukamy
dalszych poprzednik6w ztozonych. Jako drugi poprzednik wystepuje ,,NNg”. Jest to
poprzednik zlozony (nie jest zmienna ani negacja zmiennej), wigc przenosimy go na
pierwsze miejsce dzigki przeksztalceniu (E):
(E) CpCNNgCnrCNNCgNps ~ CNNgqCpCNrCNNCqNps
W nowym wyrazeniu poprzednik implikacji zaczyna si¢ od dwoch ,,N”’; stosujemy
zatem przeksztalcenie (B):
(B) CNNqCpCNrCNNCgNps ~ CqCpCNrCNNCqNps
Obecnie zaréwno pierwszy poprzednik, jak i drugi, i trzeci, sa to badZ zmienne, badz
negacje zmiennych. Poprzednik zlozony znajduje si¢ dopiero na czwartym miejscu.
Musimy go przenies¢ na pierwsze miejsce. Stosujemy tedy przeksztalcenie (G), ktére
przez zlaczenie dowch pierwszych poprzednikéw w jeden nowy, choé zlozony
poprzednik, umniejsza liczb¢ poprzednikow:
(G) CqgCpCnrCNNCqNps ~ CNCqNgNpCNrCNNCqNps
Teraz poprzednik ztozony znajduje si¢ juz na trzecim miejscu. Dzgki przeksztalceniu
(F) mozna go przesuna¢ na drugie miejsce:
(F) CNCqgNpCNrCNNCgNps ~ CNCqNpCNNCgNpCNrs
Do uzyskanego w ten sposob wyrazenia nie stosujemy przeksztalcenia (E), bo nie
chcemy mie¢ na drugim miejscu poprzednika zlozonego. Stosujemy ponownie
przeksztalcenie (G), ale w odwrotnym kierunku, przenoszac w ten sposob wyrazenie
»NNCgNp” z powrotem na trzecie miejsce, ale pozbywajac si¢ ztozonego poprzed-
nika na miejscu pierwszym:
(G) CNCqNpCNNCgNpCNrs ~ CqCpCNNCgNpCNrs
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Do nowego wyrazenia mozemy zastosowac naprzod przeksztalcenie (F), a nast¢pnie
(E):

(F) CqCpCNNCgNpCNrs ~ CqCNNCqNpCpCNrs

(E) CqCNNCqNpCpCNrs ~ CNNCqNpCqCpCNrs
Poprzednik ,,NNCgqNp”, ktory w wyrazeniu ,,CqCpCNrCNNCqNps” majdowat si¢
na czwartym miejscu, przesun¢liSmy na pierwsze miejsce, przy czym inne poprzedniki
pozostaly bez zmiany. Poniewaz poprzednik ten zaczyna si¢ od dwoch ,,N”, przeto
stosujemy przeksztalcenie (B):

(B) CNNCgNpCqCpCNrs ~ CCqNpCqCpCNrs
W wyrazeniu otrzymanym poprzednik jest implikacja; musimy wigc do niego
zastosowa¢ przeksztalcenie (D):
(D) CCqNpCqCpCNrs ~ CNgCqCpCNrs, CNpCqCpCNrs

Jestesmy u kresu przeksztalcen, gdyz oba wyrazenia, ktéreSmy otrzymali, sa
juz wyrazeniami elementarnymi. Przez dedukcyjnie rOwnowaine przeksztalcenia
sprowadziliSmy zatem nasze pierwotne wyrazenie ,,a” do zbioru dwoch wyrazen
elementarnych.

Oba te wyrazenia elementarne s3 oczywiscie tezami. Trzeba je jednak sprowadzié
do wyrazen ksztaltu ,,CnCN=nf”. Zrobimy to, stosujac do wyrazenia pierwszego
przeksztalcenie (E), a do drugiego przeksztalcenia (F) i (E):

(E) CNqCqCpCNrs ~ CqCNqCpCNrs
(F) CNpCqCpCNrs ~ CNpCpCqCnrs
(E) CNpCpCqCNrs ~ CpCNpCqCNrs

Obecnie mozna przeprowadzc¢ formalny dowodd przez podstawianie i odrywanie
naszego pierwotnego wyrazenia ,,a”, biorac za punkt wyjscia wyrazenia elementarne,
sprowadzone do ksztaltu ,,CnCN=nB”, oraz postugujac si¢ tezami, na ktorych oparlo
si¢ przeksztalcenia (A)«G). Nie bgdziemy jednakowoz [uzywac] wszystkich tych tez,
lecz uzyjemy jedynie tych, ktore w kazdym przeksztalceniu prowadza od wyrazenia
po prawej stronie ku wyrazeniu, znajdujacemu si¢ po lewej stronie. Nie musimy si¢
bowiem opiera¢ na réwnowaznosciach, lecz wystarcza nam implikacje. Wywod
formalny przedstawia si¢ w nastgpujacy sposob:

1g/CqCNrs x 1
1 CpCNpCqCNrs
X q/Np r/[CqCNrs x Cl1-2
2 CNpCpCqCNrs
XI s/Np r/CNrs x C2-3
3 CNpCqCpCNrs
1 p/q r/CpCNrs x 4
4 CqCNgCpCNrs
X p/q g/Ng r/CpCNrs x C4-5
5 CNgCqCpCNrs
IX p/q r/CqCpCNrs g/Np x C5-C3-6
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6 CCqNpCqCpCNrs
IV p/CqNp q/CqCpCNrs x C6-17
7 CNNCqNpCqCpCNrs
X p/NNCqNp r/CpCnrs x C7-8
8 CqCNNCqgNpCpCNrs
XI s/qg p/NNCqNp q/p r/CNrs x C8-9
9 CqCpCNNCqNpCNrs
XII p/q q/p r/CNNCgNpCNrs x C9-10
10 CNCgNpCNNCgNpCNrs
XI s/NCqNp p/NNCqNp q/Nr r/s x C10-11
11 CNCgNpCNrCNNCqNps
XIII p/q g/CpCNrCNNCqNps x Cl12-13
12 CqCpCNrCNNCqNps
IV p/q q/CpCNrCNNCqNps x Ci12-13
13 CNNqCpCNrCNNCgNps
X p/NNgq q/p r/CNrCNNCqNps x C13-14
14 CpCNNqCNrCNNCqNps
VI g/Nq r/CNrCNNCqgNps x C14-15
15 CNCpNqCNrCNNCgNps
VI p/NCpNgq q/r r/CNNCgNps x C15-16
16 CNCNCpNqrCNNCgNps
VI p/NCNCpNqr q/NCqNp r/s x C16-17
17 CNCNCNCpNgrNCqNps
17 s/CNCNCpNgrNCqNp x 18
18 CNCNCNCpNqrCNgNpCNCNCpNqrNCqNp
II p/CNCNCpNgrNCqNp x C18-19
19 CNCNCpNqrNCgNp

Dowdd zostat przeprowadzony przy pomocy dziewigciu tez sposrod podanych
czternastu, to jest przy pomocy tez: I, I, IV, VI, IX, X, XI, XII i XIII. Pozostale tezy
—1III, V, VII i VIII — zuzytkujemy w nastgpnym przykladzie.

Jako drugi przyklad wybieram wyrazenie, ktére nie jest teza, ktore zatem
dolaczone do zbioru tez daje sprzecznosé, czyli wszystkie wyrazenia sensowne.
Zakladam mianowicie, ze:

a = CCpgNCCpqq
Wiyrazenie to traktuj¢ tak samo, jak wyrazenie ,,a” w poprzednim przykladzie.
Poniewaz nie jest ksztaltu ,,CNao™, przeto stosuj¢ naprzod przeksztalcenie (A):
(A) CCpgNCCpqq ~ CNCCpgNCCpqqr
Otrzymane wyrazenie ma w poprzedniku negacj¢ implikacji, przeto przeksztalcam ja
dalej na podstawie rownowaznosci (C):
(C) CNNCCpgNCCpqqr ~ CCpgCNNCCpqqr
Stosuj¢ dalej przeksztalcenie (D), wobec tego, Ze poprzednik jest implikacja:
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(D) CCpqCNNCCpgqr ~ CNpCNNCCpqqr, CqCNNCCpqqr

Zadne z dwoch wyrazen, uzyskanych przez rozklad, nie jest elementarne. Celem
dalszej analizy wybieram wyrazenie pierwsze, przenoszac poprzednik, znajdujacy si¢
na drugim miejscu, na pierwsze miejsce:

(E) CNpCNNCCpqqr ~ CNNCCpqqCNpr
Do otrzymanego wyrazenia stosuj¢ przeksztalcenie (B):

(B) CNNCCpqqCNpr ~ CCCpqqCNpr

i rozkladam wyrazenie, znajdujace si¢ po prawej stronie, wedtug wzoru (D):

(D) CCCpqqCNpr ~ CNCpqCNpr, CqCNpr
Na tym mozna analiz¢ zakonczyC, bo .rzut oka na drugie wyraZzenie, uzyskane
z rozkladu, poucza, ze wyraZenie to jest elementarne i nie jest teza. Jesli zas choé jedno
wyrazenie elementarne nie jest teza, to i pierwotne wyrazenie, z ktorego uzyskalismy
takie wyrazenie elementarne, nie moze by¢ teza.

Obecnie nalezy przeprowadzi¢ wywod formalny, ze z wybranego przez nas
wyrazenia ,,a”, nie bedacego teza, wyprowadzi¢ mozna zmienna ,p”, a wigc
wszystkie wyrazenia sensowne. Gdy w poprzednim przykladzie zaczynalismy wywod
od konca, idgc kolejno w goére od wyrazenr po prawej stronie ku wyrazeniom po
stronie lewej, to w tym przykladzie musimy zacza¢ od poczatku, to znaczy od
wyrazenia ,,a”’, ktore przyjmujemy jako hipotetyczna teze, i idac zgodnie z przeksztal-
ceniami od wyrazen po lewej stronie ku wyrazeniom po stronie prawej, dotrzec
wreszcie musimy do wyrazenia elementarnego, nie bgdacego teza. Wywdd zatem
przebiega w nastepujacy sposob:

1 CCpgNCCpgqq

I p/CCpqNCCpqq g/r x C1-2
2 CNCCpgNCCpqqr

V p/Cpgq g/NCCpgqq x C2-3
3 CCpqCNNCCpgqr

VII r/CNNCCpgqr x C3-4
4 CNpCNNCCpqqr

X p/Np q/INNCCpqq x C4-5
5 CNNCCpqqCNpr

111 p/CCpgqq q/CNpr x C5-6
6 CCCpqqCNpr

VIII p/Cpq r/CNpr x C6-—17

7 CqCNpr

7 q/CpCNpg x CI-8
8 CNpr

8 p/NCpCNpqgrip x 9
9 CNNCpCNpgp

II1 p/CpCNpq q/p x C9-10
10 CCpCNpgp
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10 x CI-11

11 »p
Dowadd zostat przeprowadzony przy pomocy szesciu tez sposrod podanych trzynastu,
to jest przy pomocy tez I, III, V, VII, VIII i X. Wsrdd nich znajduja si¢ te wszystkie
cztery tezy, ktore nie byly potrzebne w wywodze poprzednim.

S. Zbior trzynastu tez, ktore wystarczaja do udowodnienia wszystkich innych tez
rachunku implikacyjno-negacyjnego, stanowi aksjomatyczna podstawe tego rachun-
ku. Nie jest to jeszcze uklad aksjomatow, nie sklada si¢ bowiem z tez od siebie
niezaleznych, a uktad aksjomatow winien byC niezalezny; wskazuje nam jednakowoz
jasna i prosta drogg, jak wyszukac uktad aksjomatow. Jesli bowiem z jakiegos zbioru
niezaleznych od siebie tez bedziemy mogli przez podstawianie i odrywanie wywies¢
tezy od I do XIII, to taki zbior tez be¢dzie ukladem aksjomatow rachunku
implikacyjno-negacyjnego.

Dziwnym trafem trzy sposrod owych tez trzynastu wystarczaja do udowodnienia
wszystkich pozostatych. Sa to tezy VII, VIII i IX. Stanowia one organiczna calosc,
ktora ujeliSmy w rownowaznos¢ dedukcyjna:

(D) CCaBy ~ CNay, CBy
Pod tym wzgledem uklad, ztozony z tez VII, VIII i IX, jest, o ile mi wiadomo, jedyny,
i przewyzsza wszystkie inne znane mi uktady aksjomatyczne, ztozone jakby sztucznie
z tez rozmaitego rodzaju. Nadmieniam, ze zdolatem wykryc ten uktad wiasnie dzigki
przedstawionemu wyzej dowodowi aksjomatyzowalnosci.

Przedstawiam obecnie wywod tez I-VI oraz X—XIII z uktadu VII, VIII i IX.

1 CCCpqrCNpr VII
2 - CCCpgrCygr VII
3 CCNprCCqrCCpgr IX
2 p/Cpq gfr r/Cqr x C2-4
4 CrCqr
4r/Cpr x §

5 CCprCqCpr
1 g/r r/CqCpr x C5-6
6 CNpCqCpr
3 r/CqCpr g/s x C6-1
7 CCsCqCprCCpsCqCpr
7 s/Cpr x C5-8
8 CCpCprCqCpr

4rjpalp x 9
9 CpCpp

8 rip x C9-10
10 CqCpp

10 g/CrCqr x C4-11
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Cpp

11 p/Cpg x 12

CCpqCpq

1r/Cpg x C12-13
CNpCpq

13 g/r x 14

CNpCpr

3 r/Cpr x Cl4-15
CCqCprCCpqCpr

2 g/r r/CqCpr x C5-16
CrCqCpr

15 g/r p/q r/Cpr x C16-17
CCqrCqCpr

7 s/Cqr x C17-18
CCpCqrCqCpr

18 p/CNpr q/Cqr r/CCpqr x C3-19
CCqrCCNprCCpgr

19 g/r r/CqCpr p/s x C16-20
CCNsCqCprCCsrCqCpr

1 p/q q/Cpr r/CCpqCpr x C15-21
CNgCCpqCpr

20 s/q q/Cpg x C21-22
CCqrCCpqCpr

22 g/CpCqr r/CqCpr p/s x C18-23
CCsCpCqrCsCqCpr

18 p/Np g/p r/g x C13-24
CpCNpq

24 p/Np x 25

CNpCNNpgq

19 g/r r/Cqr x C4-26
CCNpCqrCCprCqr

26 g/NNp r/q x C25-217
CCpqCNNpq

27 P/Np q/Cpg x C13-28
CNNNpCpq

26 p/NNp gq/p r/q x C28-29
CCNNpqCpq

27 g/p x C11-30

CNNpp

3 p/Np rip x C30-31
CCqpCCNpgp

31 g/p C11-32
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CCNppp

24 p/q g/r x 33

CqCNgr

22 r/CNgr x C33-34
CCpqCpCNgr

27 p/Cpq q/CpCngqr x C34-35
CNNCpqCpCNgr

20 s/NCpq q/p p/Ngq x C35-36
CCNCpgrCpCNgr

27 p/r q/Cqr x C4-37

CNNrCqr

34 p/NNr q/Cqr r/s x C37-38
CNNrCNCgrs

26 p/Nr g/NCqr r/s x C38-39
CCNrsCNCagrs

19 g/CNrs r/CNCqrs x C39-40
CCNpCNNCgrsCCpCNrsCNCqrs
34 p/Np q/Cpg x C13-41
CNpCNCpgr :

40 g/p r/q sfr x C41-42
CCpCNgqrCNCpgr

27 p/q q/r x 43

CCqrCNNgr

22 q/Cqr r/CNNgr x C43-44
CCpCqrCpCNNgr

22 q/CpCNqr r/CNCpqr p/s x C43-45
CCsCpCNgrCsCNCpgr

45 s/CpCqr q/Nq x C44-46
CCpCqrCNCpNgr

22 q/CNNpq r/Cpq p/r x C29-47
CCrCNNpqCrCpgq

22 g/CrCNNpgq r/CrCpq p[s C47—-48
CCsCrCNNpqCsCrCpq

36 g/Ngq x 49
CCNCpNgrCpCNNgr

48 s/CNCpNgr r/p p/q g/r x C49-50
CCNCpNgrCpCqr

II

XII1

XII
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III. METODY DOWODZENIA NIEZALEZNOSCI TEZ
W TEORII DEDUKCJP

Juz pierwsi tworcy teorii dedukcji, Frege i Peirce, umieli wywodzc¢ jedne tezy z tez
innych przez podstawianie i odrywanie. Ani oni jednakowoz, ani ich natepcy, az do
autordw Principia mathematica i Hilberta wlacznie, nie umieli wykazywaé, ze pewna
teza z danych tez innych nie daje si¢ ta droga wyprowadzié. Nie mogli wiec dowiesc,
ze stworzone przez nich uklady aksjomatow teorii dedukcji sg niezalezne, to znaczy,
ze zaden z tych aksjomatdw nie daje si¢ wyprowadzié¢ przez podstawianie i odrywanie
z pozostatych. Istotnie, zadna z historycznych aksjomatyk teorii dedukcji nie jest
niezaleima; w kazdej znajduje si¢ jeden aksjomat zbedny, wynikajacy z pozostatych.
W aksjomatyce Fregego, ktora sklada si¢ z nastgpujacych szesciu aksjomatow:
CpCqp
CCpCqrCCpqCpr
CCpCqrCqCpr
CCpgCNgNp
CpNNp

6 CNNpp
aksjomat 3 jest zbedny, bo wynika z dwoch pierwszych. W aksjomatyce Principiow,
skladajacej si¢ z definicji:

WV S W -

Cpq = ANpq
oraz z pigciu aksjomatow:
1 CAppp
2 CqApq
3  CApqCqgp

4 CApAqrCqCpr

5 CCqrCQpqCpr
aksjomat 4 jest zbedny, bo wynika z pozostatych. Wreszcie w aksjomatyce Hilberta,
skladajacej si¢ z 6 aksjomatow:

10

1 CpCqgp

2  CCpCpqeCpq

3 CCpCqrCqPpr
4 CCqrCCpqCpr
5 CpCNpgq

6 CCpqCCNpqq
aksjomat 2 wynika z 3, 51i 6.
Dodatek: dowod aksjomatu CApAqrAgApr na podstawie pozostalych aksjo-
matow z Principiach oraz def[inicji] implikacji.

® Rekopis ten oznaczony jest — na pierwszej stronie u gory — jako PRACA NR 4, i obejmuje
8 ponumerowanych stron. Pierwsza strona opatrzona jest ponadto data: 15.01.1947 [J1J].
1 Math. Ann. Bd 88, S. 153. Sprawdzi¢! (Uwaga Lukasiewicza [JJJ].)
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Cpq = ANpq Df.

CAppp

CqApg

CApqCqp

CCqrCapqApr

5p/Np,11¢gjr x 6

CCqrCCpqCpr

6 g/Cqr r/CCpqCpr p/s x C6-1
CCsCqrCsCCpqCpr

7 s/Cqr q/Cpq r/Cpr p/s C1-8
CCqrCCsCpqCsCpr

8 g/Arr x C2 p/r - 10

CCsCpArrCsCpr

9 s/Cqr p/Arq x CS pjr —10

CCqrCArgr

6 g/Arq p/Aqr x 11
CCarqrCCAqrArqCAgrr

6 g/CArq r/CCAqrArqCAgrr p/Cqr x C11-C10-12
CCqrCCAqrCrqCAqrr

6 g/Apq r/Agr p/qg x C4-C3-13

CqAqp

6 g/Apr r/AqApr x C3 q/Apr p/q— C13 g/p p/r — 14
CpAqApr

12 g/p r/AqApr x Cl14 — C4 r/AqApr — 15

CApAqAprAqApr

5 q/r r/Apr p/g x C3 g/r - 16
CAqrAqApr

5 q/Agr r/[AqApr x C16-17
CApAqrApAqApr

6 g/ApAqApr r/{AqApr p/ApAqr x C15-C17-18
CApAqrApr

(Dowdd moze byé skrocony.)

Tworzyé éwiadomie,'' a nie tylko przypadkowo, niezaleine uklady aksjomatow
teorii dedukcji mozna bylo dopiero z chwila znalezienia metody, wykazujacej
niezalezno$¢ jednych tez od drugich. Metodg taka oglosit po raz pierwszy w r. 1926
Paul Bernays w pracy ,Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalkiils der
.12 Metoda ta, polegajaca na tworzeniu matryc, byla znana
jeszcze przed jej ogloszeniem [przed Bernaysa] w Warszawie, gdzie [...] dowodzilfem]

Principia mathematica

1 Strona, od ktorej zaczyna si¢ to zdanie, opatrzona jest data: 16.01.1947 [JJJ].

7%

12 Math. Ztschr . B. 25, 1926.
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niezalezno$ci niektorych tez od pewnych innych tez, postugujac si¢ swa logika
trojwarto$ciowa, Tarski za$ stosowal w pewnych przypadkach metode strukturalng,
ktora rzucila $wiatlo na wszelkie dowody niezaleznosci, zaréwno w logice, jak
W matematyce.

Dowody niezaleznosci, przeprowadzane w matematyce — klasycznym przyktadem
jest dowdd niezaleznosci pewnika Euklidesa o rownoleglych od innych aksjomatéw
geometrii — polegaly, jak moéwiono, na interpretacji. Terminom, wystgpujacym
w jakiej$ aksjomatyce, nadawano nowe znaczenia w ten sposob, by te nowe znaczenia
sprawdzaly wszystkie aksjomaty z wyjatkiem jednego, ktory nie byt sprawdzony. Stad
wnioskowano, ze ten niesprawdzony aksjomat jest niezalezny od innych, opierajac si¢
milczaco na zasadze logicznej, ze ze zdan prawdziwych nie moze wynikaé [zdanie]
falszywe. Byloby jednak bledem mysleé, ze jest to jedyna metoda badania nieza-
leznosci; jest ona, jak okaze si¢ niebawem, szczegblnym przypadkiem metody
ogolniejszej, ktora mozna byto sformutowaé, opierajac si¢ na przyktadach dowodow
niezaleznosci, zaczerpnigtych z logiki.

Najbardzej charakterystyczna jest metoda strukturalna, znaleziona przez Tars-
kiego, poniewaz nie nasuwa zadnej mysli, majacej zwigzek z interpretacja termindw.

Zasadnicza idea wszystkich dowodow niezaleznosci jest nastgpujaca. W sfor-
malizowanym systemie dedukcyjnym teza A jest wtedy i tylko wtedy niezalezna od
zbioru tez B, gdy kazda teza zbioru B posiada pewna wlasnoéé¢ W, dziedziczna ze
wzgledu na reguly wnioskowania, przyjete w systemie, a wlasnosci tej 4 nie posiada.
Przez wlasno$é, dziedziczng ze wzgledu na reguly wnioskowania, rozumiem taka
wilasnosé, ktéra z tez posiadajacych te wiasnoéé, przechodzi na wszystkie tezy,
wywnioskowane z owych tez poczatkowych. Ze wlasnosé jakas jest dziedziczna ze
wzgledu na pewna okreSlona regule wnioskowania, to musi byé udowodnione.
Wiasnoscia taka moze byé prawdziwo$é, bo przyjmujemy tylko takie reguly wnios-
kowania, ktére od prawdy prowadza do prawdy. Stad metoda interpretacji podpada
pod sformutowana wyzej ideg dowodow niezaleznosci. Nie jest ona jednak jedyna;
kazda inna wlasno$¢, dziedziczna ze wzglgdu na reguly wnioskowania, jest rownie
dobra. Wlasnoécia taka moze byé, jak okazat Tarski, jaka$ wlasnosé strukturalna, to
znaczy jaka$é wlasno$é wzoru napisanego, wyrazajacego dang teze. Oto przyklad
z teorii dedukcji. Tezy ,,Cpp”, ,,CpCCpqq”, ,,CCpqCCqrCpr”, ,,CCpCqrCqCpr”,
»CCpCqrCqCpr’’, maja t¢ wspolna wlasnosé strukturalna, ze w kazdej z nich kazda
Zmienna powtarza si¢ parzysta ilo$¢ razy. Mozna tatwo okazaé, ze wlasnos¢ ta jest
dziedziczna ze wzglgdu na reguly wnioskowania, przyjmowane zwykle w teorii
dedukcii, to jest ze wzgledu na regule podstawiania i odrywania. Jest bowiem rzecza
oczywista, ze jakiekolwiek podstawienie, wykonane na tych tezach, musi by¢
wykonane parzysta ilo$¢ razy, a wigc kazda litera, zawarta w wyrazeniu pod-
stawionym, musi wystepowaé parzysta ilo§¢ razy. Ale wlasnosé ta jest takze
dziedziczna ze wzgledu na regule odrywania, bo jesli kazda zmienna w wyrazeniu
,»,Cab” pojawia si¢ parzysta ilos¢ razy, i kazda zmienna w ,,a”” wystgpuje parzysta
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iloéé razy, to i w oderwanym ,,B” kazda zmienna be¢dzie wystgpowac parzysta ilosé
razy, gdyz liczba parzysta odjeta od parzystej, daje liczbe parzysta. Wynika z tego, ze
tezy takie, jak ,,CpCqp”, ,,CCCpgpp”, ,,CCCpqqCCqpp”, ,,CCpCpqCpq” sa wszyst-
kie niezalezne od podanego powyzej zbioru tez, w ktorych kazda zmienna wyst¢puje
parzysta ilo$é razy, gdyz w tych ostatnio wymienionych tezach przynajmniej jedna
zmienna wystepuje nieparzysta ilosc razy.

Metodg¢" strukturalna dla badania niezalezno$ci mozna zwlaszcza wtedy z tatwos-
cia stosowaé, gdy mamy do czynienia nie ze zbiorem tez, lecz z pewna tylko teza, i to
tezg nieodrywalna, i chcemy wykazaé, ze z tezy tej nie wynika jakas inna teza. Przez
teze NIEODRYWALNA rozumiem taka tezg, do ktorej nie mozna zastosowaé reguly
odrywania, ktorej wszelkie konsekwencje moga by¢ zatem uzyskane tylko przez
podstawianie. Jest rzecza jasna, ze wszystkie tezy, w ktorych po poczatkowych
literach ,,C”’ nastgpuje nie zmienna, lecz negacja ,,N”’, np. ,,CNNpp”, ,,CCNppp”,
,,CCCNpqrCpr” itp., sa nieodrywalne. Na to bowiem, by modc uzyskaé jakas
konsekwencje przez odrywanie z tezy ,, CNNpp”, trzeba by mie¢ dwa podstawienia tej
tezy, ,,CNNaa”i,,CNNBB”, i jedno z tych podstawien musiatoby by¢ rownoksztattne
z ,NNa”, co nie jest mozliwe, bo teza zaczynajaca si¢ od ,,N”’ nie moze byé
rownoksztaltna z teza, zaczynajaca si¢ od ,,C”’. Podobnie ,,CCCNaoa” musialoby
byé rownoksztaltne z jakim$§ wyrazeniem ksztattu ,,CNBB”, a ,,CCCNaByCay”
z jakim§ wyrazeniem ksztattu ,,CCNOe(”, co takze nie jest mozliwe (wyrazenie,
zaczynajace si¢ od trzech ,,C”’, po czym nastepuje ,,N”’, nie moze by¢ rownoksztaltne
Z wyrazeniem, zaczynajgcym si¢ od dwoch ,,C z nastgpujacym ,,N°). Istnieja tezy
czysto implikacyjne, ktore sa nieodrywalne. Najtatwiej stowierdzi¢ to przy pomocy
nastepujacej metody, ktora po raz pierwszy stosowat Tarski.

Chcemy stwierdzié, ze prawo Peirce’a ,,CCCpgpp” jest nieodrywalne. Postepuje-
my w nast¢pujacy sposéb. Gdyby prawo to bylo odrywalne, to musialyby istnie¢ dwa
podstawienia tego prawa, np. ,,CCCaBaa” i ,,CCCydyy” takie, ze poprzednik
drugiego podstawienia bylby rownoksztaltny z pierwszym podstawieniem. Tylko
wtedy bowiem mogliby$Smy zastosowacé regule odrywania. Oznaczmy rownoksztalt-
nosc znakiem ,,~”’, ktorym oznaczamy w geometrii przystawanie. Otrzymalibysmy
zatem WzOr:

CCydy ~ CCofaa

By wzor ten byl spelniony, poprzednik jednego wyrazenia musi byé rownoksztalt-
ny poprzednikowi drugiego wyrazenia, a nastgpnik pierwszego wyrazenia nast¢p-
nikowi drugiego. Otrzymujemy zatem:

Cyd ~ CCaPaorazy =~ a
Z wyrazenia po lewej stronie otrzymujemy wreszcie na podstawie takiego samego
rozwazania nast¢pujace kongruencje:
vy~ CoBorazd ~ a

13 Zdanie to zostalo opatrzone data: 24.01.1947 [JJ]].
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Z kongruencji Y &~ aiy = Cuof wynika, ze o & Cap, co jest niemozliwe, bo cz¢s¢ nie
moze by¢ rownoksztaltna z catoscia. Stad wnioskujemy, ze nie moze byé spetniona
kongruencja: CCydy =~ CCCuPaa, wobec czego teza CCCpgpp jest nieodrywalna.
Wszytkie jej konsekwencje sa wigc podstawieniami tej tezy. Otoz przez podstawienie
teza CCCpqpp zmienié si¢ moze' dopiero na czwartym miejscu, a poczatkowe trzy
»C’ musza pozosta¢ bez zmiany. Stad wynika, Ze tezy, nie zaczynajace si¢ od trzech
,»C, sa niezalezne od prawa Peirce’a, np. CpCqp, CCpgCCqrCpr itp.

Metoda strukturalna nie zawsze da si¢ zastosowaé, ma jednak t¢ zaletg, iz nie ma
nic wspdlnego z metoda interpretaciji, okazuje zatem, ze metoda interpretacji nie jest
jedyna metoda dowodzenia niezaleznosci tez. Pewien zwigzek z metoda interpretacyj-
na ma metoda matrycowa dowodzenia niezaleznosci, ktora jako metoda ogdlna ma
szczeg6lna wartosé.

Metoda matrycowa polega na tym, ze szuka si¢ matrycy spehiajacej wszystkie
tezy zbioru A i dziedzicznej ze wzgledu na reguly podstawiania oraz odrywania, a nie
sprawdzajacej jakiej§ tezy B, ktorej niezalezno$¢ od zbioru A4 chcemy okazaé.
Mowimy, ze dana matryca spelnia tez¢ T, jesli przy wszystkich podstawieniach
elementow matrycy — oznaczonych np. cyframi 1, 2, 3, ... — za zmienne, teza
T przechodz po redukcji zgodnie z matrycg w tzw. warto$¢ wyrdzniona. Wartos$é te
oznaczamy zazwyczaj cyfra 1, moga byc atoli matryce o wigkszej liczbie wartosci
wyromionych. Elementy matrycy, oznaczone cyframi, nie maja zadnego zreszta
znaczenia; sa to tylko znaki, spelniajace umowne rownosci, zaznaczone w matrycy.
Matryca nazywa si¢ normalna, jesli w wierszu wyrdéznionym w matrycy dla ,,C”, to
jest w implikacjach zaczynajacych si¢ od wartosci wyrdznionej, warto$é implikacji jest
tylko wtedy wyrdzniona, gdy i nastgpnik implikacji jest wyrdzniony. Przyklady
wyjasnia, o co tu chodz.

Zalézmy, ze mamy zbada¢ metoda matrycowa, iz ukiad aksjomatow:

1 CCpgqCCqrCpr

2 CCNppp

3 CpCNpg
jest niezalezny, to znaczy, ze zaden z tych trzech aksjomatéw nie wynika przy pomocy
przyjetych w systemie regul wnioskowania, tj. reguly podstawiania i odrywania.
Budujemy trzy nastgpujace matryce:

c 12 N c 12 N C 123 N
11 2 1 1 2 2 1T1 33 3
2 11 1 2 11 2 2 131 1

3 111 1

Wszystkie trzy matryce sa normalne, bo w wierszu 1 wartos¢ implikacji rowna si¢
1 tylko wtedy, gdy nastgpnik rowna si¢ 1, czyli 1 stoi tylko w pionie, oznaczonym

" Strona, od ktérej zaczyna si¢ to stowo, opatrzona jest datg: 25.01.1947 [JJJ].
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u gory przez 1. Matryce te sa wi¢c dziedziczne ze wzgledu na regul¢ odrywania. Wyraz
wyrézmiony 1 oznaczony jest gwiazdka. Matryca pierwsza dowodz niezaleznosci
aksjomatu 3 od dwoch pierwszych. Dwa pierwsze bowiem daja stale 1 przy wszelkich
kombinacjach podstawien 1 i 2 za zmienne, trzeci za$ aksjomat daje dla p/1 i g/2:
CICNI12 = CIC12 = Cl2 = 2. Matryca druga dowodz niezaleznosci aksjomatu
2 od 11 2; albowiem 1 i 3 sa przez matrycg sprawdzone, a dla p/2 otrzymujemy
z aksjomatu 2: CCN222 = CC222 = C12 = 2. Ostatnia wreszcie matryca okazuje, ze
aksjomat 1 jest niezalezny od pozostalych. Aksjomaty 2 i 3 sa bowiem sprawdzone
przez matrycg, a z aksjomatu 1 otrzymujemy dla p/2 g/3 r/2: CC23CC32C22
= CIC13 = C13 = 3.

Metoda matrycowa ma pewien zwiazek z metoda interpretacji; moina bowiem
przynajmniej w dwoch pierwszych matrycach przyjac, ze N oznacza raz verum, drugi
raz falsum, a elementy matrycy 1 i 2 oznaczaja odpowiednio prawde¢ i falsz.
Interpretacja taka w trzecim wypadku, gdy tam sa trzy elementy matrycy, bylaby juz
trudniejsza i wymagataby stworzenia jakiegos systemu trojwartosciowego.



